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Résumé

De nombreux phénomeénes naturels, économiques et biologiques intégrent une composante
aléatoire que les modéles déterministes ne peuvent saisir. Les équations différentielles
stochastiques (EDS) offrent un cadre pertinent en combinant dérive et diffusion. Ce mémoire
étudie un processus de diffusion a retard proportionnel avec dérive non réguliere. Deux axes
sont développés : I’estimation du paramétre de retard par maximum de vraisemblance en
régime de petite diffusion, et la construction d’un test paramétrique simple contre simple
fondé sur le rapport de vraisemblance. Les résultats théoriques, inspirés des travaux
d’Ibragimov, Has’minskii et Kutoyants, sont confirmés par simulations numériques.

Abstract

Many natural, economic, and biological phenomena involve random fluctuations that cannot
be captured by purely deterministic models. Stochastic differential equations (SDES) provide
a suitable framework by combining drift and diffusion components. This thesis focuses on a
diffusion process with proportional delay and non-regular drift. Two main objectives are
addressed: estimating the delay parameter via maximum likelihood in the small-diffusion
regime, and constructing a simple versus simple parametric test based on the likelihood ratio.
Theoretical results, inspired by the works of Ibragimov, Has minskii, and Kutoyants, are
supported by numerical simulations.

ailal)

A Ay Lghai o Lpaiall 3l (S Y 400 sdie i A 5l gl alaBY) 5 Apmlall al shall (g aall il
SR (SLEEYT) 5 siall (3l 5 (al i) oaiad) (3l (o pans Lanilia Tyl 250 sufiall Fbisaldsl] ¥ sl
Jalae i sl () gme 3in3 ) Coagy s aliiie e Gl jail s oo Al (g o LS Alee e a1
e Japesdl £ 5l (pe 5 el Alildae HLA) el g ¢ ppaall HLEDYI Alla 3 alae Y1 Jlaia¥) 34 Hha aladinly palil)
cosiil 5 oS g Suiranla 5 o gae ) ) Jlael ) saiiial dgnaal) slSaall K53y Jlaiay) doud e Talaie ) Jasel)

) ledle Jtaniall 4 il il daa,



Notations :

R : Ensemble des réels.

IR, : Ensemble des réels positifs.

B(IR) : Tribu borélienne engendrée par les ouverts de IR,
(QQ, F,P) : Espace de probabilité .

{W;0<t < T :} Mouvement brownien standard .

X = (Xy)o<t<r : Processus stochastique observé.

v.a : Variable aléatoire.

C[0,T] : Espace des fonctions continues sur [0,77] .

Br : Tribu borélienne engendrée par X;,0 <t < T .

[Ey[.] : Espérance sous la loi IPéE).
N(0,1) : Loi normale centrée réduite.

Covg(X,Y) : Covariance de deux variables aléatoire X et Y sous la loi Py .



Introduction générale

De nombreux phénomenes naturels, économiques ou biologiques présentent une dynamique
aléatoire qui ne peut étre modélisée de maniere plirement déterministe. Dans ce contexte, les
équations différentielles stochastiques (EDS) offrent un cadre rigoureux et souple pour modéliser
I’évolution de tels systemes sous 'effet de I'incertitude. Ces équations permettent d’intégrer a la
fois une composante systématique (dérive) et une composante aléatoire (diffusion), et sont au
coeur de nombreuses applications contemporaines.

Ce mémoire s’intéresse a un cas particulier, mais fondamental, des équations différentielles
stochastiques : les processus de type diffusion a dérive non réguliere, lorsque la fonction de dérive
n’est pas différentiable par rapport au parametre d’intérét. Cette absence de régularité complique
considérablement 'application des méthodes classiques d’estimation et de test statistique, et
nécessite le recours a des techniques plus raffinées, issues de 'analyse asymptotique et de la
statistique des processus stochastiques.

Le processus étudié dans ce mémoire, processus de type diffusion avec retard proportionnel,
est défini par ’équation différentielle stochastique suivante :

dX; = Xgpdt +edWy, Xo=my, 0<t<T,

ot {Wy,t €[0,1]} est un mouvement brownien, 6 € [0,1] est un parameétre inconnu a estimer, et
e € (0,1] désigne I'intensité du bruit. Ce travail poursuit deux objectifs principaux. Le premier
consiste a étudier I'estimation du parametre 6 a partir de I'observation continue du processus,
en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance (EMV). Le second objectif est de
proposer un test paramétrique permettant d’évaluer la pertinence du modele retenu et de tester
des hypotheses portant sur le parametre, en s’appuyant sur les propriétés asymptotiques du
processus lorsque € — 0. La méthodologie adoptée s’inspire des travaux fondateurs d’Ibragimov,
Has’minskii et Kutoyants, pionniers de l'estimation dans les modeles a faible bruit. Nous
adaptons ici leurs méthodes a un cadre plus délicat, caractérisé par 'absence de régularité
de la dérive par rapport au parametre 6, ce qui requiert des outils théoriques et numériques
spécifiques. Le mémoire est structuré comme suit :

Le premier chapitre présente les notions préliminaires nécessaires a la compréhension du
travail. On y rappelle les propriétés fondamentales du mouvement brownien, les définitions
des intégrales stochastiques, ainsi que la formulation générale des équations différentielles
stochastiques.

Le deuxieme chapitre, intitulé Estimation dans les processus de type diffusion non linéaire
a dérive non différentiable, est consacré a la construction de l'estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) du parametre et d’analyser ses propriétés asymptotiques. Des simulations
numériques réalisées a l'aide du logiciel R illustrent les résultats théoriques.

Le troisieme chapitre, intitulé test paramétrique entre deux hypotheses simples pour un
processus de diffusion a retard proportionnel , est consacré a la construction et a ’analyse d’un
test statistique basé sur le rapport de vraisemblance dans le cadre d’'un modele EDS a retard
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proportionnel avec un petit parametre de diffusion. Ce chapitre présente le cadre théorique
du test, les hypotheses considérées, ainsi que la démonstration rigoureuse de ses propriétés
asymptotiques en termes de contrdle du risque de premiere espece et d’étude de la puissance
limite. Ce travail constitue une contribution a ’analyse statistique des modeles stochastiques
a retard, en mettant en évidence qu’il est possible de développer des tests paramétriques
performants méme dans des contextes non standards, grace a 1'utilisation d’outils probabilistes
adaptés et d’expérimentations numériques illustratives.




Chapitre

Notions fondamentales de calcul stochastique

Dans ce chapitre,nous rappelons quelques notions de base en probabilités et statistiques.
Nous présentons notamment une définition probabiliste de I'intégrale stochastique,puis nous
introduisons des équations différentielles ordinaires perturbées par ce type d’intégrales stochas-
tiques. Les notions préliminaires présentées dans ce chapitre sont issues des références suivantes :
Lipster [3], Monic [6] et Karatzaz [5]

Définition 1.1. La densité de probabilité f d’une variable aléatoire continue X sur l’ensemble des
réels R est une fonction f:IR — R qui satisfait les propriétés suivantes :

1. f(z) 20 pour tout x € R.

2. L’intégrale de f sur tout l’ensemble réel est égale a 1 :

/_O:Of(x)dx =1

Théoréme 1.1. (Radon-Nikodym) :

Soit v une mesure définie positive sur B(IR). Une mesure de probabilité (paramétrique) Py est
absolument continue par rapport a la mesure v et on note Py < v si et seulement si Py admet
une densité f par rapport a v c’est a dire :

Py
dv
ot x = (x1,...,xn) € X (l’espace des observations)et 6 € © C R.

f(z,0),

Nous rappelons la définition de I'information de Fisher, qui est d'un intérét capital dans les
problemes d’estimation statistique de parametres inconnus. Considérons une variable aléatoire .
X dont la loi dépend d’un parametre 6 (réel ou vecteur & n composantes inconnues), soit ses
probabilités P(X = z,0) (cas discret), soit sa densité f(x,0) (cas continu).

Définition 1.2. (Information de Fisher) :

Si x est une réalisation d’une variable aléatoire X, on note f(x,0) la fonction de vraisemblance
associée a la variable X (qui peut étre multidimensionnelle).

Si f est dérivable par rapport a 6, nous appelons quantité d’information de Fisher apportée par
la Variable aléatoire X, ou par une observation x de X, sur le parametre 0, la quantité :
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1(6) = E,

(aloggéxe))?]

1 (0f(z,0)\
— dz.
{x:f(x.0)0} f(x,0) \ 00

2
1 X,0
<30g£§,)> ] désigne l'espérance mathématique

Remarque : Dans cette définition, IEy

sous la loi de probabilité Fy.

Théoréme 1.2. (Inégalités classiques) :
Supposons que X et Y soient deux variables aléatoires ayant des espérances du premier et du
deuziéeme ordre finies. Nous énongons les inégalités suivantes :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : (E(X.Y))? < E(X?)E(Y?).

2. Inégalité de Holder : Si p, q sont deux réels strictement positifs tels que %—1—% =1, alors :

E(X.Y) = [E|X|")? [E[Y|7)7.
3. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Supposons que B[X]| = et V(X) = 0? (variance

finie). Alors, pour tout réel € >0, on a :

o2

PX—plze)< =

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Définition 1.3. Un processus stochastique X = (Xy)ier est une famille de variables aléatoires
Xt indexées par un ensemble T (en général T =R ou RY) et définies sur (Q,F,P) a valeurs
dans (E,E), qu’on appelle espace d’états.

Définition 1.4.

1- Filtration : Une filtration {F;,t >0} sur un espace de probabilité (Q,F,P) est une suite
croissante de sous tribus de F i.e

2- Processus continu : Le processus X = {Xy,t >0} est dit continu si pour tout w € Q, la
fonction t — Xi(w) est continue (i.e les trajectoires sont continues).

3- Processus mesurable : Le processus X = {X;,t >0} est dit mesurable si Uapplication :

(taw) = Xt(w)a
définie sur l'ensemble Ry x Q muni de B(R4) ® F, processus da valeur dans Le processus
R? muni de la tribu B(R?), est mesurable.

4- Processus adapté : On dit que X = {Xy,t > 0} est Ft— adapté si pour tout t > 0, la
variable aléatoire Xy est Fy— mesurable.

5- Processus progressif : On dit que X = {Xy,t >0} est Ft— progressif si pour tout t > 0,
la fonction (s,w) — Xs(w) définie sur ([0,1] x Q, B([0,]) ® F}) a valeur dans (R?, B(R?))

est mesurable.
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Définition 1.5. Un processus stochastique {X;,t >0} est dit strictement stationnaire si :
pour tout entier n € IN*, pour tous choix de temps t1,ts,...,t, € Ry et pour tout décalage h >0,
les vecteurs aléatoires (X, , Xty, ..., Xt,) €t (Xt 4hs Xtgths ooy Xt,th) ont la méme loi.

Définition 1.6. Un processus aléatoire X est qualifié de stationnaire au second ordre lorsque :

e Sa moyenne E[Xy] est constante, c¢’est-a-dire qu’elle ne varie pas avec le temps.

e [a covariance entre X et X; ne dépend que de ['intervalle de temps T =t — s, ce qui
implique une invariance par translation dans le temps.

e De plus, la fonction de covariance R(T) est continue en T =0.

Définition 1.7. Un processus {X;,t >0} est dit gaussien si :
pour tout entier n strictement positif et pour tous t1,...,tn dans T, (Xy,,...,Xt,) est un vecteur
gaussien (ses lois de dimensions finies sont gaussiennes).

Nous rappelons aussi la propriété de Markov pour un processus. Un processus est de Markov
si son comportement dans le futur ne dépend du passé qu’a travers le présent.

Définition 1.8. Soit (X;)i>0 un processus stochastique d valeurs dans un espace d’états E. On
dit que (X;) est un processus de Markov si pour tout s,t > 0 et pour tout ensemble borélien
AeB(E), ona:

P(Xtys € Al (Xu)ocuss) = P(Xips € A| X)

Proposition 1.1. (de Markov forte)
Soit (X¢)i=0 un processus de Markov par rapport a la filtration (Ft >0).
Alors, pour tout temps d’arrét T borné et pour toutt € v on a

P(Xry €l | Ft)=P(Xp € Al X7) VA e B(R).,

Définition 1.9. La famille des lois marginales d’un processus X est définie par :

n
X = {Mff,...,tn;” €N, (t1,....tn) € [IRJF} }

avec

/lgi...,tn<A1>...,An) é P(th G A17 7th G An)v (A17 "'7An) E B(IRnd)7
et Mi)f,...,tn est une mesure de probabilité sur ((RY)"™, B(IR™))

Définition 1.10. Une famille de lois de probabilités j = {ju,,... t,;n € N, (t1,...,tn) € R}, est dite
cohérente si pour tout n € N, t; >0, A; € B(RY)(1 < i < n) les conditions suivantes sont satisfaites

1. Condition de symétrie :Pour toute toute permutation 7w de {1,....,n}

Lt 1y seestnoy (AT s An) = Byt (Ag=1(1), s Ag=1(m)) -

2. Condition de compatibilité : pour tout k <n
/’Ltl,...,tk <A17 SRS Ak’) = /’Ltl,...,tk,tk+1,...,tn (A17 [ERS) Ak7 Rd? sy :[Rd)

Définition 1.11. Modification d’un processus stochastique) :
Soient deux processus stochastiques X = (X¢)i=0 et Y = (Yi)e=0 -
On dit que Y est une modification de X si pour tout t >0 :
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P(X;=Y;) = 1.

Théoréme 1.3. (Critére de Kolmogorov)

Soit X un processus stochastique. On suppose qu’il existe des constantes «, 3 et C' strictement
positives telles que

E(|X; — X,|*) < CJt —s|"*7 9,5 > 0,

alors, il existe une modification de dont les trajectoires sont continue presque surement.

1.2 Mouvement Brownien

Pour les définitions et les propriétés du mouvement brownien, nous nous sommes appuyés
sur les ouvrage de Karatzas, I. et Shreve, S.E.[5] et de Kutoyants [1]

Définition 1.12. Le processus (Bi,t > 0) est un mouvement Brownien (standard), également
appelé processus de Wiener,si

1. P(By=0)=1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).

2. Vs <t, By — By est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t — s).

3. Vn,vt;,0 < tg < t; < ... <ty les accroissements (B, — By, ,,....,Bt, — Byy, By,) sont
indépendants.

4. Les trajectoire t — By sont continues presque surement.
Dans tout ce qui suit,nous notons un M.B standard par (W;)o.

Proposition 1.2. (Régularité trajectorielle Brownienne)
Soit (Wy) un M.B, on a :

= limsup—t = 400.

Vi =0 Vit

2. lim inf% — lim inf — = —oo0.

t—oo  \/t =0 N/t

3. La trajectoire d’un M.B (W) passe une infinité de fois par tout point et (W) n’est pas
dérivable ni a gauche ni a droite.

1. lim sup
t—00

4. Les trajectoires du M.B sont localement holdériennes-continues d’ordre o, avec o < 1/2.

Lemme 1.1. Soit (W:) un mouvement Brownien, on a :
pour tout A >0

2
E[exp{Asin|Wi|}] <1+ A Sre’T .

Pour la démonstration de ce lemme, nous avons besoin de la propriété suivante (voir [1],
page28)

Proposition 1.3. Soit (W;) un mouvement Brownien, on a :

P{sup Wy > N}=2P{Wr >N}, N>0. (1.1)
0<s<t

11 /T N2
P N <mi —. —|— | e 2T 1.2
{Wp > }_mm(z,NUQW)e (1.2)

6
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Demonstration. /1] Notons par F(z) la fonction de répartition de la variable aléatoire sup |Wy|
0<t<T

et soit A >0, alors par intégration par parties on obtient,

o0
Eexp{\ sup |Wt\}:/ A dF (z)
0<t<T 0

— /0 Ad[1 — F(z)]

_ 1+)\/Oooe’\‘”[1—F(:c)]dx.

En utilisant la propriété (1.1) on a :

P{ sup [Wi| >N} <P{ sup Wy>N}+P{ sup Wy <—N}
0<t<T 0<t<T

0<t<T
=P{ sup Wy >N} +P{ sup (—W;) >N}
0<t<T 0<t<T
— AP{Wr > N}.

Et par (1.2) on obtient :

oo
Eexp{ sup |[W;|} <1 +4)\/ AN P{Wr > x}da
0<t<T 0

+ 2\ p{A 2d
< -
12/06x{:1c ZT}x

A2

<1+2AT2/°O (- (e = TN
e | eap{—gn(e

22
=1++vV8rTe 2.

1.3 Intégrale stochastique

Soit (Q,F,IP) un espace de probabilité complet, muni d’une filtration (F;);>0 satisfaisant
les conditions usuelles (i.e.,Fy contient les ensembles négligeables, la filtration est croissante, et
elle est continue a droite).

Définition 1.13. On appelle tribu des prévisibles (ou oc— algébre des prévisibles), la plus petite
tribu sur [0,T] x Q rendant mesurables tous les processus adaptés et continue a gauche avec
limites a droite (cigl ou left-continue with riht limits, notés LCRL).

Un processus ¢ = (SOt)te[o,T] est dit prévisible s’il est mesurable par rapport a cette tribu.

Soit maintenant (W3)0 un processus de Wiener standard, adapté a la filtration (F3)¢so tel
que, pour tout 0 < s <, 'accroissement W; — Wy est indépendant de Fs.

On note par A% I'ensemble des processus ¢ = (SOt)te[o,T] prévisibles, tels que :

T
113[/0 p2dt] < +oo.
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Autrement dit, A? désigne I’ensemble des processus prévisibles, de carré intégrable sur [0, 7],
presque stirement.

Proposition 1.4. Soit ¢ € A2, et soit Tl = {0 =t) <t} < ... < t, = T} une subdivision de
Uintervalle [0,T]. Si ¢¢ est mesurable par rapport da la tribu Fy, | pourt € [ti—1,t;), alors ¢ est

prévisible, et chaque @y, | est indépendant de l'accroissement Wy, — Wy, .

Le but de I'intégrale stochastique est de donner un sens rigoureux a des équations différen-
tielles stochastiques (EDS) de la forme :
dXt = bt(Xt> dt+0t(Xt) th (13)

Comme dans le cas déterministe, une solution de I’équation différentielle 1.3 est interprétée
comme une solution de I’équation intégrale associée :

t t
)(t:)((hu/0 bs(XS)der/O 05 (X)) dW.

Définition 1.14. Pour tout processus o € A%, on définit Uintégrale stochastique d’It6 comme
la limite dans L? des accroissements des sommes ci-dessous. Ainsi, Uintégrale stochastique est
construite comme la limite des sommes de Riemann.

n—1

Li(p) = /Ot ps(w)dWs := lim Z a;(w) (WtiHAt(W) — WtiAt(WD )

n—->0 =0

e ©=(pt)=0 est un processus prévisible, qui représente l’intégrale stochastique.

o oy, (w) est une approximation simple du processus @, constante par morceauxr sur les
intervalles [t;, tiy1).

On a de plus quelques propriétés complémentaires liées a la dépendance aléatoire de .

Proposition 1.5. Pour tout 1, € A? tels que A? ensemble des processus prévisibles de carré
intégrable et tout s, t tels que 0 < s<t, on a :

1. t— Ii(p) est a trajectoire continue P-p.s.
2. I(p) = (It(@))i=0 est adapté a la filtration Fiso.

3. E(It(¢)) =0, et Var(I;(¢)) =E </Ot go?ds) )
4 IE(It(QO) - Is(@)/fs> =0.
5. B (o)~ L)/ 7) =B [ Ao/ 7).

tAs
6. E[l(¢)Is(¥)] =E 0 Oythudu.

s+T
<4E ( / goidu) .
S

t
Corollaire 1.1. 1. Si pour tout t € [0,T], la somme /0 E(¢?)ds < oo, alors :

7. B | sup (L—s(p) — Is(p))?

0<t<T

E(Li(p)/Fs) = Is(p), pour tout s <t.

8
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t
2. Isométrie d’Ito : Si/o E(¢?)du < 0o, on a :

E K/Ot%dwsﬂ - /OtIE(gog)ds.

3. D’apreés la définition, le processus I1(p) est gaussien centré de covariance,

tAs

contif) 1) =B [ ).

T

Lemme 1.2. Soit f € A2, si pour tout n > 1,/ E | fi(w) [*" dt < oo, alors nous avons linégalité
0

sutvante :

IEy

< /OTf (t)th> 271 < (n(2n—1)"1"! /O TIE@( F27(t))dt. (1.4)

Ainsi. Pour tout processus f nous avons :

T T
IEemp{/O frdW, — ;/0 fAdt) < 1. (1.5)

Lemme 1.3. Soit (W})is0 un MB et f € A2, pour tout t € [0,T] et pour tout § > 0,\ >0, nous
avons :

T
’ <°<t<T'/o alw)dWsl > 5) <H P (P> ).

1.3.1 Processus d’Ito

Définition 1.15. On appelle processus d’Itd, un processus X = {Xy,0<t < T} a valeurs dans R
tel que :

t t
Xt:XoJr/O bsds+/0 o dWe. P—p.s
avec

e X est Fy-mesurable.
o(by)ost<T et (o1)ost<r sont des processus adaptés a la filtration (Ft)eso.

¢ t
0/0 |bs|ds < o0 P-p.s et /0 los|ds < 00 P-p.s pour tout t € [0,T].

Ecrit sous sa forme différentielle, le processus d’Ité devient :
dXt = btdt + O'tth.

Théoréme 1.4. (théoréme de Girsanov )
Soit (Wi)e>0 un mouvement brownien standard sur un espace de probabilité (QQ,F,(Fi)e>0,P).
Soit (0)1>0 un processus adapté et mesurable tel que, pour un horizon fixé T > 0,

T
Ep lexp (%/0 6> ds)

< +00.




1.3. INTEGRALE STOCHASTIQUE 1.3

On définit la densité de Radon—Nikodym par

T T
ZT:exp<—/O edes—%/O 93d5>.

Alors Zp >0 P-p.s., Ep[Zp] =1, et la mesure Q définie par

dQ
= -z
dP | £, T

Q(A) = [4 ZrdP
est équivalente a IP. De plus, sous Q, le processus

t
WtQ:Wt—i—/OGSdS, 0<t<T,

est un mouvement brownien. Autrement dit, un changement de probabilité permet de transformer
un mouvement brownien avec dérive en un mouvement brownien standard, et inversement.

1.3.2 Formules d’It0 :

e Premiere Formule d’It6 :
Soit X un processus d’It6 et f: R — IR une fonction de classe C? & dérivées bornées,alors :

FOX) = F(X0) + [ F(X)aX+ 5 [ 5/(X)oRds. (1.6)

e Deuxiéme Formule d’It6 :
Soit (t,z) — f(t,x) une fonction réelle deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t
et X un processus d’Ito, on a :

0.0 = 10.X0) + [ fols. XaXe+ [ il Xds+ 5 [ 1o, Xo2ds. (17)

e Formule d’intégration par parties :
Soit X et Y deux processus d’Ito.

{dX — Fldt + GYaw,

dY = F2dt + G2dW,

Alors le produit X,Y est un processus d’Ito,et

d(XY)=YdX + XdY +dXdY.

L’expression dXdY est le terme correctif d’It6.L’intégration de la regle du produit d’It6
donne la formule d’intégration par parties.
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1.4. PROCESSUS DE DIFFUSION 1.4

1.4 Processus de diffusion

1.4.1 Equations différentielles stochastiques

De manieére informelle, on appelle équation différentielle stochastique (EDS), une équation
différentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, c’est une équation
de la forme :

(1.8)

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th,
X() =2X9.

avec :

(Wi)is0 ¢ est un (F;) mouvement brownien m-dimensionnel sur un espace de probabilité(Q, F, P)
dWy + est la différentielle d'un mouvement brownien standard (W%).

b,o : deux fonctions mesurables bornées de R™ x IR

o : est une valeur initiale.

Le coefficient b est appelé : dérive, tandis que o est le : coefficient de diffusion.

Quand les coefficients b et o ne dépend pas de temps, on dit que I’équation (1.8) est :
homogeéne.

De plus, le processus qui résout I’équation(1.8) est appelé : processus de diffusion.

Définition 1.16. Un processus stochastique a temps continu (Xy)i0 est dit de diffusion s’il est
markovien c’est-a-dire s’il possede la propriété de Markov forte et a trajectoire presque stirement
continue.

Définition 1.17. Un processus X est solution de ’EDS (1.8). Si ¢’est un processus F-adapté et
satisfaisant :

t t
/0 \b(s,Xs)\ds—i-/O 0%(s,Xs)ds < oo, x€R et pour tout t € RT,

et qui vérifiant I’équation

t t
Xt:Xo—i—/O b(s,Xs)der/o o (5, Xs)dWs. (1.9)
Définition 1.18. [Processus de type diffusion avec retard proportionnel]

Soit (Wi)i>0 un mouvement brownien standard défini sur un espace de probabilité (QQ, F,P)
avec une filtration (F¢)i>0. On appelle processus de type diffusion avec retard proportionnel
toute solution (Xt)co1] de léquation différentielle stochastique

dXt:XQtdt—FGth, XOI.T(), OStST, (110)

ou
— 0< 0 <1 est un paramétre de retard proportionnel,
— x0 € R est la condition initiale,

11



1.4. PROCESSUS DE DIFFUSION 1.4

— €€ (0,1) est lintensité du bruit.

Remarque : Le processus (1.10) est qualifié de type diffusion, car il s’agit d'un processus a
mémoire, ce qui lui fait perdre la propriété de Markov.

1.4.2 Existence et unicité des solutions d’EDS

Théoréme 1.5. (Existence et unicité de solution)
On suppose que b et o deuz fonctions continues et bornées dans [0, T et qu’il existe une constante
K >0 telle que pour tous x,y € R et t € [0,T] :

i) Condition de Lipschitz :
| b(t,2) =b(t,y) [+ [o(t,x) —o(ty) IS K |z —y].
it) Condition de croissance :
|b(t,z)? |+ | o(t,2) |>P< K2(1+ |z |?).
iii) E(Xo) < +o0.

alors pour t >0 L’EDS (1.8)admet une solution unique dans l'intervalle [0,T].

L’unicité signifie que si (Xt)i=0 et (Yi)0 sont deuz solutions de (1.9), alors Xy =Y; P-p.s.

Remarque : On dit que les fonction b et o vérifient la condition L si et seulement si (i) et
(ii) sont satisfaite.

Exemple 1.1.

e Le mouvement brownien géométrique : il est utilisé dans le modele de
Black-Scholes(1975) d’évaluation d’option pour modéliser I’évolution du priz de l'action :

dSt = mStdt + UStth
e Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck : il est utilisé dans le modéle de Vasicek (1979) de
structure par terme des taux d’intérét pour modéliser I’évolution du tauxr court instantané
Tt -
dry = b(a —ry)dt + sdW.

12



Chapitre

Estimation par maximum de vraisemblance d’'un
processus de diffusion a retard proportionnel

2.1 Introduction et formulation de probléeme

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a un probleme fondamental d’estimation paramé-
trique dans un contexte non régulier. Plus précisément, nous considérons l’estimation d’un
parametre inconnu # a partir de 'observation continue d’un processus de type diffusion dont la
dérive présente une non-différentiabilité en 6. Cette irrégularité du modele souleve des difficultés
théoriques et méthodologiques qui nécessitent des approches spécifiques issues de 'analyse
asymptotique. Soit un espace probabilisé filtré (Q,F, (Ft)o<t<7,P), muni d’'un mouvement
brownien standard (W;)p<¢<7. Pour chaque § € ® = (a, 3) C (0,1), nous considérons le modele,
défini par ’équation différentielle stochastique a retard proportionnel :

dXi = Xgdt +edWy, Xo=z9, 0<t<T, (2.1)

ou € € (0,1) est un petit parametre de diffusion, et la fonction de dérive S(6,X;) = Xy est non
linéaire. L’équation intégrale correspondante a l'instant 0t s’écrit :

t
Xot = x0 +/0 Xp2 ds+ Wy

Il est important de noter que ce modele présente une irrégularité significative : la trajectoire
de (X¢) possede la méme régularité que celle du mouvement brownien, ce qui implique que la
dérivée de Xy par rapport a 0 n’existe pas, au sens classique, pour ¢ € (0,7]. De tels modeles
apparaissent naturellement dans des domaines comme la finance, la biologie ou la physique, ou
des phénomenes complexes sont modélisés par des diffusions non linéaires a dérive non réguliere.
L’objectif principal de ce chapitre est d’étudier le probleme de I’estimation du parametre 6 a
partir de 'observation du processus (X;) sur l'intervalle [0, 7], dans I’asymptotique ou le bruit
¢ tend vers zéro. Nous analysons les propriétés asymptotiques d ’estimateur du maximum de
vraisemblance (EMV) associé a ce modele. En particulier, nous montrons que, sous certaines
conditions, cet estimateur est consistant, asymptotiquement normal et efficace lorsque £ — 0.

Nous associons a ( 2.1) I’équation déterministe correspondante a € = 0 de solution z =
{24,0<t<T}:

dl‘t

— = Ty, 0<t<T,
dt ot

o

13



2.2. PROCESSUS DE RAPPORT DE VRAISEMBLANCE 2.2

ou f est un parametre inconnu appartenant a un intervalle ©® = (o, ) C (0,1).
Posons :

o2(0) = [T 2xy2,dt.

2 remplace la quantité de I'information de fisher I(#) pour notre modeéle.

La quantitée o
En effet :

2
) dt (régle de la chaine, avec u = 6t)
u=0t

T 2
:/0 (t : xwz) dt  (puisque ‘fl—f = xg; d’apres 'EDO)

Notons par (Cp,Br) l'espace mesurable des fonction continue sur [0,7] ou By = o{x,0 <
t<T}.

Notons que, sous 'hypothese ou la condition initiale Xo = z¢ > 0, la dérive de I'EDS satisfait
les conditions £ d’ou l'existence et 1'unicité d’une solution forte de L’EDS (2.1) sur 'intervalle

[0,T]. et tout les mesures Pg(g) induit par le processus (2.1) dans l'espace mesurable (Cr, Br)
sont équivalentes o ¢ € (0,1). (pour plus de détails voir le livre de Kutoyants [3] théoréme de
Girsanov).

Définition 2.1. Un estimateur 0. du paramétre 0 est défini comme une application mesurable

QEZCT%@,

ou © est la fermeture de ©.

2.2 Processus de rapport de vraisemblance

Notons par L(6, XT) le processus de rapport de vraisemblance (RV) associé & notre modéle
(2.1)

()
dIP
L6, XT):= le?e)

ol IPgE) est la loi de probabilité de I'observation (X;,t € [0,7]) et IP©) la loi de W; s’appelle
aussi la mesure de Wiener sur [0,T].

()

D’apres le théoréme de Girsanov pour tout 0, les lois Py~ et P©) sont équivalentes , nous
avons le modele statistique associée a I'observation (X¢,¢ € [0,7]) défini par :

14



2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

T 1 (T 1 T,
L(0,XT) = eap{ /0 XondXe = 5 /O X2,dt}
(s’appelle la formule de Cameron- Martin).

Demonstration. Posons la variable aléatoire

Z {_1/TX aw, — /TX2dt}
= exp{— - —

P = Jo otahv 222 Jo Mot
Z, est strictement positive et E(Z.) =1 de sorte que P&) = Zeﬂjgg).

Or dW; = 1(dX; — Xgdt), donc :

-1 /T 1 T 9
ZE = 6.%‘]9{672/0 X@tht + @A X@tdt}

et
dpY) 1T 1T,
ol = eap{5 /O XodX: = 55 /0 X2,dt}

2.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur du maximum de vraisemblance 6., pour une observation X7 = {X;,0 <t < T},
vérifiant (2.1), est défini comme la solution de 1’équation

L(6-,01,XT)=sup L(6,6,,XT), (2.2)
0cO

ou le rapport de vraisemblance est

Py
dp,?

L(0,01,XT) = (X1,

ou #; est une valeur fixée du parametre 6.

Si I'équation (2.2) a plusieurs solutions, alors on prend une d’ entre elles comme 56. Le
rapport de vraisemblance L(6,61,X7), § € © dans notre probléme est continu en 6, donc la
solution de (2.2) va toujours exister.En général, la solution ne peut pas étre trouvée directement,
il est souvent nécessaire d’utiliser des méthodes numériques d’optimisation. De nombreuses
techniques sont disponibles pour ce type d’optimisation.

la condition de normalité asymptotique locale de Le Cam est une notion de base qui joue un
role important dans I’étude des propriétés asymptotiques des estimateurs de parametre 6.
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

2.3.1 Normalité asymptotique locale

Notons par Z.(.) le processus de rapport de vraisemblance calculé pour I'observation

(€)
dP,
O+p:(0)u
Zo(u):= d;?fg)(XT)’ ueER
0

= L0+ o (0)u,0,XT),

ou 6 € O et les valeurs 0+ - ()u correspondent aux autres valeurs possibles du parametre pour
une normalisation adéquate ¢. qui est une constante telle que 6 + ¢ (0)u € O.

Définition 2.2. Une famille {PQ(E),Q € O} est dite localement asymptotiquement normale (LAN)
au point 0y € O quand € — 0, si le rapport de vraisemblance admet, sous une normalisation
adéquate o = p-(0y) et tout u € R?, la représentation suivante

Z.(u) = L(0 + - (60)u, 60, XT) = explud. — ;@F o (u,00)}, (2.3)

ot Ag et (u,0p) sont des variables aléatoires telle que

Lo, (A:) = N(0,1), quande — 0,

et pour tout u € R%

lim ¥z (u,00) =0, en probabilité
e—0

Ci-dessous (.) est une fonction de perte de la classe W, 2, espace de fonctions & croissance
majorée par une exponentielle quadratique, c.a.d :

Weo = {f R R| 37> 0 tel que | ()| < 7", lorsque [s] - oo}

, et & suit une loi normale N(0,1). Comme précédemment, PG(E) désigne la mesure de probabilité
induite dans (C, Br) par le processus observé.
L’inégalité de Hajek-Le Cam est donnée par le théoreme suivant.

Théoréme 2.1. Pour tout estimateur 0, de paramétre 6, on a

lim liminf sup Eg(o(fp)e (0. —0)) > Ey(&). (2.4)

0—0e—0 10—00| <5

Théoréme 2.2. la famille de mesures {PQ(E),@ € O} est uniformément LAN sur 0 € K de
constante de normalisation p.(t) =eco(t) et sous P5, la statistique.

T
A, XT) = o(0) e /0 122, [dX; — Xgdt],
suit une normal centrée réduite.

Pour démontrer ce théoréme on a besoin d’ennocer les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1. (Lemme de Gronwell)
Soient u, v deux fonctions continues positives telle que pour tout t € [0,T]
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

T
u(t) < K—i—/o v(s)u(s)ds, K estune constante,

alors

u(t) < Kexp/otv(s)ds.

Lemme 2.2. Sous [’hypothése de régularité, nous avons Pe(s) p.s les majorations suivantes :
la condition L, de Lipschitzet de croissance usuelles

sup | Xt — x| < Kje sup [Wy|, K >0. (%)
0<t<T 0<s<T

Eg| X; — 14* < Koe?, Vte[0,T]. (¥%)
L’estimation (x) du lemme, établie la convergence uniforme de Xy vers x; , pour tout t € [0,T].

Demonstration. (du Théoréme 2.2).
Pour tout § € k € ©,u; — u(€ R) quand ¢ — 0,
notons 6, = 0 + o (0)uc.

Le rapport de vraisemblance normalisé

Z(u) = L(6,,0,XT),

admet [’expression suivante :

1

T
In Z. (ue) = g/o (X0, = Xor) Wi = 5

T 2
/0 (Xgut—th) dt.

Pour ['intégrale stochastique, on écrit :

Xo,t — Xot = 905(9)% “txg2, + (Xeut — Xot — %(6)% : me?t) .

Ainsi

1 /T 9) T
*/ (Xo,t — Xot) dW; = ue%()/ tx g2, dW;
e Jo € 0
1 (T
+ E/O <X9ut — Xot — @a(e)uetxe%) AWy

or pe(0) =co1(0).
Donc

1 ;T _ T
g/() (Xgut—th)th:’LLEO' 1(9)/0 txeztth

1 /T 1
+2 /O (Xout — Xy — e0 (O)ustage, ) AW,
En posant

T
A0, XT) =" 1(6) /0 1242, AW,
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

on obtient

1 rT
In Zz (uz) = uA(6,X7) + = /0 (X0, — Xov — 0™ (O)uctage,) AW

1 /T 9
—? A (Xgut—th) dt.

On peut écrire :

w-AO,XT) =ue - A0, XT) — (ue —u) - A0, XT),

et par suit :

avec

InZ (ue) = uA (0, XT) — 2u? + 11 (ue) — §ra(ue),

T
r1(ue) = (ue —u)A(0, XT) + %/0 (X@ut — Xot — 50*1((9)%25359%) dWi,

T
7’2(11,5) = 512/0 (Xgut—th)th—Uz.

Il convient maintenant d’étudier la convergence en loi A(@,XT) et de montrer que r1 et ro
sont négligeable .

i) La variable A(0,XT) est définie par :

T
A, XT) =0 /O t22,d W

Commencgons par rétablir la variance du A(@,XT). en utilisant lisométrie d’Ito, on a

(cr(lé’) /0 g (t)th> 2]

- 5 /OT(txez (t))2dt.

Var(A(,XT))=FE

En résulte que :

Var(A(9,XT))==1

Puisque A0, XT) est une intégrale stochastique d’It6, on a :

1 T
EIA0, X)) = — B [ tag(t)awi | =0
a60.X7] = ([ ot
car lespérance d’une intégrale d’It6 est nulle des lors que lintégrante est dans L*([0,T)),

ce qui est le cas ici .
alors

LANO,XT)} =N(0,1).
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

(€)

ii) Montrons que Py’ — limra(uz) = 0.
e—0

On a
1 (T 2
|7“2(U5)|2 = L‘Q/O (370ut — I@t)th — ug
1 T 9 T B 9 2
= LQ/O (29,6 — 26r) dt—/o (8 lgog(ﬁ)uetxggt) dt]

T
car : e Lo (0) = 071(0) et a?(0) :/0 tQIGQt Et par suite

1 2

e = | ) (e = 20 = (oeOhctee?)

1 /T i
= [52/0 (w9, — wor — pe(O)uctzgz) (vo,0 — Tor + pe(0)uctzgzy) dt} :

En appliquent l’intégrale de Cauchy Schwartz, on obtient :

1 (T . 1 T )
Ira(ue)|* < ;2/0 (2,1 — xor — P (0)uctzyz,) dt+;2/0 (20,t — ot + pe(0)uctzyz;)” dt

et considérez séparément les deux premiers termes. Nous avons

T 2
6_2E9/ [X@u +— Xor — ugeta(Q)_lxgzt] dt
Ouct
72E9/ /0 ng — xgzt} ds+e [Wguct — Wat} }2dt <

200 ell 7
//9 o [Xos — w2y] dsdt + 2T |uz]o(0) e (2.5)

Pour la derniére espérance mathématique, nous obtenons l’estimation

2 2
sup  Ep|Xgs —xg2|” <2 sup  Ey|Xps — xps|
0t<s<Oy.t 0t<s<0y.t

+2 sup  |mgs — T2
Ot <s<Ou.t

La convergence vers zéro du dernier terme résulte de la continuité uniforme de la fonction
x¢ et pour le premier, on a

2
t
Eo| X; — x¢|* < 2Ey ( /0 (Xgs — xgs)d5> + 282 EW
t
< / EG(XQS — 2gs)2ds + 262
<= EQ(X — 2p)%dv + 28T

/ Ep(X, — 20)2dv + 26T,

en rassemblant toutes ces estimation, nous obtenons
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

lim e 2 sup Eyl| Xo,,t — Xot — Uepe (0)tgz||” = 0.
e—0 9eK

Pour tout suite u. — u. Nous avons donc établi la convergence

lim sup Fg|ra(us)|* = 0.
e=0geK

La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité, d’ou le 1
er résultat.

it1) Pour le terme r(ug)
L’inégalité de Tchebychev fournit

(ue — U)2

52
2
+ ﬁEQHXeuCt — Xgt — ucpe(0)tzgz, > — 0

Er?
Py {1 (uc)| > 6} < 5 <2

également uniformément sur 6 € K.
Et par suite ;
Py 1 =
f lim oy (ue) =0

2.3.2 Comportement asymptotique de ’TEMV

Dans le cas régulier quand la famille {P(9)¢ 6 € ©} est LAN on a le résultat suivants, (voir[]
théoreme 10.1) :

Théoréme 2.3. Soit © C R, et soient les fonctions Z-(u) continues et possédant les propriétés
sutvantes :

1. Pour tout compact K C ©

- il existe a« > 1 et m > « tels que pour tout 6 € K

sup sup |ug — w1 | "Bl ZY/ ™ (ug) — ZY™ (uy)|™ < C(14 R%),
O€eK |uy [<R,|uz|<R

ou C et a deuxr constantes qui dépendent de K.

-Pour tout u e U et 6 € K,

1/2
EoZ:'* (u) < exp{—g(u)},
ot g(.) est une fonction positive.

2. Uniformément en 0 € K, pour ¢ — 0, les distributions a dimension finie des fonctions
aléatoires Z.(u) convergent vers les distributions des fonctions aléatoires Z(u).

8. Les fonctions limites Z(u) atteignent la mazimum en un point unique @(0).
Alors uniformément en 0 € K, la distribution de la v.a o= '(0)(0: — 0) converge vers la
distribution de u(0).

Nous allons maintenant énoncer le théoréme qui établit le comportement asymptotique de
I'EMV.
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

A
Théoréme 2.4. [1] Uniformément sur tout compact K = [a,b] de O, l'estimateur 0. vérifie :

1. P —lim. 0. =0.
2. = 1(0)(0: —0) = N(0,1).

3. lime_y IE0|g0;1(9)(9A€ —0)|P =TEp|A|P pour tout p > 0,
ot A — N(0,1).

Pour démontrer le théoréme (2.4), nous vérifions les hypothéses du théoréme (2.3) en nous
basant sur les deuz lemmes suivants.

Lemme 2.3. Pour tout R >0 et K C 6, nous avons

1 1
sup sup |ug — w1 | 2Eg|Z2 (ug) — Z2 (u1)|* < B(1+4 RO)
0K |u;|<R

avec une constante B > 0.

Demonstration. On note

ei =0 + (;08(0)“271 = 1727 AXt = Xelt - X@gt;

On considere le processus :

gt 1 gt
Y}:exp{zg/o AXSdWS—@/O (AX,)2ds).

En fait, on peut écrire :

. dp) y !

= (6)( )]
APy,

Si on pose

Y; = €~Tp<Ze)

avec

t 1 st
Z, = 4%/0 AXSdWs—@/O (AX,)2ds

En appliquant la formule d’Ito, nous trouvons

1 1 1 1
dY; =Y, (AXt S — (AXt)zdt> + =Y, ( (AXt)zdt>

de 8e2 2 162
1 1

1 2
_ CAXYdW —<—) AX)2Yidt
qe T g2 T 39e2 (AXy)™Yi

1
= S AXY dW; - (AX;)%Y; dt.

32e2

Et par suite :

21



2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3
3 r 2 1 T
Yr=1-gks | (AX)%idt+— [* AXYidWW;.
Ty _ AP o7
On a : Z:(u) = L(6,,0,X") = pPeg (X)), avec 0, =0+ p.(0)u.
Bt
01 =60+ @g(e)ul, Oy =0+ (pE(H)UQ.
Donc :
1/4 1/4
dp,?) dp,’) 1
(224 (uz) = 22 (w)) = \ ( 5 <XT>> - ( e ]
dp, dp)
1/4 1/4
apy) apy . apy 1
[ meen ) - (e S| [app)
al\dp dPj; P,
1/4
dP(E) dP(E) 4
el (Gsen) [
Q 4P dP};
1/4
dP(E) 4
=, ( & T)) ar) (X
4
_ ’1 —L1/4(61,«92,XT)’
4
- ‘1 - YT’ .
- Cli-dessous, nous utilisons l'inégalité |a+ b|* < 8a* +8b* et I’inégalité de Schwarz.
1 1 A A
Ep|Ze (u2) — Z& (w)[” = Eg, |1 — Y7
3 T 2 4 1 T 4
< 8Ep, | /0 (AX)2Yidt]* +8Ep, | — /O AX,Y;dW|
8.34.13 (T 9T [T
< /O EpYHAX ) dt+ /0 B, YA(AX,)4dt
Ch (T Cy (T
-5 /0 Ep, (AXe) dt+ = /0 Ep, (AX,)4dt. (2.6)

Pour la derniére inégalité, nous avons utiliser ’estimation (1.4) du lemme(1.2),
De plus,

0ot
Ep(AXe) = Ep{ |, Xoysds + [Wop = Woy]}*
1

0ot

< Cu[(02 = 001" [ By, (Xo,) ds +Cas™H (6, — 01)'*

1

En utilisant la représentation intégrale du modéle (2.1), nous dérivons l'inégalité
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 2.3

t bt
Ep(X,)8 < a+b/0 By, (X,s)%ds < a+ 0—/0 Ey, (X,)8ds,
1

avec certaines constantes a = a(xo,T) >0 et b= b(T) > 0. Ainsi, 'espérance mathématique

sSupy g Ep(X4)®, par conséquent, est bornée par le lemme de Gronwell.
Or

|02 — 01] = w(0) |Jug — u1]

donc :

Epy, (AXt)g < Chlug — U1|8€8 + Colug — ug 412

de maniere analogue

Ey, (AX)* < Cslug —ug|*e* + Cylug — uq|?<b.

Avec certaines constantes C; > 0,1 =1,...,4.
En substituant ces inégalités dans (2.6), on obtient

1 1
Eg| Z3 (ug) — Z& (u)|* < C1|ug — ug |®

+02|u2 —’LL1|4 +03‘U2 —u1]2,

ou les constantes C; ne dépendent pas de 0 et 6. Finalement, on en déduit

1 1
oup_ i = [ Eo| 2 (uz) = 2 )| < B+ )
|ui <R

avec une constante B >0 qui ne dépend pas de 6.

Lemme 2.4. Pour tout K C © et p € (0,1), il existe g(.) € G tel que

sup By ZP(u) < e 9,
0eK

Demonstration. on a

T 1 T
Z:(u) = exp (i/o (Xo,t — Xp, t)dW; — 252/0 (Xo,t— Xt%)zdt)

on a :

T 1 T

Donc

Ey [ZP(u)] = Ey [ea:p <p/OT AdWy — Z/OT A?dt)] .

on prend q € (p,1),
on écrit sous la forme :
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2.3. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 24

exp (p/Atth - g/A?dt) exp (—pgq/Afdt)] :

Nous appliquons ['inégalité de Hdélder en utilisant les exposants p1,p2, ot

=Ty

9
p?

|~
+
|~
I

I, po=

alors

1/p 1/p
By [72(u)) < (IEg [e:cp (—Pﬂg—q) / A%dt)D 1.(1159 exp (qu [adwi—2p, [ Afdt)]) i

Le second facteur est égal a 1( c’est l'espérance exponentielle d’une martingale gaussienne).
Dans le premier facteur, le coefficient devant l'intégrale est :

(q—p)p1
2

v = >0

Ainsi,

0 22000 < B (con (o | A%dt))l/m |

Or, grace aux propriétés de Xgy, il existe des constantes C1,C3 > 0 telles que

T T
/ AZdt > Chad?, |/ AdWy| < Calu| sup |Wi).
0 0 0<t<T

On en déduit :

Eg [ZP(u)] < exp (—701u2> IE[exp (vCslulsup|Wi)].

Par une estimation gaussienne bien connue, on a pour tout a >0 :

E [exp (asup|Wy|)] < Cece”.

1l vient donc :

Eg [ZE(u)] < exp (—C1u2 + 02|U|)~
En posant :
g(u) = cu?® —colul € G

supge i By [ 22 (u)] < e79()
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2.4 Simulation

2.4.1 Trajectoire d’un mouvement Brownien

Nous utilisons lafonction "brownien-motion" pour simuler le mouvement brownien dans un
intervalle de‘uﬂnps[0,Tﬂﬂ4Qn+l)At—-DVﬁAt,représentant(kﬁ variables aléatoires indépendantes

de distribution gaussienne centrées réduites

library(ggplot2)
Fonction pour simuler le mouvement brownien
brownian-motion <- function (n-steps=1000,

{

brownian-values <-cumsum(increments)
return( brownian values) }

# Paramétres de simulation

n-steps <-1000 # Nombre de pas
delta-t <-1 # Intervalle de temps

# Simulation du mouvement brownien
brownian-values < - brownian-motion
# Créer un data frame pour les données
data <-data.frame(temps = seq(l, n-steps),
# Tracer le mouvement brownien avec ggplot2
ggplot (data, aes( x=temps, y=valeur))+
geom-line (color ="blue")+

+
theme-minimal

delta-t=1)

# Générer les incréments de mouvement brownien
increments <- rnorm ( n-steps n-steps, mean=0, sd=sqrt(delta-t))
# Calculer les valeurs du mouvement brownien

(n_steps, delta-t)

valeur = brownian-values)

labs (x ="Temps" , y="Valeur", title=" Simulation du Mouvement Brownien")
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2.4. SIMULATION 24

Simulation du Mouvement Brownien

40

30

an
20

Valeur

10

-10

500 750 1000
Temps

(o]
()]
o

0

2.4.2 Trajectoires d’un processus de type diffusion avec retard proportionnel

La dynamique du processus est gouvernée par une fonction de dérive dépendant d’une valeur
retardée du processus et par un terme de diffusion proportionnel a un parametre €, Pour générer
les trajectoires, nous utilisons :

1. La méthode d’Euler-Maruyama pour l'intégration stochastique.
2. Une condition initiale constante définie sur I'intervalle de retard.

3. Différentes valeurs de € afin de comparer I'impact de I'intensité du bruit aléatoire sur les

trajectoires.
L’implémentation est réalisée en langage R , en simulant plusieurs trajectoires du processus
pour des valeurs décroissantes de .
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library(ggplot2)
library(dplyr)
T <- 10
N <- 5000
h<-T/N
x0 <=1
theta <- 0.1
epsilons <- c(0.1, 0.5, 2)
set.seed(123)

# Simulation Euler-Maruyama avec retard proportionnel
simulate_delay <- function(epsilon, T, N, h, x0, theta) {
tgrid <- seq(0, T, length.out = N+1)
X <- numeric(N+1)
X[1] <- x0
W <= c(0, cumsum(sqrt(h) * rnorm(N))) # Wiener
for (i in 2:(N+1)) {
t <- tgrid[i]
t_delay <- theta * t
j <= floor(t_delay / h) + 1
if (j <1) j<-1
drift <- X[j]
diffusion <- epsilon * (W[i] - W[i-1])
X[i] <- X[i-1] + drift * h + diffusion

return(data.frame(time = tgrid, X = X, epsilon = factor(epsilon)))

# Simulation déterministe (EDO)
simulate edo <- function(T, N, h, x0, theta) {
tgrid <- seq(0, T, length.out = N+1)
X <- numeric(N+1)
X[1] <- %0
for (i in 2:(N+1)) {
t <- tgrid[i]
t_delay <- theta * t
j <= floor(t_delay / h) + 1
if (j <1) j<-1
drift <- X[j]
X[i] <- X[i-1] + drift * h  # pas de bruit ici
}
return(data.frame(time = tgrid, X = X))
}
# Générer trajectoires stochastiques
trajectories <- do.call(rbind, lapply(epsilons, simulate_delay,
T=T, N=N, h=nh, xO =x0, theta = theta))
# Générer trajectoire déterministe
traj_deterministic <- simulate_edo(T, N, h, x0, theta)
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# Tracer
ggplot() +
geom_line(data = trajectories, aes(x = time, y = X, color = epsilon),
size = 0.8) + geom_line(data = traj_deterministic, aes(x = time, y = X),
color = "black", size = 1.2, linetype = "solid") +
labs(title = "Trajectoires du processus & retard proportionnel",
subtitle = "En noir : solution déterministe (EDO)",
x = "Temps t", y = expression(X[t]),
color = expression(epsilon)) +
theme minimal (base size = 14)

Trajectoires du processus a retard proportionnel
En noir : solution déterministe (EDO)

30
20 €
>&_. 0.1
— 0.5
2
10
0
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Temps t
Conclusion :

Les résultats numériques montrent que lorsque € est grand, les trajectoires de I'EDS présentent
de fortes fluctuations dues a I'effet du bruit. En revanche, plus € devient petit, plus les trajectoires
deviennent régulieres et tendent a s’approcher de la solution de I’équation différentielle ordinaire
(EDO) associée, c¢’est-a-dire le modele sans bruit. Ainsi, la simulation illustre clairement la
convergence du modele stochastique vers le modele déterministe lorsque l'intensité du bruit
diminue.

2.4.3 Comportement de ’estimateur de maximum de vraisemblance

Pour bien mettre en évidence le comportement asymptotique de I’emv pour cet exemple
nous abordons une simulation numérique.suit des étapes pourcalculer la valeur explicite del’emv
du parametre inconnu 6 qui maximise la fonction Log-vraisemblance pour chaque ¢ € (0,1).
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La formule discrétisée de la fonction Log-vraisemblance est :

1 n-1 1 nl 2
In L(0;00; X) = - Zl (Xt = Xt ) AW = 5 2; (Xt — X1y, ) A,
1= =

ou AW; =W, — Wy, est I'incrément brownien et At =h =T/N est le pas de discrétisation.
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library(ggplot2)
# Paramétres

T <- 10

N <- 2000

h <- T/N

x0 <- 1

thetaO <- 0.25 # vraie valeur
epsilon_values <- seq(0.01, 1, by = 0.01) # valeurs de epsilon
theta_grid <- seq(0.05, 0.95, length.out = 100)
# Fonction de simulation (EDS simplifiée)
simulate X <- function(theta, epsilon) {
tgrid <- seq(0, T, length.out = N+1)
W <= c(0, cumsum(sqrt(h) * rnorm(N)))
X <- numeric(N+1)
X[1] <- x0
for (i in 2:(N+1)) {
t <- tgrid[i]
j <= min(N+1, max(1, floor(theta * t / h) + 1)) # borne de sécurité
drift <- X[j]
diffusion <- epsilon * (W[i] - W[i-1])
X[i] <- X[i-1] + drift*h + diffusion
}
return(list (t=tgrid, X=X, W=W))

# Log-vraisemblance discrétisée
loglik <- function(X, W, theta, thetaO, epsilon) {
n <- length(X)
tgrid <- seq(0, T, length.out = n)
idx_theta <- pmax(1l, pmin(n, floor(theta * tgrid / h) + 1))
idx_thetalO <- pmax(1l, pmin(n, floor(thetal * tgrid / h) + 1))
diff_proc <- X[idx_theta] - X[idx_theta0]
dW <- diff (W)
dt <- rep(h, n-1)
terml <- sum(diff proc[-1] * dW) / epsilon
term2 <- sum((diff proc[-1])"2 * dt) / (2*epsilon~2)
return(terml - term2)

# Calcul de 1’EMV pour chaque epsilon
results <- data.frame()
for (eps in epsilon_values) {
sim <- simulate_X(thetaO, eps)
11 vals <- sapply(theta_grid, function(th) loglik(sim$X, sim$W, th,
thetal, eps))
theta_hat <- theta_grid[which.max (11l vals)]
results <- rbind(results, data.frame(epsilon=eps, theta_hat=theta hat))

}
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# Tracé
ggplot (results, aes(x=epsilon, y=theta_hat)) + geom_point(size=1,
color="blue")
+ geom_line() + geom hline(yintercept=thetal, linetype="dashed",
color="red") +
labs(title="Convergence en probabilité de 1’EMV vers \theta 0",
x=expression(epsilon),
y=expression(hat (theta) [epsilon])) +
theme minimal (base _size=14)

Comportement de 'EMV en fonction de epsilon

0.30

0.25 - - \—j—f - |- ——-VM———
3 H
<D
0.20
0.15
0.10
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
€

conclusion :

Nous remarquons des fluctuations récurrentes dues au mouvement brownien et qu’a partir
d’un certain ordre de grandeur de € 'interaction du mouvement brownien diminue.Dans ce cas
I'emv est d’autant plus proche de la vraie valeur de 6 (=0.25) quand € — 0 ceci confirme les
résultats obtenue théoriquement
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Chapitre

Test paramétrique entre deux hypotheses simples
pour un processus de diffusion a retard
proportionnel

3.1 Introduction

Apres avoir étudié dans le chapitre précédent I'estimation paramétrique par la méthode du
maximum de vraisemblance (EMV) pour un processus de diffusion a retard proportionnel avec
petit parametre de diffusion, il est naturel de s’intéresser a la problématique du test statistique.
L’objectif de ce chapitre est d’introduire un premier exemple de test paramétrique pour notre
modele de diffusion retardé. Nous allons nous restreindre au cas le plus simple, celui d’un
test d’hypothese simple contre hypothese simple, afin de mettre en évidence les mécanismes
essentiels de la méthode et d’illustrer le role fondamental du rapport de vraisemblance et de
son comportement asymptotique lorsque le bruit € tend vers zéro. Ce test permet d’évaluer la
compatibilité des données observées avec I'hypothese nulle spécifiée.

3.2 Préliminaire et notations

Nous considérons le modeéle suivant
dXy = Xgrdt 4+ e dWy, te [O,T], Xo = o,

Le parametre 6 € (0,1).
Nous voulons tester les hypotheses simples

Ho : 9:% contre Hi: =101,

ou 01 € (0,1) est une valeur alternative donnée.

Notations
1. L’accroissement de la dérive est
ASe(t) == Sp, (1) = S12(t) = Xoye — Xypo,  t€[0,T].
2. Soit 2% = {2¥, 0 <t < T} la solution de '’équation déterministe associée sous Hy :

0
dxy _ .0 0_
o = Ty /9, Ty = X0.
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On pose
T 2
. 0 0

3. De méme, soit x! = {z}, 0 <t < T} la solution de I’équation déterministe correspondante
sous H; :
dx% 1

_ 1 __
dt _x91t7 Ty = To,

L= /OT (xélt - x%)zdt.

4. Enfin, définissons les variables aléatoires

() T ASc(t) ) T AS-(t)
50 _/0 \/E th7 51 _/O \/I—l th7

et on pose

en supposant Iy, I; > 0.

3.3 Construction du test de rapport de vraisemblance

Pour I'observation X = {X;, 0 <t < T}, le logarithme du rapport de vraisemblance s’écrit

2152/0T (S0,(1)? = S1/2(0)?) (3.1)

out AS.(t) = Xg,t — Xy/2. Sous Ho (c.-a-d. dXy = Xy /9 dt +dWy) on obtient la représentation

1 T
InL(01;1: X) = 52/0 AS.(t)dX; —

InL(61; 4: X) 1/TAS (&) dwv, — - /T(AS (1)) dt (3.2)
n loyy— & _ .
1,9, = Jo € t 252 0 € )
Po-presque stirement.
Nous étudions 'asymptotique € — 0 et construisons des tests de niveau asymptotique «, i.e.
la classe

Ko = {5 timsup Eofp- ()] < a .

e—0

ot Eg[ps(X)] est la probabilité (sous Pg) de rejeter Hy. La puissance sous Hj est
Be(pe) = Eg, [pe(X)].

Variable de test. Sous H, le logarithme du rapport de vraisemblance s’écrit

1 1
lnL(Ql;%;X):\/E_Of((f) 0

2e2’

avec 566) ~ N (0,1) asymptotiquement. On définit la statistique de test

lnL(@l;l;X)+IfO d
7. = \/21_0/6 2¢° zf((]s) — N(0,1) sous Hyo.

Seuil critique. Pour un niveau asymptotique « € (0,1), on choisit
o =P (1 -a),

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi N(0,1).
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Reégle de décision. On définit le test
e(X) =1{z.5c0}-
Niveau du test. Sous H, on a Z. -4 A'(0,1). Ainsi
;i_%PO(ZE >cq)=1—D(cy) =
Le test ¢ appartient donc a la classe K.

Valeur observée. A partir des données X, on calcule

1 1 /T
70bs ~ | AS.(t)dWw,
NV <5/0 20 t)’

soit la réalisation numérique de fég).
Conclusion.
- Si Zgbs < cqa, on ne rejette pas Hp : les données sont compatibles avec le modele X /5.

- Si Zgbs > cq, On rejette Hy avec un risque asymptotique de premiere espece égal a a.

Puissance. Sous H;i, on a

I I
mL(eid) = L o)

7. -4, N(%J).

La probabilité de rejet sous H1 converge alors vers

Ainsi

1
5—&1_1}1[1)Pg1(25>ca)—1—®<ca— \/_1)

VI

Il s’agit de la puissance limite du test.
Exemple numérique. Considérons un risque fixé a a = 0.01.

Variable de test. On rappelle que la statistique est

L1 I
7 _ InL(01;5;X)+ 5%

5 252‘
VIy/e

Seuil critique. Pour o = 0.01, on obtient

co.01 = P1(0.99) ~ 2.33.
Regle de décision. Le test est défini par

©e(X) =1i7.5233)-

Autrement dit, on rejette Hg si

I T
InL(61;3;X) > 27‘32 - @2.33.
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Niveau du test. Sous Ho, Z- — N'(0,1) et donc

lim Py(Z. >2.33) =1 — ®(2.33) ~ 0.01 = .
e—0

Le test appartient donc bien a la classe Ko 1.

Puissance asymptotique. Sous H1, la loi limite de Z. est

d van
7. — N<\/f_o’1>’

et la puissance est

5:1-@(2.33—\/\/?(1)).

Ilustration numérique.

— Si \/\/—% =3, on obtient S~ 1—®(—0.67) ~ 0.75.

— Si VI =5, on obtient & 1 - ®(~2.67) ~ 0.996.

Conclusion.

Le test de rapport de vraisemblance construit contréle correctement le risque de premiere
espece a 1% et présente une puissance croissante avec le rapport /11 /+/Ip, qui mesure 1’écart
entre les deux dynamiques considérées.

conclusion

Dans ce chapitre, nous avons construit un test paramétrique basé sur le rapport de vrai-
semblance pour comparer deux hypotheses simples. Nous avons montré que ce test controle
rigoureusement le risque de premiere espece et que sa puissance asymptotique croit avec I’écart
entre les deux dynamiques considérées. Bien entendu, ce test constitue seulement une premiere
étape. D’autres tests plus généraux peuvent étre envisagés, notamment pour des situations
d’hypothese simple contre hypothese composite, ou encore de composite contre composite. La
construction et ’analyse de tels tests nécessitent cependant des outils probabilistes et statis-
tiques plus avancés (théorie asymptotique des processus stochastiques, statistiques empiriques
fonctionnelles, méthodes de localisation adaptatives, etc.). Ces développements, bien que tres
intéressants, dépassent le cadre du présent travail, mais ouvrent des perspectives de recherche
prometteuses.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 'estimation statistique dans le cadre des équations
différentielles stochastiques a retard proportionnel, en nous plagant dans le régime de faible bruit.
Nous avons analysé le comportement de I'estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) et
montré qu’il conserve de bonnes propriétés asymptotiques méme en 'absence des conditions
classiques de régularité. Nous avons ensuite construit un test paramétrique de type rapport de
vraisemblance pour comparer une hypothese simple contre une autre hypothese simple. L’étude
asymptotique a montré que ce test controle correctement le risque de premiere espece et présente
une puissance limite satisfaisante, croissante avec I'écart entre les dynamiques considérées. Sur
le plan numérique, nous avons simulé des trajectoires du processus étudié a ’aide du logiciel R.
Les expériences ont illustré que, lorsque € diminue, les trajectoires deviennent plus régulieres
et les estimateurs se rapprochent de la vraie valeur du parametre. En conclusion, bien que les
modeles a retard soient complexes, ils restent accessibles a I'analyse statistique grace a des outils
théoriques rigoureux et a des méthodes numériques adaptées. Ce travail ouvre également la voie
a des perspectives futures, notamment la construction de tests plus généraux (hypotheése simple
contre composite, ou composite contre composite), qui nécessiteraient toutefois un bagage plus
avancé en probabilités et statistiques.
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