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Abstract

Wave equation with fractional derivative in generalized Caputo sense is investigated. In this thesis, we
analyze the Cauchy problem in R"™ with linear fractional damping (frictional). First, we establish the
system’s well-posedness through semi group theory, ensuring the existence and uniqueness of solutions,
named the quantitative results. In addition, we show the stronyg stability of our system, where qualitative
results are obtained by applying the general criterion of Arendt and Batty fombined with C -semi group
approach.



Resume

On étudie ["équation des ondes avec une dérivée fractionnaire généralisé au sens de Caputo. Dans ce travail,
on étudie le probléme de Cauchy dans R™ impliquant un terme d amortissement linéaire (par friction) a
dérivée fractionnaire. Tout d'abord, nous établissons le caractére bien posé du systéme par la théorie des
semi-groupes, garantissant ainsi [existence et [‘unicité des solutions, ce que nous qualifions de résultats

quantitatifs. En outre, nous démontrons la stabilité forte de notre systéme; des résultats qualitatifs sont
obtenus en appliquant le critére général d ' Arendt et Batty avec ['approche par les Cy-semi-groupes.
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Notations

Nous introduisons a présent les notations qui seront employées dans la suite :
2 : un ouvert de R™.
01} : la frontiere de €.
f:Q — C, fmesurable.
H : Espace de Hilbert.
A : Opérateur linieaire non borné.
D(A) : Domaine de l'opérateur A.
u; : La dérivée premiére de u par rapport a la variable du temps ¢ .
uy - La dérivée seconde de u par rapport a la variable du temps ¢ .
I : Identité.
e : Exponentielle de la matrice A.
R : La partie réelle d’'un nombre complexe.
S @ La partie imaginaire d’un nombre complexe.

(.,.) : Produit scalaire.

. : _ [ Ou Ou ou
Vu : Gradient de u, Vu = (%, Bog %> :
o2
Auw : Laplacien de u, Au = Z ﬁ
p(A) : Ensemble de résolvant de l'opérateur A.
o(A) : Spectre de l'opérateur A.

o,(A) : Spectres ponctuel de 'opérateur .A.

p



Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier 1'existence globale et I'unicité des solutions et la
stabilisation du probléme de Cauchy pour une équation des ondes :

ug(x,t) — o(x)Au(x, t) + v0, "u(z,t) =0, (z,t) € R x RT, 1)
{ u(x,0) = up(z) € DV*(R"), et wu(z,0) =wuy(zx) € L (R"), (

ott les espaces DV*(R™) et L2(R") sont définis en (1.3), on suppose que ¢(x) > 0, Yz € R”,
avee (6(x)) 1 = g(x), ou :

g:R" = R* dans L"*(R™) N L=(R"), g(z) € C*7, v € (0,1). (2)

La notation 9, représente la dérivée fractionnaire généralisée de Caputo d’ordre «
(0 < a < 1) par rapport au temps t définie par :

o f(t) = ﬁ/{) (t—s)" e”(ts)% (s)ds, n>0. (3)

De nombreux phénomeénes physiques sont modélisés par des problémes aux limites avec
conditions initiales bien définies. La dissipation interne d’ordre fractionnaire apparait dans
divers domaines théoriques et appliqués, incluant des contextes physiques, écologiques et
biologiques, voir par exemple Valério [20], Tarasov [19] et Magin [14]. Par conséquent,
le probléme formulé en (1) est pertinent pour de nombreuses branches de la physique,
telles que la physique nucléaire, 'optique et la géophysique, pour des études connexes,
voir Martino et al. [15], Buljan et al. [10], et Krolikowski et al. [12]. Les travaux sur les
espaces pondérés ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir [9, 11, 17] ).

Notre mémoire est divisé en quatre chapitres :

Chapitre 1 : Dans ce premier chapitre, nous rappelons quelques notions et préliminaires
de base d’analyse fonctionnelle qui seront utilisés dans les chapitres suivants de ce mé-
moire.

Chapitre 2 : nous transformons le systéme (1) en un systéme augmenté en couplant
I’équation des ondes avec une équation de diffusion appropriée, et nous démontrons que
le systéme et bien posé du systéme (1), en appliquant des arguments basés sur la théorie
des semi-groupes.

Chapitre 3 : nous prouvons que le systéme est fortement stable, méme en 1’absence de
la compacité de la résolvante par un critére général d’Arendt et Batty.

chapitre 4 : si n # 0, nous montrons également un taux de décroissance de type po-
lynomial en utilisant une approche par domaine fréquentiel et un théoréeme récent d’A.
Borichev et Y. Tomilov.






Chapitre 1
Préliminaires

Nous commencons par introduire quelques notions et par établissons quelques lemmes
techniques qui seront employés par la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1. (Espace de Banach)

Un espace de Banach X est un espace vectoriel normé complet pour la distance issue de
sa norme, c’est-a-dire que toute suite de Cauchy dans X converge vers un élément de X,
ot la distance entre deux points x et y est donnée par

d(z,y) = [z —y|.

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.2. (Espace de Hilbert)
Un espace de Banach (X, |- ||x) est appelé espace de Hilbert s’il existe un produit scalaire
(,9)x: X XX =R (ouC) tel que

lzllx = V{z,2)x,  VreX.

De maniére équivalente, un espace de Banach est un espace de Hilbert si et seulement si
sa norme vérifie l'identité du parallélogramme :

o+ yll* + llz = yl* = 2[lzl” + 2lly]I*,  Va,y € X.

Dans le cas réel, le produit scalaire se reconstitue a l’aide de la formule de polarisation :

(lz+yll* = llz=yl*), VoyeX

N

(z,y) =

1.1.3 Espaces de Lebesgue L?(12)

Définition 1.1.3. (Espaces de Lebesgue LP(S)))
Soit Q un ouvert de R™ et soit p € [1,+o00[. On définit l’espace de Lebesque LP(§) comme
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l’ensemble des fonctions mesurables f : Q0 — C dont la puissance p-ieme est intégrable
sur €2, c’est-a-dire

@) ={re Mm@ [ 15 i<+l

Pour 1 < p < 400, cet espace est muni de la norme

1l = ( / rf<m>|pdw)‘° |

qui en fait un espace de Banach. Dans le cas particulier p = +o0, on définit

L®(Q)={f e M(Q); 3C > 0 tel que |f(x)| < C pour presque tout x € Q},
munt de la norme essentielle

£l ) = esssup [ f(z)].

e

Lorsque p = 2, lespace L*(Q) posséde une structure hilbertienne induite par le produit
scalaire
() = [ @l do,
Q
ce qui en fait un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.1. Lespace L*(Q2) muni du produit scalaire usuel (f, g) = [, f(x)g(z) dx
est un exemple classique d’espace de Hilbert.

1.1.4 Espaces de Sobolev
Définition 1.1.4. (Espace de Sobolev)
Soit Q C R™ un ouvert et k > 0 un entier, l’espace de Sobolev H*(Q) est défini par

H*(Q) = {u € L*(Q) ; D*u € L*(Q) pour tout multi-indice a, |a| < k:}

Autrement dit, H*(Q) est ’ensemble des fonctions de L*(2) dont toutes les dérivées faibles
Jusqu’a Uordre k appartiennent également a L*(§2).
Cet espace est muni de la norme

2

lllirey = | 3 / D*u(a)? da

lal<k

et du produit scalaire associé

(u, V) ey = Z /QDO‘u(x) D% (x) dx.

lal<k
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Théoréme 1.1.1. Pour tout k > 1, espace de Sobolev H*(Q2), muni de la norme ||-|| 3 o)
est un espace de Banach. En outre, c’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
associé.

Exemple 1.1.1. L’espace de Sobolev fondamental est défini par :

of

o € L*(Q),i=1,2,..,n}

HY(Q) = {f € L*(),

avec le produit scalaire :

(F. gy = /(fgdx+z§§ §j> (1)

et la norme : )

| fllar@) = </Q <|f(95)|2 +Z|g—i|2> dx)

HY(Q) ={f € H (Q), f =0 sur 0Q}.

en particulier

Remarque 1.1.2. L’espace de Sobolev H'(SY) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire défini par (1.1)

Définition 1.1.5. [21] Les espaces fonctionnels pondérés D™*(R") et leur norme sont
définis comme suit :

D (R™) = {f €L’ (R"):V'feL*R"), r= 2n ,n > 37} (1.2)

n— 271

pour T = 1, les espaces fonctionnels pondérés DV*(R™) de notre probléeme sont définis
comme Suit :

D'AR") = {f € L (R") : V. f € (LX(R")"} (1.3)

avec la norme

||u||pr.2 ::/ |Vul?dz. (1.4)
R

11 est connu que DY2(R™) s’injecte contindment dans L%(R”). Alors, il existe k > 0 tel
que
||u|| 2n < k:||u||D12 (15)

L inégalité de Poincaré généralisée suivante sera fréquemment appliquée dans nos argu-
ments.

|Vul? do > a/ gu® du, Yue C, ge L2 (1.6)

n

R

ol a = k72|\g||;},. Lespaces D¥*(R™) est un espace de Hilbert séparables et lespaces
L2(R") est 'adhérence de C§°(R™) ot

Wiz = [ g he )

5
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Dans le cas ot 1 < p < 00, 81w est une fonction mesurable sur R™, on a
p ) )

1/p
g = ([ alsar) (18)

D"(R") C LA(R") C D™M(R")

Par conséquent, on a

ot toutes les injections sont compactes et denses.

Lemme 1.1.1. /7] Pour tout f € DY*(R"), on a

(/nglf\q); < (/R Ig\salgz:)i ( s |Vf|2dx>é, (1.9)

ou
g:R" = R dans L"*(R™) N L=(R"™), g(x) € C*7, v € (0,1), (1.10)
2n
§= ———,
2n —gqn +q
pour

{Sinzlouan, alors 2 < g < 400

Sin >3, alors 2 < g < 2. (1.11)

Lemme 1.1.2. [17] Soit g vérifiant (1.10). Alors, pour tout f € D“?(R"), on a

([ atsrae) <an( [ alsirae) " ([ 1vspar) (112

pour tout 0 < 8 < 1 avec

1 1-6 0
p q s
o
2n
Szn—2
et
2<q<p<s.

1.2 Formes bilinéaires continues et coercives

Définition 1.2.1. (Continuité)
Soit H un espace de Hilbert réel de norme || - ||g. Une forme bilinéaire a : H x H — C
est dite continue (ou bornée) s’il existe une constante M > 0 telle que

la(u, v)] < Mllulla|vlla,  VYu,ve H.
La constante M est appelée constante de continuité de a.

6
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Définition 1.2.2. (Coercivité)
Une forme bilinéaire a : H x H — C est dite coercive (ou H-elliptique) s’il existe une
constante o > 0 telle que

Ra(v,v) > al|lv||3, Vv e H.
La constante «v est appelée constante de coercivité (ou d’ellipticité).

Remarque 1.2.1. La coercivité implique en particulier que Ra(v,v) > 0 pour tout v # 0,
donc a est définie positive. Cette propriété est essentielle pour garantir 'unicité de la
solution dans le théoreme de Laz—Milgram.

Exemple 1.2.1. Sur H = Hj(Q), la forme bilinéaire a(u,v) = [, Vu-Vodz est :
- continue : |a(u,v)| < [Julgllv]lg (avee M =1).
— coercive : a(v,v) = ||Vv||3. = ||v||fq& (avec v =1).
Théoréme 1.2.1. (formule de Green)
Soient Q un ouvert de classe C et u,v € C*(Q) dont une au moins est a support compact

dans ). Alors on a 5
/Auvd:c: —/Vqud:z:+/ —uvda
Q Q a0 v
\ Ou

ou G = la dérivée normale de w.

Théoréme 1.2.2. (Théoréme du graphe fermé)
Soient | F' deux espaces de Banach. Une application linéaire f de E dans F' est continue
si et seulement si son graphe G(f) = {(z, f(z)); x € E} est fermé dans E x F' .

1.3 Théoréme de Lax—Milgram

Théoréme 1.3.1. (Lazx-Milgram [8])
Soit H un espace de Hilbert, et soit a(-,-) : H x H — C une forme bilinéaire continue et
coercive. Alors pour tout L(-) : H — C une forme linéaire continue, il existe un unique
u € H tel que :

a(u,v) = L(v), Yve€ H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

wel e %a(u,u) ~ L(u) = mip {%a(v,v) _ L@)} |

Exemple 1.3.1. Soit Q C R™ un ouvert borné régulier. Pour f € L*(Q), on considére

—Au=f dans(,
u=>0 sur 0S2.

On pose H = Hy(Q) muni de la norme ||lullgz ) = [[Vullr2@) (équivalente a la norme
usuelle de H' par Uinégalité de Poincaré).
On pose :

a(u,v) = /QVu(x) -Vou(z)dz, L(v) = /Qf(x)v(x) dx.

Vérifions les hypotheses du théoreme :
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— Continuité de a : Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

|a(u, v)| < [[Vullp2@) Vol 2@ = lull gy @ llvll g @)

d’ou M = 1.
— Coercivité de a :
a(u, u) = HVU||2L2(Q) = HUH?{(}(Q),
donc a = 1.
— Continuité de L : Par Cauchy-Schwarz et linégalité de Poincaré (||v||r2@) <

Cp||Vvl|r2@)),
L) < | fllzz@llvlle2@) < Cellfllz@ I Voll: = Crll fllrz@ 1ol 52 @)

ainsi L € H' avec ||L|| g < Cpl| fll 2 -
Par le théoréme de Laz—Milgram, il existe une unique solution faible u € Hg ().

1.4 Fonctions spéciales

Les fonctions spéciales sont des fonctions reconnues par 1'usage et la fréquence de leurs
apparitions, bien que leur définition reste assez vague. Parmi celles-ci figurent la fonction
Gamma et la fonction Béta.

1.4.1 La fonction Gamma

Définition 1.4.1. Soit z € C tel que R(z) > 0. La fonction Gamma d’Euler est définie
par l'intégrale suivante :

+o0
['(z) = / e tt7 1l dt, R(z) > 0.
0

Remarque 1.4.1. La fonction Gamma satisfait les propriétés suivantes :
1. Relation de récurrence : Pour tout z € C tel que Re(z) >0, on a :
L(z+1) = 2I'(2).
Pour tout n € N*, on a :
['(n)=(n—1)NL
En particulier, T'(1) = 1.
2. Représentation par une limite :

nln?

LNy P T P

avec Re(z) > 0.

3. Dérivée : La fonction Gamma est indéfiniment dérivable sur R’.. Sa dérivée est :

ou W(z) = di In(I(z)).

z
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4. Quelques valeurs particuliéres :

Pourz:n+%,n€N* :

1.4.2 La fonction Béta

Définition 1.4.2. La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler, définie pour des
nombres complezes z et w par :

1
B(z,w):/ L -t at
0

avec R(z) > 0 et R(w) > 0.

Remarque 1.4.2. Soient z,w € C tels que Re(z) > 0 et Re(w) > 0. La fonction Béta
présente les propriétés suivantes :

1. Lien avec la fonction Gamma :
[(z) [(w)

B(z,w) = TGtw)

2. Symétrie :
B(z,w) = B(w, 2).

3. Formes intégrales :

w/2
B(z,w) = 2/ sin®*71 0 cos® 1 0 do
0

—+o00 tz_l
B(z, w) = B

J. Dérivée : (2) D'zt w)
5 T(z Iz +w
@B(z,w) = B(z,w) (p(z) B F(z+w)) '

1.5 Quelques égalites et inégalités algébriques et fonc-
tionnelles

Lemme 1.5.1. (Inégalité de Holder[2])
Soient f € LP(),g € L1 Q) et 1 < p < o0, alors fg € L(Q) et

/Q @)@ dz < 11, Il

9
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Lemme 1.5.2. (Inégalité de Young)
1 1
Soient a,b > 0 et p,q €1, +0o0[ tels que — 4+ — = 1. Alors
P q
ab? b

ab < — + —.
p q

Lemme 1.5.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit Q C R™. Pour tout f,g € L*(Q) :

zﬂﬂmammxs(A]ﬂmﬁw)m([]mwﬁw)m.

Lemme 1.5.4. (Inégalité de Poincaré)
Soit Q un ouvert borné de R™, il existe une constante C' > 0, dépendant uniquement de
Q, telle que

HUH%Q(Q) <C ||VU||%2(Q)a Vu e Hy(9).

Lemme 1.5.5. [4] Soit n > 0, alors on a

’5 | 20—n+2 d
Aﬂu+mv+m2§<+w'

Lemme 1.5.6. [4] Soit u la fonction :
p(e) =1¢* 2 ceR"0<a <.

SixeD={AeC|RX+n>0}U{I\#0}, alors

/ ( 0 g _mRZ Ty | e

A +n+¢2)? T sin(am)20(% + 1)
. *(§) EAs
) e = nm? a1
/Rn N+ n+1E ™~ 2am (am)T (& +1) (Al )™ (1.13)

Preuve : En utilisant les coordonnées hypersphériques et le fait que le jacobien J est
donné par

n—2
J=p [ sin" 7 (gy), (1.14)
j=1
on obtient
M2 (5) +00 p2a—1 n2< L ) 2m
d€ = " (g5)de dn1 | dp.
An@w+n+mm25'té (uw+n+wf<£ltésm 6y ) [ dos )
(1.15)
D’autre part
n—2 ™ 21 n
cn—1—j( 2 N4 __nm2
1 (/0 sin J(¢J)d¢g)/0 ddn—1 —F(§+1). (1.16)

10
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Ceci implique que

2 z +oo  2a-1
) n? / p
d§ = ——— ————dp, aveca=|\+n
o wl a .
nﬂ'% aa—? 1 . 2
— . a-liq _ 1fad —
Z+D) 2 /0 271 = 2) z, avec z P
e g2~ a)
(241
_ nmia? T(a)T(2 - a)
(2 41)
_ et T(@)(1 - a)T(1 - a)
S 2l(Z2+1)
n(l —a)rz*! a—2
— ( ) _ (Al +n)"
2sin(am)l'(5 + 1)
L’égalité (1.13) peut étre démontrée de la méme manicre.
Lemme 1.5.7. [3/ SiA€ D={Ae€ C|RX+n>0}U{SI\# 0}, alors
4 Il _ / |£|a+% n+1d§ _ kl(a,n)(’M +77)%—%—1’
(AL 1€ +n)
b= [ = b 1
R ([A]+ IflT;L )
& _ng
L= [ € = k() (A + ) E 2
( re (Al [€J2 + )™
avec
kl(a,n):nﬂgr (%_%+1) (5—{—%)’ k’g(n): T %)F(:%n)’
20 (2+1)T(n+1) 20 (2 + 1) [(2n)
et
20 (2+2)T (3
ka(n) = nm 3) T (3)
2I' (2 +1) (2 + 2n)
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Preuve : En utilisant les coordonnées hypersphériques, on obtient

elos
I = d
1 / Nyt %

B +oo pa—l—:%"—l n—2 - . o
_/o (|A] +n + p2)nt! (H (/0 Sin ](@)d%)/o d¢n1> dp

j=1
nr? /+oo pa-i-%"—l i A
= — — avec a = |\| +
T+ (avrpym ™ 1

or (% + a+ u)"tl
nﬂ-% a_n_q ! o 3n 1 n__« Uu
= az 1" / zzt a1 —2)172dz  avec z =
2r (2 +1) 0 a+u

De la méme maniére, nous pouvons calculer I et I3.

1.6 Analyse spectrale

Définition 1.6.1. Soit X un espace de Banach et soit (A, D(A)) un opérateur linéaire,
borné ou non borné, sur X.

1. Ensemble résolvant. On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A) ={A e C |\ —A: D(A) — X est inversible et (\ — A)~" est borné}.

L’ensemble p(A) est un ouvert de C.
2. Résolvante. Pour \ € p(A), on note R(\) = (\[ — A)~'. La famille d’opérateurs

{M—A)":xepA)},

est appelée la résolvante de A.

12
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On a les propriétés suivantes :
— L’application A — R(X) est analytique de p(A) dans L(X).
— D’apres le théoreme du graphe fermé, lopérateur (\[—A)™ : X — X est continu
sur X.
~ Lopérateur (Al — A)™' : X — D(A) C X est compact si linjection

(DA - Ipeay) = (X [ - lx)

est compacte.
— Pour tout couple (A, ) € p(A) x p(A), on a l’identité de la résolvante :

R(A) = R(p) = (k= N RA)R(p).
3. Spectre. On appelle spectre de A [’ensemble
o(A) =C\ p(A) = {\ € C | A\l — A n'est pas inversible}.

Un tel \ est appelé une valeur spectrale de A. Le spectre o(A) est un compact de

C.

4. Valeurs propres. L’ensemble des valeurs propres de A est
op(A) ={A € C| A — A: D(A) — X nest pas injectif}.

Autrement dit, X € o,(A) s’il existe un vecteur non nul v € X tel que Au = Au.

5. Spectre résiduel. Le spectre résiduel de A est défini par
o.(A) = {)\ eC ‘ M — A est injectif mais Im(A — A) # X}.

6. Spectre continu. Le spectre continu de A est

oo (A) = {)\ cC ‘ M — A est injectif et Im(A — A) = X }

mais (A — A)~! : Im(A — A) — D(A) n’est pas borné
Le spectre o(A) se décompose en l'union disjointe des trois parties précédentes :

o(A) = 0,(A) U 0,(A) U 0.(A).

1.7 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.7.1. ( Opérateur dissipatif)
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’un produit scalaire (-,-) et de la
norme induite || - ||. Soit A un opérateur linéaire & domaine dense sur H, c’est-a-dire

A:D(A)CH—H e D(A) =H.
Un opérateur linéaire A est dit dissipatif si pour tout x € D(A),
R(Az,z) <0.

13
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Définition 1.7.2. (Opérateur m-dissipatif)
Un opérateur linéaire A dans un espace de Hilbert H est dit m-dissipatif si A est dissipatif
et si A\ — A est surjectif, ¢’est-a-dire

Im(AN —A)=H, pour tout A > 0.
Proposition 1.7.1. (Propriétés des opérateurs dissipatifs [18])

Soit A: D(A) C H — H un opérateur dissipatif dans un espace de Hilbert H. Alors :
1. Pour tout A > 0, lopérateur \I — A est injectif et

1
1A =A) 7yl < Syl ¥y € Im(A = A).

2. 871l existe A\g > 0 tel que \gI — A soit surjectif, alors A\ — A est surjectif pour tout
A > 0. Dans ce cas, |0, +oo[C p(A).

3. A est fermé si et seulement si Im(\gl — A) est fermé pour un certain Ao > 0 (et
alors Im(A\I — A) est fermé pour tout A > 0).
Proposition 1.7.2. [18] Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire dans un espace
de Hilbert H.
1. Si A est dissipatif, alors pA est dissipatif pour tout p > 0.
2. Si A est m-dissipatif, alors

Im(A —A)=H VYA>0,

c’est-a-dire NI — A est surjectif pour tout A > 0.

1.8 Semi-groupe

1.8.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.8.1. On appelle semi-groupe fortement continu ou semi-groupe de classe C
ou Cy-semi-groupe, une famille d’opérateurs linéaires (T'(t))i>0 définis sur un espace de
Banach X par :

1. T(t) est opérateur linéaire borné pour chaque t > 0.
2.T0)=1etT(t+s)=T(t)T(s) pour toust,s > 0.
3. Ve e X, imT(t)r = x.

t—0

Remarque 1.8.1. La condition 2 est une propriété de la fonction exponentielle.

1.8.2 Spectre et résolvant de semi-groupe
Définition 1.8.2. Soit A un opérateur linéaire sur l’espace de Banach X, avec le domaine
D(A). Alors :

1. Résolvante. Si A € p(A), linverse de (A\I — A) est appelé résolvant de A au point
A et on le note :

ROVA) == (M — A)~L.

14
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2. Spectre. Le spectre de A, noté o(A), est l’ensemble de tous les nombres complezes
A € C pour lesquels (A\I — A) n’est pas inversible. Ainsi :

a(A) = C\ p(A).

Théoréme 1.8.1. (Lumer-Phillips)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné de domaine dense dans un espace de
Hilbert H.

1. Si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(A\gI — A) = X, alors A est le
générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T'(t))i>o
sur X, alors Im(AI — A) = X pour tout \g > 0 et A est un opérateur dissipatif.
De plus, pour tout x € D(A) et tout f € H on a Re(f, Ax) > 0.

Théoréme 1.8.2. (Hille-Yosida)

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné. (A, D(A)) est le générateur infini-
tésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T(t))i>0 sur un espace de Hilbert H si, et
seulement si, les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est fermé.

2. D(A) est dense dans H.

8. YA >0, (\I — A)~" eziste et est borné dans H, avec |[(A — A)7 < +.
Théoréme 1.8.3. (Lumer-Phillips)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H.

Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T'(t));>o sur
H si et seulement si :

(i) D(A) = H

(i) A et A* sont dissipatifs.

La majorité des équations d’évolution peuvent étre réduites sous la forme d’un pro-
bléme de Cauchy abstait suivant

{U’:AU, t >0,

U(0) = Uy, (1.17)

ot A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi-groupe de contraction (7(t)):>o sur un
espace de Hilbert H.

Théoréme 1.8.4. (Hille-Yosida)
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H, supposons
que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T'(t))i>o. Alors,

1. Pour Uy € D (A), le probléme (1.17) admet une solution forte unique
Ult)=Tt)Uy € C°(Ry,D(A))NC (R, H) . (1.18)
2. Pour Uy € H, le pribleme (1.17) admet une solution faible unique

U(t) €C° (R, H). (1.19)
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1.8.3 Stabilité d’un Cj-semi-groupe

Théoréme 1.8.5. (Arendt et Batty)

Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contractions (T(t))t>o sur un
espace de Hilbert X .

On suppose que

iRNo(A),
est un ensemble dénombrable et
iRNo,(A) =@.
Alors, le semi-groupe (T'(t))i>o est fortement stable, c’est-a-dire

lim || T(t)ul|lg = 0, Vue H.
t—00

Définition 1.8.3. (Stabilité exponentielle)
Un Cy-semi-groupe (T(t))i>o défini sur un espace de Hilbert H est dit exponentiellement
stable sl existe deux constantes positives C' et vy telles que

1T ul|lg < Ce |ullg, Vt>0, Vue H.
La constante v est appelée taux de décroissance exponentielle.

Définition 1.8.4. (Stabilité polynomiale)

On note A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe de contraction (T'(t))i>o sur un
espace de Hilbert H, alors (T(t))i>o est dit polynomialement stable s’il existe des constants
a,v,C >0 telles que

|T(t)(d—A)"|lg <Ct7, Vt>0, Vd > 0. (1.20)
Si (T'(t))i>0 est borné et 0 € p(A), on peut normaliser (1.20) par lestimation suivante
|T(t) Ay <Ct™, V> 0.

Théoréme 1.8.6. (Borichev-Tomilov)
Soit (T(t))i>0 un Cy-semi-groupe de contraction borné sur un espace de Hilbert H, de
générateur A.
On suppose que
iR C p(A),

alors, pour tout o > 0, il existe une constante C' > 0 telle que
H(Zﬁj - A)ilHE(H) <C |ﬁ|a7 Vﬁ €R,

st et seulement si .
IT(#) A 2epay,m < e Vi > 0.

Remarque 1.8.2. Lorsque 0 € o(A), les résultats classiques de stabilité exponentielle
ou polynomiale ne s’appliquent plus directement. Il devient alors nécessaire d’étudier le
comportement du résolvant

RGN, Al ey,

lorsque |A| — 0 et lorsque |A\| — +o0.
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1.9 Notions sur les dérivées fractionnaires

Définition 1.9.1. L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0, au sens de Riemann—Liouville
est donnée par

1

I;’f(t):m/(t—s)o‘_lf(s)ds, t > a.

Définition 1.9.2. La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann—Liouville
d’une fonction f définie sur l'intervalle [a,b] est donnée par

1 dar

Dy f@t) =D "I f(t) = T(n— a) din

/0 (t—s)"" " 1f(s)ds, n=[a]+1,t>a,

ot o] désigne la partie entiére de .
En particulier, si o = 0, alors

Dipaf(t) = 10f(t) = f(1).

Sta=n €N, alors
Diy o f(t) = f7(1).

De plus, s10 < a < 1, alors n =1, donc

1 d

Do f(t) = ma/o (t—s)"“f(s)ds, t>a.

Exemple 1.9.1. Soit « >0, v > —1 et f(t) = (t — a)?, alors

L(y+1)

IDf(t) = CEX I

(t - a)’y—‘ra?

I'(y+1)

Dy f(t) = T —a+tl)

(t—a)’ .
En particulier, si v =0 et a > 0, alors

(t—a)

Dpa(C) = Cm'

Définition 1.9.3. La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Caputo, définie sur
Uintervalle [a,b], est donnée par

n—1 (k) a
D2 (1) = iy (f(t) DL a>k> , (121)

k=0

o
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En particulier, lorsque 0 < o < 1, la relation (1.21) prend la forme

D (1) = D, (If(t) — f(a))
= 1 (1)
1

¢
_ o N\—a gl
“Ti—a) /a (t—a)"*f'(s)ds.
Sia €N, alors f(t) et D&, f(t) coincident, c’est & dire
D¢ f(t) = f ).

Exemple 1.9.2. Soit a >0 et f(t)(t —a)? ouy > —1. Alors

D) = o - @,

En particulier, sty =0 et a > 0, alors Dg, ,C = 0.
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Chapitre 2

Existence et unicité

L’objectif de ce chapitre est de donner un résultat d’existence et d’unicité pour le
probléme (1) en utilisant la théorie des semi-groupes.

2.1 Systéme augmenté

Tout d’abord, nous réécrivons le probléme (1) sous la forme d’un systéme augmenté.
Afin d’effectuer cette transformation, nous commencons par énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. [16] Soit u la fonction :
() =12 ceR"0<a<l. (2.1)

On consideére la relation entre la variable d’entrée U et la variable de sortie O du systéme
susvant :

Oep (&2, t) + (1517 +n) ¢ (6,6) —U@)u(§) =0, §ER™n>0,¢t>0,  (22)

¢ (£,0) =0, (2.3)
o= [ L@ et n s 24)

n
7’L7T7+1

est donnée par
O = ['""*"J = D*"U, (2.5)

ou
1 ¢ .
[[*MU) (t) = —/ (t —7)* e U (1) dr.
I'(a) Jo
L’utilisation du théoréme précédent permet de reformuler le systéme (1) sous la forme
d’un modéle augmenté :

;

huaent) = Bl t) +¢ [ g@n@p(rE0dE =0 (1) €R xR
Orp (2, & 8) + ([€17 +n) @ (2,6,8) — p(§ we (2,1) = 0, (,6,t) € R* x RY,
90<x707€):07 (l’,f) € R" XR”,

L u(z,0) = ug(x) € DV*(R"), et w(z,0) =wu(x) € L2(R"), xR,

(2.6)
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2sin(am)l(5+1)
n7r721+1

Nous définissons ’énergie de la solution de (2.6) par

ou ( = , >0 et p est une mesure générale.

1 2 2 2
E(t) = 5 (el aan + 1Vl 2 + € Iz ) - (2.7)

Lemme 2.1.1. Soit (u,y) une solution du probléme (2.6), alors la fonction d’énergie
défini dans (2.7) vérifiant

GEO==C [ @) [ (€ +n)lotenPdcdn <o (2.9

Preuve : En multipliant la premiére équation de (2.6) par u; et nous intégrons sur
R™ on trouve :

/n g(x)uy(z, t)u(x, t) de — /n Au(z, t)uy(x,t) dz
4 [ ulet) [ g@ul€)pte.6 ) dds =0

]Rn
En utilisant la formule de Green on obtient :

1d
tl L2 (R" 1,2(Rn t\4y A dédr = 0. .
337 [z + Nl +¢ [ wlet) [ gou©p a.t) dsda =0, (29)

En multipliant la deuxiéme équation de (2.6) par (g(z)y et nous intégrons sur R” x R™,

[ [ swpaptnendsanc [ o) [ (6 +n)lo 0 Pdsis
¢ [ ulet) [ gl @ (.6 ded =0,

Rn Rn

ce qui donne :

2dt H@HLz Re xRP) +</ / (€ +n) | (& 1) [* déda

(2.10)
¢ [ o) [ gn©p @0 dedo =0
R” n
en effectuant la somme des deux équations (2.9) et (2.10), nous obtenons :
d
GEO==C [ o) [ (eP+n) o) Pasar <o 2.11)
R'I’L n

On montre que le probléme (2.6) est bien posé. A cette fin, on définit I'espace d’énergie
comme étant ’espace de Hilbert suivant :

H="D"(R") x L2 (R") x L (R" x R"). (2.12)

Pour U = (u,v, )" ,U = (4,7,8)".
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On définit le produit scalaire de 1’espace H par :

<U, ﬁ>H = /n (g(x)vﬁ—i— VuVi) dx + C/n /n 9(z)p@ dédz. (2.13)

On reformule (2.6) dans un cadre de la théorie des semi-groupes, en introduisant la fonc-
tion vectorielle U = (u,v, @), le systéme (2.6) est équivalent a

U'=AU, t>0,
{ U(0) = U, (2.14)
ou Uy := (ug, uq, goO)T.
L’opérateur A est linéaire et défini par :
" v
Al v | =] o@)Au(z,t) —¢ g (&) e (x, & t)dE (2.15)
4 — (I +n) @ (2, &) + v (2,) pu (€)

Le domaine de A est alors donné par :

(u,v,0)" € H:ueDY?(R"),ve L2(RY),
_ ¢($)AU($) - CfRn 2 (5) ¥ (l’,f,t) df € LZ(Rn)v
DAY= e+ nyo £o (@) (6) € L2(R" x RY), (2.16)
1€l € Lz(R” x R™).

Nous énoncons maintenant le théoréme suivant sur I’existence et 'unicité :

2.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 2.2.1. (Existence et unicité)

1. Si Uy € D (A), alors le systeme (2.6) admet une unique solution forte
UecC'(Ry,D(A))NC (R, H). (2.17)
2. S1Uy € H, alors le systéme (2.6) admet une unique solution faible
UeC’(Ry,H). (2.18)

Preuve : Nous commencons par montrer que l'opérateur A est dissipatif. Pour tout
U € D(A), posons U = (u,v,¢)". Alors, on a

(AU,UY,, = / () (gb(x)Au—C Rnu(g)wg) vde + | VuVde

Rn

¢ [ 0@ (6P + o+ o) pieda

- /RnAuﬁdx—i—/Rn VuV@dx—C/n/ng(ﬂﬁ)ﬂf\Q+77)|<P\2dfd$
+C/n/ 9(x)p (€) (Pv — o) d€ dx

-~ f s@) g+ mleP dsdr+¢ [ [ g (@) (g pydeda

Rn n
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ainsi, en prenant la partie réelle, on trouve :

Re (AU} == [ (o) [ (P +n) el detz <0, (219

Par conséquent, A est dissipatif.
Nous montrons & présent que I'opérateur A\ — A est surjectif pour tout A > 0.
Soit F' = (f1, f2, f3)* € H nous montrons qu’il existe U = (u,v, )T € D(A) tel que

A — v = f1
)\v—ngAu—i—CfRn,u(é)go(x,f,t) d§ = f2 (220)
Ao+ ([E7 +m) @ (&1) —v(z) u(§) = s
Alors, a partir de (2.20), et (2.20)5, on trouve que
v=Au—fi (2.21)
il est clair que v € DV? (R"), et on a :
_ SO+ p@ov(z)
Ry war (2.22)

D’aprés (2.20), et (2.20),, on montre que u vérifie

Nu—¢Au+ ¢ [ p()e(z,&t)dE =M1+ fo. (2.23)

R

Résoudre le systéme (2.23) équivaut a trouver u € D? (R") tel que

/n (\2uw — $AWT) da + ¢ s (/nu(g)go(x,f,t)df)@dx = /n (Afi+ fo) wdx

(2.24)
pour tout w € D2 (R").
En utilisant (2.24) et (2.22), puis la formule de Green, obtient
2, — — 1 (§) _
()\ uw + gquVw) dr + ¢ T A€ v (x) wdz+
,u _ _
—_ L) wdedé = A+ dx.
[ gt [ e omdsae = [ (- s
En utilisant & nouveau (2.21), on déduit que
v(x) =AM (x) — fi (x), pour tout x € R". (2.26)
En insérant (2.26) dans (2.25), on obtient
/ (Ng(z)uw + VuVw) dz + X [ gla)vwde = / g(x) (fa + Af1) wdx
— - 77 , 'Th + n, .
[ s [ s@negmdns+C [ gta)fiaymis

ol
=~ (3]
C‘C/Rn R E Sl
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Alors (2.27) est équivalent au probléme
a(u,w) =L (w) (2.28)

ou a(u,w) : DM? (R") x D? (R™) — C est une forme sesquilinéaire définit par :

a(u,w) = / (Ng(z)uw + VuVw) dz + X [ g(z)uw da

R

et L(w): D" (R™) — C est une forme antilinéaire définit par :

1(§)

L (w) :/n g(x) (fo+ A1) wdz—( an

/n 9(37)f3($,€)@da:d§+g g(x) fi(z)wdzx.

Rn

la forme sesquilinéaire af(.,.) est bornée pour tout (u,w) € DH? (R™) x D2 (R™), en effet

la(u, w)| < A?|lull 2@ lwllLz@n) + IVull2ee) [ Vol 2eny + ACHul| 2 ey l|wl] 22 )
S CHU/HDLQ(Rn)HUH'Dl,Q(Rn)

et est coercive pour tout u € D? (R"), on a

afu,u) = / (gl + [VuP)de 43T [ glalulda

R

= [ IVuPde+ (02400 [ gla)lus
R"l n
Z MHUHDLQ(R”)

En appliquant le théoréme de Lax—Milgram, on conclut que pour tout w € D% (R"), le
probléme (2.28) admet une unique solution u € DV? (R"). Par conséquent, 'opérateur
M — A est surjectif pour tout A > 0. Ainsi, la preuve du théoréme 2.2.1 est obtenue par
une application du théoréeme de Hille-Yosida.
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Chapitre 3

Etude de la stabilité

3.1 Stabilité forte du systéme

Dans cette partie, nous utilisons un critére général d’Arendt et Batty (voir [5] ou
[13]), d’aprés lequel un Cy-semi-groupe de contraction e! dans un espace de Banach est
fortement stable si A n’a pas de valeurs propres imaginaires pures et si o (A) N iR ne
contient qu’un nombre dénombrable d’éléments. Notre résultat principal est le théoréme
suivant.

Théoréme 3.1.1. [5] Supposons que n > 0. Le semi-groupe Coe't est fortement stable
dans H, c’est-a-dire que pour tout Uy € H, la solution de (2.14) vérifie

Jim [0, =0

Pour la démonstration du théoréme 3.1.1, nous aurons besoin des lemmes suivants :
Lemme 3.1.1. A n’admet pas des valeurs propres dans iR.

Preuve : Soit A € R. Nous considérons deux possibilités : iA = 0 et i\ # 0.
Cas 1 : i\ = 0. Supposons qu'il existe U = (u, v, ¢)T € D(A) non nul tel que

AU = 0.
D’aprés la définition de A en (2.15), on obtient le systéme :
v=10
6du—C [ (&) pds =0
=P +n)e + pv =0

cela implique que v = p = u = 0, donc la résolution de AU = 0 donne U = 0.

Par conséquent, i\ = 0 n’est pas une valeur propre de A.

Cas 2 : i\ # 0. Nous raisonnons par contradiction. Supposons qu’il existe A € R, A #£ 0,
et U= (u,v,¢)" € D(A) non nul tels que

AU = iA\U.
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Alors, nous avons :
iAu—v =0,
iM = pAU+ C [ p(§)p d =0, (3.1)
ixp + (€7 +n) ¢ — p(§)v = 0.

a partir de (2.19) nous avons

0="Re<i\U,U >=TRe < AU, U >= —( g(x)/ (&2 +n) o &) déda
Rn n
on obtient

0 =0. (3.2)
La substitution de (3.2) dans (3.1),, donne

v =0,

on déduit alors de (3.1);, que u = 0, et par suite U = 0.
Par conséquent, 1A # 0 n’est pas une valeur propre de A.
Ainsi A n’admet pas des valeurs propres dans 7RR.

Lemme 3.1.2. Nous considérons les cas suivants :
— Lorsque X # 0 lopérateur i\l — A est surjectif.
— Lorsque A = 0 et n # 0 lopérateur i\l — A est surjectif.

Preuve : Cas 1 : A # 0. Nous allons prouver que l'opérateurr i\l — A est surjectif
pour A # 0. Soit F' = (f1, f2, f3)T € H, nous cherchons X = (u,v, )’ € D (A) solution
de I’équation suivante :

(N[ —A)X =F,
ce qui équivaut a
AU — v = f,
iA — ¢AU +C [, (€)@ dE = fo (3.3)
iAp + (I€° +m) o — p(&v = fs,
d’aprés (3.3)1, on obtient :
v =1i\u— fi, (3.4)

d’aprés (3.3)3, on obtient :

_ fs(@ )+ f(x,8) L iM(u  p§) filz, )
i+ €2+ INFER+n  iIAN+HE2+n iIAN+ R+

—~

3.5)
en insérant (3.4) dans (3.3)2, on trouve :

—Nu—¢Au+C [ p()pdE = fo+i)f1. (3.6)

R

Résoudre le systéme (3.6) équivaut a trouver u € D? (R") tel que

/n (—Azg(x)um— Auw + (g(x) (/n u(g)wg) w) dr = /ng(x) (fo + iMf1) W do,

(3.7)
pour tout w € D2 (R™).
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Chapitre 3. Etude de la stabilité

Ensuite, en utilisant (3.5), on obtient

/ (=Ng(z)uw — Auw) d + MZ/ g(z)uwdz
R" -

— /R 9(z) (fo+irfi)wdz — ¢ . % / 9(x) f3(z, )W dadé + ¢ 5 g(x)gzjx_
L’équation (3.8) peut se réécrire sous la forme .
@ (u,w) = L(w), (3.9)

ou la forme bilinéaire @ :€ D"? (R") x € D" (R") — C et la forme linéaire L €
D2 (R") — C sont définies comme suit :

a(u, w) = / (=Ng(z)uw — Auw) dz + iX | gla)uwds

R

()

L) = [ ot (v inpyman=¢ [ o hi

/n 9($)f3(x,€)@dxd£+g g(x) frodz.

Rn
La forme sesquilinéaire a(.,.) est bornée pour tout (u,w) € D? (R") x D12 (R"), en effet
[a(u, w)] < Xlullz@nllwllzz @) + Vel 2@ I Vol 2ee) + Al @ 1wl 2 @)

< (4 X0) llull 3y

S CHUHDLZ(R”) HwHDLZ(R”)

w||L5(Rn) + HVUHLZ(IR") VIUHLz(Rn)

et est coercive pour tout u € D? (R"), on a
a(u,u) = / (=X2g(2)|u)® — Aut)dz +iXC [ g(z)|ulda

n R
- f (1A = A)ga)]ul? — Aum)d
RTL
Z M||U||D1,2(Rn)
La forme bilinéaire @ est a la fois continue et coercive, tandis que la forme linéaire L est
continue. Grace au théoréme de Lax—Milgram, on a pour tout w € DV?(R™), le systéme
(3.9) admet une solution unique v € DM?(R™). Par conséquent, I'opérateur \I — A est
surjectif pour tout A > 0.
Cas2: A=0et n#0.
Le systéme (3.3) se réduit au systéme suivant :
—U = fl7
~onu+¢ [ p@pde = fo
(&P +m) o — u(&v = fs.

Alors, d’aprés (3.8) on obtient :

/ —Au@da::/ g(x)fowdxr — g(x)w Js — 2 (f)fl dédzx. (3.10)
. " R re [EP+7
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Ainsi, le systéme (3.10) peut s’écrire comme le probléme :

—

@ (u.w) = L (w), (3.11)

ot la forme bilinéaire @, : DV?(R") x D'?(R") — C et la forme linéaire En : DV2(R™) —» C
sont définies comme suit :

an (u, w) = —/ Auw dx

Lw = [ s@mwde—¢ [ g %ﬂﬁdwx.

R

La forme sesquilinéaire G, (., .) est bornée pour tout (u,w) € D42 (R™) x D2 (R™), en effet

|y (u, w)| < [[Vul[ 2 [ Vwl| 2 @n)
S CHUHDl,Q(Rn)H'Z,UHDLQ(Rn)

et est coercive pour tout u € D* (R"), on a

ay(u,u) = —/ Auudz
R
2
= M||ul|7.2gn)
Nous avons que a, est continue, coercive et que z; est continue. Grace a nouveau au
théoréeme de Lax-Milgram, le systéme (3.11) admet une unique solution u € D"? (R"),
pour tout w € D? (R"). Ainsi, opérateur —A est surjectif.

Lemme 3.1.3. Supposons que n = 0. Alors, l'opérateur A n’est pas inversible et par
conséquent 0 € o(A).

Preuve : On définit le vecteur F' = (sinz,0,0) € H. Supposons qu’il existe U =
(u,v, )T € D(A) tel que :
—AU = F
on conclut que

2a—n—4

p(6) =€l = sina ¢ L*(R" x R")

Alors, ’hypothese de I'existence de U est fausse et par conséquent, 'opérateur A n’est
pas inversible.

Preuve : (Théoréme 3.1.1) D’aprés le lemme 3.1.1, Popérateur A ne posséde pas de valeurs
propres imaginaires pures. En utilisant le lemme 3.1.2, on obtient que R(IA] — A) = H
pour tout A € R* ainsi que R(iA — A) = H pour A = 0 et pour tout n > 0. Alors, le
théoréme du graphe fermé de Banach implique que

o(A)NiR=10 sin >0,
o(A)NiR={0} sin=0.

Par conséquent, le Cy-semi-groupe e est fortement stablee.
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Chapitre 4

Taux de décroissance polynomiale

4.1 Stabilité polynomiale du systéme

Dans ce chapitre, nous démontrons le taux de la décroissance de I'énergie relative au
systéme (1). Pour ce faire, nous exploitons une estimation particuliére de la résolvante
basée sur des travaux de C. Batty, R. Chill et Y. Tomov [6]. Avant d’énoncer notre résultat
principal de ce chapitre, nous avons besoin du théoréme suivant.

Théoréme 4.1.1. [6/ Supposons que A soit le générateur d’un Cy-semi-groupe forte-
ment continu de contractions (em)po sur lespace d’énergie H. Si iR C p(A), alors les
conditions suivantes sont équivalentes pour un £ > 0 fixé :

1. supyeg [|(iM] — A)_IHL(H) =0 (|A).
2. HGMUOHH <& Vt>0,Uy€ D(A), avec C > 0 une constante.
te
Théoréme 4.1.2. (Résultat principal) Supposons que n > 0, Alors, pour tout Uy €
D(A), il existe une constante C' > 0 indépendante de Uy, telle que l’énergie de la solution
U de (1) vérifie l’estimation suivante :

C
E(t) < —|Uo|lpa)-

11—«

Nous sommes maintenant en mesure de prouver que 1’énergie d’une solution réguliére
du systéme (1) décroit polyndmialement vers 0 lorsque ¢ tend vers I'infini.

Preuve :(Théoréme 4.1.2)
En conséquence du théoréme 4.1.1, il suffit de montrer que 'opérateur A, défini par (2.15)
et (2.16) vérifie :
limsup [|(iA] — A) 7 zg0 = O(A"™).

AER,|A|—+o00

Raisonnons par absurde, supposons que :

limsup [|(iA — A) Y| ) = oo
AER | A|—o0

Alors, il existe une suite (A,)neny € R avec A, > 0 et \, — 00, ainsi qu’une suite de
vecteurs (Up,)nen C D(A), telles que :

[Unll3e =1
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et

A= I — AU, = F, = 0(1) dans H. (4.1)
Afin d’alléger les notations, nous convenons d’omettre 'indice n dans ce qui suit. Le but
est de montrer que U — 0, ce qui conduit & une contradiction. Soit U = (u,v,¢)",
I'équation (4.1) est équivalente au systéme suivant :

AU —v = %,
i —otut [ p(E)pde= 2 (42)

5
g + (€ +n) 9 — o(ahal6) = 2%

avec F' = (f1, fo, f3) T € H.
En effectuant le produit scalaire de (4.1) avec U dans H et en utilisant (2.19)
RGN — AU, U)y = —RIAU,U)
= ¢ gla) [ (P4 ) lotat OF deda

_ ol

)\1—04’

cela implique que
o(1)
1(ER +0) 20|l 2 n my = he

par conséquent,

_ o(1)
H‘PHLE(R"xR”) = 5

En multipliant I'équation (4.2), par (|JA] + [£]* + )~ 7"[¢]", en intégrant sur R” et en

utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

(4.3)

o(a) AR
e (N T [P <)

[ d>5( Zd)i
< ([ oriem [ Jllte.

1 |£[2n )z ( ) )é
* | A1 (/R" (1A + ’£|2+77)2n+2d§ - | fs(@, )" dE )

En notant

g|+s €2
I, = d I, = d
' / DT G / T e

€1*"
I = d
’ /R" (IA] + (€12 +m)*+ ©

et en utilisant le Lemme 1.5.7, on obtient

Iy = ky(on) (Al +n) 73,
Iy = ky(n)(|A| + 77)_3_1,
Is = ks(n)(|A| +n)" 272,
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ou

I3
~—

(7")

wl3 —~

~—~ M\S

et

nrel (2+2)T (32)

2T (2 +1)T(2+2n)

En appliquant 'inégalité de Young, en multipliant par g et en intégrant sur R™, on obtient
pour i > 0,

[ st \U\zdx<212/n/n Dleete O s o+ s [ [ sl P do

21
2 3
S 1_12“ (‘5’ + 77) SOHLQ R”xR™) —12|>\‘2 1—a) HngLg(RnXRn)’

3(” =

et on conclut que :

HUHLE(R") = 0(1) (44)
De la premiére équation de (4.2) et du résultat précédent, il s’ensuit que
o(1)
lull gy = == (4.5)

Enfin, en substituant v = iAu —

dans I'équation (4.2),, on obtient :

A
Xu—odu+( [ e = IR0

(4.6)

En multipliant (4.6) par g(x)u et en intégrant sur R™, on obtient :

/ ) (—)\2g(x)uﬂ — Aut + Cg(x) ( / ) ,u(f)godf) a) do = / ) M@%m@,

ce qui donne :

_1 1
HVUH%%Rn) < CH)‘uH%Z(R”) + CII(IE1> + ) 2M|’L?(Rn)HUHLg(Rn)H(\ﬂZ + )20l L2 @n)

1 1
+ FH“HL@(RH)HﬁHLZ‘(RH) + WH)‘UHLg(Rnﬂ|f1||L2(R")

De (4.3), (4.5), et du fait que || f1||m2@®n) = O(1), || f2||L2@n) = O(1), on obtient :
IVl |22y = 0(1).

Donc
HU/HDI,Q(Rn) = 0(1) (47)

Avec (4.3), (4.4) et (4.7) nous concluons que toutes les composantes de U convergent vers
zéro dans leurs normes, i.e. ||U|lz = o(1). Ceci contredit la condition de normalisation
|U||l3 = 1. Par conséquent, notre hypothése était fausse et 'estimation de la résolvante
est satisfaite.

IGAT = A) "Iz = O(IA')
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Chapitre 4. Taux de décroissance polynomiale

D’aprés le Théoréme 4.1.1 (avec | = 1 — ), on obtient la décroissance polynomiale.

C
HetAUgHH < m|’U0HD(«4)7

ce qui correspond exactement a ’estimation de I’énergie énoncée dans le Théoreme 4.1.2,

1
puisque E(t) = §HUH§{ La preuve est donc compléte.
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Conclusion

En conclusion, il convient de souligner que la difficulté majeure réside dans le caractére
non borné du domaine de notre systéme a la présence d’'un amortissement fractionnaire.
Cette configuration nécessite le recours a des méthodes avancées pour atteindre nos ob-
jectifs, le domaine non borné introduisant des complexités analytiques particuliéres. Cette
situation souléve des défis importants en analyse fonctionnelle, particuliérement en ce qui
concerne les espaces de travail. Notre apport principal se décline comme suit :

1. En ce qui concerne la dérivée fractionnaire de 'amortissement frictionnel dans la
dérivée fractionnaire généralisée au sens de Caputo, donnée dans (1).

2. On utilise le théoréme 2.1.1 pour obtenir 'existence et 'unicité de la solution dans
le théoréme 2.2.1. Sur la base des lemmes 1.5.5 et 1.5.6, nous avons étudié le com-
portement asymptotique des solutions dans les théoréemes 3.1.1 et 4.1.2.

3. L’adoption de la théorie des semi-groupes pour analyser notre systéme.
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