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Résumé

Stabilité exponentielle des équations différentielles stochastiques (EDS) est de com-
prendre et de garantir que les solutions de ces équations restent proches d’un point
d’équilibre ou convergent vers ce point a un taux exponentiel, malgré la présence de
perturbations aléatoires.

Cela est crucial pour de nombreuses applications pratiques, ol la robustesse et la
fiabilité du systéme sous incertitude doivent étre assurées.



Principales notations utilisées

10.
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12.
13.

e S o

L(H,H) désigne 'espace de Hilbert de tous les opérateurs linéaires bornés.
I ou id : opérateur d’identité.

C : nombres complexes.

(Q, F,P) 'espace de probabilité

Wy ou W(t), t > 0, est appelé un processus

Q — Wiener dans ‘H

C~ : demi-plan ouvert dans C, {\ € C: ReX < 0}

A* : transposée du conjugué complexe de A; lorsque A est dans un opérateur,
A* dénote 'adjoint de A.

o(A) : spectre de opérateur A.
o(I, A) spectre de opérateur A\ — A, A€ Cand A € L(H,H).

op(1, A) spectre de points de l'opérateur A/ — A, i.e., 'ensemble des valeurs
propres de \I — A.

(.,.) produit scalaire de H.

l|lz|| = \/(.,.) norme de x € H.
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INTRODUCTION

Pour les systemes dynamiques qui décrivent divers processus mécaniques, techno-
logiques, économiques ou autres. La stabilité [1| constitue une propriété qualitative
fondamentale. L’étude de cette proprité depuis Lyapunov a connu des développement
considérables |7].

Le systéme dynamique est stable (au sens de Lyapunov) si le comportement de ce
systéme varie peu étant soumis & de petites perturbations. Si de plus ces variations
s’estompent avec le temps, on parle alors de stabilité asymptotique, quand il s’agit de
processus controles stochastic donc soumis 4 des commandes on parle dans ce cas de
stabilisation [6].

Nous consacrons le présent travail & la stabilité exponentielle des équations diffé-
rentielles stochastiques linéaires dans un espace de Hilbert H .

Rappelons que pour un systéme linéaire dont le comportement est décrit par I’équa-
tion :

y(t)=Ayt), t>0, yeH

ol A est générateur infinitésimal d’un semigroupe de classe Cy sur H cette sys-
téme est asymptotiquement (exponentiellement) stable si est seulement si le spectre de
opérateur A

g(A) cC” ={A e C: Re\ <0}

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des équations qui décrivent
I’évolution de systémes dynamiques en présence de bruit aléatoire. Elles sont largement
utilisées dans divers domaines tels que la finance, la physique, la biologie et 'ingénie-
rie. Les EDS ajoutent un terme de bruit stochastique a des équations différentielles
ordinaires (EDO) pour modéliser I'incertitude et les fluctuations aléatoires.
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Une EDS peut étre écrite sous la forme suivante :
y(t) = Ay(t) + BAW(t), t >0

y(0) = yo, yo € L*(%H)
e y(t) est la variable d’état & temps t.

e /() est la dérivée déterministe de y(t).

e W, est un processus de Wiener (ou mouvement brownien), représentant le bruit
stochastique.

Les EDS sont appliquées dans de nombreux domaines pour modéliser des systémes
ou l'incertitude et la variabilité jouent un roéle crucial. Par exemple :

e Finance : Modélisation des prix des actifs financiers, taux d’intérét, et risques de
crédit.

e Physique : Modélisation des systémes thermodynamiques et des processus de dif-
fusion.

e Biologie : Modélisation de la dynamique des populations et des réactions biochi-
miques.

Les équations différentielles stochastiques fournissent un cadre puissant pour com-
prendre et prévoir les comportements des systémes complexes soumis & des influences
aléatoires.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres

Le premier chapitre intitulé “Notions préliminaires”, contient un ensemble de
définitions et révision des concepts fondamentaux [1].

Le deuxiéme chapitre intitulé “ Fquations différentielles stochastiques “
Dans cette chapitre, les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des équations
différentielles dans lesquelles des termes aléatoires interviennent, rendant leur étude et
leur résolution plus complexes que celles des équations différentielles déterministes. Ces
termes aléatoires sont généralement modélisés par des processus stochastiques, tels que
les processus de Wiener ou de Brownien.
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Le troisiéme chapitre intitulé “ Stabilité exponentielle des équations différen-
tielles stochastiques®.

Pour étudier la stabilité exponentielle des EDS, diverses méthodes et critéres sont
utilisés, notamment [5] :

e Méthode de Lyapunov : Utilisation de fonctions de Lyapunov pour prouver la
stabilité exponentielle. Une fonction de Lyapunov est une fonction qui diminue au fil
du temps et peut démontrer que les solutions d’une EDS convergent exponentiellement
vers un point d’équilibre [3].

e Critéres de Stabilité : Développement de critéres spécifiques, tels que les cri-
teres de stabilité, les critéres basés sur les exposants de Lyapunov, pour évaluer la
stabilité des systémes stochastiques.

e Analyse Spectrale : Utilisation de techniques spectrales pour analyser les pro-
priétés des opérateurs associés aux EDS et déterminer la stabilité exponentielle.



CHAPITRE PREMIER

PRELIMINAIRES

1.1 Espace de Hilbert et ses propriétés

Produit scalaire

Définition 1.1.1. [9]. Soit H un espace vectoriel sur le corps K ( K = R ou C).
On appelle forme sesquilinéaire sur H, toute application A : H x H — K telle
que VYo, € KVx,y,z € H

1. Alaw + By, =) = aA(z,2) + BA(y, 2).

2. Alw,ay + #2) = GA(z,y) + BA(x, 2).

St K = 1R, alors la forme sesquilinéaire A devient une forme bilinéaire.

Définition 1.1.2. [2]. On appelle produit scalaire sur H toute forme sesquilinéaire
hermitienne définie positive u. Dans ce cas on écrit A(z,y) = (x,y)y pour tout x,y €

H.

La théorie des opérateurs joue un role important en analyse et surtout en équation
différentielle et équation aux dérivées partielles. Dans ce travail, toute application li-
néaire d’un espace vectoriel normé £ a valeurs dans un espace vectoriel normé F est
dite opérateur [2].

— L’espace vectoriel des opérateurs linéaires est noté L£(E, F).
— L’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus est noté par L.(E, F).

Proposition 1.1.3. Soit H un espace de Hilbert. Pour tout A,B € L.(H) et VA € K
on a :

1. (A+ B)*=A*+ B*
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. (AB)* = \B*

. (Ao B)* = B*o A*

. Si A est inversible, alors A* lest aussi, et son inverse est (A*)~! = (A~1)*
(A=A

1A% = 1A

D G A L

1.2 Théorie spectrale élémentaire

Définition 1.2.1. [9] Soit £ un espace vectoriel normé de dimension finie et A un
opérateur de L.(E), un nombre complexe A est dit valeur propre de u si l’équation

Az = \x
admet des solutions non nulles, et on note l’ensemble des valeurs propres de u par :
0p(A)={AeC : Jxe&—{0}: Az = A\z}.
On note aussi par Sy 'ensemble de ses solutions et on a :
Sy={x €& —{0}: Ax = \x} = ker(A — \I),

Sy est appelé le sous-espace propre associé a la valeur propre \. Ses éléments s’ap-
pellent vecteurs propres. L'inverse de A — N, quand il existe, est appelé opérateur
résolvant ou la résolvante de A. On le note par

Ra(A) = (A=)~

Définition 1.2.2. Le nombre A € C est dit valeur réguliére de A € L.(E) si ’équation
Ax = Ax n‘admet pas de solutions non nulles. Autrement dit, une valeur X\ € C est
réquliere si lopérateur A — NI est inversible. Notons par p(A) l'ensemble des valeurs
réqulieres.

Remarque 1.2.1. Dans le cas ot £ est de dimension finie on a seulement deux pos-
sibilités :

1) Silopérateur A— X est inversible, alors la résolvante de A existe et est définie sur

E tout entier, i.e A € p(A).
2) Si lopérateur A — A\ n'est pas inversible alors A € g,(A).

La résolvonte Ry(A) = (A — XI)™! existe mais n'est pas définie sur l'espace E tout
entier.
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Le spectre de A contient les valeurs propres puisque si Ax = Az pour un élément z
non nul, 'opérateur (A — AI)~! n’existe pas.

L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre ponctuel de A et noté
par 0,(A) . La partie restante du spectre (c¢’est-a-dire la partie constituée des éléments
A pour lesquels opérateur (A — AI)~! existe mais n’est pas défini sur £ tout entier)
est appelé spectre continu de A, noté par o.(A).

Ainsi toute valeur A € C est soit propre, soit réguliére ou soit un point du spectre
continu, et on a

o(A) = op(A) Uo(A) Vo, (4) ,  p(A) =C\a(A).

1.3 Reésolutions des systémes linéaires en dimension
finie

Les systémes différentiels linéaires ont une grande importance pratique, car de nom-
breux phénomeénes naturels peuvent se modéliser par des tels systémes. On sait d’autre
part résoudre complétement les systémes a coefficients constants, le calcul des solutions
se fait par la méthode de la matrice exponentielle

Tout systéme linéaire de n équations différentielles du premier ordre a coefficients
constants est de la forme vectorielle suivante

y(t) =Tyt) + f(t), t=0, (1.1)

ou y(t) est un vecteur colonne avec les composantes y; (t), y2(t), ..., yn(t), T est une ma-
trice carrée constante et f(t) est un vecteur colonne avec les composantes fi(t), fa(t), ..., fu (%)
est appelé systéme de la forme normale. La solution du systéme (1.1) est la somme de

la solution générale du systéme homogeéne correspondant

y(t) =Ty(t), t=0, (1.2)
et une solution particuliére du systéme (1.1).

Si le systéme linéaire est donné sous la forme

Aoy'(t) = By(t) + (1), t=0, (1.3)
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oil Ay est une matrice inversible (detAy # 0), alors il suffit de multiplier par Ay* le
systéme (1.3) pour obtenir le systéme de la forme (1.1) avec T = A;'B et f(t) =

Agto(t).

Méthode de la matrice exponentielle

e Etude du systéme homogéne de la forme (1.2)

Définition 1.3.1. Une matrice fondamentale de solutions est une matrice M dont les
colonnes sont n solutions linéairement indépendantes de (1.2).

Théoréme 1.3.2. La matrice M(t) = eI est une matrice fondamentale de solutions
du systéeme (1.2).

Remarque 1.3.1. Si M(t) est une matrice fondamentale de solutions du systéme
(1.2), alors la solution générale est donnée par y(t) = M(t)v, v € K", (K=RVC).

Proposition 1.3.3. Soint T une matrice carrée d’ordre n, T € M, (K) et I un inter-
valle de R. Alors, l'application

¢ I — M,(K)

ts e
est de classe Ct sur I. De plus, Vt € I+ /' (t) = Tp(t) = p(t)T.

tT

Exemple 1.3.4. Par la méthode de la matrice exponentielle M(t) = e'* résolvons le

systéme non homogeéne (1.1), ou

1 =2 et
T= ;o f(t) = , Vt>0.
1 4 et

Solution. Le polynome caractéristique de T est Pr()\) = det(T — Xid) = A\>—5\+6
admet deux racines simples (qui sont les valeurs propres de T') A\; = 2 et Ay = 3. Les

—2 1
vecteurs propres correspondants sont respectivement v; = et v1 =
1 —1
: L 1 9 -2 1
qui sont linéairement indépendants dans R? car det(P) = L 1l = 1 # 0. Par
conséquent, 1" est diagonalisable. D’ott T = PDP~!, ol
A0 -2 1 -1 -1

D= . P= = pl=
0 A 1 -1 1 -2
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Par suite, la matrice fondamentale de solutions est

M(t) = eT =ePUD)P — petDp-1 — = ... =
2e2t _ e3t 262t _ 26315
— . Vt>0.

_egt + €3t _e2t _|_ 2€3t

Conclusion, la solution du systéme (1.1) sera par la méthode de la variation de la

constante :

' 26215 _ eSt 2€2t _ 263t c
y(t) = yn(t) +yp(t) = M(t)v+ / M(t—s)f(s)ds =
0 e Bt g2t 4 9ot e

262t723 _ 631‘,735 2621‘,725 _ 263t73s es

t
+ / dS — R —
0 _€2t—25 + e3t—35 _62t—2s + 2€3t—3s 625

2(c1 4 c2)e* — (c1 4 2c0)€¥ + 2(t + 2)e? — 263 — 3¢t

—(c1 + )€ + (c1 4 2¢)e® — (t + 3)e* + 2% + Lef

oll ¢; et 3 € R.

2 1 3
Exemple 1.3.5. Résolvons le systéme homogéne (1.2), oo T = (0 2 —1
00 2

Solution. On peut vérifier aisément que la matrice 7" n’est pas diagonalisable. Dans
ce cas on va calculer 'exponentielle de la matrice T" par la définition en remarquant que

01 3
T=2[+N, ou N=[|0 0 -1
00 O
est une matrice nilpotente ; car N® = N* = ... = 0. Il est clair que les matrices I et N
commutent, on en déduit que 7 = e eV ; mais
2 NG £2 1 ¢t 3t+ %
N =3 —[+tIN+-N?’=...=[0 1 —t
k! 2
k=0 00 1
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Par conséquent,

2
e te® (3t + %)ezt
el =e¥e!N = | 0 —te?t
0 0 et

Ainsi la solution générale du systéme homogene (1.2) est

e te?t (3t + %)e% c1 cre® + cote? + c3(3t + %)e%
y(t)=eTv=1{0 1 —te* | = cote?t — cste ,
0 0 et cs cqe?t

oll ¢1, ¢y et c3 sont des constantes réelles arbitraires.

1.4 Approche Semi-group

Définition 1.4.1. (semigroupe)[1].

On appelera semigroupe linéaire d’opérateurs bornés toute fonction de H dans H
noté S, telque S :t € Rt — S(t) € L(H, H)

(1) S(0)=I;

(17) S(t+s)=S(t)-S(s).

Théoréme 1.4.2. (Théoréeme de Hille-Yosida)[”]. Une condition néccessaire et suf-
fisante pour qu’un opérateur linéaire fermé A a domaine dense dans H € X soit

le générateur infitésimal d’un Cy semigroupe est : il existe N, telque pour tout A
, ReA > u, A€ o(A)

[RACA)" ]| < —n e N,

N
(ReA — p)
ot Ry(A) = (M — A)~! est la résolvante de A. De plus on a

IS@I < Me™.

Définition 1.4.3. (Solution généralisé). Soit y est dite solution généralisée (faible) du
probléme (3.1) ssi

pour tout y* € H.
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1.5 Types les plus simples de points de repos

Soit donné un systéme de deux équations différentielles homogénes a coefficients
constants (stationnaire)
dx
7 = 01T + a2y,
{ & (1.4)
9 = 0217 + a2y,
Pour étudier la stabilité du point de repos du systéme (1.4) il faut établir I’équation
caractéristique
ap — A a12
a21 agy — A

=0 (1.5)

et chercher ses racines A; et \s.
1. Les racines de I’équation caractéristique sont réelles et distinctes :

(a) Ay < 0, Ay < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (nceud
stable).

Exemple 1.5.1. Le point de repos (0,0) du systéme

est un noeud stable, car A = —g F @ < 0.

(b) A1 >0, Ay > 0. Le point de repos est instable (nceud instable).

Exemple 1.5.2. Le point de repos (0,0) du systéme

{ 3—?:5$—y,
T =2r+y.

est un noeud instable, car A = 3 F V2 > 0.
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(¢) A1 >0, Ay < 0. Le point de repos est instable (col instable).

Exemple 1.5.3. Le point de repos (0,0) du systéme

est un col instable, car \y = —V3<0 et =+3>0.
2. Les racines de I’équation caractéristique sont complexes : \y = p+1q, A\a = p—1iq

(a) p <0, q+# 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (foyer stable).

Exemple 1.5.4. Le point de repos (0,0) du systéme
{ :;_f = —3r — Y,
a =2z +y,

est un foyer instable, car \ = —1 T iy/2.
(b) p >0, ¢ # 0. Le point de repos est instable (foyer instable).

Exemple 1.5.5. Le point de repos (0,0) du systéme
‘;—f =3z +y,
d_? = —2r + Y,

est un foyer instable, car A = 2 F 1.



1.5 Types les plus simples de points de repos 18

(¢c) p=0, ¢ # 0. Le point de repos est stable (centre).

Exemple 1.5.6. Le point de repos (0,0) du systéme de l'exemple 1.5.5 ci-
dessus est un centre stable, car \ = Fi.

3. Les racines sont multiples :

(a) A\ = Ay < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (nceud stable).

Exemple 1.5.7. Le point de repos (0,0) du systéme

dr __
{ —é——3$’—2y,
$:2$’+y,

est un noeud stable, car X = —1 est une racine double.

(b) A1 = Ay > 0. Le point de repos est instable (nceud instable).

Exemple 1.5.8. Le point de repos (0,0) du systéme

de __
—t—2$+y,
:43/—.'1?,

est un neeud instable, car Ay = Ay = 3 > 0.



CHAPITRE DEUX

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des équations différentielles
ordinaires ou partielles modifiées pour inclure des termes stochastiques, permettant
ainsi de modéliser des phénomeénes influencés par des incertitudes ou des bruits aléa-
toires. Voici une introduction détaillée aux EDS, leurs types, leurs solutions et leurs
applications [3].

2.1 Formulation Générale

Une équation différentielle stochastique peut étre écrite sous la forme :

dy(t) = f(y(t), t)dt + g(y(t), )dW (t)dy(t), € y € H
ou :
y(t) est le processus stochastique (la solution recherchée).
f(y(t),t) est le terme de dérivée déterministe.

(

, b
gly(t),t
W (t) est un processus de Wiener (ou processus de Brown), représentant le bruit
blanc.

) est le terme de diffusion.

= W=

2.2 Définition

La théorie des équations différentielles stochastiques dans les espaces de Hilbert est
généralisation des équations différentielles stochastiques finies introduites par Ito et
sous une forme légérement différente par Gihman dans les années 1940. Le Le lecteur
est référé [9].
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Pour une déclaration systématique a ce sujet. A cette occasion, nous contentons
d’une présentation de comment il est possible de formuler une équation aux dérivées
partielles stochastiques standard comme une équation différentielle stochastique dans
les espaces de Hilbert.

Soit €2 un domaine borné en R", avec des limites lisses. Par example considérez le
probléme suivant de valeur initiale limite pour I’équation de chaleur perturbée

oy(t, ) - 82y(t, ) 0
— g 7 i >
/ ;1 ;5 t+ tW(t,x) , t>02 € )

y(0,2) = yo(x) , T € 00N

ou W (t,z) est un champ aléatoire standard de Wiener (voir, par exemple, [3]).

Par analogie avec les équations aux dérivées partielles, ce différentiel partiel stochas-
tique ’équation (2.1) peut étre vue de deux fagons différentes. Une fagon naturelle est
considérer sa solution comme un champ aléatoire a valeur réelle indexé par le temps et
variables spatiales ¢t et . En général, cette approche utilise la probabilité compliquée.
D’autre part, 'un peut considérer une solution de cette équation comme un processus
stochastique indexé par ¢t avec des valeurs dans un espace approprié de fonctions de x

[4]-

2.3 Types d’equations différentielles stochastiques

1. Equations de Langevin : Utilisées pour modéliser le mouvement des particules
en suspension dans un fluide, ces équations prennent la forme

d*y(t) dy(t)
7 — AL t
m— v )
ou v est le coefficient de friction et 7(t) est un terme de bruit aléatoire.

2. Processus d’Ornstein-Uhlenbeck : Un modéle simple de processus stochas-
tique gaussien stationnaire souvent utilisé en finance

dy(t) — 0(u — y(t))dt + odW (1)

ol 0, et o sont des constantes.

3. Equations de Black-Scholes : Utilisées pour approcher les solutions des EDS
numériquement. Ces méthodes impliquent la discrétisation du temps et 1'utilisa-
tion de simulations aléatoires pour estimer les trajectoires des solutions.

dS(t) = uS(t)dt + o S(t)dW (t)
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ou S(t) est le prix de 'actif sous-jacent, u est le taux de croissance attendu, et o
est la volatilité.

2.4 Méthodes de Solution

1.

Méthode d’Intégration d’It6 : Cette méthode est utilisée pour intégrer les
EDS ou I'intégrale stochastique est définie par :

o) -0 = | " Fly(). D)ds + / gy(t), )W (s)

t
L’intégrale stochastique / g(y(t),t)dW (s) est une intégrale d’It.
0

. Méthode d’Intégration de Stratonovich : Alternative & l'intégrale d’Ito,

cette méthode est plus adaptée pour certaines applications physiques. L’intégrale
de Stratonovich est définie de maniére a satisfaire la régle de chaine ordinaire.

Méthode des Différences Finies et Méthode de Monte Carlo : Utilisées
pour approcher les solutions des EDS numériquement. Ces méthodes impliquent
la discrétisation du temps et I'utilisation de simulations aléatoires pour estimer
les trajectoires des solutions.

Applications

1.

Finance : Les EDS sont fondamentales dans la modélisation des prix des options,
la gestion des risques et la prévision des marchés financiers.

Physique : Modélisation des mouvements browniens, diffusion de particules, et
phénomeénes de transport.

Biologie : Dynamique des populations, épidémiologie et modélisation des sys-
témes biologiques sous 'influence de fluctuations aléatoires.

. Ingénierie : Controle stochastique, analyse de la fiabilité et modélisation des

systémes soumis a des perturbations aléatoires.

Exemples

1.

Equation de Langevin :

dy(t) = —yy(t)dt + /2vkgTdW (t)

ou kp est la constante de Boltzmann et T' la température.

2. Processus de Black-Scholes :

dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dW (1)

utilisé pour modéliser I’évolution des prix des actifs financiers.
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3. Modéle de Population :

dy(t) = ry(t)(1 — %)dt + oy(t)dW (t)

ou r est le taux de croissance intrinseque, k la capacité de charge, et o 'intensité
du bruit.

2.5 Processus stochastiques

Les processus stochastiques jouent un role crucial dans divers domaines tels que
la finance, ’économie, l'ingénierie, et bien d’autres. Ils permettent de modéliser des
phénomeénes qui évoluent de maniére aléatoire au fil du temps.

Pour un opérateur auto-adjoint et non négatif, () nous supposons, sans perte de
généralité, qu’il existe une base orthonormale {e;} en H, et une suite bornée de nombres
positifs A;telle que

NI —Q)e; =0, i=1,2,...,.
Un processus stochastique Wy ou W(t), t > 0, est appelé un processus () — Wiener
dans H si
1. W(0)=0;
2. W(t) a des trajectoires continues;
3. W(t) a des incréments indépendants
4. Dwy-ws) = N(0, (t = s)Q) pour tous les t > s > 0.

o0
Si Tr(Q) = Z)‘i < 0, alors W est un véritable procédé Wiener qui a chemins
i=1
continus en H. Il est possible que Tr(Q) = oo i.e., Q = I. par exemple, ) = I, et dans
ce cas, nous appelons W un processus de Wiener cylindrique en K, qui, en général, a
chemins continus seulement dans un autre espace de Hilbert plus grand que H. Il est
immeédiat que la variation quadratique d’un processus Q-Wiener avec
Tr(Q) < 0 est donnée par

Wt:tQ, tZO

Supposons que 'espace de probabilité (€2, F,P) est équipé d’une filtration normale
{F+}+>0. Soit étre un processus Q-Wiener en ‘H qui est supposé étre adapté a {F, }>o, et
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pour chaque t > 0, les incréments W (t)—W (s) sont indépendant de F. Puis {W () }+>o,
est continue, en plus la représentation suivante de W,

W(t) = i VAW (e, >0

ou (A\;,7 € NT) sont les valeurs propres de @ avec leurs correspondantes eigenvectors
(€;,i € NT) est un groupe d’indépendants mouvements browniens normaux a valeur
réelle.

Les équations différentielles stochastiques sont des outils puissants pour modéliser et
analyser des systémes dynamiques influencés par des incertitudes et des perturbations
aléatoires. Leur étude et leur application nécessitent une compréhension approfondie
des concepts de probabilité et de calcul stochastique.



CHAPITRE TROIS

STABILITE EXPONENTIELLE DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES

L’objectif de ce chapitre est d’établir les résultats de stabilité des systémes définis
par des équations différentielles linéaires stochastiques. Nous explorerons la stabilité
abstraite, qui est une généralisation aléatoire du travail classique de Lyapunov en di-
mension finie.

3.1 Systémes linéaires stationnaires

Considéron le systéme linéaire stationnaire (homogéne)

y(t)=Ayt) ,1=0
yO0) =y yeH
1) fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d’un
équilibre. Considérons le systéme

Zt)=f(@t) ; t>0, veH. (3.2)

Tel que f(0) = 0, admetttant 2o = 0 comme équilibre .Soit F' : H — H une fonc-
tion définie dans un voisinage €2 de 1’origine et des dérivées partielles continues. On note
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F() = 5o (@), f(0) =3 o (@)fio)

Définition 3.1.1. On dit que F' est une fonction de Lyapunov pour le systeme (3.2)
en xg =0 dans H , si pour tout x € Qon a :

1. F(x) >0 sauf en x =0 ou F'(0) = 0.
2. F'(x) <0

Théoréme 3.1.2.

1. 87l existe une fonction de Lyapunov pour (3.2) en x = 0 dans un voisinage ) de
0, alors x = 0 est stable .

2. St de plus x # 0 = F'(x) <0 alors x = 0 est asymptotiquement stable .

3. Si de plus Q = R" et F(x) — oo quand ||z|| — oo alors x = 0 est globalement
asymptotique stable.

2) Stabilité et théorie de Lyapunov dans le cas linéaire :

cas continu
Dans cette partie ,nous étudions d’abord les proprietés de stabilité de 1’équilibre o = 0
des systemes homogénes linéaires autonomes :

y'(t)=Ay(t) ; t>0, x€H. (3.3)
Remarque 3.1.1. Le systeme (3.3) peut avoir :

1. Un point d’équilibre unique yo = 0 si A est inversible.

2. Une infinité des points d’équilibre si A n’est pas inversible.

Théoréme 3.1.3. L'origine xo de systéme (3.3) est asymptotiquement stable si et
seulement si pour toute matrice définie positive (Q > 0 il existe une matrice définie
positive W > 0 telle que

Re(WA) < 0+= ATW + WA =-Q (3.4)
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Démonstration.
Condition suffisante

Il suffit d’observer que F(z) = x”Wzx est une fonction de Lyapunov pour (3.3) en
xo = 0 En effet;

F(z) = F'(z)
= 2"Wax + 2TWa!
= 2T (ATW + WA)z

= —aTQu.

Donc le théoreme de Lyapunov s’applique et montre que xq = 0 est asymptotique-
ment stable .

Condition nécessaire

Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice A\I — A vérifiant Re();) < 0
, et considérons la matrice W définie par :

W:/ eATSQeASds.
0

Cette intégrale est bien définie .La matrice W est clairement symétrique. En rem-
placant I’équation de W dans (3.4) , on obtient :

ATW 4+ WA = / [ATeA Qe + e Qe Alds
0

9] ATs As
[aeta,,
0 ds

AT A
= Qe

= —Q

Il reste maintenant de montrer qu’elle est définie positive . supposons le contraire,il
existe donc un vecteur z # 0 tel que 7 Wz = 0 .Comme la matrice e** est inversible
pour tout ¢ > 0 ,il vient que :
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Wz = O:>/ 2T 5 Qe ads = 0
0

= eMr=0Vs>0=z=0.

Cette contradiction montre que W est définie positive. Ce qui montre que W est
bien une solution de léquation(3.4), appelée I’équation matricielle de Lyapunov.

Remarque 3.1.2. Pour construire une fonction de Lyapunov pour le systeme ,il faut
procéder de la matrice suivante :

1. Choisir une matrice définie positive Q) (par exemple Q = I,

2. Résoudre léquation de Lyapunov .Si on choisi () symétrique , alors W sera symé-
trique aussi.

3. Vérifier que W est définie positive

Exemple 3.1.4. Soient

-1 3 10 W, Wy
A= et Q= et W= ,
0 -2 01 Ws Wy
on doit résoudre
—2W; 3W, — Wy —2W, -1 0
3Wi —3Ws5 3Wy + 3W5 — 4W, 0 -1
d’ot la solution
0,5 0,5
W p—
0,5 1

Corollaire 3.1.5. Soit dimH < oo, l'origine est exponentiellement stable si et seule-
ment si toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives .

Sup{Re\ : A€ o(l,A)} <O0.

Si et seulement s’il existe une matrice W > 0 et QQ > 0 tel que :

AW+ WA= —Q.
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3.2 Equations de Lyapunov et stabilité stochastique

Dans cette section, nous effectuerons un type de fonction de Lyapunov pour géné-
raliser certains résultats de stabilité des espaces finis & infinis.

A ce stade, nous sommes particuliérement intéressés par la stabilité exponentielle,
car elle montre explicitement la désintégration des systémes considérés.

En ce qui concerne le systéme (3.1), si 'espace ‘H est de dimension finie, il existe
quelques conditions équivalentes pour que la solution nulle soit exponentiellement
stable, comme mentionné au début de cette section. Quelques conditions similaires
peut également étre formulé en fonction des propriétés du spectre d’une matrice ou de
I’existence d’une fonction de Lyapunov appropriée. Précisément, rappelons le résultats
suivants |1].

Proposition 3.2.1. Soit H en dimension finie, par exemple, H < oo. La solution nulle
de (3.1) est exponentiellement stable si et seulement si 'une des conditions suivantes
est remplie :

1. toutes les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives

sup {Re) : det(AM — A) =0} < 0; (3.5)

2. il existe une matrice définie positive W > 0, telle que l’équation de Lyapunov

WA+ AW =—-1

ou est la transposition de A et I est la matrice d’identité. Dans ce dernier cas, la
function est une fonction de Lyapunov de (3.1) dans le sens que pour la solution
y(t):t > 0.

La dérivée du long de la trajectoire y(t) satisfait

EWE) = (F'(y(t), Ay(t)))s,

2
= —lly@l3,t =0,
tel que F : H — [0;+00) application Continue.

(3.6)

Remarque 3.2.1. Si l’espace H est de dimension infinie, alors la proposition 3.2.1
n'est que partiellement vraie. Dans ce cas, la condition (3.5), en général, n’implique
pas exponentielle stabilité de ce probleme de Cauchy (3.1) a moins que des conditions
supplémentaires ne soient imposées a A. Notez qu’a cette occasion (3.5) est, bien sir,
remplacé par

sup{ReX: A€ o(A)} <0; (3.7)

ot o(A) est le spectre de opérateur A.
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Théoréme 3.2.2. Soit S(t) étre un Cy-semigroupe exponentiellement stable sur [’es-
pace H de Hilbert. Il existe alors une fonction continue unique
F:H — [0;+00) tel que
(i) Pour chaque y € H, la fonction t — F(S(t)y) : [0; +00) — [0; +00) présente
la propriété de

lim F(Sty) =0 et ——2==—|St)yl5 t>0. (3.8)

t—o00 dt

(77) il existe une constant C' > 0 telle que

F(y) < Cllyll; Yy € H. (3.9)

Inversement, s’il existe un fonction F' : H — [0; +00). satisfaisant (i) et (i), alors
le Cy-semigroupe S(t) est exponentiellement stable.

Démonstration.
Supposons que {S(t)}+>0 est exponentiellement stable

| S(t) | Me™™, t>0 VM >1 p>0.

Donc la fonction F' donnée par

F(t) = /OOO I S@) 2, dt >0, (3.10)

est bien définie pour y € H. Il est facile de voir que satisfait une inégalité de la
forme (3.9). De plus, puisque S(t) est exponentiellement stable et satisfait (3.9), il
s’ensuit que

F(S(t)y) < C | Sty [lz< CM*e ™ [|yll3, y € H.
out>0,M>1et pu>0.

Par conséquent F'(S(t)y) — 0 comme t — 0. D’autre part, a partir du (3.8), nous
avons cela pour t > 0 et y € H. Et donc

2
== 15®ylly,, t=0.
qui est exactement la deuxiéme égalité de (3.8). L’unicité est une conséquence de

I’égalité

Fs@n =)+ [ T as—r) - [TIseulfds 120 @)
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et le fait que F'(S(t)y) — 0 comme t — o0.

Pour la déclaration inverse, notez que nous avons (3.11) immédiatement di a (3.8).
De plus, nous avons, en laissant entrer ¢ — oo et en utilisant (3.9), que

| ISyl =Py < Cllli <o 5 yen
0
La démonstration est donc compléte.

Remarque 3.2.2. La fonction F' : H — [0;400) dans le théoréme 3.2.2 est appelé
une fonction de Lyapunov du systéme (3.8). Si H est un espace de Hilbert, on peut
obtenir une version en dimension infinie de la proposition 3.2.1 .

3.3 Solutions stationnaires exponentiellement stables

Considérons I’équation différentielle stochastique linéaire suivante avec bruit additif
sur I'espace de Hilbert H,

y'(t) = Ay(t) + BdAW(t), t >0
(3.12)
y(0) = yo, yo € L*(,H)

ot A génére un Cy-semigroupe e, t > 0, B € Lo(H, H) et W le processus de Wiener
sur l'espace Hilbert. Il est clair que zéro n’est généralement pas une solution pour
cette équation. Cependant, nous montrerons l’existence d’une solution stationnaire
non triviale qui est exponentiellement stable.

Définition 3.3.1. 1. La solution trivial de systéme (3.12) est dite stochastiquement
stable ou stable en probabilité, si pour e € (0;1) et v > 0, il existe 6 = d(e, t,1p)
lel que

P{ly(t, to,yo)| <7t >to} > 1 —¢,|yo] < 6.
2. La solution trivial est dite asymptotiquement stable, si elle est stochastiquement
stable. De plus chaque €, il existe 6y = do(€,t9) > 0
P{lim y(t, to,50 = 0)} > 1 —¢, [y <.
—00

Définition 3.3.2. La solution de systéme (3.12) est dite stable exponentiellement
presque sure si

, 1
limsup —[y(t, to, 30)| <0 p.s

t—o00

pour tout yo € R™.
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Définition 3.3.3. La solution trivial de systéme (3.12) est dite exponentiellement
stable en moment, si il exisit une paire des constantes positives M et p tel que

E|y(t7 th y0>| S M|y0|pe_u(t_t0) t Z t(] (313)
pour tout yo € R™.

Quand p = 2, il est généralement dit étre exponentiellement stable en moyenne
quadratique.

La stabilité exponentielle de moment d’ordre p sinifie que ce moment d’ordre p de
la solution tend vers 0 exponentiellement rapide. Il résulte également de (3.13) que

lim sup log(E|y(t, to, v0)|?) < 0. (3.14)

t—o00

Le coté gauche de (3.14) est appelé le moment d’ordre p exposant de Lyapunov,
donc dans ce cas, le moment d’ordre p exposant de Lyapunov est négatif.

Théoréme 3.3.4. La solution trivial de systeme (3.12) est dite exponentiellement
stable en moment il existe des constantes positives M > 1, > 0 tel que

Elly(t,yo)lI* < Mllyoll*e™" ¢ > 0. (3.15)
pour tout yy € R™.

Remarque 3.3.1. Si B € L*(V,H), nous avons clairement la relation

2(z, Az)yy < —allz||} + A|z|5, Vz eV CH. (3.16)

ou A 'V — V* est un opérateur linéaire borné, il existe des constantes a > 0, A > 0
telles que pour tout x € V

Définition 3.3.5. La solution y = {y(t);t > 0} de (3.12) est appelé (fortement)
stationnaire si la distribution de dimension finie de la solution est invariante sous le
décalage de temps, c’est-a-dire,

P{y(s —{-tk) el k=12, ,n} = P{y(tk) el k=12, ,n}

Vs > 0,t, > 0 et des ensembles I'y, € H,k = 1,2,...,n ou de maniére équivalente,
le cas hy,...h, € H,
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E =K

exp (z (y(s+ ty), hk>7—t>

k=1

exp (2 (y(te), hk>H)] : (3.17)

k=

Systeme (3.12) a une solution stationnaire y s’il existe un certain initial yo €
Lo(H,H) tel que y(t,y0), t > 0, est une solution stationnaire de (3.12) avec
y(0) =yo € L2(H, H).

Définition 3.3.6. Une solution stationnaire est dite unique si deuz solutions station-
naires de (3.12) ont la méme distribution de dimension finie.

Le théoréme suivant établit les conditions dans lesquelles il existe une solution
stationnaire unique au systéme stochastique (3.12).

Théoréme 3.3.7. Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
et et > 0, qui est exponentiellement stable, c’est-a-dire qu’il existe des constantes
M >1 et u>0 telles que

| e ||< Me™ Wt >0, (3.18)

il existe alors une solution stationnaire unique de (3.12). De plus, cette solution sta-
tionnaire est un processus gaussien moyen de zéro avec son opérateur de covariance K
donné par

k(t,s) :/ et tVARQY2 (" A BQY?)* du, (3.19)
0
Démonstration.

Soit {W(t)}e=o étre une copie indépendante {W(#)}i>0 définie sur (€2, F,P). Nous
étendons d’abord W pour obtenir un Q-Wiener W sur I’ensemble de I'axe réel R par

W(t) = - (3.20)

par la filtration F, := ﬂs>tf‘8, oll

FO=¢ ({W(rs) = W(r1) : —o0 <11 <719 < s})

et N = {E € §: P(E) = 0}. Il n’est pas difficile de voir que W (t), t € R, un
processus Q-Wiener concernant {F,};cr. En vertu de la condition (3.18). il est logique
de définir un processus
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U(t):/t eABAW (5), t>0. (3.21)

—0o0

I1 est immédiat que EU(t) = 0 pour toute ¢t > 0. De plus, i1 0 <t < --- < t,; nous
avons pour tout h, h,--- € H que

Eexp (z Z(hk, U(tk»?-l)

k=1

= el’p{_% [/OOO Z <€(tj_ti+8)ABQ1/2(GSABQl/Q)*hi,hj)HdS]} (322)

j>i=1

a partir de que (3.22) Eexp <z Z<hk’ U(tr))% | est invariant lorsque ¢ est remplacé

k=1
par ty + s, k= 1,...,n pour tout s > 0. Ainsi, le processus U est stationnaire. De plus,

¢’est un processus gaussien, un fait qui découle directement de la définition de I'intégrale
stochastique, avec I'opérateur de covariance k(t;,t;), j > i, donnée par

/{?(t],tz) — / €(tj_ti+s)ABQ1/2<€UABQ1/2>*CZU.
0
Ainsi, l'opérateur de covariance k(t;,t;) est une application de ¢; — ¢; seulement.
Ensuite, nous montrons que U(t),t > 0 dans (3.21) est une solution de (3.12).

En effet, en utilisant le théoréme de Fubini [2]| stochastique bien connu que nous
avons pour tout ¢t > 0 et h € H tel que
¢

/ (A*h, U(s))auds + (h, U(0))a,

0
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t s 0
— / <A*h, / e(t“)ABdW(u)> ds+<h, / e<“>ABdW(u)>
0 —0o0 H —00 H
0 t d o
_ / < / —B*es—m*hds,dW(u)>
—00 0 ds H
t t d o 0 .
+ /</ —B*es_“A*hds,dW(u)>+<h,/ e_“ABdW(u)>
0 u ds —00 H

t 0
_ / (B A h, dT7 (1) )3 — / (B e A*h, TV (),

—00 —0o0

_ —1/t(Bﬂuﬂvﬁﬁbr+<hz/oef%4BﬁV@o>

—00 —00

H

= (W U(t))n — <h /0 t BdW(s)>

Par conséquent U est une solution faible qui [(], est également une solution de (3.12).
Enfin, nous montrons 1'unicité des solutions stationnaires. Supposons qu’il y ait deux
solutions stationnaires y(¢, yo) et z(¢, z0) a (3.12). Notez que pour toute yo € L*(Q, H),
la solution douce y(t,yo) & (3.12) est représentée par

H

¢
y(t) = ey —I—/ eIABAW (s) t> 0.
0

Ainsi nous avons

Elly(t, y0) — 2(t, z0)ll3; < |l Ellyo — z0ll5; = 0 comme ¢ — oo,

puisque, par hypothése, et |[e!|| — 0 comme ¢ — co. Comme y(t, yo) — 2(t, 2) est
stationnaire, y(t, o) et z(t, zo) doivent avoir la méme distribution, et la démonstration
est donc compléte.

Remarque 3.3.2. Soit y; € L*(Q, H) soit une donnée initiale telle que la solution
douce correspondante y(t,yo) de (3.12) est stationnaire. Le corollaire suivant montre
que cette solution stationnaire unique de ’équation (3.12) est exponentiellement stable

Corollaire 3.3.8. Supposons que (3.18) ademet, ['unique stationnaire la solution y(-, yg)
de (3.12) a une stabilité exponentielle carrée moyenne au sens que pour toute solution
y(-,yo) de (3.12), il existe des constantes M > 0, u > 0 tels que

Elly(t, yo) — y(t. yg)l[5, < M?e " E||lyo — g3, t>0.
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Démonstration.

Nous savons d’aprés (3.12) que

0
y(t,y5) :/ e ABdW (s) t>0.

—0o0

est la solution initial stationnaire unique avec y; € L?*(2, H). Soit y(t,y0) une
solution arbitraire de (3.12) avec yo initial L?(£2, H). Alors pour tout ¢ > 0, nous avons

t t
y(t,yo) —ylt,ys) = ey + / =IABAW (s) — / =IABAW (s)
0 —00
! — 3.23
= eyo— / e =)ABAW (s) (3.23)
0
= etA(yO - y8)7
qui implique immédiatement ’existence d’une constants M > 0, p > 0 telle que
Elly(t,y0) — y(t,y5)|[3; < MPe M Ellyo — w53, t > 0.

La démonstration est maintenant compléte.

Corollaire 3.3.9. [5]. La solution forte y(t), de (3.12) est exponentiellement stable ,
c.-a-d., il existe des constantes C' > 1, M > 0 et u > 0 telles que

Blu(t, o)l < Cllwllfe ™ ¢ 0 (3:21)
et
(Il sup v(e.wlB) < MEIwlE, 20 (3:25)
<t<oo

Finalement , cette exemple pour illustrer la théorie établis dans les sections précé-
dentes.

Exemple 3.3.10. Considérons une tige unidimensionnelle de longueur p dont les ex-
trémités sont maintenus a 0° et dont les cotés sont isolés. Supposons qu’ il y a une
réaction exothermique se déroulant a l'intérieur de la tige avec la chaleur étant pro-
duite proportionnellement a la température. La température, indiquée par y(t,z) au
temps t et a l'emplacement x, dans la tige peut étre modélisée comme une solution de
I’équation suivante
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(Oy(t,x) _ 0%y(t @) '
o ox2 +ry(t,z) : t>0,0<z<m,
y(t,0) =y(t,7) =0 L t>0 (3.26)
\ y(0,7) = yo(x) c0<x<m,

ot r € R dépend du tauz de réaction. Si nous supposons r> = ry > 0, a constante,

puis nous pouvons résoudre par la théorie des équations aux dérivées partielles standard
I’équation sous une forme explicite :

o0
y(t,z) = Zane_(”Q_TO)t sinnz, t>0.
n=1

Par conséquent, nous obtenons une stabilité exponentielle si n?> > rq pour tous les
n € N1, ou équivalent, ro < 1. C’est exactement la condition (3.18).

Supposons maintenant que r est aléatoire, et supposons qu’il est modélisé de maniére
informelle comme r = r0 +r1W (t), de sorte que (3.26) devient

y(t, ) = yolz) + /Ot (aa—; +r0) y(s, 2)ds + 11 /Oty(s,x)dW(s) £>0. (3.27)

ou w(t) est un mouvement brownien unidimensionnel standard. Nous pouvons for-
muler ceci sous une forme de (3.12) dans le corps K =R, H = L?(0, ) et
82
A = @ —f- To.
Par conséquent, si le systéeme non perturbé (3.26) est stable, c.-a-d., ro est suffisam-
ment inférieur a un, alors les perturbations (c.-a-d., r1) peuvent étre raisonnablement
grandes, et selon le Théoréme (3.3.4), nous avons

Elly(t, yo)lI* < M[lyol[*e™* ¢ > 0. (3.28)

pour tout yy € R".
Nous pouvons utiliser la théorie des solutions fortes a cette occasion. Précisément,
poury,z €V CH,

(y, Az)y = /07r (_8%2393) 82(;) + Toy(m)z(a:)> da.

FEnsuite, par inégalité de Poincaré [2], nous avons
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(y. Az)y < =[lyll + rollyll3,

donc a = 2 et A = 2rq dans la relation (3.3.1) puis par Corollaire 3.5.9 il s’ensuit
qu’il existe une constante v > (0

y(t yo)lla < llyollwe™" t>0.

La solution nulle de (3.27) est stable exponentiellement dans les deuz sens en mo-
ment et presque SUrs



Conclusion et Perspectives

Conclusion

La stabilité exponentielle des équations différentielles stochastiques est une com-
posante essentielle pour garantir que les systémes sous incertitude restent performants
et fiables. En assurant que les solutions de ces équations convergent de maniére ex-
ponentielle vers un point d’équilibre, on peut concevoir des systémes plus robustes,
développer des stratégies de controle efficaces et mieux gérer les risques dans divers
domaines d’application.

Perspectives
Ensuite, étudions la stabilité exponentielle de certaines équations aux dérivées par-

tielles de second ordre stochastiques apparaissant dans des modéles de vibrations aléa-
toires de systémes mécaniquement flexibles.
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