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Ce mémoire porte sur I'étude des modeles bioéconomiques appliqués aux pécheries.
On analyse un modele de pécherie multi-sites avec un prix variable ainsi qu’un modele
intégrant des zones marines protégées. L’étude repose sur la réduction des systemes,

I’analyse des points d’équilibre et leur stabilité.

Mots-clés : Modeles bioéconomiques, pécheries multi-sites, prix variable, méthode

d’agrégation, stabilité, zones marines protégées.

Abstract

This work focuses on the study of bioeconomic models applied to fisheries. We analyze
a multi-site fishery model with variable price as well as a model integrating marine
protected areas. The study is based on system reduction, equilibrium analysis and their
stability.

Keywords : Bioeconomic models, multi-site fishery, variable price, aggregation

method, stability, marine protected areas.
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Introduction générale

Un modele mathématique est une représentation simplifiée d’'un phénomene réel qu’il
soit physique, biologique ou économique, permettant de mieux comprendre son évolution
et de prévoir son comportement. Dans le domaine des sciences de la vie, ces modeles sont
devenus des outils essentiels pour analyser des systemes complexes ou plusieurs facteurs
interagissent au cours du temps.

Les modeles bioéconomiques ont été développés depuis plusieurs années pour décrire les
interactions entre la dynamique biologique des poissons et 'activité économique de la
péche. Leur particularité est de prendre en compte a la fois la croissance du stock de pois-
sons et 'effort de péche exercé par les pécheurs. En général, la biomasse des poissons est
modélisée par une croissance logistique, tandis que la capture est décrite par une fonction
de type Schaefer proportionnelle a la biomasse et a ’effort de péche.

Au cours des dernieres années, plusieurs travaux ont contribué au développement des mo-
deles bioéconomiques appliqués aux pécheries. Les travaux fondateurs de [6] et [20] ont
introduit les premieres approches reliant la dynamique biologique des ressources halieu-
tiques aux mécanismes économiques de I'exploitation. Par la suite, différents auteurs ont
enrichi ces modeles en intégrant la dynamique de l'effort de péche ainsi que les interactions
entre 'offre, la demande et le prix du poissons. Ces modeles constituent aujourd’hui des
outils importants pour 1’étude et la gestion durable des ressources renouvelables.

Dans ce cadre, I’évolution de la ressource est généralement décrite par une équation dif-
férentielle alors que l'effort de péche dépend de la rentabilité de 'activité. Lorsque les
revenus issus des captures dépassent les cofits, I'effort augmente et inversement, il dimi-
nue lorsque l'activité devient moins rentable . Dans plusieurs modeles, le prix du poissons
est supposé constant ce qui ne permet pas de représenter fidelement les mécanismes du
marché.

En réalité le prix du poissons dépend de l'offre et de la demande. Pour mieux représen-
ter cette dynamique, certains modeles introduisent une équation supplémentaire décrivant
I’évolution du prix. L’utilisation de fonctions de demande non linéaires, notamment inver-
sement proportionnelles au prix permet de modéliser des situations ou la demande reste

positive méme lorsque le prix devient tres élevé. Cette approche est particulierement adap-
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tée aux situation de surexploitation dans lesquelles la raréfaction de la ressource entraine
une augmentation importante du prix.

Un autre aspect essentiel dans la modélisation des pécheries est la prise en compte de
la dimension spatiale. En effet, les ressources halieutiques sont souvent réparties sur plu-
sieurs sites interconnectés, tels que les dispositifs de concentration de poissons (DCP).
La structure spatiale des pécheries peut étre représentée sous forme de réseaux de sites
interconnectés. Chaque site correspond a une zone de péche ou a un dispositif de concen-
tration de poissons et les échanges entre sites traduisent les déplacements des poissons ou
des bateaux. La Fig. [1] illustre un exemple de pécherie multi-sites modélisée sous forme
de graphe orienté ou les coefficients de transfert décrivent les flux entre les différentes
zones [3]. Cette représentation permet de mieux comprendre I'influence de la connectivité
entre les sites sur la dynamique globale de la pécherie.

Ainsi, I’étude de modeles bioéconomiques intégrant ces différents aspects constitue un
outil pertinent pour analyser les mécanismes régissant les pécheries et pour identifier les

conditions permettant d’assurer une exploitation durable des ressources halieutiques.

FIGURE 1 — Ezemple d’un modéle de pécherie associé a un digraphe fortement connexe.

Ce mémoire est composé de trois chapitres

Le premier chapitre rappelle quelques définitions et théorémes nécessaires sur les équa-

tions différentielles, la stabilité et la linéarisation.
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Le deuxiéme chapitre porte sur I’étude d'un modele bioéconomique d’une pécherie
multi-sites avec un prix variable. On utilise la méthode d’agrégation pour réduire le sys-
teme, on étudie les points d’équilibre et leur stabilité et on détermine le nombre optimal

de sites qui maximise la capture durable.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude d’'un modele de pécherie intégrant des
zones marines protégées. On analyse 'effet de la taille de cette zone sur la dynamique du
stock et de I'effort de péche et on détermine les conditions permettant d’éviter ’extinction

des poissons tout en atteignant la capture maximale a 1’équilibre.

On termine ce mémoire par une conclusion générale et une bibliographie.

10



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelques notions et résultats de base qu’on

va utiliser tout au long de ce travail.

1.1 Equations différentielles ordinaires

Définition 1.1.1. [1] Soit t une variable réelle et x(t) une fonction dérivable en t. Une
équation différentielle du premier ordre est dite non autonome si elle est de la forme

suivante :
i(t) = f(t x(t)),

ou, f est une fonction continue de R x R — R" et x € R™.

Dans le cas contraire, [’équation devient autonome et elle est de la forme :

= f(z).

Définition 1.1.2. [5] Soit f : R® — R. On dit que f est de classe C*, si les dérivées

: of . . :
partielles E 1=1,...,n existent et sont continues.
i

1.2 Point d’équilibre d’un systeme

Considérons le systéeme suivant :

(1.1)

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

ou f est une fonction continue de R x R™ — R" et 2y € R™.

Définition 1.2.1. [§] un vecteur x* € R™ est dit point d’équilibre du systéme (1.1) si
f(t,x*) =0, pour tout t > 0.

Définition 1.2.2. [§] Le point d’équilibre x* est dit stable si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que :
[z —2*|| <np = lz(t) — 2" <e,  VE>0.

Dans le cas contraire, il est dit instable.

Définition 1.2.3. [8] Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable, s’il est stable

et pour une condition initiale donnée, on a
. “ll
lim [la(t) —2°]| = 0.

Définition 1.2.4. [8] Le point d’équilibre x* est dit globalement asymptotiquement stable

s’il est asymptotiquement stable et pour tout condition initiale xq, on a
lim [l2(t) — 2" = 0.

Définition 1.2.5. [13] Un portrait de phase d’un systéme dynamique de dimension deuz
est ’ensemble des trajectoires qui représentent les solutions, ces derniers permet de visua-

liser le comportement qualitatif du systéme.

1.3 Stabilité d’un systeme linéaire

Soit le systeme linéaire défini par I’équation suivante :
i = Az,

ou z est un vecteur colonne de R™ et A est une matrice carrée.

Définition 1.3.1. [5] Un scalaire A est appelé valeur propre de A s’il existe une solution

non nulle x # 0 vérifiant
Ax = Az

Théoréme 1.3.1. [15]
e Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives
alors ’équilibre est asymptotiquement stable.
e Si il existe au moins une valeur propre de A avec une partie réelle positive alors

I’équilibre est instable.

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

e Si certaines valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles et que
toutes les autres ont des parties réelles strictement négatives, alors
— [équilibre est stable si les valeurs propres de partie réelle nulle sont simples.
— [équilibre est instable si au moins une valeur propre de partie réelle nulle est

multiple.

1.4 Stabilité et linéarisation d’un systéme non linéaire

Considérons le systeme suivant [21] :

y=g(z,y),
ou f et g sont deux fonctions de C, et soit (z*,y*) un point d’équilibre, vérifiant
x*y) =0
f( y : (1.3)
g(@*,y*) =0
Posons le changement de variable
u=x—z", v=y—y"
En dérivant u et v, et en utilisant le développement de Taylor, on obtient :
U =
= f@*4+u,y*+v)
0 0
= flz*,y") + uai + va]yc + o (u?, v?, uw)
0 0
= uaﬁ + Ua?]; + o(u?,v?, u), (puisque f(z*,y*) =0)
De méme, on aura :
0 )
U= ua—i + U@gg/ + o (u?, v* w),
avec lim [o(u?, v*, uv)] — 0.
Donc le systeme est équivalent a la forme matricielle suivante :
of of
= , 1.4
()= () o
or Oy
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ou
of of
| oz o0
A=1 05 0
617 ay (a?*,y*)

représente la matrice jacobienne au point d’équilibre (z*, y*).

Proposition 1.4.1. [I] Toute matrice A de dimension deux (avec det(A) # 0) peut se

mettre sous l'une des formes réelles de Jordan suivantes :
J=P AP,
ou P est une matrice de changement de base inversible. Selon le signe du discriminant
A = (trA)?* — 4 detA,

on distingue les cas suivants :
e Si A >0, la matrice est diagonalisable et admet deux valeurs propres réelles
distinctes (A1, \2).
e Si A =0, la matrice admet une valeur propre réelle double Ao et peut étre
diagonalisable ou mise sous forme triangulaire.
e 51 A < 0, la matrice n’est pas diagonalisable dans R et donc elle posséde deux

valeurs propres complexes conjuguées
)\1’2 === Zﬁ

Proposition 1.4.2. [1] Soit (z*,y*) un point d’équilibre du systéme (1.3), et A la matrice

jacobienne associée au systéme au point (x*,y*) qui est donnée par :

| 9g dg

Si A1 et Ay sont les valeurs propres racines de l’équation caractéristique associée a la
matrice A, alors on a

A2 — \trA 4 detA =0,

ot : trA =X\ + Ay et detA = ;. Aa.

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Nature des points d’équilibres :

La nature du point d’équilibre dépend du signe du discriminant
A = (trA)? — 4det A,

donc on distingue les cas suivants :

1. Pour A >0

Dans ce cas, la matrice A posséde deuz valeurs propres réelles distinctes A et \g.

J = Alo.
0 A

e SidetA > 0 et trA < 0, les valeurs propres sont négatives, alors le point

Sa forme de Jordan est

d’équilibre est un neeud stable.

e SidetA > 0ettrA >0, les valeurs propres sont positives, alors le point d’équi-
libre est un neud instable.

e SidetA < 0, les valeurs propres sont de signes opposées, alors le point d’équilibre

est un point selle.

2. Pour A =0

Dans ce cas, la matrice A admet une valeur propre double \y. Sa forme de Jordan

A
J = o 0 , ou J= Ao 1 .
0 )\0 0 /\0

o SidetA > 0ettrA >0, alorsle point d’équilibre est un neud instable dégénéré.

est

e SidetA>0ettrA <0, alors le point d’équilibre est un neud stable dégénéré.

3. Pour A <0
Dans ce cas, les valeurs propres sont complexes conjuguées :
AMg=axif avec [ #0.

La forme de Jordan est donnée par :

(57)

e SitrA >0, alors le point d’équilibre est un foyer instable.
e SitrA <0, alors le point d’équilibre est un foyer stable.
e SitrA=0 et detA >0, alors le point d’équilibre est un centre.

15
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A= (Tr A)?- 4det A
det A
A=0 A< A=0: A>0

Foyer stable Foyer instable

©

Centre

Noesud dégénéré Neceud dégénéré

stable instable

Nceud stable Neceud instable

Ir A

FiGURE 1.1 — Classification des portraits de phase du systéme & = Az selon les valeurs
de detA et TrA.

Définition 1.4.1. [12] Les systémes non linéaires peuvent présenter plusieurs attracteurs
coexistants. Un systéme possédant deux équilibres stables séparés par un équilibre instable
est appelé bistable. Plus généralement, lorsqu’un systéeme admet plus de deux attracteurs
stables coexistants, il est qualifié de multistable. Dans un tel systéme [’évolution de la
trajectoire dépend des conditions initiales lesquelles déterminent 'attracteur vers lequel le

systeme converge.

1.5 Inégalités différentielles

Lemme 1.5.1. [/] Soit o une fonction différentiable satisfaisant l'inégalité différentielle
sutvante :

!

o(z) < Ko(z), a<z<b, (1.5)

ou K est une constante. Alors on a :

o(z) < o(a)eX=  pour a <z <b.

Preuve.

En multipliant les deux cotés de (1.5) par e 5 on obtient :

0>e X0 (2) — Ko(z)] = ddx{a(x)em”}.

16



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

La fonction o(z)e %% posseéde donc une dérivée négative ou nulle, de plus elle est décrois-

sante pour a < z < b. Par conséquent, o(x)e 5% < g(a)e K2,

Définition 1.5.1. Une fonction f : E — F est dite bornée si et seulement si
JaeR" tel que Ve FE:|f(zx)| <a.

Définition 1.5.2. [7] Un ensemble K C R" est dit compact s’il est fermé et borné.

Définition 1.5.3. [8] Un ensemble Q est dit invariant pour le systeme (1.1) si pour tout

xo dans Q, la solution x(t,xy) est dans 2 pour tout t > 0.

Définition 1.5.4. [§] Un point p € R™ est dit point limite de (1.1) s’il existe une suite

(tn)n>0 de termes positifs tels que

7}1—{20 t, = oo et nlggox(tn,xo) = Pp.

Lemme 1.5.2. [§] Si la solution z(t,xq) est bornée pour tout t > 0, alors l’ensemble des

points limites noté par QT est non vide, compact et invariant.

Définition 1.5.5. [1] Un cycle limite est une trajectoire fermée isolée, au moins d’un
coté.
Définition 1.5.6. [1] Un ensemble attractif est une partie fermée de l'espace des phases

vers laquelle convergent toutes les trajectoires issues d’un voisinage.

Définition 1.5.7. [1] Soit py un point du domaine de définition du systéme (1.3). On

appelle w-limite de pg, 'ensemble suivant :

w(po) = U {z(s,p0),y(s.po), s > t}.

t>0

On peut montrer qu’un point (x,y) appartient a w(py) s’il existe une suite t;, i € N qui

tend vers +oo, telle que (x(t;,po), y(ti, po)) tend vers (x,y) quand i tend vers +oo.

1.6 Le Modele Logistique et la Fonction de Schaefer

Définition 1.6.1. [22] La croissance logistique décrit la dynamique d’une population dont
le taux de croissance diminue a mesure que la densité augmente. Elle est modélisée par

I’équation différentielle de Verhulst :

17
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ou N est la taille de la population a l'instant t, r > 0 le tauzx de croissance et k > 0 la
capacité de charge du milieu.

L’étude du modéle logistique repose sur l’analyse de la fonction

FIN) = rN <1 _ JZ) ,

ot f: RY — RT, les points d’équilibre de cette fonction sont Ng = 0 et Ny = k.
L _ 2N
Par dérivation, on a f'(N) =r ( - 7) :
e Au point Ny, on obtient

f(NQ) =1r > 0,

donc le point Ny = 0 est instable.
e Au point Ny, on obtient

f(No) = —r < 0,

donc le point N1 = k est stable.

Pour toute condition initiale positive on a

lim N(t) = k.

t—o0

La figure 1.6.1 montre que la capacité limite correspond a l’équilibre stable de I’équation et

est donc la limite des trajectoires. Elle correspond a Ueffectif d’équilibre qui peut survivre

dans ce milieu limité en ressources.

150 +

100 4

N
50 +

FIGURE 1.2 — Représentation du modele de croissance logistique pour une capacité de
charge K = 100.

Définition 1.6.2. [19] Dans les modéles bioéconomiques des pécheries, la fonction de
capture de type Schaefer suppose que la quantité de poissons capturée est proportionnelle

a la biomasse disponible et a l’effort de péche. Elle s’écrit sous la forme

Y =qkEn,

18



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

ou'Y est la capture, q le coefficient de capturabilité, E [’effort de péche et n la biomasse

du stock.

Définition 1.6.3. [10] Holling de type II est une fonction non linéaire, généralement
modélisée par
ax
H(ix)= ———
(z) 1+ ahx’

ot x est la densité de la ressource, a le taux d’attaque, h le temps de manipulation.

Les outils mathématiques présentées dans ce chapitre établissent le cadre théorique né-
cessaire a ’étude des modeles bioéconomiques abordés dans ce travail. Le chapitre suivant
est consacré a la modélisation d’une pécherie multi-sites a prix variable, a sa réduction
par la méthode d’agrégation des variables, puis a I’étude qualitative de sa dynamique a

travers 'analyse des points d’équilibre et de leur stabilité.

19



CHAPITRE 2

Modele Bioéconomique d'une pécherie multi-sites

Dans ce chapitre, on va présenter un modele mathématique d’une pécherie répartie
sur plusieurs sites avec un prix variable. Le modele prend en compte 1’évolution dans le
temps de la ressource, les mouvements des poissons et des bateaux entre les différents
sites, l'effort de péche et le prix qui varie en fonction de l'offre et de la demande. On
suppose que les mouvements des bateaux et de la ressource, ainsi que la variation du prix,
se produisent a une échelle de temps rapide. Ce chapitre est basé sur les travaux présentés
dans Darticle de Sidy et al. [14].

2.1 Modele de péche multi-sites :

On présente un modele bioéconomique multi-sites décrivant la dynamique de la bio-
masse des poissons et de l'effort de péche. Ce modele prend en compte la répartition
du stock entre plusieurs sites, ainsi que les déplacements des poissons et des bateaux. Il
integre également un prix variable dépendant de la demande du marché. On introduit

ci-dessous le systeme associé au modele :

dn L L n
° = stini - Zmisns + ETgNg (1 - S) )

6?7 i=1 i—1 ks
dni = MisNs — MgN; + € (Tz'ni (1 - Zz) - qniEi) )

T i (2.1)
dE;
i Biic1Eii1 + Biivi B — (Bic1i + Biv1s) Ei + e (—c+ pgni E;)
dp ( L
— =¢ | D(p) —aniEZ) )
dr =

Le modele (2.1) décrit 1’évolution de la biomasse d’une pécherie en fonction de I'effort de

péche et des dispositifs de concentration de poissons (DCP). Chaque parametre possede

20



CHAPITRE 2. MODELE BIOECONOMIQUE D’UNE PECHERIE MULTI-SITES

une interprétation biologique ou économique :

ns : la biomasse du poisson dans la mer ouverte (stock libre).
n; : la biomasse du poisson sur le site 7.

E; : effort de péche sur le site i.

D(p) : fonction de demande du marché non linéaire

ou p représente le prix du poisson et A la constante de la demande.

k : capacité de charge totale du stock de poisson.

ks : capacité de charge du stock libre ( avec ks = ak).

a : proportion du stock total qui reste libre (0 < a < 1).

k; : capacité de charge du stock sur le site ¢ avec ¢ € [1, L] et L est le nombre total de

sites
L

i=1
rs : taux de croissance du stock libre.

r; : taux de croissance du stock sur le site 7.

e : représente la rapidité avec laquelle le systéme réagit aux variations (e < 1).
my : constante de migration (taux de base quand la capacité de charge = 1 ).

mys, Mg - taux de migration des poissons entre site ¢ et stock libre avec :

mo mo

Biit1 : taux de déplacement des bateaux entre sites voisins (541 = Bit1.
pour ¢ € [1,L —1]).

q : coefficient de capturabilité du poisson.

¢ : colit unitaire de effort de péche (salaires, taxes...).

¢ : constante positive.

On considere la cote comme une chaine linéaire composée de plusieurs sites artificiels
(Dispositifs de concentration des poissons (DCP) ou habitats artificiels (HA)), avec des
poissons qui se déplacent entre ces sites et un stock libre non attaché aux sites. Le systeme
est supposé étre caractérisé par une capacité de charge globale constante, répartie entre
le stock libre et les différents sites selon une proportion fixe.

On suppose que les déplacements des poissons et des bateaux se produisent a une échelle
de temps rapide, tandis que la croissance des poissons et la dynamique de la pécherie
évoluent a une échelle de temps lente. Les poissons se déplacent entre les sites et le stock

libre, alors que les bateaux se déplacent entre les sites voisins. Les taux de migration
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dépendent des caractéristiques des zones, les poissons ont davantage tendance a rester sur
les sites offrant une grande capacité d’accueil, c’est-a-dire sur les sites ou la ressource est
abondante.
Le modele integre également une dimension économique en considérant un prix non
constant, dépendant de la ressource et de 'effort de péche, et évoluant également a une
échelle rapide.
Les différents sites sont associés aux différents dispositifs (DCP), des captures impor-
tantes dans les régions tropicales du monde sont réalisées autour de ces dispositifs (DCP)
(Fonteneau et al. [9]). Dans notre modeéle les bateaux de péche capturent les poissons uni-
quement autour des DCP et non en haute mer. Le modele prend en compte le déplacement
des poissons de haute mer vers les DCP et inversement, ainsi que les déplacements des
bateaux d'un DCP a un autre afin de capturer les poissons. On s’intéresse ici aux grands
poissons pélagiques a déplacement rapide, comme le thon, capable d’étre attiré par un
DCP pendant une période relativement courte de deux a trois jours avant de retourner en
haute mer (Moreno et al. [16]). Il est aussi évident que les bateaux de péche se déplacent
fréquemment d’'un DCP a un autre afin de capturer les poissons. Par conséquent, il est
pertinent de supposer I'existence de deux échelles de temps :

— une échelle rapide correspondante aux mouvements des poissons et des bateaux.

— une échelle lente correspondante a la croissance des poissons, a la capture, a 'effort

de péche et a l'investissement de la flotte.

2.1.1 Equilibre rapide :

Comme les déplacements des poissons et des bateaux se produisent plus rapidement
que la croissance du stock et la dynamique globale de la pécherie, nous considérons d’abord
le systeme rapide. Pour cela, on pose € = 0, cette hypothese signifie que les migrations et
les déplacements s’ajustent instantanément, alors que la croissance du stock et l'effort de
péche évoluent sur une échelle de temps plus longue.

On définit les variables globales comme suit :

L L

n(t) =S mlt) +ny(t) et B(t) =Y E().

=1 i=1

ol, n est la biomasse totale de poissons et F l'effort de péche global. Le systeme (2.1)

devient :
dns L L
= D mging — > Misns,
T 4 -1
dni

= MysNs — MgiNy,

JE. (2.2)

i i1 i1+ Biiv1 i1 — (Bic1i + Biv1a) B,

L
Zﬁ =¢ (D(p) _qzniEz) .
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Afin de déterminer les points d’équilibre du systeme (2.2), on annule les dérivées. Donc

on obtient le systeme suivant :

L L
* *
> mgn; — Y min; =0,
i=1 =1
* *
misny — mgn; = 0,

Biic1Eic1 + Biiv1Eiv1 — (Bic1, + Biv14) Ei = 0,

L
D(p) — ¢ _ niE; =0.

i=1

(2.3)

m m
En remplacant m;s = 0 ot my; = —2, dans (2.3), on obtient

ks k;
o ki
n; = —n.
(2 ks S
L
Puisque n(t) = > n;(t) + ns(t), alors
i=1
L L .
n=> nl+ni = nzzk—ln:%—n:
i=1 i=1 Ns
n* L
ks \iod
Donc,
. kin P ksn
n. = (& n. = .
' k ok

Les taux de déplacement des bateaux étant supposés symétriques, c’est a dire ;41 =

Bit1,i, donnent

Biiv1Eip1 = Bini i = Ei = Ej,
Biicibio1 = Bic1, B = B =L

Pour montrer que tous les efforts sont égaux, on va utiliser le raisonnement par récurrence.
Notons (R) . Ei+1 = Ez et Ei—l = EZ', Vi € [1,L]

Initialisation : Pour ¢ = 1, on obtient Fy = E; et pour ¢ = 2, on aura E3 = Fj.

Donc, les propriétés P, et P, sont vérifiées.
Hérédité : Soit K € {1,..., L—2}, tel que les propriétés (Pk) et (Px 1) soient vérifiées,

c’est-a-dire

Exi1=FEx et Egyo=Fg1.
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le but est de montrer que (Pgy1) et (Pxi2) sont vraies. En substituant, on obtient que
FEyio=FEgi1 et Egyo= Fgys.

Donc, (Pk1) et (Pxyo) sont vraies, ce qui implique que, (P;) et (P;y1) sont vraies

Vi e [1, L.

En posant F;y; = F; et E; 1 = E;, on aura F; = E;.1 = E;,5, ce qui signifie que la
propriétée (P;) est vraie Vi € {1,...,L —1}.

D’apres le résultat obtenu, on déduit que
Ef =FE7,
L

On a E(t) =) _ E;i(t), en remplagant, on obtient
i=1

L
E=YE — E =%

i=1 L
D’apres (2.2), on aura
L
D(p) = mns
() q; T
¢l —a)nkE
=
1—
= QnE, avec:Q = q(LOz)‘

A
Mais a I’équilibre rapide D(p) = —, ce qui donne
p

A
 QnE’

*

p

(2.4)

2.2 Le Modele Agrégé

Le modele agrégé se construit a partir des équilibres rapides et stables des poissons et
des bateaux introduits dans le systéme complet (2.1).

En remplagant par les équilibres rapides déterminés en (2.1), on obtient le systéme

suivant :

= ErsNg -,
dr ks

dn; :
o (1) i),

dFE;
=ce(p'qn; Bf — cEY).
dr
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Puisque
dng
dr -

L L
dn dn;
n = E n; + ng,alors — = +
i=1 dr 7 d

En effectuant un changement d’échelle défini par ¢t = e7, la dynamique du stock total de

poissons devient :

dn L * In’: B mES * TL:

=1

L . L bnE L
kin ( n hin ksn <1 — n> avec: Y ki = (1—a) et ks = ak.

pu— 1—— _— [
nay k) L k 2
n 1l —a)nk
= n(l—k> (047"84—(1—04)7"1)—(1([1).
On pose :
1—
r=ars+ (1 —a)r; et inq< La)’

alors I’équation du stock total de poissons se réduit en :

dn n
dtzrn<1_k5> — Qnk.

L’équation de 'effort de péche total est :

dE

@& T ma

?ern(l—Z) —Qnk,
Czllf = (pQn —¢) E, (2.5)
D(p) = QnE

A
En substituant le prix d’équilibre p* = OnE dans le systeme (2.5), on obtient
n

le modéle agrégé suivant :

dn:rn(l—n> — Qnk,

a. k (2.6)
— = A —cFE.

dt
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2.2.1 Les Points d’équilibre
Considérons le modele agrégé (2.6) :
hzrn(l—Z) —Qnk,
E=A-CE,

dn
oun = — et £ = —. Cherchons maintenant les points d’équilibre, posons

dt dt
n
n=0, rn(l—)—QnE:O,
EZO? A—cE =0.

A A A\ A
e Si Cic < 1, le systeme admet deux points d’équilibre (0, c) et (k’ (1 — ?@) , c) .

QA

A
o Si—— > 1, le systéme admet un seul point d’équilibre (0, ) car la valeur négative
c

n’a aucune signification biologique.

2.2.2 La Stabilité des points d’équilibre

On va étudier la stabilité des points d’équilibre par la méthode de la matrice
jacobienne.

Considérons la matrice jacobienne associée a ce systeme :

2rn
_ 2" _0OE -
Jop = & QE —@n
0 —c

A
La matrice jacobienne au point (0, ) est donnée par :
c

A
T—Q— 0

J = c
<0, A) 0 —c
c

La trace et le déterminant de la matrice sont :

QA

trJ=r— — —c,
c
A
detJ = —c (r - Q) .
c
. QA L A
e Si — >, alors trJ < 0 et detJ > 0, le point d’équilibre (0, ) est stable.
c c
A A
e Si Q— < r, alors : detJ < 0, le point d’équilibre (0, > est instable (point selle).
c c
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Effort (E)
Effort (E)

\
a 2 4 [ 8 10 a 2 4 [ 8 10
Biomasse (n) Biomasse (n)

FIGURE 2.1 — Plan de phase pour les deux cas. Le premier cas correspond a une situation

de surezploitation conduisant d [’extinction du stock halieutique (a). deuxiéme cas

correspond a un équilibre stable et durable de la pécherie (b). Le point rouge représente

le point d’équilibre stable. Le cas (a) est obtenu pour : mg = 1, € = 0.1, ky = ky = 1.8,
20

ks =04, rs =71 =04, qzj, Bro=pPn=1,a=01,L=2,c=1et A=1.2.

Le cas (b) est obtenu pour : mg = 1, e = 0.1, ky = ke = 1.8, ks = 0.4, ry = 1 = 4,

20
ng;/@lz:ﬁzl:l,a:().l,L:2,c:1etA:2.

A
La matrice jacobienne au point (k‘ <1 — Q) , ) est donnée par :
rc c
A A
—r+ @A —Qk (1 — Q)
Jn= ) = c re
0 —c

La trace et le déterminant de la matrice sont :

A
trJ =—r+ QC -,
A
detJ = —c (—r + Q) .
c
A A\ A
e Si Q— > r, alors detJ < 0, le point d’équilibre (k: (1 — Q) ,) est instable
c rc c

(point selle).
A A\ A
e Si Q— < r,alors : trJ < 0 et detJ > 0, le point d’équilibre (k (1 — Q) ,) est
c rc c
stable.

La Figure [2.1] présente deux situations :

— (a) correspond au cas d’une surexploitation qui conduit a I'extinction du stock des

poissons. Lorsque I'extinction se produit 'effort de péche ne tend pas vers zéro
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mais vers la valeur é Cela signifie que la flotte de péche continue a exploiter le
stock jusqu’a la dispgrition complete de 'espéce, en maintenant un effort de péche
important méme lorsque la biomasse des poissons devient tres faible. En effet,
I'équation (2.4) montre qu’a I’équilibre rapide, le prix est inversement proportion-
nel a la densité des poissons. Ainsi, lorsque 'espece est proche de 'extinction le
prix par unité de biomasse devient tres élevé. Par conséquent, la flotte continue a
pécher car méme si les captures sont faibles, les revenus restent intéressants grace

au prix élevé du poisson.

— (b) représente un second cas correspondant a une pécherie durable. Dans ce cas
il existe un équilibre positif qui est globalement asymptotiquement stable. A long
terme, la densité des poissons ainsi que I'effort de péche convergent vers des valeurs

strictement positive.

(a) (b) (c)

o
o
o

L'effort de péche (E)
=
=
=

2

o

0.5

La biomasse totale de poissons (n)

1.5

2

25

3

0.5

15
ns+nl +n2

2

25

3

ns+nl +n2

FIGURE 2.2

— Comparaison entre le modéle agrégé (en bleu) et le modéle complet (en

noir) dans le cas ot Q— <r,lorsque mg=1,e=1, ki =ky =18, ks, = 0.4,
c

2
705_7‘1_4;(]_907612_ﬁ21_1;05_0'17[/_270_1714_ 1
Avec des valeurs initiales (ngs(0) = 0.3,n1(0) = 0.1,n5(0) = 0.6, £1(0) = 2, E5(0) = 4.5),
(ns(0) = 1,11(0) = 1,n2(0) = 1, E1(0) = 1, E5(0) = 2.5) et (ns(0) = 1,n,(0) :

La Figure [2.2] présente une comparaison des solutions du modele complet (2.1) pour
L =2 et du modele agrégé (2.6) lorsque € = 1.

— (a) représente la simulation du modele agrégé dans le cas de deux DCP.

— (b) correspond & la simulation du modele complet avec les mémes conditions ini-

tiales.

— (c) montre une superposition des deux solutions. Ces solutions présentent une

divergence.
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(a) (b) (c)

o
o
o

L'effort de péche (E)
-
E2
=
E2
=

w
w
w

2 2 2
o 05 1 15 2 25 3 a 05 1 15 2 25 3 a 05 1 15 2 25

La biomasse totale de poissons (n) ns+nl +n2 ns+nl+n2

FIGURE 2.3 — Comparaison entre le modéle agrégé (en bleu) et le modeéle complet (en

noir) dans le cas ot Q4 < r, lorsque mg = 1, ¢ = 0.1, ky = ko = 1.8, ky = 0.4,
c

20

5’512:521:1;0420-1,L=2,C=1,A=26t¢:

1
Avec des valeurs initiales (ns(0) = 0.3,n1(0) = 0.1,n5(0) = 0.6, E1(0) = 2, E5(0) = 4.5),
(ns(0) = 1,n1(0) = 1,n2(0) = 1, E41(0) = 1, E5(0) = 2.5) et (ns(0) = 1,n4(0) = 1,
n2(0) = 1, B1(0) = 3.5, Ex(0) = 2.5).

7"8:7"1:47q:

La Figure [2.3] présente les mémes résultats pour € = 0.1. On remarque que dans ce cas il
est impossible de distinguer les solutions lors de leur superposition. Cette Figure illustre
le résultat standard selon lequel la méthode d’agrégation peut étre utilisée en pratique

des que l'ordre de grandeur de € est d’environ 0.1.

2.3 Effet du nombre de DCP sur la capture dans une

pécherie durable

On s’intéresse maintenant a étudier les captures totales dans le second cas celui d'une

pécherie durable, en se concentrant plus particulierement sur l'effet du nombre de sites

de péche.
Aq(1 —
Pour L > M = Loin,
cr
le systeme admet un unique équilibre positif et stable (n*, E*) ou :
A
n* =k (1 — Q) :
cr
A
Er=—.
c

La capture a I’équilibre est donnée par :

Y* = Qn'E". (2.7)
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On remplace n* et E* dans (2.7), on obtient

. kAq(1-a) Aq(l —a)
Y= cL (1 ol > )

Ainsi, on a

aY* _ kAg(l—a) (1_Mqu—co>.

dL cl? crlL
Alors,
dy* kAq(1 — «) 2Aq(1 — «)
— 1 — —
i T ( erL 0
Comme kAg(1 )
q(1 —«
e >0
o dYT A .
I’égalité Fi 0 est équivalente a :
24q(1 — )
l—————=0
crL ’
Donc,
2Aq(1 —
L= Lopt = M = 2Lpin.
cr

Ainsi, Y* a un maximum pour L = L, = 2L, comme dans 'exemple de la Figure
[2.4].

Lorsque L = Loy, onan* = —et Y = TZ, ou Y* est la production maximale équilibrée
de la pécherie (MSY).

capture a 'équilibre Y’

05

10 15 20 25
MNombre de DCP (L)

FIGURE 2.4 — Graphe de la capture a ’équilibre Y* en fonction du nombre de DCP. Pour

q=0, A=1.5, a=0.5, r=38, c=0.5 et k=2. La capture est maximale si Ly, =6 et la capture
maximale est Y*=1.5. Le point d’équilibre est donné par : n*=1 et E*=3.
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2.4 Conclusion

La méthode d’agrégation des variables a permis de réduire le modele a deux variables
globales n et E. Cette approche a été appliquée a une pécherie multi-sites avec une fonction
de demande non linéaire.

L’étude du modele agrégé montre que deux cas principaux peuvent se présenter :

A
e si L < Ly, le seul point d’équilibre stable pour la pécherie est (0, ), corres-
c
pondant a I’extinction du stock de poissons.

o si L > Ly, I'équilibre stable est donné par (n*, E*) avec :

n*:k(l_Aq(l—oz)> et E*:é.
L c

cr

L’étude des captures autour de cet équilibre montre ’existence d’un nombre optimal de
sites, Lopt = 2Ly, pour lequel la capture est maximale, conformément aux résultats

obtenus dans des travaux antérieurs (Moussaoui et al. [18]). La valeur de cette capture

maximale correspond au rendement maximal durable (MSY), égal & IZ, et elle est atteinte
pour une biomasse n* = I;
Un résultat notable de cette contribution est de mettre en évidence I'importance du
choix de la fonction de demande, qu’elle soit linéaire ou non linéaire. En effet, dans I'article
de Auger et al. [2], la fonction de demande était supposée linéaire . Sous cette hypothese,
et pour certaines valeurs des parametres, le modele présente un phénomene de multi-
stabilité, caractérisé par la coexistence de deux équilibres positifs stables, séparés par
un troisieme équilibre instable. Selon les conditions initiales, les trajectoires convergent
soit vers le premier équilibre stable, interprété comme une situation de surexploitation
(la densité de poissons étant tres faible a I’équilibre), soit vers le second équilibre stable,
correspondant a une pécherie durable avec un stock de poissons éloigné de 'extinction.
Dans le modele présent, une fonction de demande non linéaire, inversement proportionnelle
au prix, a été utilisée. L’analyse montre que, sous cette hypothese, il n’existe pas de
multi-stabilité. Il ne peut exister qu'un seul équilibre positif, qui peut étre stable (La
Fig. [2.1](b)). Un autre cas intéressant a été mis en évidence, correspondant a I'extinction
du stock des poissons. A 1'équilibre, l'effort de péche ne tend pas vers zéro comme c’est
généralement le cas, mais vers la valeur —. Cela signifie que la flotte de péche continue
d’exploiter le stock jusqu’a son extinction complete.
Le modele prédit qu’avec cette fonction de demande non linéaire, la flotte de péche se
maintient a un niveau élevé méme lorsque le stock devient proche de zéro. Ce résultat
découle du choix d'une fonction de demande non linéaire conduisant a 1'équation (2.4),

dans laquelle le prix est inversement proportionnel a la densité de poissons. Ainsi, lorsque
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I’espece se rapproche de I'extinction le prix augmente fortement. Cela explique pourquoi
la flotte poursuit 'exploitation jusqu’a 'extinction : méme si les captures diminuent a
mesure que la trajectoire s’approche de I'équilibre, le revenu reste élevé car le prix d'une

ressource rare est tres élevé.
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CHAPITRE 3

Modele de la péche intégrant des zones marines protégées

Dans ce chapitre, on va étudier un modele de pécherie a prix variable, son évolution
plus rapide que le reste du systéme permet de considérer comme un systéme lent-rapide sur
deux échelles de temps, conduisant a un modele réduit de dimension deux. On va évaluer
les effets des zones marines protégées (ZMP) sur le stock et la pécherie. Ce chapitre est

basé sur les travaux présentés dans 'article de Ghouali et al. [11].

3.1 Présentation du modele

On développe un modele de pécherie cotiere en considérant la zone étudiée comme un
site unique. Ce modele décrit I’évolution temporelle de la péche en tenant compte a la fois
la dynamique biologique du stock de poissons, 'effort de péche ainsi que des mécanismes

économiques liés a la formation du prix sur le marché.

dn _ n(l_n)_an
ar o\ k s(n+ D))’

dE pqnk
o ep e 2T
dr 6( ¢ +s(n—|—D)>’

n(0) >0, E(0)>0, p(0)>0.

Le modele (3.1) décrit I’évolution de la population des poissons et de l'activité de péche.
La population suit une croissance logistique en I'absence de péche, la capture est limitée
par la capacité des bateaux et modélisée par une fonction de type Holling II. L’effort de
péche évolue dynamiquement et le prix du poisson varie selon 'offre et la demande, ce

qui relie la dynamique biologique aux aspects économiques de la péche.
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L’interprétation biologique des parametres du modele;;
n : la biomasse des poissons.
: Ieffort de péche.

: Le prix du poisson.

m’B@j

: représente la rapidité avec laquelle le systeme réagit aux variations.
: taux de croissance intrinseque de la population.
: capacité de charge.

: coefficient de capturabilité.

@Q;rﬂ

: niveau de demi-saturation (Holling IT).

: surface de la zone étudiée (supposée égale a 1).

»

¢ : colit constant par unité d’effort.

A : constante de la demande.

Le modele (3.1) peut étre réduit a deux équations en supposant que les dynamiques
rapides atteignent instantanément leur équilibre (¢ = 0), et en passant au temps lent

t =e7. Alors :

dp
T -0 — P(p)—
7 (p)

gn E A
"D s avec (p)

On déduit que le prix d’équilibre du systeme rapide est

A(n+ D)

el Gl B 3.2
p B (3.2)

en remplagant p* dans le systeme (3.1), on obtient un systéme composé de deux équations

différentielles :
(1) -
g%_”l k) nt+ D
T _¢E+ A (3.3)
7 cL + A,

n(0) >0, E(0)> 0.

3.1.1 Quelques résultats de base

Pour toute condition initiale dans 'octant positif, le systéme (3.3) admet une solution

unique.

dn
o Lorsque n = 0, nous avons i 0, ainsi n(t) > 0 pour tout ¢ > 0 si n(0) > 0.

dE
e Lorsque E = 0, nous avons i A > 0. Alors E(t)>0 pour tout ¢ > 0.

Nous déduisons donc que les solutions du systeme (3.3) sont positives pour tout ¢ > 0.

Proposition 3.1.1.
Toute solution du systéme (3.3) pour laquelle la condition initiale appartient a l'intérieur

de l’octant positif est bornée.
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Preuve.
Soit Y (t) =Y (n(t), E(t)) = n(t) + E(t), il est évident que si
Y (0,0) = 0 alors on a Y(n(t), E(t)) > 0 pour tout t > 0, et que Y (t) — oo lorsque
n(t) — oo et E(t) — oo,

En dérivant Y'(¢), on aura

ay dn dE

a T odadt
(1 ”) nl_ pia
= m(l——)— —c
k n+ D

< Tn(l—Z) —cE+ A

< rm (1—Z> —cn+E)+en+ A,
d’ou

dY
k
Posons f(n) =rn (1 — Z) +cn, cette fonction admet un maximum au point n = (T;_ ‘)
r

k(r + c)?

4r
en remplacant la fonction par sa borne supérieure, l'expression se réduit a l'inégalité

ce qui nous donne la valeur maximale suivante f,..(n) =

suivante

dy k(r+c)?
& v < b= AT
g TS o =

En appliquant le théoreme de comparaison sur les inégalités, on obtient pour tout ¢ > 0

+ A.

Pa—e,

0<Y() <Y +"

lorsque t — o0, I'inégalité devient
Y

IN

ce qui implique que ’ensemble compact :

0= {(n5) B nit)+ B0 < ]

o

est attractif pour toute solution positive du systeme (3.3).
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3.1.2 Les Points d’équilibre

Considérons le systeme (3.3)

.. dn " dE
oun=—e = —.
dt dt
Cherchons les points d’équilibre, posons

A
de I"équation (2), on trouve que E* = —, en remplagant cette valeur dans ’équation (1)
c

on obtient ’équation suivant

n qA
1_i e
r( k) cn+D)

en multipliant cette dérniere par (n + D), on obtient le polynéme noté par F'(n)

F(n) = Tp? - f(/{ — D)n+ ( —7’D>
k k
La détermination des points d’équilibre du systeme (3.3) revient a I’étude des racines
A
du polynéme F(n) sur l'intervalle (0,k), sachant que F(k) = % > 0, et donc on a
r 2 r\ /qA
A=|-(k—-D)| —4(+)(——7rD
o] () (%0
r 2 q
A=—|(k—D)"—4—— +4kD
k2 ( ) re +
2 kqA
A= D) - at2)
rc
. (g4 oo : o .
o Si ( — rD) < 0, alors il existe un unique point d’équilibre positif (n*, E*) avec :
c
k—D 1 k /qA
P2 k—D2—4<— D). 4
n 5+ 2\/ ( e e Sl (3.4)

A kqA
e Si (q — rD) > 0et (k+ D)2 > 4L, alors il existe deux points d’équilibre
c rc
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positifs (n*, E*) et (n™, E*) avec :

n+:k‘—D+1\/(k_D)2_4k(qA_rD)’

2 2 T\ C

n_:k—D_l\/(k:—D)?—sz(M—rD),
2 2 r\c

(k- D)

avec

0<n < <nt <n*<k.

3.1.3 La Stabilité des points d’équilibre

Soit la matrice jacobienne associée a ce systeme :

(1 Qn) qED qan

T’ _— E— E—

Jn,5) = k ; (n+D)> n+D
—c

A
La matrice jacobienne au point (O, ) est donnée par :
c

La trace et le déterminant de la matrice sont

gA

trJ=r—-— —
r =5 c:4
q
dU:—(-—)
e c{r—-5
e : P A
e Si ( — rD) > 0, alors trJ < 0 et detJ > 0, le point d’équilibre (0, ) est
c c
stable.
(A L A : .
e Si ( — TD) < 0, alors det.J < 0, le point d’équilibre (O, > est instable (point
c c
selle ).
A
On remarque que F(0) = (q — TD). Par conséquent le signe de F'(0) permet de
c

A
caractériser la stabilité du point d’équilibre (O, )
c

Remarque 3.1.1. Lorsque F(0) > 0, cela signifie que pour un coit suffisamment faible,
la biomasse de poissons ne peut pas se maintenir, ce qui correspond a un cas de surexploi-
tation. La Fig. [3.1](a) illustre ce phénomeéne d’effondrement de la ressource halieutique

di a la surpéche.
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A Dextinction, Ueffort de péche ne tend pas vers zéro mais vers é Cela signifie que
la flottille continue d’exploiter le stock de poissons jusqu’a sa dispar%tion compleéte, tout
en maintenant un effort de péche élevé méme lorsque la biomasse devient presque nulle.
De plus, ’équation (3.2) indique qu’a I’équilibre le priz du poisson est inversement propor-
tionnel a la biomasse. Ainsi, lorsque la biomasse est trés faible le prixz unitaire augmente
fortement (voir Fig. [3.1]). Par conséquent, la flottille continue d pécher. En effet, malgré

la faiblesse des captures les revenus restent élevés en raison de l’augmentation du priz.

(a) (b)
40 T T T 1200 T

— OSSN
= | “aifort da piche

1000

00

800

Prix

20

400

200

i} 5 i0 15 20 i} 5 10 15 20
temps temps

F1GURE 3.1 — Dynamique du stock de poissons et de ’effort de péche et du prix. Cas d’un
équilibre de capture stable obtenu pour les valeurs des parametres r = 2, k = 60, ¢ = 2,
D =25 ¢=0.7 A=25 B(0) =35 E0)=15. Variation au cours du temps de la
biomasse de poissons (en rouge) et de leffort de péche (en bleu). Le stock de poissons
disparait lorsque Ueffort de péche est devient élevé. (b) Prixz en fonction du temps.

La matrice jacobienne au point (n*, E*) est donnée par :

rn* <2n* — (k- D)> qn*

0 —C
Sachant que la premiere valeur propre \; = —c est strictement négative et la seconde est
donné \ rn* (2n* — (k— D)
onnée par g = ——— .
bat A2 K (n* + D)

Proposition 3.1.2.

1. Si F(0) < 0, le point d’équilibre (n*, E*) est unique et localement asymptotiquement
stable.
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2. Si F(0) > 0, le systéme (3.3) admet deuz points d’équilibre distincts (n~, E*) qui

est instable et (n™, E*) qui est localement asymptotiquement stable.

Preuve.

1. Si F(0) < 0, 'unique point d’équilibre est (n*, E*).

Pour sa nature, on a

k—D
2 Y

*

no >

donc

on* — (k— D) > 0.

Comme n* > 0, k > 0 et (n* + D) > 0, on obtient
AM=—-c<0 et )\2<0,

les deux valeurs propres étant négatives, 1’équilibre (n*, E*) est un nceud stable.

2. Si F(0) > 0, il existe deux équilibres (n~, E*) et (n*, E*), vérifiant

(k= D)
2

n- < <nt.

e Au point d’équilibre (n~, E*), on aura

rn” (2n” —(k—=D)\  gn~
Joegn=| k \ (n+D) n-+ D
0 —c

2n” —(k—=D)<0 = X >0,

et A\ =—c<0,

dans ce cas les valeurs propres sont de signes opposés, alors le point d’équilibre
(n—, E*) est instable (point selle).

o Au point d’équilibre (n*, E*), on a

ot (2nt —(k—D)\  gqn*
(nt+ D) nt+ D
0 —c

Jorgy = |
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2nt —(k—D) >0, = X\ <0

et )\1:—C<O,

dans ce cas les valeurs propres sont négatives, ce qui implique que le point d’équi-
libre (n™, E*) est nceud stable.

Remarque 3.1.2. Lorsque le point d’équilibre (n*, E*) est localement asymptotiquement

stable, les deuzr autres équilibres positifs (n=, E*) et (n*, E*) n’existent pas.

Le théoreme suivant permet de réduire I’analyse de la stabilité globale a celle d'un systeme

de dimension plus petite.

Théoréme 3.1.1. [25] Considérons le systéme de classe C' suivant :

t=f(r) reR"yeR™,
y=g(x,y), avec un point d’équilibre (x*,y*), (3.5)
f(a*) =0, g(a*,y*) =0.

Si x* est globalement asymptotiquement stable dans R™ pour le systeme & = f(x), et si
y* est globalement asymptotiquement stable dans R™ pour le systéme §y = g(x,y), alors le
point (x*,y*) est (localement) asymptotiquement stable pour le systéme (3.5). De plus, si
toutes les trajectoires du (3.5) sont bornées pour tout t > 0, alors (z*,y*) est globalement

asymptotiquement stable pour le systéme (3.5).

Par la suite, on va utiliser le théoréme précédent afin de montrer que le point d’équi-

libre (n*, E*) est globalement asymptotiquement stable lorsque F'(0) < 0.

Preuve.

L’équation vérifiée par ’effort de péche est
E=—cE+A, (3.6)

son unique point d’équilibre est donné par £* = —.
La solution générale de cette équation s’écrit E(t)cz E*+ (E(0) — E*)e™, comme ¢ > 0,
on a

lim E(t) = E",

t——+o0

ce qui montre que E* est globalement asymptotiquement stable.
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Par application du Théoreme 3.1.1, I’étude de la stabilité globale de (n*, E*) se réduit

a I’étude de la stabilité de n* pour I’équation

n=G(n),
N n qgnE*
G(n) = (1 - ) - .
ot G(n) ;” k) n+D
Comme (q — TD) < 0, alors selon (3.4), on a n* + D > k, ce qui implique que
c

G'(n*) =n" [—T—i—qA !

SRR Ny qA) ”*<_ qA)
? ¢ (" + D) < k( T+ < r+ < 0.

ck k cD

Ainsi, n* est globalement asymptotiquement stable. Comme toutes les trajectoires du
systéme sont bornées, le Théoréme 3.1.1 permet de conclure que 1'équilibre (n*, E*) est
globalement asymptotiquement stable.

Les Fig.[ 3.2](a) et (b) montrent un cas de pécherie durable lorsque F'(0) < 0. L'unique
équilibre positif (94.6, 15) est globalement asymptotiquement stable. La biomasse de pois-
sons ainsi que 'effort de péche convergent vers des valeurs strictement positives.
Lorsque F'(0) > 0 deux situations sont possibles : soit I'extinction du stock exploité, soit
la convergence vers I’équilibre (n*, E*) (voir Fig. [3.3]). Dans ce cas, le systéme admet
trois équilibres :

 un équilibre catastrophique stable (0, 16.7).
« un équilibre instable (9,16.7).
« un équilibre de pécherie durable stable (17,16.7).

La dynamique de la pécherie doit toujours étre analysée dans le bassin d’attraction
de I'équilibre de pécherie durable, c’est-a-dire a droite de la séparatrice entre les deux
équilibre stables. Ainsi, afin d’éviter I’extinction de la population de poissons, sa densité
doit toujours étre maintenue au-dessus d’un seuil critique, c¢’est-a-dire supérieure a une
valeur d’environ 9.

A travers cette étude, nous avons montré que selon les valeurs des paramétres, il existe un
risque de surexploitation conduisant a I’épuisement de la ressource et mettant les stocks

de poissons en danger d’extinction.
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(@) (b)
100 30

B0 = Poisson 25
w— L'aifort de piche

60 20

0 5 10 Q 10 20 30 40 50 &0 70 80 90 100
Temps Temps

FIGURE 3.2 — Dynamique du stock de poissons et de l’effort de péche. (a) Considérons
les parameétres :r = 2.1, k =100, g = 1, D = 40, ¢ = 2, A = 30, nous observons une
convergence vers l'unique équilibre positif (n*, E*). Le portrait de phase correspondant est
présenté en (b).

40
35
30
25

20

T

L'effort de péche

=

Poisson

FIGURE 3.3 — Bistabilité avec convergence soit vers CE ou (nt, E*) Considérons les
parametres : r = 0.6, k =50, ¢ =1, D = 25.

3.2 Effet de la taille d’une zone marine protégée sur

la dynamique d’une pécherie a prix variable

Considérons une situation dans laquelle le stock halieutique est fortement dégradé a la

A

suite d’une surexploitation. Dans ce cas I’équilibre (CE) (O, ) dit < catastrophique >
c

est stable et sous certaines conditions toutes les trajectoires issues de conditions initiale

données (voir 3.1) convergent vers cet équilibre. On observe alors la biomasse tendant vers
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zéro, l'effort de péche qui demeure élevé, ainsi qu'un prix qui ne cesse d’augmenter.

Afin d’éviter ce phénomene, il est nécessaire de controler le systeme de maniere a
rendre cet équilibre instable. Une premiere possibilité consiste a augmenter le cotit ¢ de
I'effort de péche, par exemple a travers I'instauration de taxes, ce qui revient a imposer
la condition

Aq

c> —.

rD
Cependant, une telle mesure peut étre difficilement acceptable d’un point de vue socio-
économique. Une alternative consiste a introduire une zone marine protégée (ZMP), per-
mettant la reconstitution du stock de poissons. Dans ce cadre, I’écosysteme est divisé en
deux zones : une zone exploitée et une zone protégée reliées par la migration des poissons
Les mouvements entre ces deux zones sont supposés rapides en comparaison avec les dy-
namiques locales. Par conséquent, a I’équilibre rapide la biomasse totale se répartit selon

des proportions constantes entre les deux zones.

On suppose en outre que les taux de déplacement des poissons sont inversement pro-
portionnels a la capacité de charge du site quitté, c’est-a-dire m est une constante positive
et k; la capacité de charge de la zone i avec m; = k@ Ainsi, les poissons ont tendance a
rester dans les zones offrant une plus grande disponi‘zbilité en ressources. Cette hypothese
correspond au principe de distribution libre idéale (IFD).

Sur la base de ces hypothéses, le modele en présence d’une zone marine protégée est

décrit par le systeme dynamique suivant :

dnlimng_mnl_i_ ( (1_711))
dr  ky koM /)

dns _mm mny (rng <1 n2> = qno B ) |

dr — k ks ok ny + D)(1 — s)

de p qnoE (3.7)
= _€< Er D=9

dp A qno

dr — p  (na+D)(1—5)
n1(0) >0, ne(0) >0, E(0)>0, p(0)>0.

ou
s : représente la surface de la zone protégée.

1 — s : correspond a la surface de la zone de péche.
On suppose que les mouvements des poissons entre les deux zones sont beaucoup plus

rapides que les autres dynamiques du systeme

Ainsi, pour déterminer 1’équilibre rapide, on considére le systeme rapide obtenu en posant
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e = 0 dans le systeme complet, ce dérnier devient sous la forme suivante :
dny  mny  mny
dr ko ky
dny — mny _ mny
L -
P gqna
R (3.8)
dr bt (ny + D)(1 —s)’
b _A_ b
dr — p (ng+D)(1—5)
ni1(0) >0, ,n9(0)>0, E0)>0, p0)>0.

A partir de
i _ g,
dr
on obtient
mnso mnq —0
ko ke
ce qui donne
kany
Ny = .
2 s

La biomasse totale et la capacité de charge totale sont données respectivement par :
n=mny+ny, k==k +k,

ce qui nous donne que

kln

- " *_kgn
np=—- et ny =

k
Si on pose u = ?1, alors on obtient

*
ny = un,

ny = (1 —u)n.

La condition d’équilibre associée a la troisieme équation du systeme rapide est obtenue

en posant
d
L.
dr
ce qui implique que
A qno B

p miDi—s

A(l—s)(n—irlD )

—u
qnk

d’ou

*

p:

En remplagant les équilibres rapide dans le systéme complet (3.8), on obtient un modele

réduit décrivant ’évolution de la biomasse totale du stock et de 'effort de péche qui est
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dn_rn<1_n>_QnE
g%_ k) n+L
B piA (3.9)
7 cL + A,
n(0) >0, £E(0)> 0.
avec () = q et L= :
1—35 1—u

On remarque que le systeme obtenu est identique a celui étudié dans le chapitre pré-
cédent. Par conséquent, il admet un équilibre catastrophique donné par (0, ) .
c
L’étude de la stabilité montre que cet équilibre est instable lorsque I'inégalité suivante est

vérifiée

QA
———>0
’ cL ’
ce qui entraine que
1—uw reD
< —. 3.10
1—s Aq ( )

A
Comme 24 > rD, on obtient que u > s. L’inégalité (3.10) montre qu’il est possible
c
d’éviter 1’équilibre catastrophique en choisissant correctement la taille et la capacité de
charge de la zone marine protégée (ZMP). Lorsque la condition (3.10) est vérifiée le

systeme (3.9) admet un unique équilibre positif stable (n*, E*), ou

k-1 1 k QA
x v - . 2 _ (=
=" +—2va L) 4r( . TL), (3.11)
ot
C

Par conséquent, la capture totale de la péche a 1’équilibre s’exprime par

Y—n*+L—rn 1 ) (3.12)

La dérivation de Y* par rapport a la biomasse n* conduit a I’expression suivante :

dY*_r<1_2ﬁ)
dn* k)’

en annulant cette dérivée, on obtient

d’ou



CHAPITRE 8. MODELE DE LA PECHE INTEGRANT DES ZONES MARINES
PROTEGEES

En remplacant cette valeur dans I'expression de Y*, on aura

SR\ B
2 2 4

cette valeur correspond au rendement maximal durable (MSY).

Afin de déterminer la condition permettant d’atteindre le rendement maximal durable,

k
on remplace n* = B dans (3.11), on obtient alors

Eo k=L 1 k /OA
r R S k- (B2 ),
27 2 +2¢% ) r(c r)

En remplacant () et L par leurs expressions, on trouve

2D 4Aq
L _
1 re(l1—s)’

finalement, on aura ’égalité suivante :

4Aq 1—u

1—5= :
E— (1 —w)k+2D

(3.13)

Les parametres s et u doivent satisfaire simultanément les condition (3.10) et (3.13) pour

que la capture a I’équilibre atteigne sa valeur maximale.

Afin d’illustrer ces résultats, nous présentons deux exemples dans le cas ou I'équilibre
catastrophique est présent. La Fig. [3.4](a) montre le cas sans mise en place d’une zone

marine protégée (ZMP), ou I'on observe une diminution du stock de poissons.

La Fig. [3.4](b) présente le cas avec I'instauration d’'une ZMP apres un instant ¢. Dans ce
cas, le stock se reconstitue progressivement et tend vers un état stable du systéme, ce qui

met en évidence l'effet positif de la ZMP.

k
1 3 Ve \ . 2 ’
ce qui correspond au rendement maximal soutenable (MSY), conformément a ’expression

La Fig. [3.5](c)montre que la capture totale a ’équilibre atteint un maximum pour n* =

(3.12). La Fig. [3.5](d) illustre la courbe des maxima locaux correspondant aux valeurs
de s et u données par l'expression (3.13).

Cependant, en raison de certaines contraintes environnementales, il peut étre difficile de
trouver des valeurs de s et u vérifiant simultanément les conditions (3.10) et (3.13). Par
exemple, dans le cas d’une distribution homogene de la densité de poissons toute zone
candidate vérifie s = u, ce qui empéche la vérification de la condition (3.10).

Ainsi, il est nécessaire de choisir une ZMP telle que s < u, c’est-a-dire une zone ou la
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densité de poissons est supérieure a la moyenne. Les zones contenant des récifs naturels
peuvent constituer de bons candidat. A défaut, la mise en place de récifs artificiels peut

étre envisagée afin d’attirer les poissons et d’améliorer la productivité de la ZMP.

(a) {b)
25 25

—— Poissn —— Poissn
K —— Leffort de piche —— Leflor de péche

N

o 20 40 80 80 100 o 20 40 80 80 100
Temps Temps

FIGURE 3.4 — lllustrations graphiques des résultats.(a) Cas d’un CE stable pour les
valeurs r = 0.6, k =50, ¢g =1, D = 26, ¢ = 0.6, A = 11, avec les conditions initiale
n(0) =5, E(0) = 25. (b) Installation d’une ZMP aprés un temps t = 20, avec u = 0.6 et
s = 0.4, on observe que la ZMP déstabilise I’équilibre catastrophique et conduit le systéeme
vers son état stable.

(€) (d)

0.4

0.2

FIGURE 3.5 — Illustrations graphiques des résultats. (¢) Captures a l’équilibre pour
r=06,k=50,q=1, D =26, c=0.6, A= 11, avec les conditions initiale

n(0) = 5,E(0) = 25. (d) Courbe des valeurs mazimales pour les mémes paramétres que
dans la Fig. [3.4](c)

3.3 Conclusion

On a analysé un modele de pécherie avec une fonction de demande non linéaire — et

une fonction de capture de type Holling. En général, une fonction de Holling engendre
des solutions périodiques telles que des cycles limites. C’était le cas du modele de péche-

rie avec une demande linéaire P(p) = A — ap étudié par Moussaoui et Auger [17], dans
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ce modele, avec une demande non linéaire, ce n’est pas le cas et les w-limites sont des
équilibres.

Dans la seconde étape, on a étudié l'effet d’une zone marine protégée (ZMP).

En effet, une fonction de demande non linéaire conduit a ’apparition d’un équilibre
catastrophique. A cet équilibre, effort de péche ne tend pas vers zéro comme dans les cas
classiques, mais vers —, ce qui implique que la flotte continue d’exploiter le stock jusqu’a
son épuisement total. cLe modele montre également que le prix reste élevé lorsque le stock
est proche de zéro.

Il devient alors essentiel de déterminer des conditions permettant d’éviter un tel équilibre.
L’analyse détermine la surface et la capacité de charge optimales des ZMP, afin de pré-
venir ’extinction du stock et de maximiser la capture a 1’équilibre.

On a ensuite considéré un modele a deux zones, comprenant une zone de péche et une
ZMP, avec un prix a variation rapide et une migration rapide des poissons. Apres réduc-
tion, on obtient le méme modele agrégé que dans le cas sans réserve, a la différence que le

et le coeflicient de demi-saturation devient

coefficient de capturabilité devient () = ] a

D

L= .
1—u

A partir de ce modele, on met en évidence l'effet des ZMP sur un stock de péche dé-
gradé. Le modele permet ainsi d’analyser l'existence d’une surface et d’une capacité de

charge optimales de la ZMP afin de maximiser la capture a I’équilibre.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons étudié¢ un modele bioéconomique appliqué aux pécheries

avec prix variable et fonction de demande a travers deux modeles distincts.

1. Dans le deuxieme chapitre, nous avons analysé un modeéle multi-sites avec
migration rapide des poissons et des bateaux. En appliquant la méthode
d’agrégation nous avons réduit le systeme a deux équations globales. L’étude a
montré que :

e Si L < Ly, un équilibre stable correspond a 'extinction du stock avec un
effort de péche persistant non nul.

e Si L > Lyn, un équilibre positif et durable existe et la capture maximale
est obtenue pour L., = 2L,,;, valeur qui correspond au rendement maximal
durable (MSY).

2. Dans le troisieme chapitre, nous avons intégré une zone marine protégée (ZMP) en
divisant 1’écosystéme en une zone protégée s et une zone de péche 1 — s.

En supposant une migration rapide des poissons nous avons obtenu un modele

réduit similaire au précédent ou les parametres deviennent () = %
-5
D 1—u reD
et L = ——. Lorsque cette condition < —— est vérifiée un unique équilibre
1—u 1—s Aq
stable apparait.
4Aq 1—u

le rendement

De plus, en choisissant s et u vérifiant 1 — s =
P re (1 —uw)k+2D

maximal durable est atteint. L’étude montre que 'efficacité d’'une ZMP dépend de
la densité des poissons dans la zone protégée. Une ZMP est optimale lorsque la

densité des poissons dans la zone protégée est supérieure a la moyenne (s < u).

Comme perspectives de ce travail, il serait intéressant d’étudier le modele avec d’autres
fonctions de demande non linéaires afin d’analyser leur influence sur la dynamique globale
de la pécherie. Il serait également intéressant d’appliquer le modele a des données réelles
pour I’étude d’especes surexploitées. Enfin, une extension possible consisterait a considérer
un modele multi-sites comportant plusieurs petites réserves marines afin d’étudier 'effet
de leur nombre et de leurs tailles sur la dynamique de la pécherie et la durabilité des

ressources halieutiques.
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