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Résumé

Pour les systémes dynamiques qui décrivent divers processus mécaniques, techno-
logiques, économiques ou autres, la stabilité constitue une propriété qualitative fon-
damentale. L’étude de cette proprieté depuis Lyapunov a connu des développement
considérables [3, (].

Le systéme dynamique est stable (au sens de Lyapunov) si le comportement de ce
systéme varie peu étant soumis a de petites perturbations. Si de plus ces variations
s’estompent avec le temps, on parle alors de stabilité asymptotique ; Quand il s’agit de
processus de controle donc soumis a des commandes, on parle dans ce cas de stabilisa-
tion.

Nous consacrons le présent travail a la stabilisation de systémes linéaires controlés
dans un espace de Hilbert H.

Mots clés. Stabilité (au sens de Liapounov), stabilisation, théorie des semi-groupes,
théorie spectrale, espaces de Hilbert, systémes linéaires.



Principales notations utilisées
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L(H) désigne l'espace de Hilbert de tous les opérateurs linéaires bornés.
H1 et Hsy des espaces dans H .

U C H sons-espace de Hilbert.

I : opérateur d’identité.

C : nombres complexes.

C~ : demi-plan ouvert dans C, {\ € C: Re\ < 0}

o(T) : spectre de opérateur 7.

(.,.) produit scalaire de H.

l|z]| = /(.,.) norme de x € H.

P : opérateur de projection orthogonale de ‘H vers H.

.Q=1-P.
. La restriction des opérateurs A. i.e., A |p,= Ax, Dy CH, k=1,2.
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INTRODUCTION

Le mémoire présenté s’intéresse a la théorie spectrale des opérateurs et son appli-

cation a la théorie de stabilité et stabilisation au sens de Liaponov dans des espaces de
Hilbert.

Ce mémoire se compose d’une introduction, de trois chapitres et d’une liste biblio-
graphique de seize titres.

Dans le premier chapitre on rappelle les outils de base de la théorie spectrale élé-
mentaire et la notion de stabilité |1, 5]. Le deuxiéme chapitre est consacré aux résultats
de stabilisation en utilisant les approches de décomposition spectrale de I’espace et de
systémes |15, 10] .

Dans le dernier chapitre on va étendre les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilisations exponentielle, forte et faible pour les systémes linéaires|4].

Rappelons que pour un systéme linéaire dont le comportement est décrit par I'équa-
tion :

'(t) = Ax(t), t >0, z€H. (1)

ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de classe Cy sur H [2]. Le
systéme (1) est asymptotiquement (exponentiellement) stable si est seulement si le
spectre de 'opérateur A [3] vérifie :

og(A) cC ={ e C: ReX<0}.

Si on considére dans H un systéme linéaire contrélé décrit par I’équation :

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), veld C H. (2)



ol A et I3 sont des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H et pour
tout controle u(t) € H tel que : u(t) = Dx(t) (i.e, une commande en boucle fermée)
tel que le systéme (2) obtenue :

'(t) = (A+ BD)x(t);t > 0. (3)

soit asymptotiquement (exponentiellement) stable, on est intéressé par les conditions
d’existence d’'un opérateur linéaire li¢ a I'état du systéme : D : U — H tel que 'opéra-
teur en boucle fermé A+ B D soit le générateur d'un () semi-groupe asymptotiquement
(exponenetiellement ) stable.

On distinguera différents types de stabilisation exponentielle : forte et faible, car
en dimension infinie le comportement asymptotique est plus complexe. Dans le cas ou
B est borné, il y a trois résultats principaux sur les conditions de stabilisation d'un
systéme linéaire :

e Des conditions qui demandent des propriétes sur la structure de l'opérateur A
(décomposition spectrale ).

e Des conditions qui font intervenir la notion de contrélabilité (décomposition ca-
nonique).

e Des conditions faisant intervenir I’équation de Lyapunov.

Dans ce travail, on essayera de faire des généralisations de ces résultats au cas oul
B est non borné, on s’intéressera particulierement a la décomposition spectrale.

Dans le premier chapitre on fait des rappels de certaines notions utilisées par la
suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux résultats de stabilisation exponentielle liés
a la décomposition spectrale; C’est en fait une généralisation des résultats de Rabah
Rabah [11] dans le cas explicite.

Dans le dernier chapitre, on examinera les conditions nécessaires et suffisantes de
stabilisation exponentielle ( forte et faible) dans le cas explicite. En introduisant une
classe de Salamon et Curtain [1]| de systéme (2).



CHAPITRE PREMIER

NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 1.0.1. /5, 9]. Soit H un espace vectoriel sur le corps (K =R ou C). On
appelle forme sesquilinéaire sur H, toute application u : H x H — K telle que :
Va, 8 € K, Vo, x1, 22,9, y1,Y2 € H :

1. u(axy + Bre,y) = aulxy,y) + Pu(xs,y).
2. u(w, oy + Byz) = au(z,y1) + Pu(z,12).

St K =1R alors u devient une forme bilinéaire.

Définition 1.0.2. On appelle un espace préhilbertien tout espace vectoriel H muni
de la norme associée au produit scalaire {, )y suivante

2] = V{z, 2)n (z € H).

Définition 1.0.3. On appelle espace de Hilbert (ou hilbertien) tout espace préhiber-
tien complet.

Exemple 1.0.4.

1. C™ muni du produit scalaire

ot x = (1,Te,...,x,) ety = (Y1,Y2,---,Yn), st un espace de Hilbert de dimen-
sion finie.

k=1

2. P(K) ={z = (zp)n>1 : Z |zn|* < +00} muni du produit scalaire
n>0

<l‘, y> = Z TnYn
n>0

est un espace de Hilbert de dimension infinie.
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La théorie des opérateurs joue un role important en analyse et surtout en équations
différentielles et équations aux dérivées partielles.

Dans ce travail, toute application linéaire d’un espace vectoriel normé H; a valeurs
dans un espace vectoriel normé Hs est dite opérateur [9].

Définition 1.0.5. /5, 1/]. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert. Un opérateur
A Hy — Hy est dit inversible s’il est bijectif et son inverse A~1 est continu.

Dans toute la suite on va considérer deux espaces de Hilbert H; et Hy sur le méme
corps K =R ou C.

Définition 1.0.6. On appelle adjoint de w € L(Hy, Hz) Uapplication u* € L(Hz, H1)
(noté u*) définie par :

Vr € Hth € 7—[27 <U(.7J)7y>7.[2 - <x7U*(y>>H1

L’application u* est linéaire.

Théoréme 1.0.7. [I].
Soient Hy et Ho deux K-espaces de Hilbert. Alors,

1. Tout opérateur u de L. (H1, Ha) admet un adjoint unique v* dans L. (Hz, H1).
2. L’application v : L(H1, Ha) = L(Ha, Hi) donnée par :
U(u) =u*
est une isométrie semi-licaire.

Définition 1.0.8. /5, 9/ Soit H un espace vectoriel normé de dimension finie et T un
opérateur de L.(H), un nombre complexe X est dit valeur propre de T si l’équation :

T = M\x

admet des solutions non nulles, et on note l’ensemble des valeurs propres de T par :
op,(T)={ e C : FJxeH—{0}: Tz = Iz}
On note aussi par Sy 'ensemble de ses solutions et on a :

Sx={reH—{0}:Tx =Xz} =ker(\ - T),

S\ est appelé le sous-espace propre associé a la valeur propre . Ses éléments
s’appellent vecteurs propres.
Linverse de NI —T', quand il existe, est appelé opérateur résolvant ou la résol-
vante de T. On le note :
R\(T) =\ -T)".
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Définition 1.0.9. /5] (valeurs et vecteurs propres). On dit qu’un scalaire A € C est
une valeur propre de la matrice T € C"*" lorsqu’il existe un vecteur non nul v € C"

tel que :
Tv = .

Un tel vecteur v s’appelle vecteur propre de T' associé a la valeur propre ).

Définition 1.0.10. Le nombre A € C est dit valeur réguliére de T € L.(H) si l’équa-

tion spectrale :
Ter = M\z

n’admet pas de solutions non nulles. Autrement dit, une valeur X € C est réguliére si
Vopérateur \I — T est inversible. Notons par p(T') l’ensemble des valeurs réguliéres.

Remarque 1.0.1. Dans le cas ou H est de dimension finie on a seulement deuz

possibilités :

1) Silopérateur N\I —T est inversible alors, la résolvante de T existe et est définie sur
H tout entier, i.e X € p(T).

2) Si lopérateur \XI — T n’est pas inversible alors, A € o,(T).

La situation change lorsque H est de dimension infinie; En effet en plus des deux
possibilités 1) et 2) nous avons la troisieme éventualité suivante :

3) La résolvonte Ry\(T) = (A — T)~! existe mais n’est pas définie sur l’espace H tout
entier.

L’ensemble, noté 0,(7"), des valeurs propres de 1" est appelé spectre ponctuel de
T, soit :
o,(T) ={A € o(T) : A\I =T non injectif}

La partie restante du spectre (c’est-a-dire la partie constituée des éléments A pour
lesquels 'opérateur (A —T')~! existe mais n’est pas défini sur H tout entier) est appelée
spectre continu de 7', noté par : o.(T), soit :

o(T)={N€a(T): N =T injectif et Im(A\ —T)#Im(N —T)=""H}
Enfin, on note o,(T") pour le spectre résiduel défini par :
o.(T)={ € o(T): N[ =T injectif et Im(AN —T) # H}

Ainsi toute valeur A € C est soit propre, soit réguliére, soit un point du spectre
continu, et on a :

o(T) = op(T) Uae(T)Uon(T) ,  p(T) = C\a(T).

Exemple 1.0.11. L’opérateur I € L.(H) admet une seule valeur propre A = 1.
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En effet, c’est la seule valeur pour laquelle I'équation Ix = Az admet des solutions
non nulles.

Proposition 1.0.12. Les valeurs propres de T' € L.(H) appartiennent a la boule
fermée B(0,||T||). i.e
op(T) c{A e C:[A[ < T}

Proposition 1.0.13. Si H est un espace de Hilbert et T € L.(H) est un opérateur
hermitien (c-a-d : T* =T ) alors, les valeurs propres de T sont réelles.

Proposition 1.0.14. Soient H un espace de Hilbert etT' € L.(H). Si A est une valeur
propre de T' alors, A est une valeur propre de T*.

Proposition 1.0.15. Les vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
d’un opérateur hermitien T' € L.(H) sont orthogonauz.

Proposition 1.0.16. Soit T' un opérateur unitaire'. Alors,
0,(T) C{A e C: |\ =1}

Définition 1.0.17. Un opérateur T € L(H) est dit compact si, l'image directe par T
de la boule unité B(0,1) de H est relativement compacte.

Proposition 1.0.18. Soit H un espace de Hilbert et T' € L.(H) un opérateur hermitien
compact. L’un des deux nombres |T|| ou —||T|| est une valeur propre de T

1.1 Types les plus simples de stabilité

Soit donné un systéme de deux équations différentielles homogenes a coefficients
constants (stationnaire)[3, 10].

g—f = an + a2y, (1.1)
& = AT + ay, .

Pour étudier la stabilité du point de repos du systéme (1.1) il faut établir I’équation
caractéristique
ap — A 12

=0 1.2
a21 aze — A ( )

et chercher ses racines Ay et \s.

1. Les racines de I’équation caractéristique sont réelles et distinctes :

1. C’est a dire que T est surjectif et veérifie : Va,y € &, (Tz, Ty) = (x,y).
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(a) Ay < 0, Ay < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (noeud
stable).

Exemple 1.1.1. Le point de repos (0,0) du systéme

est un noeud stable, car A = —g F @ < 0.
(b) Ay >0, Ay > 0. Le point de repos est instable (nceud instable).

Exemple 1.1.2. Le point de repos (0,0) du systéme
dx
{ _35 = 5r — Y,
o =2r+y.
est un noeud instable, car A = 3 F V2> 0.
(¢) A1 >0, Ay < 0. Le point de repos est instable (col instable).

Exemple 1.1.3. Le point de repos (0,0) du systéme

est un col instable, car \y = —V3<0etd=+3>0.
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2. Les racines de I’équation caractéristique sont complexes : \; = p+1iq, A\a = p—1iq

(a) p <0, q+# 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (foyer stable).

Exemple 1.1.4. Le point de repos (0,0) du systéme

{ %:—3$—y,
a =2ty

est un foyer instable, car A\ = —1 F iy/2.
(b) p >0, ¢ # 0. Le point de repos est instable (foyer instable).

Exemple 1.1.5. Le point de repos (0,0) du systéme

{ @ =3ty
d_?:_2x+y7

est un foyer instable, car A = 2 F 1.

(¢c) p=0, ¢ # 0. Le point de repos est stable (centre).

3. Les racines sont multiples :
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(a) A\ = A2 < 0. Le point de repos est asymptotiquement stable (nceud stable).

Exemple 1.1.6. Le point de repos (0,0) du systéme

do _
{ —Z——3x—2y,
E:2l‘+y,

est un noeud stable, car A = —1 est une racine double.

(b) A1 = Ay > 0. Le point de repos est instable (nceud instable).

Exemple 1.1.7. Le point de repos (0,0) du systéme

dr __
—t—2x+y,
=4y —z,

est un neeud instable, car Ay = Ay = 3 > 0.



CHAPITRE DEUX

STABILITE ET STABILISATION
EXPONENTIELLE

2.1 Stabilité exponentielle

1) Fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d’un
équilibre. Considérons le systéme :

= f(z) , ze€R™ (2.1)
tel que : f: R™ — R™ avec f(0) = 0 et admetttant g = 0 comme équilibre.

Soit F' : R" — R une fonction définie dans un voisinage €2 de l'origine avec des
dérivées partielles continues. On note :

Fa) =< 5 (@), /(o) >= 3 G (@)i(o)

=1

Définition 2.1.1. On dit que F est une fonction de Lyapunov pour le systéme (2.1)
en xg =0 dans H, si pour tout x € (), on a :

1. F(z) >0 sauf en x =0 ou F'(0) = 0.
2. F'(z) <0

Théoréme 2.1.2.

1. 87l existe une fonction de Lyapunov pour (2.1) en x = 0 dans un voisinage Q) de
0 alors, x = 0 est stable.

2. Side plus x # 0= F'(x) <0 alors, x =0 est asymptotiquement stable .
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3. Si de plus, @ = R" et F(x) — 0o quand ||x|| — oo alors, x = 0 est globalement
asymptotique stable.

2) Stabilité et théorie de Lyapunov dans le cas linéaire
Dans cette partie, nous étudions d’abord les propriétés de stabilité de 'équilibre
o = 0 des systémes homogénes linéaires autonomes :

'(t)=Az(t) ; t>0, v € R™ (2.2)

Remarque 2.1.1. Le systeme (2.2) peut avoir :
1. Un point d’équilibre unique xo = 0 si A est inversible.
2. Une infinité de points d’équilibre si A n’est pas inversible.
Théoréme 2.1.3. [7]. L'origine xy de systéeme (2.2) est asymptotiquement stable si

et seulement si pour toute matrice définie positive () > 0 il existe une matrice définie
positive W > 0 telle que :

Re(WA) < 0 <= ATW + WA = -Q (2.3)

Démonstration :
Condition suffisante :

1 suffit d’observer que F(x) = 2T7Wz est une fonction de Lyapunov pour (2.2) en
xo = 0. En effet, .
F(z) = F'(z)
= (@)TWazx +2TWa'
= 1(ATW + WAz

= —27Qu.

Donc le théoréme de Lyapunov s’applique et montre que xy = 0 est asymptotique-
ment stable .

Condition nécessaire :

Supposons que toutes les valeurs propres de la matrice A\I — A vérifient Re(\;) < 0,
et considérons la matrice W définie par :

W:/ eATSQeASdS.
0
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Cette intégrale est bien définie. La matrice W est clairement symétrique. En rem-
plagant I’équation de W dans (2.3), on obtient :

AW+ WA = / [ATeA Qe + e 2 Qe Alds
0

o ATs As
_ / d(e” *Qe™)
0 ds

— esATQesA |(c)>o

- -Q
Il reste maintenant de montrer qu’elle est définie positive. Supposons le contraire, il
existe donc un vecteur = # 0 tel que 27 Wz = 0. Comme la matrice e4* est inversible
pour tout ¢ > 0, il vient que :

Wz = 0:/ a:TeATSQeAsxds:O
0

= eMr=0Vs>0=2z=0.

Cette contradiction montre que W est définie positive et qu’elle est bien une solu-
tion de | équation (2.3), appelée I’équation matricielle de Lyapunov.

Remarque 2.1.2. Pour construire une fonction de Lyapunov pour le systéme, il faut
passer par les étapes suivantes :

1. Choisir une matrice définie positive Q) (par exemple Q = I,)

2. Résoudre | équation de Lyapunov. Si on choisit Q) symétrique alors, W sera sy-
métrique aussi.

3. Vérifier que W est définie positive.

Exemple 2.1.4. Soient les matrices :

-1 3 10 w; Wa
0 -2 01 W3 Wy
on doit résoudre :
—2wy 3wy — we — 2wy -1 0

3UJ1 — 3w3 31112 + 3w3 — 4104 0 —1
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d’ot la solution :
0,5 0,5
W =
0,5 1

Corollaire 2.1.5. L’origine est exponentiellement stable si et seulement si toutes les
valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles négatives .

sup{ReX : A € o(I,A)} <O.

si et seulement s’il existe une matrice W > 0 et () > 0 telle que :

AW+ WA= —Q.

2.2 Stabilisation exponentielle

Dans ce paragraphe, on va introduire les systémes linéaires pour étudier la stabili-
sation exponentielle |7, 13].
Considérons le systéme :

2 (t)=Az(t)+ Bu(t) : t>0x e HueclUCH
(2.4)
z(0) =z € H.

ou A et B sont des opérateurs linéaires bornés dans un espace de Hilbert H. L’opérateur
A: D(A) — H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(¢)}:>0 et

B : U — H un opérateur linéaire appelé opérateur de controle, U étant ’espace des
commandes (espace de Hilbert) avec u une fonction intégrable au sens de Bochner.

Remarque 2.2.1. On a deuz classes de systéemes :

1. Lorsque l'opérateur B est borné (cas de controle distribué),

2. Lorsque B est non borné ce qui correspond a un contrdle local.

Définition 2.2.1. [2]. On appelle semi-groupe linéaire d’opérateurs bornés toute fonc-
tion : St € Rt — S(t) € L(H) telle que :

(1) S(0)=I;

(17) S(t+s)=S(t)S(s).

L’évolution d’un systéme & partir de zo (état du systéme en 0) a z(t)(état du
systéme a l'instant t) est gouvernée par 'opérateur linéaire S(¢) de telle facon que :
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Définition 2.2.2. [2]. Le semi-groupe S(t) est dit fortement continu si la fonction
Ot — S(t)z est continue sur [0,4o00] pour tout x € H.

Selon une terminologie généralement admise, un semi-groupe fortement continue
est dit Cj semi-groupe.

Définition 2.2.3. (générateur infinitésimal d’un semi-groupe)[2]. Soit S(t) un semi-
groupe fortement continu. On appelle générateur infinitésimal de S(t) lopérateur A
défine par :

M,xeD(A)

Az = lim
t—0t+

ou :

t—0t

D(A) = {m € H: lim w e:m'ste} :

Théoréme 2.2.4. (Théoreme de Hille-Yosida)[9]. Une condition néccessaire et suffi-
sante pour qu’un opérateur linéaire fermé A a domaine dense dans H soit le générateur

infinitésimal d’un Cy semi-groupe est qu’il existe N > 0 et un réel p tels que pour tout
A:Red>pu,Ae€o(A), ona:

,n € N,

‘R,\(A)n < Rex— )"

ot Ry(A) = (M — A)™! est la résolvante de A. De plus on a :

IS < Me™, t>0, M>0.

Définition 2.2.5. (Solution généralisée)[3]. x est dite solution généralisée (faible) du
probleme (2.4) ssi :

d

S a(t), %) = (Ax(t), ") + (F(2),27)

pour tout x* € D(A).

Théoréme 2.2.6. [/1]. Si u est B-intégrable (intégrable au sens de Bochner) xo € ‘H
alors, il existe une et une seule solution généralisée du probléme (2.4) donnée par :

z(t) = S(t)xg —I—/O S(t — 7)Bu(T)dr.

Définition 2.2.7. [0]. Considérons le systéeme (2.4) avec le controle u(t) = Dx(t), (A,
B et D sont des opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Hilbert) si le systéme
homogéne correspondant

©'(t) = (A4 BD)x(t) = Fz(t), t>0, (2.5)

avec x(0) = zy, tel que le semi-groupe engendré par F' = A+ BD noté {Sg(t),t > 0}.
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Définition 2.2.8. (Solution avec Feedback)[0, 10]. Soit D un opérateur linéaire continu
de H dans H. On considere le controle u(t) = Dx(t) en boucle fermée linéaire. Si BD €
L(H) alors, opérateur F génére un semi-groupe fortement continu {Sp(t),t > 0} et
qui est solution de I’équation intégrale :

Sp(t)r = S(t)x + /t S(t — 7)BDSp(T)zdr.

Définition 2.2.9. [/1]. On dit que le systéme (2.4) est complétement stabilisable si :

Yu>0, 3Ny >0 et D:H —H

tel que :
le™ || < Nye ™!
ou encore :
le"zo]| < Nie™|zo]l.
en plus, ||efxzo|| = x(t) est solution de systéeme (2.5) et pour tout u > 0 il existe

u(t) = Dx(t) tel que le systéme (2.5) soit exponentiellement stable.

Proposition 2.2.10. Si le systéme (2.4) est complétement stabilisable alors il est sta-
bilisable. La réciproque est fausse.

Soit le spectre de l'opérateur A : 0(A) = o(I,A) C C~ ={X € C: ReX < 0} alors, le
systeme (2.4) est exponentiellement stable avec B = 0 i.e. pas de commande (u = 0).
Le systéeme (2.4) est stabilisable : ||z(t)|| = ||e*xo|| < Me | x|, Yoo € H et on a :

o(F)=0(l,F)=0(l,A) =0(A).

Exemple 2.2.11. Considérons le systéeme (2.5) avec :

A=

— = O

11
0 3 |:B=
0 -3

—_ O =
O = O

Calculons les valeurs propres de la matrice A\ — A :
detN —A) =X +3\2 20 -6=0< (A+3)(\*—2) =0

dot : A= -3, =12
alors, le systeme (2.2) est instable (Col instable).

La question qui se pose maintenant : Existe-il une matrice D telle que : FF' = A+BD
et le systéme (2.5) soit stable ¢ La réponse est affirmative si on prend la matrice :

-1 0 -1
D:(—l ~1 —2)
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ainst, la matrice F' serait donnée par :

01 1 L0\ /1 o 4
F=A+BD = |10 3 |+]|01 (_1 = _2)
10 -3 10

01 1 -1 0 -1
= (10 3 |+|-1 -1 -2
10 -3 -1 0 -1

-1 1 0
= o -1 1
0 0 —4

On déduit donc que le systéme (2.5) est stabilisable et on wvoit bien que le spectre
o(I,F) <0.

2.3 Approche de décomposition spectrale

Le probléme de stabilisation du couple (A, B) est de trouver, si possible, un opé-
rateur linéaire borné D : H — U tel que le semi-groupe fortement continu Sg(t),
t > 0 en H, engendré par F' = A+ BD avec un controle u(t) = Dx(t), C' > 0 et
D(A) = D(F) C H, satisfait :

ISF(t)aoll < Ce™||lzoll, 6>0, =0

Notons :
— L(H) lespace des opérateurs linéaires bornés sur I’espace de Hilbert H,
— p(A) = p(I, A) I'ensemble résolvant et o(A) = o(I, A) le spectre de A,
— 0,(A), 0.(A) et 0,(A) étant respectivement, son spectre résiduel , continu et
ponctuel.
Pour un générateur infinitésimal F', on a :

_ o I [SE(@)|]
Wo —(JJo<F) —11_{%*

<0

et pour tout w > wy, il existe une constante M, telle que :
1Se(t)]| < Me*',t > 0.
L’inégalité de base est la suivante :

sup Reo (F') < wp. (2.6)
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De (2.6) et de la définition de wy, il s’ensuit que :

|SF(t)]| < Nee?,t >0, implique sup(Reo(F)) < —e, €> 0.

Soit le spectre de F' qui est dans le cas analytique contenu dans un secteur fermé & tel
que :

T
& ={Nilargh—a)| <po, a€R Z<p<r |

et
M = F) ™ < My(1+|A\)™" pour X € G.

Le semi groupe Sg(t) est donnée par une formule explicite

Sr(t) = —— / MO — F)ldha 2.7)

©2mi
ott I' est composé des deux rayons a + be et a + be™™ tel que : 0 < b < p.

1. Décomposition de ’espace H

Soit § > 0 fixé & 'avance, considérons les parties 0,(A) et 05(A) du spectre o(A) de
I'opérateur A contenus, respectivement, dans le demi plan fermé : {\ € C: ReX > —¢}
et le demi plan ouvert : {A € C: Re\ < —4}, soit :

ou(A) = o(A) N {\: Re\ >= —0}
et
0s(A) = a(A) N{A: ReX < —6}.

Les indices u et s signifient respectivement instable et stable pour des raisons qui
apparaitront plus tard. Ensuite :

o(A) =0,(A)Uos(A), o.(A) =0.
2. Hypothése de décomposition du spectre

Supposons que ’ensemble o, (A) est borné et est séparé de I’ensemble o,(A) de telle
sorte qu’une simple courbe rectifiable fermée (ou plus généralement, un nombre fini de
telles courbes dessinées de maniére & enfermer un ensemble ouvert contenant o,(A) en
son intérieur et o5(A) dans son extérieur). Alors, le théoréme de décomposition suivant
est vrai [14].
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Théoréme 2.3.1.

~ L’opérateur A peut étre décomposé selon la décomposition : H = H, + Hs de
l’espace, c’est a dire :
PD(A) C D(A); AHs C Hs, AH, C Hy (invariance de Hg et H, sous A) ou P
est la projection sur H, = PH le long de Hs = (I — P)H.

— 0(As) = 05(A) et 0(Ay) = 0u(A) ou : A et A, sont, respectivement, les restric-
tions de A on Hg et H,. i.e. Ag= Ay, Au=Aln,-

- A, est un opérateur borné sur H, C H.

— P et (I — P) commutent avec A, soit : PA C AP et (I — P)AC A(I — P).

— Par conséquent, le semi-groupe {S(t),t > 0} engendré par A, commute aussi avec
Pet(l—P).

3. Projection et décomposition de systéme

Depuis Px = z, et (I — P)x = zg, il s’ensuit que Pz’ = 2! et (I — P)2’ = x
puisque P € H. Appliquant P et (I — P) aux deux cotés du systéme (77)

2, = Ay, + PBu , x,0)= Pxy€ D(A,) =H, (2.8)

r.=Axs+ (I — P)Bu , x40)=(I—P)xg€ D(As) = Hs. (2.9)

Les systémes (2.8)et (2.9) seront appelées, dans la suite, projection de (2.4) sur H,
et H,, respectivement, selon H, et H,,.
Le systéme (2.4) peut alors s’écrire :

z,(t) A, O x,(t) PB
= + u(t).
() 0 As) \=(t) (I -P)B

Désignant également par S,(t) et Sg(t), les restrictions sur H, et Hs respectivement
du semi groupe {S(t) };>¢ fortement continu engendré par A sur H. i.e.

Ss(t) = 5(t)

Hso Su(t) = S(t) |Hu :

Théoréme 2.3.2. (suite du théoreme) S,(t) et Ss(t) sont des semi-groupes fortement
continus sur H, et Hy qui sont respectivement engendrés par : A, et A,.

En fait, puisque S, est borné sur H,,, S,(t) est le groupe analytique uniformément

continu, soit :
o0

Antn
Su(t):eA“t:Z Y —oo<t<oo.

n!
n=0
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Le comportement de systéme (2.4) sur H peut alors étre analysé en étudiant sépa-
rément le comportement de (2.8)et (2.9) sur H,, et H.
Alternativement, on pourrait appliquer P et (I — P) a la solution de systéme (2.4) .

t
x(t, o, u) = S(t)xg +/ S(t — s)Bu(s)ds (2.10)
0
Pour obtenir les solutions de (2.8)et (2.9), soit :

t
T (t, Tou, u) = Syu(t) oy —I—/ S(t — s)PBu(s)ds, (2.11)
0
et

t
zs(t, xos, u) = Ss(t)xos +/ Ss(t — s)(I — P)Bu(s)ds. (2.12)

0

Dans la décomposition ci-dessus, on avait :

sup Reo(As) = sup Reos(A) < —4.

donc, si A, satisfait I’hypothése de croissance déterminée par le spectre sur H,, on
aurait :

HSS (t) | < K5—66_(§_6)t

S Me—wt’

avec : w = (0 —€) >0et t>0.
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APPLICATIONS

3.1 Approche Salamon et Curtain

Dans les travaux de Rabah [11, 12] 16] et Ionescu (1986-1987) des conditions néces-
saires et suffisantes ont été developpées sur la stabilisation faible et forte dans le cas ou
A est borné et la stabilisation faible et forte dans le cas ou A est générateur infinité-
simal d'un Cy-semi-groupe avec B borné. En utilisant la décomposition de I'espace en
partie controlable et partie non-controlable. On généralisera ici ces résultats pour un
systéme dans la classe de Salamon et Curtain || pour B non borné a domaine dense.

Dy = D(B) C Hy — H,

Définition 3.1.1. Le systéme (2.4) est dit fortement stabilisable s’il existe un opérateur
F linéaire et borné tel que : Vo € H : Sp(t)r — 0 (pour la topologie forte) quand
t — oo.

Définition 3.1.2. Le systéme (2.4) est dit faiblement stabilisable s’il existe un opéra-
teur F' linéaire et borné tel que :

VeeH, Sp(t)r — 0 quandt— oo,
Ve,ye H: (Sp(t)r,y) — 0 quand t — oc.

Remarque 3.1.1. En dimension finie, ces notions de stabilisation sont équivalentes.

3.2 Stabilisation faible et forte

Proposition 3.2.1. Si le systéeme (2.4) est exponentiellement stabilisable par F €
L(H), alors :
(1) zl,(t) = PAx,(t) + PBu(t) est exponentiellement stabilisable.
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(17) x/(t) = Asxs(t) est exponentiellement stable, u = 0.

Démonstration.

Le systéme (2.4) est exponentiellement stabilisable par D € L(H,H). S(t) 'unique
solution de :

Sp(t) = S(t)x + /t S(t — 7)BDSp(T)zdr.

vérifie :
1Sk (t)aol| < Me™"||zol|.

On considére : F, = F |3y, -
Montrons que : Sp(t)z, = Sg, (t)2y.

L’invariance de H, par S(¢) implique que S, (t) = S(t) |3, est un Cp-semi-groupe
sur H, ; Donc, pour z, € H,, on a :

t
Sr(t) = Su(t)ra+ / Su(t — 7)PBDySp, (F)zudr
0

t
= Su(t)z, +/ Su(t — 7)PBD, Sk, (T)z,dT.
0
SE,(t) étant un Cy- semi-groupe sur H,, on a :
t
Sk, (t)x1 = S(t)x, +/ S(t —T)PBDSE,(7)dr.
0

comme : F,z, = Fzr,etVueU, B, € H,, D=D,+ D, avec :

Dys=D

Hs? DU = D |Hu N
t
SFl (t)xl = S(t)ﬂfl + / S(t — T)BFSFl(T)xldT
0
= Sp(t)ﬂﬁl,
par unicité du semi-groupe; D’ou :

1Sk, () (t)]] < Nie™||24(0)|]5,

Proposition 3.2.2. Si le systéme (2.4) est tel que PA(I — P) est un opérateur borné
alors,

1. 2l,(t) = PAx,(t)+PBu(t) est exponentiellement stabilisable sur H,, par F,, € H,,.
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2. 2l (t) = Axs(t) est exponentiellement stable sur H et donc le systéme (2.4) est
exponentiellement stabilisable.

Démonstration.

La décomposition canonique du systéme (2.4) donne :

zl,(t) = PAx,(t) + PAx(t) + PB,Dx,(t)
(3.1)
z. = (I — P)Ax,

on peut formaliser cette décomposition par les expressions de A et B suivantes :

Ay, A, B,
A= . B= B, =0
0 A, 0

Si on suppose que : z} (t) = PAx, + PB, est exponentiellement stabilisable sur #;
par F, € L(H,,U), ceci implique que le semi-groupe Sg, (t) avec F,, = A,, + B, D, qui
est la solution unique de I’équation :

t
Seu ()0 = 5, O+ [ S, (6= 7)BuDuSr (P (3.2)
0
est tel que 'opérateur :
SFu (t) — 0
exponenentiellement sur H, si t — oo et Sa, (t) = S(t) |3,, Hu étant invariant par

S(t).

Considérons alors : F' = (F,,0); Autrement dit, F est défini sur ‘H par Fx = F,x,,
ot x, = Pz. On a alors :

Tu(t) = Sr, (t)zu(0) t
+ / Sg,(t — T)Au,xs(T)dT. (3.3)
xs(t) = Sa,(t)z(0) 0

L’hypotheése (i) du proposition 3.2.1 et le théoréme 2.2.4 donnent :

1Sk, (#)zu(0)]] < Me™ ||z, (0)]

Par ailleurs,
Sa,(t)zs(0) = (I = P)S(t)(I — P)x(0)
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En effet,
A — Jig 2T

t—0t t

siz € HsND(A), Axs = A(I — P)x alors,

A(I - P)z = Tim S(t)(I — P)x — (I—P):L‘.

t—0+ t

ce qui donne :

(I — PYA(I - P)e = lim (I=P)SH)(I = Pz = (I - P)x

t—0+ t

d’ou :

Par unicité du semi-groupe, il vient que : S4 (t) = (I — P)S(t)(I — P); Par consé-
quent,
lzs(@)[} < 11 = P)SE)(I = P)|l[|(0)]
< |[|(I = P)S*(t)(I = P)|[[|z2(0)]
avec : S*(t) = Sa,(t) = S(t) | Hs.

Mais, (I — P)S*(t)(I — P) est le semi-groupe dont le générateur infinitésimal est A
restreint & H,. Et par suite, d’aprés I'hypothése (ii) de la proposition 3.2.1 :

lzs ()] < Nae™ |2, (0)]

Comme : .

£u(t) = S, (£)2,(0) + / Sp(t — 7) Auyiza(r)d(r),

on obtient pour z,(t) la majoration :
t
[zu ()] < Ne7"||z,(0)]] +NN16_“t||Au2||||xS(0)||/ o) g
0

donc finalement,
lz@)] < Me™*||zoll, M,a > 0.

Proposition 3.2.3. Une condition nécessaire pour la stabilisation forte (resp. faible)
du systeme (2.4) est donnée par les deuzx conditions suivantes :
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(1) i,(t) = PAz, + PBu  noté (A, By,) est fortement (resp. faiblement) stabi-
lisable.
(17) x/(t) = Az est fortement (resp. faiblement) stable.

s

Démonstration.

Soit D € L(H,H) stablisant le systéeme (2.4); Alors a 'aide de la décomposition
canonique généralisée on a :

D = (D,, Dy) avec : D, = D |3,

Bu Au1 + BuDu Auz + BuDs
B = ;i A+ BD =
0 0 A,
donc,
2, () = (Auy + BuDy)xy(t) + (Au, + BuDs)zs(1)
(3.4)
zl(t) = Agzy(t).
1. Pour 2y = (2,(0),0), on a
zu(t) = Sp, (t)z(0)
(3.5)

donc, z(t) = Sg,(t)z,(0) — 0 fortement (resp. faiblement) d’ou le systéme
(Au,, By) est fortement (resp. faiblement) stabilisable.

2, (1)
2. Lasolution : z(t) = — 0 fortement (resp. faiblement) donc z4(t) — 0

ws(t)
fortement (resp. faiblement) c’est a dire :

25(t) = Sa,()2:(0) = (I = P)S()(I = P)zs(0) — 0

fortement (resp. faiblement).

zs(t) — 0, t — oo fortement.

(I = P)S(t)(I = P)as(0)]| = [[(I = P)S*(t)(I — P)x3
avec : S*(t) = Sa, (t) = S(t) | Hs-

et, (I — P)S*(t)({ — P)zs(0) est un Cy semi-groupe dont le générateur infinitésimal
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est 1 Ay = A |, d’ou : 2, = A%z, est fortement stable sur H

zs(t) — 0 quand ¢ — oo faiblement pour x € H,

(I —P)St)I— P)z,y) — 0,YVy € Ho.
Ce qui implique que : (x, (I — P)S*(t)(I — P)y) — 0, d’ou :

x!, = Az est faiblement stable sur H;.

Proposition 3.2.4. Si le systeme (2.4) est tel que A,, est borné alors,
(i) x}, = PAx,+ PB, (noté (Ay,, B,)) est fortement (resp. faiblement) stabilisable.

(i1) i = Aszs exponentiellement stable implique que (2.4) est fortement (resp.

faiblement) stabilisable.

Démonstration.

Supposons que le systéme (A,,, B,) est fortement stabilisable par F,, € L(x,,U).
Considérons alors :

F = (F,,0) pour 2y = (2,(0), z5(0), on a :

t

ru(t) = Sk,, (t)2.(0) + /0 Sk, (t = 7) Ay, (T)dT

xs(t) = Sa,(t)zs(0).
Ainsi, 'hypothése (i7) donne :
lzs(t)]| < Ne ®||z5(0)]|] (> 0etN > 0)

par (i), on a Sp, (t)7,(0) — 0 quand t — oo (fortement) reste a évaluer le terme :

t
/ San4+8.0, (t — 7)Ao (7)dT
0

Soit T € [0, t],
T
Sk, (t = 7) Ay (T)dT

t

Sp,, (t = 7)Ay,ws(T)dT.

t
/Spu1(t—T)Aulx8(T)dT =
0

+

J
J

T
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D’ou :
t
/ Sk, (t = T)Ay,ws(T) = Sp, ( fo Sp, (T — 1) A, x4(7)dT
0
+ / Sp (t — 7) Auyia(r)
Posons :
T
N / Spo (T — 7) Aua(r)dr
0
comme :

Sk, (t)xr — 0 fortement Vz € H,,

alors, pour t assez grand, ¢t > T} on a :

g
|SE,, (t = T)xr| < 3

D’autre part, on considére :

Y

T
/ S (T — 1) Aua(7)dr |
0

/ Sp (T — 1) Ay (r)dr]|| < / o (7) |7
T

car

/ Sk, (T — 1) A, x4(7)dT §/ ||zs(7)||dT
T T

HSFM (T - T)wa(T)dTH < My,

puisque : Sg, (t)r — 0, si t — o0

d’ou :

/ Sp, (T — 1) Ay, xs(T)dT
T

< MN / 4(0) |7
T

= M

Ol

ou a > 0. Pour T tel que T > T, i.e., T suffisamment grand on a :

<

l\DIm

/ Sp, (T — 1) Ay, 4(T)dT
T
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D’ou pour ¢t > max{T}, 1>}

‘/ SFul(T—T>Au2JZS<T)dT
0

par conséquent, z(t) — 0 avec : t — oc.

< €.

L’approche est similaire si on suppose que (A,,, By,) est faiblement stabilisable.



Conclusion et Perspectives

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur la stabilisation des systémes linéaires
dans des espaces de Hilbert.

Les conditions de stabilisation liées & la décomposition spectrale (sous-espace contrd-
lable, sous-espace non controlable) [16] sont dégagées.

Les extensions de la notion de compacité aux ensembles non bornés permettent
d’aboutir a la décomposition spectrale comme condition nécessaire. Il s’agit de la com-
pacité d’une partie B dans le sens ou Re(A) < 0 et Re(A+ BD) <0 .

Enfin, une conditions nécessaire de stabilisation liée & I’équation de Lyapunov avec
B non borné.

Comme perspectives on cherche a étendre les conditions de stabilisation liées a
I’équation de Riccati avec B non borné.
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