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Introduction

Les équations différentielles constituent un outil fondamental dans la modélisation de
nombreux phénomenes issus des sciences physiques, biologiques et de I'ingénierie.
Une équation différentielle est une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées.
Son ordre est déterminé par la dérivée d’ordre le plus élevé apparaissant dans I’équation.
Parmi les problemes les plus étudiés dans ce domaine, on trouve les problemes de Cauchy
ainsi que les problemes aux limites, qui jouent un role important dans I’étude des phénomenes
d’évolution (voir [15]).

Le calcul fractionnaire, qui généralise les dérivées et les intégrales d’ordre entier a des
ordres non entiers, représente aujourd’hui un domaine de recherche tres actif. Les équations
différentielles fractionnaires offrent une meilleure description de plusieurs phénomenes a
mémoire et a hérédité rencontrés en physique, chimie, viscoélasticité et théorie du controle.

Par ailleurs, les équations différentielles impulsives ont connu un développement
considérable depuis les travaux de Millman et Myshykis dans les années 1960. Par la suite,
plusieurs chercheurs tels que Halanay, Wexler, D. Bainov et L. Byszewski ont contribué a
I’enrichissement de cette théorie en obtenant de nombreux résultats concernant 1’existence,
'unicité et la stabilité des solutions (voir [17, 4, [14]).

Les problemes aux limites impulsifs permettent de modéliser des phénomenes réels
présentant des changements brusques et instantanés a certains instants déterminés. Ces
problémes interviennent dans plusieurs domaines tels que les systemes mécaniques avec
impacts, les systémes biologiques, la dynamique des populations, les battements du coeur, la
circulation sanguine, le controle optimal ainsi que certains modeles financiers (voir [5]).

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a I’étude de 'existence et de I'unicité des solutions
de certains problémes aux limites impulsifs d’ordre entier et fractionnaire. Pour établir les
résultats principaux, nous utiliserons des outils d’analyse fonctionnelle, notamment le
théoreme du point fixe de Banach ainsi que le théoreme du point fixe de Leray-Schauder.

Dans ce mémoire, nous étudions I'existence et I'unicité des solutions pour deux types de
probleme :

e Un probleme aux limites avec impulsions du second ordre (voir [p]).
e Un probleme aux limites fractionnaire avec impulsions (voir [21]).

Ce travail est structuré en quatre chapitres :



Le premier chapitre est consacré a 'introduction des concepts de base et des outils
nécessaires a la compréhension de ce mémoire.

Dans le deuxieme chapitre, nous déterminons la forme des solutions de trois types de
problemes impulsifs.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a l’existence et l'unicité de solution d’un
probléeme aux limite avec impulsions suivant :

(P02 (0) + a(0)x(t) = Ft.a(t),'(0)), 144 t€[0,1],
Ax(ty) = 2(t]) — o(ty) = I(2(te), @' (t)),  k=1,2,....m

A/ (t) = ' (8)) — @' (tg) = Je(2(te), @' (t)), k=1,2,....m,
2(0) = (1) = 0.

Ou :
— x € R est la variable d’état, et F: R, x R? — R est une fonction continue par morceaux.
— I, et J,, sont des fonctions représentant les discontinuités de saut de x et ' aux instants
tr € (O, 1)
En utilisant, le théoreme du point fixe de Banach et le théoréeme du point fixe de
Leray-Schauder .

Dans le quatrieme chapitre, nous examinons ’existence et 1'unicité de solution du probleme
aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Caputo avec
impulsions suivant :

DI x ( 2/ ) 1<q<2, t+#t,
Al’(tk —]k( ) ., n,

Az (t) = <>), kzl, .,

arz(0 )+61:c/( ) =0,

asx(1) + foa’(1) = 0.

Ou :
— °Dj, est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, avec 1 < ¢ < 2.
— w est une fonction continue définie sur J a valeur dans R, .
— La fonction f:J X R x R — R est un fonction continue .
— Les fonctions I, J; : R x R — R sont des fonctions continues pour k =1,...,n.

— a1, Qa, B1, B2 sont des constantes réelles vérifiant ayan + aqfBs + as 8y # 0.

En appliquant, le théoréme de Banach et le théoreme du point fixe de Leray—Schauder.

A la fin, nous terminerons par une conclusion générale.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Opérateur compact

Définition 1.1.1. [9] Soient (X, || - ||x) et (Y] - |ly) deuz espaces vectoriels normés et
T:X —Y un opérateur linéaire. On dit que T est un opérateur compact si, pour tout
sous-ensemble borné B C X, l’ensemble T'(B) posséde une adhérence compacte dans 'Y .

Proposition 1.1.1. /9] Soit T : X — Y un opérateur linéaire. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. L’opérateur T est compact.
2. L’image par T de la boule unité de X est relativement compacte dans'Y .

3. Pour toute suite bornée (x,)nen de X, il existe une sous-suite (T, )ren telle que la suite
(T'(xn,))ken converge dans 'Y .

Remarque 1.1.1. Si f est de rang fini et continue, alors elle est compact.

Théoréme 1.1.1 (Théoreme d’Ascoli-Arzela [18]). Soit (X, | - ||x) un espace de Banach et J
un ensemble compact d’un espace métrique (J,d). Considérons M C C(J, X) muni de la
norme :

[l == StlelJpr@)Hx, feM.

Alors M est relativement compact dans (C(J, X), || - ||«) s et seulement si :

1. Uniformément borné :
30 > 0 tel que || flleo <9, Vfe M.
2. Equicontinuité :
Ve >0, 3(e) > 0 tel que d(t1,t2) < (e) = ||f(t1)—f(t2)llx <&, Vfe M, Vi1, ty € J.

Sous ces conditions, toute suite (fn)nen C M admet une sous-suite (fn, )ren qui converge
uniformément sur J, c’est-a-dire :

af € C(J, X) tel que klim | fro — flleo = 0.
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1.2 Définitions et notions fondamentaux

Définition 1.2.1 (Continuité). [15] Soient (E, | - ||oo) €t (F, ] - ||oo) deuz espaces normés et
f: E — F une application. On dit que f est continue en xq € E si

Ve >0, 30 > 0 tel que ||z — 0|l <0 = || f(z) — f(20)]|c0 < €.
L’application f est dite continue sur E si elle est continue en tout point ry € E.

Définition 1.2.2 (Application homotopie). [14] Soient X etY deux espaces topologiques et
fyg: X =Y deux applications continues. Une homotopie entre f et g est une application
continue

H:0,1]]xX =Y

telle que H(0,z) = f(x) et H(1,z) = g(x) pour tout x € X.

Définition 1.2.3 (Fonction Carathéodory). [12] Soit J C R un intervalle. Une fonction
f:JxR" — R" est dite de Carathéodory si :

— pour tout x € R", la fonction t — f(t,x) est mesurable
— pour presque tout t € J, la fonction x — f(t,x) est continue ,

— pour tout compact K C R™, il existe une fonction my € L'(J) telle que

1f(t2)| < mi(t),
pour presque tout t € J et tout v € K.

Théoréme 1.2.1 (Equation d’Euler-Lagrange). [10] Soit la fonctionnelle

T = [ e yl@), v/ ()i

avec y(a) = ya, y(b) = yp. Si y € C*([a,b]) réalise un extremum de J, alors y satisfait :

oL d (ory _,
oy dx \oy )
Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange.

Exemple :

On considere la fonctionnelle

avec z(0) = z(1) = 0.
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On a
L(t,r,2') = (2/)* — n°2”.
Alors oL oL
2
% = —27T xZ, % = 223/.

Ainsi, I'équation d’Euler-Lagrange est donnée par

d
—2n’z — %(Qx') =0 = 2"+ 7% =0.
Définition 1.2.4 (Opérateur complétement continu). Soient E et F' deux espaces de Banach
et f: E — F une application. On dit que f est completement continue si elle est continue et
st ['image de tout ensemble borné de E est relativement compacte dans F'.

Définition 1.2.5 (Principe de super position). [11] Soit L : E — F un opérateur linéaire
homogéne. Si (xg)ker C E sont des solutions de l’équation homogeéne :

L(zg) =0, Vkel
alors toute combinaison linéaire finie :

x:Zakxk, ar € R
k

est aussi une solution, c¢’est-a-dire :
L(x) = 0.

Exemple 1.2.0.1. L'opérateur Lz = (p(t)2'(t))" + q(t)x(t) étant linéaire, si x1 et x4 sont
deux solutions de l’équation homogéne Lx = 0, alors toute combinaison linéaire axy + Pxy est
également une solution.

De plus, si x, est une solution particuliére de Lz = f et xj, une solution de Lx = 0, alors

T = xp + T} est solution de Lx = f.

1.3 Le degré topologique

Le degré topologique est un outil fondamental en analyse non linéaire, notamment dans
I'étude des équations différentielles et des problemes aux limites ([9]).

Définition 1.3.1. Soit E un espace de Banach, U C E un ouvert borné et f : U — E une
application continue telle que

f(z) #£0, Vzedl.

Le degré topologique de f par rapport a U et 0, noté deg(f, U, 0), est un entier relatif qui
mesure le "nombre de solutions” de I"équation f(x) =0 dans U.



Proposition 1.3.1. Le degré topologique vérifie les propositions suivantes :

— St f(z) =z, alors
deg(1,U,0) = 1.

— SiU =U,UUy avec UyNUy =0, alors
deg(f,U,0) = deg(f,U,0) + deg(f,Us,0).
— Si H :[0,1] x U — E est une homotopie telle que
H(\z)#0, VzedU, VAe|0,1],

alors

deg(H(0,-),U,0) = deg(H(1,-),U,0).

S
deg(f,U,0) #0,

alors il existe x € U tel que

f(x)=0.

1.4 Théoréemes de point fixe

Dans cette section, nous introduisons les théorémes du point fixe pour établir ’existence et
b
I'unicité des solutions du probléme aux limite avec impulsions.

Définition 1.4.1. Soit (X,d) un espace de Banach et T : X — X une application. On dit que
x € X est un point five de T s’il vérifie

T(x) = z.
On appelle ensemble des points fixes de T [’ensemble
Fix(T) ={z € X | T(x) = x}.
Remarque 1.4.1. Tout espace de Banach est un espace métrique complet.

Définition 1.4.2 (Contractante). Soit E un espace de Banach et T : E — E une
application. On dit que T est une contraction (au sens de Banach) s’il existe une constante
k€ [0,1) telle que

1T(z) =TW)lle < kllz—yle, Vayek.

Théoréme 1.4.1 (Contraction de Banach). [3] Soit X un espace de Banach et soit
T : X — X une contraction, Alors T admet un unique point fize .



Preuve. On va montrer 'existence :
Soit zg € E un point quelconque. On définit la suite (z,,) par :

r, =T(x,—1), VYn>1.

La suite (z,) est bien définie dans F.
Puisque T est une contraction, alors

||xn+1 - anE = HT(xn) - T(‘rn—l)HE
S k ||xn - xn71|lE
< k(k[@n1 = 20alp)

S k2 ||xn—1 — xn—2HE

A\

S k’n ||£L’1 — ZL‘()HE

Pour n > p > 0 I'inégalité triangulaire donne

|70 — 2plle = [[(Tn — Tn1) + (Tno1 — Tpz) + -+ + (Tp1 — IP)HE
n—1
< Nan = Zncalls + |Tnet — Tncalle + - + |2p1 — 2plle = D 2ia — zille
i=p
n—1 )
< Z E'|lx1 — xoll g
i=p

= [|z1 — 2ol & (k’p +EPT 4 kn—l)

= |1 — 20| & K" (1+k:+/<;2+...+kn—p—1>

kP
1—k

< |z1 — zol| &

Comme k € [0,1], on a k” — 0 quand p — +o0, donc
|z, — xp||le — 0.

Ainsi, (x,,) est une suite de Cauchy dans F.
De plus, puisque E est un espace de Banach, alors il existe u € E tel que

T, — .
et

T (z,) —T(z)||lg < kllzp, —z||p =0 quand n — oc.



Donc :
Or T(x,) = Tpy1 et xy1 — x, donc

Ainsi, x est un point fixe de T
Pour unicité, supposons qu’il existe v € E un autre point fixe de T tel que v # u. Alors

|lu—wv||g > 0.
Puisque u et v sont des points fixes, alors
lu—v|lg = [IT(u) = T(v)|e
< klu—v|g.

Donc
(I =Fk)[[u—2v|e<0.

De plus, k € [0, 1] ce qui donne 1 — k > 0, donc
|lu—v||g = 0.

Alors

u="v.

Théoréme 1.4.2 (Leray-Schauder). [14] Soit E' un espace de Banach, U C E un ouvert
borné contenant 0, et soit F': U — E un opérateur complétement continu.
On considére I’homotopie

H(\z)=MF(z), Ae[0,1], z €.
Si H(\ x) # x, Ve € 0U, YA € ]0,1], alors F' admet au moins un point fixre dans U.

Preuve. On considere ’homotopie

H(\z)=xz—AF(x), (\z)e€][0,1] xU.

Par hypothese
H(\z)#0, YxedU, VAe|0,1].

Ainsi, pour tout A € [0, 1], le degré topologique
deg(I — \F,U,0),

est bien défini.
Par invariance du degré par homotopie, on obtient

deg(I — F,U,0) = deg(I,U,0).



On sait que
deg(I,U,0) = 1.

Donc
deg(I — F,U,0) # 0.

Par propriété du degré topologique, il existe x € U tel que
(I = F)(z) =0,
c’est-a-dire
F(z) ==.
Ainsi, F' admet au moins un point fixe dans U.

Théoréme 1.4.3 (L’Alternative Non Linéaire de Leray—Schauder). [20] Soit E un espace de
Banach et soit U C E un ensemble conveze tel que 0 € U. Soit F : U — U un opérateur
complétement continu. Alors

1. F posséde un point fize ,
ou bien

2. l'ensemble
V={xeU:z=MF(x), 0<A<1}

est non borné.

Preuve.Supposons que I'’ensemble E est bonrné définie par
E:{xEU; r=MN(z), A € (0,1)}
Alors il existe un réel p > 0 tel que
||| < p, Vo € L.

Considérons la sphere
Sp={z € E; |z| =p}.

Montrons qu’aucun point de S, ne peut vérifier
x = \T(z), Ae (0,1).

D’un c6té, par I'absurde supposons qu'il existe y € S, et A € (0,1), tels que y = \T'(y).
Alors

lyll < p.
D’autre coté, puisque y € S, alors

lyll = p.
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Ainsi
p=llyll <p,

ce qui est absurde.
Donc aucun point de S, ne vérifie

x = \T(z), A€ (0,1).

Par conséquent, du théoreme de Leray—Schauder L’alternative est impossible, et 'opérateur T’
admet un point fixe dans U.

1.5 Calcul fractionnaire

Dans cette section, on rappelle des outils de base et des résultats préliminaires essentiels
pour étudier 'existence et l'unicité du probleme aux limite d’ordre fractionnaire (voir [19]).

1.5.1 Fonction Gamma

Définition 1.5.1. La fonction Gamma est définie pour R(z) > 0 par
“+o0o
['(z) = / e~ =t dt,
0

et elle est bien définie sur ce domaine de convergence pour tout z € C.

Proposition 1.5.1. La fonction Gamma vérifie les propriétés suivantes :
1) T(z+1) = 2T(2), pour R(z) > 0.
2) I'(1) =1.
3) Pour tout entier natureln > 1, I'(n) = (n — 1)L

Preuve. On va démontrer les trois propositions précédentes

1) Montrons que I'(z + 1) = 2 I'(z), pour R(z) > 0.
Par définition

+oo
T(z) = /0 e ldt, R(z) > 0.

Donc .
D(z+1) :/ e~ dt.
0

Par intégration par parties on obtient

—+o00

+o0o
['(z+1) = [ —tPe! + Z/O e =l dt.

0
ce qui implique
+oo
Nz+1) = z/ e t*tdt,
0
Ainsi
['(z+1)=zI(z). (1.3)



2) On utilise la définition de la fonction Gamma, si z = 1, on obtient

+o0 +o00
(1) = / e itV dt = / e tdt.
0 0

Calculons l'intégral, on trouve
+oo
/ e tdt = { —e!
0

T(1) = 1.

+oo
=1.

0

Ainsi

3) En utilisant (1.3), on obtient pour n € N* :

2 =2.1=2,
I'(4)=3-T(3)=3-21 =3,

Fn+1)=nl(n)=n(n—-1) =nl

Par conséquent

['(n)=(n—1)L

1.5.2 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.5.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et a € C tel que R(a) > 0. On
appelle intégrale fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’ordre o de f, notée I2 f,
[’expression suivante :

I f(x) = P(la) [0, v>a

Ou I désigne la fonction Gamma. Dans le cas a = 0, on note simplement [ f.
Définition 1.5.3. Soit f € C™([a,b]) et a € C tel que n — 1 < R(a) < n. Alors

dn
]’CV

dxn ¢

() = 157" f(x).

Propriétés 1.5.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et a, f > 0. L’intégrale
fractionnaire de Riemann—Liouville vérifie les propriétés suivantes :

— 7=
IR = I
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1.5.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.5.4. Soit a € C tel que R(a) €jn — 1,n| avec n € N* et f € C™([a,b]). On
appelle dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o de f, notée DS f, la fonction
définie par

D2 f(x) = 127 (f (@),

b
I'(n—a)

c’est-a-dire

“D2 f(x) = [ =t d e
oun = [R(a)] + 1.

Lemme 1.5.1. Soient Re(a) € (n —1,n), n € N* et f € C"([a,b]). Alors

n=1 ¢(k)(,
(oD f) (@) = fla) — ST WD gy,

= k!

n = [Re(a)] + 1.

Preuve.Par définition de la dérivée fractionnaire de Caputo, on a
Dy f(x) = 17 (f" (),
En appliquant I'intégrale fractionnaire, on trouve
15502 f () = 12127 (£) ().
D’apres la propriété 1.5.1, on obtient
12°D8 () = 121, (£ (@),
_ F(ln) [ = o ) e

Par intégration par partie, on a

1 * n—1 g(n _ L T n—1 p(n—1 ‘
Fy L @ =0 O de = s @ )
+T;(_n)1 [ =2 ey ar
_ (x —a)"! (1) (g) + * Lo . n—2 ¢(n—1)
R ARLORE v MR A OL
Par intégrations successives, on obtient :
a cpa _ 1 n—1 p(n—1 1 n—2 p(n—2
(L+ “Dgs )(x)——m(x—a) ! )(a)_f‘(n—l)<x_a) /! )(a)
1 1 =
— = @(ﬂf a)f'(a) + Q) /. fi(t) dt
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Puisque
| = s@ - s
Alors
(12 D5 0) = 1) - o)~ 3 5

On déduit finalement

n=1 (k) (g
(1290 ) (€)= 1) = & Lo ot

Propriétés 1.5.2. Soient f et g deuz fonctions telles que les dérivées fractionnaires de
Caputo d’ordre a existent. Alors, pour tous \,u € C, on a

Dy (A f +pg)(x) = ADyf(z) + pDyg(x).

1.5.4 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de
Caputo

Lemme 1.5.2. Soit o € C vérifiant n — 1 < R(a) < n, avec n € N*, et soit f € C"([a,b]).
Alors

("D I3 f) (@) = [f(x).
Preuve.Par définition de la dérivée fractionnaire de Caputo, on a
D2 (12f) () = 17 (j”nfs <x>) |
x
D’apres la définition 1.5.3 on a,

dn
IO{

dxn ¢

() = 157" f(x).

Donc
Dy (I8 f) (@) = 177127 f ().

En utilisant la propriété I°I7 = I#*7 on obtient
I f () = 1 (),

Puisque I°f(z) = f(x), alors
D (Ief) () = f(x).
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1.6 Les équations différentielles ordinaires

1.6.1 Les équations différentielles ordinaires d’ordre entiere

Définition 1.6.1. Une équation différentielle sur un espace de Banach E est une relation
s’écrivant sous la forme :

F(tz(t),2/(t),....aM(t) = 0.
1.6.1.1 Equation différentielle du premier ordre

Définition 1.6.2. [7] :Une équation différentielle du premier ordre est une équation de la
forme :

F(t,z,2") =0,
vérifiée en chaque point x d’un intervalle I C R
() = f(t x(t)), (1.1)

ou f: I xU — FE est une application continue, avec U ouvert de E.

Définition 1.6.3. [7/ :Une solution de I’équation (1.1) est une fonction ¢ : I C R — E,
satisfaisante les conditions suivantes :

— Pour toutt € I, (t,p(t)) € U .

— ¢ est de classe C' sur I et vérifie

pour tout t € I.

1.6.1.2 Equation différentielle du second ordre

Définition 1.6.4. [7] : Une équation différentielle du second ordre est une équation de la

forme :
F(t,z,2',2") =0,

vérifiée en chaque point x d’un intervalle I C R,

() = f(tx(t), (1)), (1.2)
avec :f 1 I xU x FF— E.

Remarque 1.6.1. Toute équation différentielle du second ordre peut se réduire a un systéme
du premier ordre.

Définition 1.6.5. /7] :Une solution de I’équation (1.2) est une fonction ¢ : I — E, définie
sur un intervalle non vide I C R, qui satisfait les conditions suivantes :

— Pour tout t € I, (t,p(t),¢'(t)) € U .

— o est de classe C* sur I et vérifie

@"(t) = g(t, (t),¢'(t)) pour tout t € I.
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1.6.2 Les équations différentielles ordinaires d’ordre fractionnaire

Définition 1.6.6. Une équation différentielle d’ordre fractionnaire est une équation
différentielle ot l'inconnue apparait avec une dérivée(au sens de Caputo ou
Riemann—Liouville) d’ordre non entier.

Définition 1.6.7. Soit J =[0,1] et 0 < o < 1. On appelle équation différentielle ordinaire
d’ordre fractionnaire au sens de Caputo toute équation de la forme

‘Dy(t) = f(t,yt), telo1],
ot °D* désigne la dérivée fractionnaire de Caputo et f:[0,1] Xx R — R est une fonction
continue.
1.7 Probléeme aux limites

[22] On considére le probleme non homogene suivant :

P {@ww@Y+«wuw—fw,temAL
z(0) ==z(1) =0,

Lemme 1.7.1. Le probléme (P) admet une unique solution écrite sous la forme suivante :

1
wt) = [ Glt.)f(s)ds, te[0.1],
0
ot G :[0,1] x [0,1] — R représente la fonction de Green associée a ce probléme.
Preuve.Soient u et v deux solutions linéairement indépendantes de ’équation homogene
(p()2'()) + q(t)z(t) =0,

telles que

On pose
W = p(t) (u(t)'(t) — ' (tu(t)),
ou W est une constante non nulle. On cherche une solution sous la forme

x(t) = A(t)u(t) + B(t)v(t).

Possons

A'(Hu(t) + B'(H)o(t) = 0.
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Alors

Donc

Puisque u et v vérifient I’équation homogene, alors

(pu) = —qu,  (p')" = —qu.
Donc
(p()2'(t))" + q(t)x(t) = A'(O)pt)u'(t) + B'(t)p(t)v'().
Puisque z satisfait I’équation non homogene

(p()2' (1)) + q(t)x(t) = f(1),

on obtient le systeme
{A’(t)u(t) + B'(t)o(t) =0,
A'(t)p(t)u'(t) + B'(£)p(t)o'(t) = f(1).

Le déterminant du systeme est

Par la regle de Cramer

a(y = -0
et
i = "0

En intégrant

Donc
x(t) = —u(t)/o st

+olt) [ t “(835(5) ds
+ Cﬂt(t) + CQU(t).
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Puisque u(0) = 0, la condition z(0) = 0, alors

Cyv(0) = 0.
Puisque v(0) # 0, alors
Cy=0
Ensuite
(1) = —u(1>/01 “(Sg( ) ds + Cru(1)

Or z(1) = 0, donc

Ainsi

Par conséquent

() = /Ot Wf(s) ds

+ /tl Q%Mf(s) ds.
Donc 1
x(t) :/0 G(t,s)f(s)ds,

ou la fonction de Green est donnée par

Propriétés 1.7.1. Soit G(x,t) la fonction de Green associée a un probléme aux limites. Alors
elle vérifie les propriétés suivantes :

— La fonction G(xz,t) est continue sur [0,1] x [0,1], ¢’est a dire
G(tT,t) = G(t,1).

— La dérivée partielle de G par rapport a x n’est pas continue. Elle est discontinue en
s =t, c’est-a-dire :

oG, . ., 0G,

— La dérivée partielle de G par rapport a x ent =t donné par

1

0,G(tE, 1) — 0,G(t; , tp) =
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— La fonction de Green est symétrique, c’est a dire :
G(z,t) = G(t,x).

— La dérivée partielle de G par rapport a s est continue, c’est-a-dire :

oG, . . 0G,
g(t}“t) - %(tlwt)'



Chapitre 2

Solutions du problemes différentiels
impulsifs

Dans ce chapitre, on définit I'espace des fonctions implusif PC?. Aprés on va présenter les
formes intégrales des solutions pour probléme de Cauchy et deux problémes aux limites avec

implusions ([17]),([4]),([5])-

2.1 Espace fonctionnel PC’

Définition 2.1.1. Soit J C R un intervalle et {ty, ..., t,,} C J des instants d’impulsion.
Pour un entier 1 > 0, on définit ’espace des fonctions impulsives

PC'(J) = {x e C'(J',R") ‘ 29D (t:) et 9 (t) existent pour tout 0 < j <i,1 <k < m},

o J = J\A{t1,...,tm}.
Cas particulier : Pour i =0, on note

PC°(J,R") := PC(J,R") ={z: J = R",x € C(J,R"), z(t;,) et x(t]) emistent et x(t) = x(t;)}.

Définition 2.1.2. Soit J = [0,1] C R, l’espace PC'(J) est une espace de toutes les fonctions
x € PC(J) telles que x est continiment différentiable sur J', pour i =1,2,...,m, les dérivées
2/ (tF) et 2'(t;) existent ainsi o' (t;) = 2/ (t]).

Lemme 2.1.1. Pour x € PC'(J), l’espace PC'([0,1]) est un espace de Banach, muni de la
norme
lzlls = llzllo + [1=”llo,

ol
[z[lo = sup [z(2)], [2"[lo = sup |2/ (t)].
ted teJ

Preuve.Soit (z,),ey € PC*(]0, 1], R™) une suite de Cauchy, alors

Ve >0, Ing(e) €N, Vn,p > no(e) = ||z, — zpl1 <e.
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On a

[0 = 2pll = [Jn
donc

|20 — pllPc < e,
Pour k=1

sup |z, (t) —z,(t)| <,
t€[0,t1]

Donc il existe x1,y; € C([0,t1],R™) tels que
lim z,(t) = x1(¢),

Pour k£ =2 :
sup |z, () — x,(t)| < ¢,

tG]tl,tz}
Donc il existe 9,2 € C(]t1,t2], R™) tels que
Tim za(t) = (1),

De méme pour k£ =3, ...

xn(t) = x(t),

Posons
xl(t)’ t e [Oa tl]v yl(t>’ te [07t1]a
To(t), t €ty ty), ya(t), tE€jti, o],
z(t) = 1. y(t) =
z.(t), te€lt,1], yr-(t), te€lt,1].
Alors
|20 — z|lpc <€, |z, —yllpc <,
donc
|z, —zll1 <e.
De plus
t
0)+/ z
0
En passant a la limite, on obtient
+/ s)ds = /() = y(0).

Ainsi x € PCY([0, 1], R™).
D’ou PC*([0,1], R™

= zpllo + I,

) est un espace de Banach.

- x;Hm
lz, = 2l pe <&

sup |, (t) — x,(t)| < e.
te[0,t1]

lim 2] (t) = y1(t).

n—oo

sup |z, (t) — z,(t)| < e.

te]tl,tg]

lim 2 (t) = ya(t).

n—oo

, 1, il existe xy, yi tels que

() = yr(t).
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2.2 Probleme de Cauchy avec implusions

Nous considérons le probleme de Cauchy suivant :

() = f(t,a(t)), A, ted=[01]
(1 <t:>—x<tk>—nk<< D) k=1...m
2(0) =

— x € R est la variable d’état, et f est un fonctions continue définie sur R, x R™ a valeur
dans R".

— 1, € C(R™,R™) sont des fonctions implusives continues.

Définition 2.2.1. Une fonction x : J — R™ est dite solution du probléme (I) si elle satisfait
les conditions suivantes :

1. z(0%) =
2. pour tout t # ty., x(t) est différentiable et satisfaite

a'(t) = f(t, (1))
3. x(t) est continue a gauche sur Jy =|ty, tp11] telle que :
z(t™) = lim z(t)
t—t—

Sit =ty alors : x(t}) = x(t;,) + mi(x(ty)).

Lemme 2.2.1. Soit x € PC(J,R"), Alors x est solution du probléme impulsif (I) si et
seulement si pour tout t € [0,1] :

—xo—l—/ s,z(s))ds + > nk<xtk))

0<trp<t

Preuve.Supposons que x soit une solution du probléme impulsif (I).
Pour t € [0,#] on a

2(t) = f(t,z(t)) = z(t) =20+ /Otf(s,x(s)) ds.
Pour ¢ €]ty t5]

P(0) = f(to(t) = 2t) =o(t])+ [ fls.als))ds

On sait que

o(tf) = aler) +me() = 2o+ [ f(s,2(5)) ds + m(alt)).
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Alors

x(t) = xo + /0t1 f(s,2(s))ds +m(z(t7)) + /tlt f(s,z(s))ds.

Donc

o(t) = -+ m(a(t)) + [ F5,2(5) ds.
Pour t €]ty, t5] on a
P (0) = f(to(t) = alt) =) + [ f(s,a(9)ds
On sait que
o(tF) = ot7) + ma(o(17) = 0+ [ F(s.0(5)) ds +mu(oltr)) + malan(ty ),

Alors
o(t) = a0+ [ F(s.als)) ds +m(a(t) +melalts ) + [ F(s,a() ds

=0+ [ Js,a(s)) ds + (o) + m(a(t)).

Ainsi, pour t €]tx, tg41], on obtient

" k
o(t) =30+ [ f(s,2(s)ds + Y mi(a(t)).
i=1
On conclure, pour chaque t € [0,1], on a

:v(t):x0+/0tf(s,x(s))ds—l— S mea(ty)).

O<tp<t

Exemple
On considere le probleme de Cauchy impulsive suivante :
Z'(t) =0, t #tg, t €]0,1],
Ax(ty) =8, BER, k=1,...,r (2.1)

z(07) = xo.



Supposons que z une solution du probleme (@)
Alors, pour t € [0,t1], on a
0 — / s)ds = / 0ds.

x(t) = xg.

_o:¢/

1

Donc

Pour ¢ €]ty, 3], on a

ds-/ 0ds.

Donc
(t) = z(t).
On a
2(tf) = B+ 2(ty).
et

x(ty) =
Ce qui donne
I(t) :B—i—l’o, Vit E]tl,tg].

—o:>/ ds—/Ods

2

— a(t) = x(t3).

Pour ¢ €]ty,t3], on a

Or
2(t3) = B+ 2(t)
et
z(ty) = B + xo.
Ainsi

I(t) :26+£L’0, vVt € (tg,tg].
Si t €]tk, tgy1], on obtient par récurrence

_o:>/ ds—/Ods

k
Ce qui implique
z(t) = z(t)).
Or
2(ty) = B+ x(ty)
et
x(ty) = (k— 1) + xo.

Ainsi, la solution du probléme (@) est donnée par :

I(t) = kﬁ + Zo, Vi E]O,tk+1].
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2.3 Probleme aux limites implusive du second ordre

On considére le probleme aux limite implusive suivant :

a"(t) = f(t.z(t), 2'(t)), t#ty, t€10,1],
Ax(ty) = I(z(te), 2'(t)), k=1,2,....m,
Ax'(te) = Ji(x(te), 2/ (t)), k=1,2,....m,
2(0) = z(1) = 0.

(In)

ou :
— f est une fonction linéaire continue définie sur R, x R? & valeurs dans R.

— Les fonctions I, et J), représentent les discontinuités des sauts de = et de sa dérivée 2’
aux instants impulsifs ¢ € (0, 1).

Définition 2.3.1. Une fonction x € PC'(I) est une solution du probléeme (II) si elle vérifie
toutes les équations de ce probleme (I1).

Lemme 2.3.1. Pour chaque t € [0,1], la solution de le probléme (II) est donnée par

x(t) = /O1 G(t,s) f(s,2(s),2(s)) ds +0 > 1
—t Z

> I(w(t), 2 (1)) +Jk(x(tk),x'(tk))(1_tk)}

(w0, (10)) + i (w(t0). 2/ (0) (¢~ 1)

Gt s) = { (t
(
Preuve.On cherche la solution du probleme (II) sous forme
x(t) = y(t) + 2(1).
Ou
y(t) est la solution du probléeme sans implussion suivant :

y'(t) = f(tx(t), (1), t#t, t€[0,1],
Ay<tk) = Ay,(tk) =0 k= 17 27 -, M,
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La solution de ce probleme est donnée par

y(6) = [ Glt.)f(s) s

et z(t) solution du probléeme homogene avec implusions

2"(t) =0 t #tg, t €[0,1],
Az(ty) = L(z(ty), 2 (&) k=1,2,...,m,
A2 (tg) = I(x(ty), o' (tx)) k=1,2,...,m,
z(0) = z(1) = 0.

La solution de ce probleme est donnée par

At) = 3 Lzt o(t) + X Je(x(te), /() (t — ti)

O<tp<t 0<trp<t
—t > L(wlte), () =t > Je((te), 2/ (1)) (1 — i),
O<tr<1 0<tr<1

En effet, pour t € [0,t4] :

/Otz”(s) ds = /OtOds
= 2/(t)—2(0)=0
= Z/(t) = 2'(0)

Alors

Pour ¢t E]tl, tQ]
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On sait que

et

Alors
2(t) = 2(t7) + Ni(w(t), ' (1)) + (2(0) + Ji(w(tr), /(1)) ) (t — )
= 2 (0)ty + L (x(ty), 2 (1)) + Ji (z(tr), 2 (82)) (t — t1).
Pour t €]ty tj41]

/tt () ds = ttOds
o) = ()
Donc
/tt J(s)ds = /tt J(th) ds
= 2(t) = 2(t) + 2" () (t — ty)

On sait que

et

k—1 k—1
(1) = 2Ot + X L), 20) + 3 (w(0),2'0) (4 — 1)
() = 2(0)+ X Jy(alty), (1)
Alors

2(t) = 2(t7) + Te(w(ta), @' (1)) + (2/(6) + Je(w(tn), 2/ (1)) ) (8 = t)-

En remplagant

z(t) = 2'(0)t), + g Li(x(ty), 2'(t;)) + Ie(2(te), 2/ (k)

N COR ST ORIMIESATRICN) (D

k

= 2'(0)t + ; Li(ty), ' (t) + D Ji@(ty), «'(t;) (t — t;)

=1
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Ainsi

At) =20+ > L(alte), o' (t) + > Je(wlte), 2 (t))(t —t)

0<tp<t 0<trp<t

Pourt =1, 0n a

A1) =20+ > L(at)2(t)+ > Je(wte), 2/ (t) (1 — ty) =0.

Alors
ﬂmzig%@@wmwmy}%;%@mwﬂmﬂr¢u
Donc
)WFxgéh@wwﬂm)ng;ﬁ@ﬁmwaU—m
- tkogd L (x(tk), ' (1) ) —kz 0<%:<1 Te(w(te), 2/ (1)) (1 = t).
On a

x(t) = y(t) + 2(t).

Finalement, la solution du probleme (II) est donnée par

xmzé%w@f@wwf@ww—z @@mmmM+@@wMWM@—m]

O<trp<1

Y [Ik<x(tk),x’(tk))+Jk(x(tk),x’(tk))(1—tk)}

0<trp<1

2.4 Probléme aux limites implusive généralisé du
second ordre

On considere le probléme aux limites suivant :

(p®)2'®)) + a(t)a(t) = f(8), t#t, teJ=0,1]
Ax(ty) = x(tf) — a(ty) = L(2(t), 2/ (t)),

Az (tp) = 2'(t)) — 2/ (t;) = Jk(m(tk), x’(tk)), k=1,2,...,m,

z(0) = z(1) = 0.

(I1I)

27
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Ou :
— f est une fonction linéaire continue définie sur R, x R? & valeurs dans R.
— p(t) et q(t) sont les coefficients de 1'équation différentielle du second ordre associée au
probleme (II).
— Les fonctions I, et J), représentent les discontinuités des sauts de = et de sa dérivée z’
aux instants impulsifs ¢, € (0,1), avec 0 <t; <tg < -+ <t, < 1.

Lemme 2.4.1. Supposons

(HO) soit p € C1([0,1],R), il existe une constante py > 0 telle que p(t) > py, Vt € J, et
soit ¢ € C([0,1],R), q(t) < po?, avec

q(t) < pom? sur un sous-ensemble de [0,1] de mesure positive.

Alors pour toute fonction x € C*([0,1],R), non identiquement nulle, telle que

z(0) =2(1) =0, on a 1 2
/o [p@)(‘x/(t)) — q(t)z(t)*| dt > 0.

Preuve.Soit z € C%([0,1]) non nulle telle que z(0) = z(1) = 0. D’apres (H0), on a

q(t) < pom® = —q(t)a*(t) > —pom’a*(t)
= p(t)(«'(1))” — q(t)a” () > po[ (' (1)) — 72> (1)]
2(t)]dt > po/l [(/(1))? - w222 (0)] at.

— [ ) @) gt

Définissons la fonctionnelle

D’aprés théoreme d’Euler Lagrange on a

I(z) = / "Ltz 2) dt.

Possons
L(z,2') = (2')? — m%a?.

Ainsi, ’équation de Lagrange est donnée par
oL d (0L _
Ox or' )

2+ 7r = 0.

Alors, on trouve

La solution de cette équation est donnée par

x(t) = Acos(nt) + Bsin(nt), A,B€R.
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Puisque : z(0) =0 et (1) = 0.
Alors
z(t) = Bsin(nt), B € R".

En remplagant cette solution dans I(x), alors pour ¢ € [0, 1], on a
I(z) = I(Bsin(nt))
1
= / [B27r2 cos?(mt) — w2 B? sinQ(wt)] dt
0

= B*n? /01 (cosQ(mf) - Sil’lz(ﬂ't)>dt.

= B*n? /01 cos(2mt) dt
oo [sin(@mt)]!
= B°rm [ o L
=0.
Puisque
[ PO ©)F — aoata?)a > po - 1(2)
alors

[ P06 0 — a7 = 0

Maintenant, montrons que

[ ) — a2 >0

29

En effet, le fait qu'il existe un sous-ensemble E C [0, 1] de mesure positive tel que ¢(t) < pom?

pour ¢t € F alors
/ 1 [p(t)(m’(t})Q _ q<t>x(t)2} at= | ' [p(t)ﬁ cos?(mt) — q(t) sin2(me>} it
> /01 B? |:p07T2 cos?(mt) — pom> sinQ(mf)} dt

1
> B2p07r2/ cos(2mt) dt = 0.
0
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Lemme 2.4.2. Si I’hypothése (HO) satisfaite, alors le probléme homogéne

{@@ﬂﬂﬁqwmwmtemu
2(0) = z(1) = 0.

n‘admet que la solution triviale x = 0.

(2.2)

Preuve.Par I'absurde, supposons que le probleme homogéne (1.2) admet une solution xy non

triviale qui vérifie les équations de ce probléme. Alors

(p(t)xg(t))/ + q(t)xo(t) =0, pour tout t € J,

avec

Multiplions (2.3) par zo(t), on trouve

(2.3) = (p(t)xi)(t))’ ot) + q(t)x5(t) =0

— / )y (t)) xo(t dt+/ z3(t) dt = 0.

Posons
1= [ (pt)ah®) zolt) d.
0
Par intégration par partie on trouve
1

1= [paBaold)]] — [ ple)ah(e))? .

Par (2.4), on trouve [p(t)x{)(t)xo(t)}; = 0.
Ce qui donne

Donc

= /01 [p(t) (%(t))Q —q(t)z3(t)| dt =0
Or, d’aprés le lemme 2.4.1, on a
/01 [p<t)<xlﬂ(t))2 — q(t)z3(t)| dt > 0.

Ce qui contredit

(2.3)

(2.4)
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Définition 2.4.1. Une fonction x € PCY(I) est dite solution de (III) si elle vérifie toutes les
équations de ce probléme .

Lemme 2.4.3. La solution du probléme (III) est donnée par
Pour tout t € [0, 1],

o(t) = G0 (5)ds = 3 0 0] (6 To0).2/(00) + 32 G, 10) ) Tl (s) ).

(2.7)
Ou G(t,s) est la fonction de Green associée a (II1), définie sur J x J a valeur dans R.

Preuve.On cherche la solution du probleme (IIT) sous forme
z(t) = y(t) + z(t) + w(t).
Ou
y(t) est la solution du probleme (III) sans implusions :
!/
(POY'®) +at)y(t) = f(t), t#t, tE,
Ay(ty) = Ay'(tr) =0, k=1,2,...,m,
y(0) =y(1) = 0.

La solution de ce probléme est donnée par

z(t) solution du probléme homogene

(b)) +a)z(t) =0 t#t, te,
AZ(tk) :Ik(x(tk),x’(tk)) k= 1,2,...,m,
A () = 0,

2(0) = z(1) = 0.

La solution de ce probleme est donnée par

m

2(t) = =Y plte) Ie(x(te), 2’ (tr)) 0sG (L, ty), VEt e J.

k=1
En effet, on pose

Zk(t) = —Ak 8SG(25, tk),

ou A; € R sont des constantes réelles quand va determiner alors
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Azk(t) = —Ak A(asG(ta tk))v
= (0,61 1)~ .G (57 14))

En utilisant la propriété de la fonctions de Green suivante

0 G(t+ k) — OsG(ty, , tr) =

Donc

Ax(ty) = —Ak< ! ) (@), 2 ().

Ce qui donne
Ay = —p(te) In(z(tr), 2'(tr))-
Ainsi
2e(t) = —p(ti) Le(x(tr), 2’ (tr)) OG(t, ty).
Puisque f est linéaire, par principe de superposition, on a

2(t) = z(t).

Donc

Z(t) = — f:p(tk)]k(l’(tk), I/(tk>) 85G(t,tk), vVt € J.
k=1

et, w(t) solution de :

(pw' (1) +a(tyw(t) =0, £, teo,1],
Aw(tk):(), k:1,2,...,m,
Aw’(tk) = Jk<$(tk), l‘/(tk)),

w(0) =w(1) =0.

La solution de ce probléme est donnée par

= > pltr) Je((te), ' (t)) G(t, 1), Ve J.

k=1

En effet, on pose
wk(t) = Bk G(t, tk).
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et
w;(t) = Bk c%G(t, tk),

ou B, sont des constantes réelles quand va determiner, alors
Aw'(t) = By A(0,G(t, 1))
= By (atG(t;, ty) — atG(tk,tk))

D’apres les propriétés de fonctions de Green

1
p(tr)

OG(t] te) — 0,G(ty, , tr) =

Donc

Ce qui donne
By = p(tr) Je(x(tr), ' ().

Ainsi
wi(t) = p(te) Jn(z(te), 2’ (t)) G (¢, tr).
On a
w(t) = kiwk(t).
Donc

Ainsi, la solution du probleme (III) est

m

w(t) = /0 LG ) f(s) ds — 3 pltn) Tn(@(te), ' (6)) DGt 1) + 3 plte) Ju((te), 2/ (6)) Gl 1),

k=1 k=1

Remarque 2.4.1. Le probléme (III), pour p(t) =1 et q(t) =0, est équivalent au probléme

(1I).



Chapitre 3

Existence de solutions d’un probleme
aux limites avec impulsion(Equations
différentielles ordinaires)

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et de I'unicité de la solution d’un probleme
aux limites pour une équation différentielle ordinaire du second ordre avec impulsions.En
utilisant le théoreme de contraction de Banach ainsi le théoreme du point fixe de
Leray-schuder ([10],[5],[17]).

On considere le probleme aux limites suivant :
/
(p(t)x’(t)) +q(t)x(t) = F(t,x(t),2'(t)), t#ty, teJ=10,1],
Ax(ty) = a(t]) — o) = L(2(te), 2/ (1)),
Ax'(ty) = 2'(t]) — 2/(ty) = Ju(2(t), ' (), k=1,2,...,m,
z(0) = z(1) = 0.

(IV)

Ou :
— x € R est la variable d’état,
— F:R, xR? = R est une fonction continue par morceaux,

— I et J, sont des fonctions représentant les discontinuités de saut de = et 2’ aux instants
tr € (0,1), avec 0 <ty <ty <--- <ty <l
3.1 La solution du probleme

Définition 3.1.1. Une fonction x € PCY(I) est dite solution de (IV) si elle vérifie toutes les
équations de ce probléme .
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Lemme 3.1.1. La solution du probléme (IV) est donnée par

Pour tout t € [0, 1],

1 - G / “ /

ZL’(t) = A G(t, S)F S, T, ZL’ Z 87 t tk tk) Ik( ( ) s (tk))+z G(t,tk)p(tk) Jk({E(tk),ZL’ (tk))

1 k=1

Ou G(t, s) est la fonction de Green associée a (IV), définie sur J x J d valeur dans R.

3.2 Existence et unicité du probleme

On définit 'opérateur w : PC'([0,1]) — PC'([0,1]) par

S(a)(0) = [ Glt,5) Flo, .2y ds = 32 T80, 00 plt) Flos). 00)

Proposition 3.2.1. Une fonction x € PC([0,1]) est solution du probléme (IV) si et
seulement si xest un point fixe de w.

Preuve.Nous allons démontrer ’équivalence dans les deux sens.
Supposons que z € PC'([0, 1]) est une solution du probléeme (IV'), donnée par

= 0G

olt) = | G0 8)Fls,a(s), /(5] ds = 32 G 10) i) (o) /(1)

Par définition de 'opérateur w, on obtient
z(t) = w(z)(t), vt € [0,1].

Ainsi, z(t) est un point fixe de w.
Réciproquement, supposons que z € PC'([0, 1]) soit un point fixe de w, c’est-a-dire

z(t) = w(x)(t), Vit € [0,1].

Alors

x(t) = /01 G(t,s)F(s,x(s),2'(s)) ds — i aaf(t, tr) p(ty) Ie(x(ts), 2’ (t1))

k=1

30 Gt 1) plts) Tt 2/ (1)

Ainsi, Nous allons montrer que cette fonction x(t) satisfait le probleme (IV).
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Proposition 3.2.2. Soit x € PC'([0,1]). Alors la fonction '(z) est bien définie sur [0,1] et
W'(x) € PC([0,1]), telle que :

W () (t) = /01 %Cj(t, s) F(s,xz,x) ds—ki1 gta(i(t, tr) p(te) In(z, 2") + i %Cj(t, tr) p(te) Je(z, ).

k=1

3.2.1 Théoremes d’existence et d’unicité de solution du probléeme

Pour établir 'unicité d’une solution au probléme (IV), en utilisant le théoreme du point fixe
de Banach.

Théoreme 3.2.1. Supposons que

(H1) F(-,-,-) est continue sur J' et satisfait la condition de Lipschitz
|F(t, 21, 51) — F(t,22,52)| < 5(|$1 — |+ [z2 — yQD
(H2) Uy, et Vi sont continues et satisfont les conditions de Lipschitz
|Uk(1,91) = Un(wa, )| < e (len = ] + s — 1],
Vi(z1,91) = Vi(za, y2)| < dk(|$1 —yi| + |22 — y2|>
Si 2P (B+ AX L a + AX L dy) < 1, alors le probléme (1V) admet une unique solution.

Notation :

K :=max {|G(t,s)|: (t,s) € J x J }.

Z::max{ %f(t,s) :(t,s) € J x J}.
M::max{ %(j(t,s) :(t,s) € J x J}.
0*G
N = max{ 8t85(t’8) (tys) € J x J}.
P:=max{K,L, M, N}.
A = sup p(t).
te[0,1]

Preuve.Pour montrer que w admet un unique point fixe, il suffit de montrer que w est une
contraction, en effet
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D’une coté on a

w(@)(t) - wy) ()| =

1

)F(s, m(s),x'(s)) ds — /o G(t, s)F(s,y(s),y'(s)) ds

> %,
+’;G<t,tk>p<tkm(x< (t) - kuG (8 t4) p(t) i (u(8), ' (1)
< /1 Gt ) [F(s,2(),2'(5)) = F(s,5(s),5/(5)) | ds

+Z ‘ tt) | p(te) [T ((te), @/ (6)) — I (y(te), v/ (t))|

+ ; (Gt 1) pt) [T (2(t0), 2/ (80)) = Tk (w(te), ' (8) ).

D’aprés (H1)et(H2) :

(o)t < K [ B(1e(s) = y()] + () — ' (9)]) ds
Z m

PRACIL —ytk>|+|x<tk>—y<tk>|)

m

+ KA di(|2(te) = y(t)l + |2/ (1) = ' (4)]).

On sait que
Jeo(w) = wy)llo = sup [w()(t) = w(y) (1)

Donc

1
@) =@l < K [ 8le =yl + 12’ = y'llo)ds

+ZAY alllz —yllo + 12" = y/llo) + KA di(llz — yllo + |z — y'llo).
k=1 k=1
Puisque
lz = ylls = llz = yllo + 12" = y/'llo-
Alors

lw(z) —w(y ||o<K/ ﬁllaf—y||1d8+ZAZCk||9J—yII1+KAdeIIfE—’yII1

k=1
Ainsi

lo(e) —w(y)lo = (Kﬁ 243 +KA§:dk:> Iz — ylh. (P1)

k=1 k=1
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D’autre c6té, pour z,y € PC([0,1]), on a

W' (@)(t) - W (y)(1)| < /01 8@?(15, )| |[F(s,2,2) = F(s,y,y/)| ds
+§:1 glfgs<t’tk) p(ti) [ (e, ') = Iy, /)|
+ kf: a&i“¢ﬁ plte) [ (. 2') = Ju(y, /)]

En utilisant (H1) et (H2), on obtient

@0 =GO <M [ 5k~ ol +1' ~ ) ds
+ NS an(lo(t) — y(ta) + 1) — ¥ (8))

k=1

£ MAY dy(la(t) — ()] + 12/ () — o (1))
k=1

Par conséquent

W (2)(t) — o/ (y)(8)] < (MB +NA fj o+ MA i dk> lz =yl

k=1 k=1
Ainsi . .
||u/(:c) — w'(y)Ho < (Mﬁ + NA Z c. + MA Z dk> |z — yl1- (P2)
k=1 k=1

En combinant (P1) et (P2) , on obtient
lw(z) —=w@)lh = llw(z) = w®)llo + llo'(z) — ' (Y)llo

< (Kﬁ—l—ZAch—i-KAde) |z — vyl

k=1 k=1

# (M54 NAS o+ 21435 -l

k=1 k=1

= (E+M)Bllz—ylh + AZ+N) 3 _crllz—ylh

k=1

—l—A(K—l—M)idka—yHL (P3)

k=1
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Puisque P = max{K, L, M, N}, alors

K+M<2P et Z+ N<2P.

Donc

() — w(y) s < 2P (6+Af:ck +A§:dk) Iz — ol

k=1 k=1

Le faite que

2P<ﬂ+Ach+Ade> <1,

k=1 k=1

alors, 'opérateur w est une contraction et donc w admet a un unique point fixe par le principe
de contraction de Banach.

3.2.2 Théoremes d’existence de solution du probleme

Nous étudions l'existence de solutions du probleme (IV), en utilisant le théoreme du point
fixe de Leray-Schauder.

Théoreme 3.2.2. supposons que

(H{) F :]0,1] x R? = R est continue sur J' et il existe une fonction de Carathéodory
h:JxR" — RY, non décroissante par rapport a son second arqgument, telle que

[Pt z,y)| < h(t, [z +[y]), pp-te]01]
(H5) Iy et Ji sont continues et il existe a; > 0 et by > 0 tels que
[ Le(z (), y())| < a, [Je(z(te), y(te))| < bk, k=1,2,...,m.

(HG)

) 1 /1 U 1
QEIJPOO sup /0 h(t,0)dt + ;;1 R(ay +by) < 2P

Si les hypothéses (H4), (Hb) et (H6) sont vérifiées, Alors le probléme (IV') admet au moins
une solution.

Preuve.La preuve de ce théoreme est donnée par cing étapes.
Etapel : On va estimer la solution z et sa dérivée 2/, en effet
La solution de probleme (IV) est donnée par

o(0) = [ Gl (5,207 ds— 3 S0 0 plts) Tealte), (1)) 32 G 1) plt) (), (1)

k=1 k=1

et sa dérivée est donnée par
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m8G

, 109G , Ry
x(t)—/o S (t.5) F(s,2.') ds Zata (t, 1) p(ty) I(z, ') +Z (k1) p

D’un coté, on a

1
(1) s/ |G t,s)| |F(s,z,2')| ds

ttk

) P k(2 (te), 2" ()]

+ Z Gt )| Ip(t)] [ e (2 (tr), 2" ()]

k=1

<K/ |stx)|ds—|—ZAkZ|[k r(tr), o' (k)]

CRAS [uete) 2 ().

k=1

D’aprés (H4) et (H5)

2t |<K/ |ht|a:|+|x|)|ds+ZAZak+KAZbk

k=1
Ainsi
|z]lo =sup |z(?)]
ted

<K/ (el + [[2'llo) ds + ZAS ap + KAS by,

k=1 k=1

Puisque P = max{K, Z, M, N}, alors (K < P) et (Z < P).
Donc

el < P [ Inte.llell)l ds + PAS” (ax +b).

k=1

D’autre coté, on a
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t,s)

8G ,
St 8)| IF(s,,20) ds

o< [
£y
£y

< M/O1 |F(s,x,2")| ds + NAki | I (2 (tr), ' (tx))|

+ MAki | Je(z(tr), 2/ (tr))].

0*G

o100 )| )] s (t), o' (1)

a&?(t?tk) ()| [T (@(te), 2" (tx))]-

Par (H4) et (H5)
1 m m
'(1)] < M/O At 2] + o)) ds + NAY ap+ MAS by
k=1 k=1
Ainsi
[2[lo = sup |2'(2)].
teJ

Donc
1 m
[2]lo < P/O (L, |z]]1)| ds + PAY " (ar + be) . (2)

k=1
En sommant (1) et (2), on obtient
2l = llzllo + 2" ]lo-

Alors
1 m
ol <22 ([ el as + 43 00

k=1

Maintenant, on pose Sy = ||z||;, alors
1 m
60 §2P </0 h(S,ﬂo)dS—i‘AZ(ak—i—bk))
k=1
Donc
S ([ hs B ds £ A (o + ) (3)
— < — s s a :
op = /60 0 y M0 Pt k k

Le faite que (HG6) est satisfaite, alors il existe r > 0 tel que pour tout 5 > r telle que :
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; (/01 h(S,ﬁ)d8+§:A<ak+bk)> < QiD (4)

k=1

Pour Sy = 8 > r, alors on a une contradiction entre (3) et (4) Donc nécessairement il faut
prendre [y < 7.
Ainsi

||l <7

Etape 2 : Montrons que w est continu.
Soit (x,) C PC*(J) une suite telle que, x, — = dans PC*(J).
Montrons que

lw(@n) —w(@)]ly = 0.

Pour tout t € J, on a

jw(zn) () = w(z)(?)] S/l |G(t, ) |F' (s, xn(s), 2,(5)) = F(s,2(s), 2'(s))| ds

Z PG 1) 11 1) (1) — L), (1)

+ Z |Gt ) Ip(t) [T (zn(tr), 2, (te)) — Jr(w(tr), 2" (tk))]-

k=1
Puisque F, I}, Jj, sont des fonctions continues et z,, — x dans PC*(J), alors

|F(s,xn(s),2,(s)) — F(s,z(s),2'(s))] = 0 quand n — oo,

n

| Ie(xn(tr), ), () — Te(x(ty), 2’ (tr))] = 0 quand n — oo,

n

| k(@ (tr), 2, (tr)) — Je(x(te), 2'(tx))] = 0 quand n — co.

n

Donc
() — @)l = sup k(i) = w(z)] = 0.
De méme
)0 @1 < [P B (5),0(5)) — Pl 2(5),2'(5)) s
30 | FE I o) (1), 2, 00) — T, /(1)
3 |0 04) ), 6, 0)) — el (), 80

Ainsi
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Alors
|w(zn) —w(@)|ls = 0.

Par conséquent, w est continu.

Etape 3 : Montrons que w transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément
borné.

En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement positif L
tel que pour chaque z € B, = {z € PC*(J) : ||lz|: < n}.

On veut montrer que

lw(@)[ly < L.

D’un coté, pour x € B, on a

w@)@) < [ rG<t, ) F(s,,a")| ds

ttk

p(tR)] k(2 (), 2" ()]

+ Z Gt t)l [p(te)] |k ((t), /(1))

<K/ |F(s,x :L”)|d8—|—ZAZ|[k (tr), 2" (tr))]
+ KA Z | T (x(ty), 2 (tk))].

k=1

D’aprés (H4) et (H5)

(@) (t |<K/ |ht|x|+|x’|)|ds+ZAZak+KAZbk

k=1
Ainsi
lwz)llo =sup fw(z)(®)]
<K/ (el + [[2/1lo) ds + ZAS ap+ KA'S by,
k=1 k=1
Puisque P = max{K, Z, M, N}, alors (K < P) et (Z < P).
Donc

@l < P [ 06 llell)l ds + PA” (ax + be).
k=1

D’autre coté, on a
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LoG
jéif(tvs)

0*G
+Z 5105 (t, 1)

" oG
ot

jw'(2)(B)] < (s, 2, 2")| ds

Ip(te)| k(2 (), 2/ (tk))|
Ip(te)| [Tk (2 (tr), 2" (tk))]-

(t7tk)

<M/ |F(s,x, J}>|d8—|—NAkZ|Ik z(ty), o' ()]

+MA Z | Je(z(tr), 2/ (tr))]-

Par (H4) et (H5)

@O < M [ h(e ol + 1Dl ds + NAY o+ MAS by

k=1 k=1
Ainsi
lw'(2)[lo = sup [w'(z) ()]
teJ
<P/ Bt lel])| ds + PAS (g +by).
k=1
Alors

ot < 2 [ e el ds + 43 (ax-t-0)) = I

k=1

Etape 4 : Montrons que w transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu.
Soit @ € B, et t1,ty € J, avec t; < ty, on a

w(z)(t2) = w(@) ()] S/llG (t2,8) = G(tr, s)| |[F (s, 2(s), 2'(5))| ds

#3015 0.1 = 0 000 1000, 00)

+ Z |G(to, tr) — Gty t) |p(te) [Vi(2(te), 2'(te))]-

< [ 1602, ) = Glor, )l (e o] + 1)) ds
oG
A —(lo,tr) — = (11,¢
+ kglak|88(27 k‘) 88(17 k:)|

+ A b |Glta, tr) — G(tr, t).

k=1



Puisque G(t, s) et % sont continues, alors lorsque t, — 1,

|G(t2,s) — G(t1,s)| = 0,

et

0G 0G
g(t%tk) — g(t17tk) — 0.

Ainsi
lw(x)(t2) — w(z)(t)] — 0 lorsque to — ;.
On conclure, d’apres les étapes précédentes et le théoreme d’Arzela-Ascoli, 'opérateur w
transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.
Puisque w est aussi continu, alors w est un opérateur completement continu.
Etape 5 : Dans la suite on va appliquée le thoeréme de Leray—Schauder.

Soit Q = {x € PC'(J) : ||x|y < r + 1}, un sous-ensemble ouvert et convexe de PC'(.J).
Définissons un opérateur H(},-) : Q — PC'(J) par

HO\ 2)(t) = A /0 "Gt ) Fs, 2(s), 2/(s)) ds
+ )\ i aai((t, tk) ]k<l’(tk), Jil(tk))
k=1

Maintenant, il suffit de montre que Va € 99, VA € [0, 1], H(\, z) # x, en effet il suffit de
montrer que

Ve e 0Q, VA € [0,1], H(\z)# x.
Supposons, par I'absurde, qu’il existe x € 9Q et A € [0, 1] tels que

r=H(\z).

D’apres étape 1, on a

1 m
]l < 2P (/0 (e el dt + A3 (a +bk>) |
k=1
Puisque x € 02, alors
x|y =r+ 1.

Donc
1 m
r+1<2P (/ h(t,r+1)dt+AZ(ak—l—bk)> .
0 k=1
Ainsi

1 1 1 m
TR </O h(t,r+1)dt+l§A(ak+bk)>

45
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Ce qui contredit (H6) .
Finalement, on déduit que le probleme (IV) admet au moins une solution.

Le Théoreme 3.2.2 suppose que les impulsions sont bornées, ce qui facilite I’estimation a
priori. Le Théoréme suivant (Théoreme 3.2.3) généralise ce résultat en autorisant des
impulsions & croissance linéaire par rapport a x et z’. Cependant, cette généralisation
nécessite une condition supplémentaire (H10), qui assure que la croissance des sauts reste
suffisamment petite pour ne pas compromettre ’existence.

Théoréme 3.2.3. supposons que

(H7) il existe g € L*(J) tel que
|F(t,z,y)| <g(t) ppted z,yeR.
(H8) I, : R* — R est continue et il existe a > 0 tel que
(e (te), y(te))| < awllzllo +Mlyllo),  k=1,2,...,m.
(H9) Ji, : R* = R est continue et il existe B, > 0 tel que

[ Je(@(te), y(Ee)) < Brlllzllo + llyllo),  E=1,2,....m.
Si .
2PAY (o + Br) <1
k=1
alors le probléeme (1V) admet au moins une solution.
Preuve.La preuve de ce théoreme est donnée par cing étapes.

Etapel : On va estimer la solution x et sa dérivée z’
On sait que

o(6) = | G ) ,07) ds= 32 T8 10 U0 To0), /(03 G 0) () () 00,
et
10G " 92G uu G
2(t)=[| —(t,s)F(s,x,2")ds ) I (z, 2') — Ji(z, 2’
(0= [ G 9) Plosal)ds = 32 amtota) pln) T + 30 500 18) plts) S

D’un coté, on a
lz(t)] < K/O1 |F(s,x,2")| ds + ZAki1 |Te(z(tr), o' (t))] + KA;:I | Je(x(te), 2’ (t))]-
D’aprés (H7),(HS8), et (H9)
O1< K [ al)ds + ZA S ox(lello + 12'o) + K4S Bl + 11l

k=1 k=1

< Kllglps + A (zzak +Kzﬁk) el

k=1 k=1
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Ainsi
[z(t)|[o = sup |z(t)].
teJ

Donc

L@l < Kllgll + A (zzak +Kzﬂk) .

k=1 k=1

D’autre coté, on a

' (#)] < M /01 |F(s,2,2')| ds + NAki (), (b)) + MAS [Tt 2/ (1)),

k=1

D’aprés (H7),(HS8), et (H9)

1 m m
/()] < M [ gls)ds+ NAY an(llzllo + 2llo) + MA Y Bi(llello + /o)

k=1 k=1
< Mgl + A (Nzak +M25k> el
k=1 k=1
Ainsi
1Bl = sup /(1)
teJ
Donc

1/ (t)llo < Mllgllu: + A (Nzak ; Mz/ak) el

k=1 k=1

On sait que
Izl = [[zllo + fl2"]lo-
Alors
lz|li < (M + K)||gllz: + A ((Z + N) gak + (K + M) ,iﬁk> ||
Puisque, M + K <2P et Z+ N < 2P, alors
el < 2Plgls + 4 (2P Y 0x-+2P Y- ) )

< 2P||gllpr +2PAY (an + B) [||1-
k=1
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Posons : = 2PAY L (o + Bk), on trouve

zlly < 2P|lgller + pllzll
= (1= pllzlly <2P|gllr

Par condition, on a u < 1, alors
2P |
qul < 1HgHL -
— K
Etape 2 : Montrons que w est continu.
Soit (x,) C PCY(J) une suite telle que, x, — z dans PC'(J), c’est-a-dire
[z — 2zl = llzn — 2o + (|27, — #[lo = 0.

Montrons que

Jw(zn) —w(z)]L = 0.

Pour tout t € J, on a
jw(n)(t) —w(z) ()] < /01 G(t, ) [F (s, 2(s), 2, (s)) — F(s,2(s),2'(s))| ds

+ é \“’Sf’“)\pm |1 (2 (), 2 (1)) — Tn(2(ty), 2/ (th))]

+ i |Gt te) Ip(tr) [Tk (zn(tr), 2, (tk)) — Jr(w(tr), 2" (k)]

k=1
Puisque F, Uy, V}, sont des fonctions continues et z,, — = dans PC1(J), alors

|F(s,x,(s),2,,(s)) — F(s,2(s),2'(s))] = 0 quand n — oo,
| Te (0 (tr), 20, () — In(z(ty), 2 (tx))] — 0 quand n — oo,
| Je(n(tr), 2, (tr)) — Je(x(te), 2'(tx))] = 0 quand n — co.

Donc

|w(@n) — w(@)[lo = Sup w(@s) — w(x)| — 0.

De méme

)0 @01 < [P B, (5), 0, (5)) — Pl 2(5),2'(5)) s
™ O2G(t, ty) . 2 (4)) — Tn(z(ty). 2 (b
3 | () 0. 2400) = (), /(1)
3 |0 04) ), 6, 0)) — el (), 80
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Ainsi
W' () — W' (2)]lo = sup [ (2,) — W'(x)] = 0.
teJ
Alors
|w(zn) — w(z)|ly = 0.

Par conséquent, w est continu.
Etape 3 : Montrons que w transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément
borné.
En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement positif L
tel que pour chaque z € B, = {z € PC*(J) : ||z|1 < n}.
On veut montrer que

[w(@)]l1 < Ly.

D’un coté, pour x € B, on a

@] < K [ 1F (a0 ds + ZA S (o), 2/ (00)] + KA i(e(te) 2/ (0)]

k=1 k=1

D’aprés (H7),(HS8), et (H9)

(1) <K / ds+ZAZak(||x||o + [l2'llo) + KAiﬁk(nxno + Jl'llo)

k=1 k=1

< Klglp + A (zzak +K26k> =N

k=1 k=1
Donc
o0l < Klglos-+4 (23t K3 4 il
D’autre coté, on a
lw'(2)(t)] < M/ |F(s,x, :c)]ds—l—NAkz:lUk x(ty), ' (tr))] +MAI§:1|Jk(:c(tk),x’(tk))|.

D’aprés (H7),(HS8), et (H9)

@O <M [ gls)ds+ NAS a(llalo + 1) + M4 S 54l + 1)

k=1 k=1

< Mgl + A (Nzak +M25k> el
k=1 k=1
Ainsi

1/ (t)llo < Mllglle: + A (Nzak ; Mzﬁk) el

k=1 k=1
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Alors

lally < (M + K)lglls + A (<Z+N> S + (K + M) iﬁk,) el

k=1 k=1
Puisque, M + K <2P et Z+ N < 2P, alors

lally < 2P|gllos + A <2Pzak N 2Pzﬁk) =1

k=1 k=1

< 2P|gllps +2PAY (ax + Be) Izl = L1
k=1

Ainsi

[#][y < Ly.
Etape 4 : Montrons que w transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu.
Soit x € B, et t,t € J, avec t; < ty, on a

w(z)(t2) — w(@) ()] S/llG(tm s) = G(t, s)[ |F'(s,2(s), 2'(s))| ds

37 15 1) = G o) (U8, /()

+ Z |G(ta, i) — Gtr, t)Ip(t) [Vie((te), ' (1)

k=1

Puisque G(t, s) et % sont continues, alors lorsque t5 — 1,
|G(ta, 8) — G(t1,s)| — 0,

et
oG oG

g(t%tk) — g(t17tk) — 0.

Ainsi
lw(z)(te) — w(x)(t1)| = 0 lorsque to — ;.
On conclure, d’apres les étapes précédentes et le théoreme d’Arzela-Ascoli, 'opérateur w
transforme tout ensemble borné en un ensemble relativement compact.
Puisque w est aussi continu, alors w est un opérateur completement continu.
Etape 5 : On va appliquée le thoeréme de Leray—Schauder
Soit Q = {x € PCY(J) : ||z||y < ri + 1}, un sous-ensemble ouvert et convexe de PC*(.J).
Définissons un opérateur H()\,-) : Q — PCY(J) par

= f Gt ) F(s,2(s), 2'(s)) ds
‘f‘)\iaG t tk ]k ( ) {L‘/(tk))

+ A Z G(t,tk) Jk(lf(tk),l‘/(tk)), 0 S A S 1.
k=1
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Maintenant, il suffit de montre que Va € 9, VA € [0, 1], H(\, z) # z, en effet il suffit de
montrer que

Ve e o, VA e [0,1], H(\z) # .
Supposons, par I'absurde, qu’il existe x € 9Q et A € [0, 1] tels que

r=H(\zx).
D’apres étape 1, on a
[zli <71 (5)
Ou
_ 2P|yl
r=—.
1—p
Puisque z € 02, alors
[#][y =7 + 1. (6)
D’apres (5) et (6), on obtient
r+1<r;.

Ce qui est impossible.
Finalement, on déduit que le probleme (IV) admet au moins un solution.



Chapitre 4

Probleme aux limite pour des
équations différentielles d’ordre
fractionnaires

Ce chapitre est consacré a I'étude d’existence et d’unicité de solutions du probléme aux
limite d’ordre fractionnaire avec impulsions. En appliquant le théoréeme du point fixe de
Banach et Leray-Schauder ([21]).

On considere le probleme au limite suivant :

Dy a(t) = w(t) f(t2(t),2'(1)), 1<q<2 teJ=[01],
Am(tk)—fk<( )) k=1,....,n,

(V) (A2 () = Ji(2(t), k=1,....m,
a1x<>+ﬁlx<>:o
anz(1) + Byr'(1) = 0.

— D, est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, avec 1 < ¢ < 2.

— La fonctions w est une fonction continue définie sur J a valeur dans R,.

— La fonction f:J X R x R — R est un fonction continue .

— Les fonctions I, J; : R x R — R sont des fonctions continues pour k =1,...,n.

— «q, o, B, o sont des constantes réelles.



4.1. SOLUTION D’UN PROBLEME AUX LIMITES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1 Solution d’un probléeme aux limites pour des
équations différentielles d’ordre fractionnaires
impulsives

Définition 4.1.1. Une fonction x € PC(J) est dite solution de probléme (V) si elle vérifie
tout les équations de ce probleme.

Lemme 4.1.1. [21] Pour ajas + o182 + a8y # 0, la solution du probléme (V) est donnée par

z(t) = /t: (t;(z))q_lw(s) f(s,az(s), x’(s)) ds

n+1

+ 2218 LGt t)/: 1 (tir_‘(s)q_lw(s)f@,m(s),x'(s)) ds

_ zn:G(t,ti) /:1 %?1) w(s) f(s, x(s),x’(s)) ds

+Zactt i(a(t)) = 2600 6) Ji(w(t).

pour tout t € (t, txy1], avec to =0 et t,41 = 1.

Ou :
G(t,s) = LBt at)(az+ B —ags), t<s,
n | (By + aus)(ag + By — aot), t>s,
1 —Q (B +Oét), SitSS,
aSG(t,S) = —— 2 1 1
T ai(ag + Ba — agt), sit>s,
et

N = a1y + a1 Py + .

Preuve.Supposons que x soit une solution du probleme (V).
Alors, pour t € [0, ], on considére :

‘Dix(t)=0(t), 1<g<2.
On applique l'opérateur intégral fractionnaire I, des deux cotés :
13, “D§ x(t) = Ig,o(t).
En utilisant la propriété fondamentale de la dérivée de Caputo, on obtient :

I8, D8, x(t) = z(t) — x(0) — 2'(0)t.
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Ainsi :
z(t) = 2(0) + 2/ (0)t + /Ot (t;‘”q

@ o(s)ds.

Posons by = —z(0) et by = —2/(0), on obtient :

x(t) = /Ot (tlji;)(l_a(s) ds — by — byt.

Alors :

2'(t) = /Ot (17:(?18—)(11_)0(5) ds — by.

Pour t €]ty, t5], il existe des constantes dy, d; € R telles que :

o) = /tt (t;iq);_a(s) ds — do — dy (1 — 1),

7' (t) = /tlt mJ(s) ds —d;.

Les conditions impulsives en ¢ = ¢; sont :

p(t) —x(ty) = h(z(t),  2'(0) —2'(t7) = Sz (ta)).

De (1) et (2) avec t =t :

De (3) et (4) avec t =t; :

D’un c6té, on a

D’aprés (5) :

_ it — )
do——]1—<A F(q)0'<8)d8—b0—b1t1>.

Ainsi
to(t; — S)q—l

do = b bt—/
0 o + 0111 A T(q)

o(s)ds — I.

D’autre coté, on a
Z)L’%t?) - J]/(tl_) == Jl = —d1 - [E,(tl_) = Jl.



Alors
dl = —Jl — .I'%t;)

Par (6), on trouve :

_ bt —s)°
d = by —/0 Fg o s

En remplagant (8) et (9) dans (3), on obtient :

x(t) = /tlt (t ;(2); o(s)ds

+ /Otl l(tl F_(;gq + (?(;i)j) (t — t1)] o(s)ds

—bo — ity — bi(t — 1) + Li(z(tr)) + Ji(z(t))(t — t1)

() = /tt (t = (2>)q10(5) ds

+/0t1 [(t_?gétl__l)s)q L ;(;;q ]a(s) ds

Pour t €]t, t;41], on obtient :

x(t) :/t: (t= )" o(s)ds

Donc

I'(g)
(t—t)(t;—98)2  (t; —s)?7!
+ Z/ [ (g —1) + ) ] o(s)ds
—bo—b1t+ZJ (t—t)—f—ilz(l’(u))

Maintenant on va déterminons by et by :
On a
ZE(O) = —bo, fL‘/(O) = —bl.

Par premiere condition aux limites :

Oélx(O) — Blﬁl(O) =0 = —Oélb() + ﬁlbl =0 = a1b0 — 51()1 =0.

D’aprés (10), on trouve

=1 =1
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(10)

(11)
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et
/(1) /t (%(;?1) o(s)ds
Notons : L1 = )t
A= /tn ) o(s)ds,
ot (L=t —s)? (= s)T
B = ; - [ M- 1) o) o(s)ds,
1(1—s)12
¢= tn. I'(q—1) 7le)de,
D=3 o p e
E = Z Ji(x(t:))(1 = t;),
F = ;fi(x(tz))a
G =3 (a(t)
Donc
(1) =A+B—-by—b + E+F,
et

I’l(l):C—I—D—bl—f-G
Par deuxiéme condition aux limites :
ax (1) + Bo2'(1) = 0.
On obtient :
asby + (a2 + B2)by = S,

ou
S=ayA+B+E+F)+ 3:(C+ D+ G);

De (11) et (14), on a le systeme :

{Cnbo — Bib1 =0,
Oégb() + (062 + 62)()1 =S.

(12)

(13)

(14)
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Le déterminant de ce systeme est :

= a1 + a1 B2 + agfh
=n7#0.

Par la regle de Cramer, on trouve

0 =5
det <S a + 52>
bo -

et
0415—0'062

Finalement, on obtient

_1 0] 17(1_8)(1_10'8 S
m—n{w44 (s)d

I'(q)
G t)(t— ) (i s)”!
" i=1 /til ( F(q — 1) F(q) ) 0(3) ds
3 et 1= 1)+ ilw(m)]
+ 5152 {/t: (11(; i)i) o(s)ds
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et
1 H(l—s)!
bl_{Ozl Zl/tn F(q) ( )ds
ot (L=t (= s) T (=T
+ ;/t_ ( T(q—1) I'(q) ) 7 ds
n zj; Ji(x(t)) (1 —t;) + ilz(x(tz))]
1(1—s)12
+a152[/tn RS GE

. Z:/ttil (?(; 3)1; (s)ds + z: Jl(x(tz))} }

Ainsi

tr F(Q)
St [t —s) T (i —8)T
A [ M) Ta-1p " t’)l e
. [(04251 + ajant) (/n a ;(Z)) . (s)ds
noorte ((1—t)(ti—8)2 (t; — s)T!
+ ;/t_ ( T(qg—1) [(q) ) 7l
+Z] 1—t)+zn:]i($(tz))>
+ (5182 + a1 fat) (/t: (;(; i)ql_) (s)ds

Z/t 1 (ti — )" (s)ds—l—éﬁ(ﬂﬁ(ti)))]

q—l

+Z +ZJ )t —t;).



4.2. EXISTENCE ET UNICITE DU PROBLEME

Alors, la solution du probleme (V) est donnée sous la forme suivante :

z(t) :/t: ﬂw(s)f(s,x(s), 2'(s)) ds

I'(q)
n+l i (4 — g)a- 1
+ Z 0,G(t, 1 )/tl (’”F(q;w@)f(s,x(s),x'(s)) ds
—ZG t,t / 1 (?(;iy; w(s)f(s,x(s),2'(s)) ds
+ 28 G(t,t;) Li(z(t;)) — ZG(t,t,) Ji(x(t))
Notations
¢ = max |G(t, s)],
o oG(t,s)| 0G(t, s)
Co = max D5 = ax’ ot >
o 0?G(t, s)
C3 ‘= max “2sor |’

v = rglez%]xw(t).

4.2 Existence et unicité du probleme

On considere Vopérateur T : PC*([0,1]) — PC*([0, 1]) défini par :

T(2)(t) = /tt <t;(8q)>q_

ntl t; . g)a1

+ Z 0sG(t, t; )/t1 (tlr(q;w(s) f(s,:r:(s),x'(s)) ds
(t; — 5)172

- ZG (t,t:) /t 1f(w(s)f(s,x(s),x’(s)) ds

i—1 q_l)

n

+ZaGtt 1, (w(t )ZGH Ti(z(t:)).

pour tout t € (tx, tg11], avec to =0 et t,41 = 1.

Proposition 4.2.1. Soit T : PC*([0,1]) — PC*([0,1]) opérateur défini précédemment.
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Alors, pour tout x € PCY([0,1)), la fonction Tz est dérivable sur chaque intervalle (ty,txi1) et

sa dérivée est donnée par :
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ey = [ S s) (). () s

178 F(q - 1)
n+1 t (t o S)q_l

n Z 0,505G(t,ti)/ti 1Ww(s)f(s,x(s),x'(s))ds

-3 ac /tl | (?(;f)j)ws)f@,x(s),x’(s)) ds

+Zata G(t,t) Zat (z(t;)).

=1

4.2.1 Théoréme d’existence et d’unicité de solution

Pour établir I'unicité d’une solution au probléme (V), en utilisant le théoreme du point fixe
de Banach.

Théoreme 4.2.1. Supposons que
(H,) 1l existe une constante Ly > 0 telle que

|f<t,l‘,y) _f(tvj:7g)| < L1<|C(]—Zf| + |y_?j|>,

pour tout t € J et pour tous x,y,x,y € R.
(Hy) Il existe des constantes Ly, Ly > 0 telles que

[Tk (z) — Ie(y)| < La|z — 9 et |Je(z) — Jk(y)] < Ls|z — yl,

pour tous x,y € Retk=1,2,...,n
Si
A< maX{Al,AQ} <1,

ou

2L1(1 +c1 + TLCl) 2L1n61

Ay = L L
' I'(g+1) I'(q) mleala + arla),
2L1(1 + ncg) 2L1(n + 1)(33
Ay = L Ls).
? ['(q) L(g+1) Fleals - eala)

Alors le probleme admet une unique solution.
Preuve. Soient z,y € PC'([0,1]), on veut montrer que :

[Tz —Ty|ly < Allz —yl:.
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En effet,
(T)(t) = (Ty)(1)] < /tt (t}é))q_ () [f(5,2(5),2'(5)) — F(s,9(s),9/(5))] ds
n+1 t; (ti _ S)qfl , /
+3 .01 [ w9 (o) — Fls. ) ds

)12

4 Z G(t,1,)] / (?@— T @@ (ss.2) = (59,8l ds

310,60 )| () — L)) + 321G )] 1 ((t)) — Lly(t)]

=1 =1

t(t—s)it
< — 1
<2r, /tk Fg <) = yllrords

ntl ti (t. — )21
P e = ylleer ds

2L ;
+2L13_[0.G ) s e

n ti (tz . S)q72
2L t,t;
+ 11:21|G(’ )l/ti—l F(q—l)

w(s)llz = yllpcr ds

+Jé§]&G@¢MM@0—yWN+lé§]G@hNW@)—MhN ()

i=1 i=1

Par intégration par partie, on trouve

t _ c)e1 _ q
/<t S (=)t
tr

I'(q) I(g+1) ~ T(g+1)

bt =) (= ti)! 1
[1 Mg 7 Tary ST+

et

R U)K C el /O L
A;lr@—1)d‘_ I'(q) Sme

Donc

() = [Tz =Tylo <

2L . 2Liy(n+ 1)z
['(g+1) I(g+1)

2L1ynecy
I'(q)

2L17(1+ o +ncy)  2Ly1yne
I'(g+1) I'(q)
<Az =yl

+

|z =yl + neaLa||lz — yll1 + neyLsljz — ylh

IN

+ n(CQLQ + Cng) HJ? — yH1



De plus
(ra)e) - oyl < [ mw@ms,m(s), #(5)) = Fls,y(5),/(5))|ds
+ nz: Gst(t, ti) /tjil m;(;;q_w(s)‘f(s, x, :E/) — f(S, Y, y’) ds
#3160t [ G ] e s )i
+§Gst<t,u> L(x(t) — L(y(t)] + iGtu,ti) Tz (t)) — Jiw(t)]
2L,y 2L1y(n+ 1)es
< Tl =l + S
2L1yncy
Iq) |z =yl + nesLo||lz =yl + neaLs||lz — yla
_|[2Ly(1 +ncy)  2Lyy(n+1)cy e . .
- [Pl Q0%+ eat+ eats)| =l
Alors
T2 — Ty |0 < [QL”&;) ne) 2L1F’V<(q”:1§>63 +n(esLy + 02L3)] lz =yl
<Ag ||z =yl

On sait que

[Tz —Ty||y = ||Tx — Tyllo + ||Tx" = Ty'||o
<Az =yl + A2 |lz —ylh
< Allz =yl

Puisque A < 1, alors par le théoréme de contraction de Banach le probléeme (V) admet une
unique solution.

4.2.2 Théoréme d’existence de solution du probleme

Nous étudions l'existence de solutions du probléme (V), en utilisant le théoréeme du point
fixe de L’Alternative de Leray-Schauder.

Théoreme 4.2.2. Supposons que

(Hs) Il eziste une fonction vy (t) € C([0,1],R) telle que v1(t) > 0 sur un sous-intervalle
de [0,1] tel que
[f(tz,y)l <), Y(tay) €l0,1] xR
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(Hy) Il eziste des constantes vy, v3 > 0 telles que
|Ik($)| SVQ: |Jk($>|§V37 VIGR, k:17"‘7n'

Si les fonctions f, Iy, et Jy, vérifient les hypothéses (Hs) et (Hy), alors le probléme admet au
moins une solution.

Notations

T = maxu, (1), v = r?gjxw(t).

Preuve.La preuve est donnée par quatre étapes.
Etapel : Montrons que T est continu.
Soit (z,) € PC*(J) une suite telle que, r, — = dans PC1(J).
Montrons que
I7(2) = T(@)]ly = 0.

Pour tout £ € J, on a
t(t—s)r!
12 F(Q)

n+1 1

#3000 st — S50 d

|(T)(t) = (T2)(8)] < w(s) [f(s,2n(s), 2,(5)) = f(s5,2(s),2(s))| ds

2

n ti (t, — g)9™
* ; Gt )] /ti_l (pz(qi)l)w(s) £ (8,20, 20) — f(s,2,2")| ds
+ Y 10G ()| i@ (b)) — Li(x ()| + Y IG(E )| [Tz (t:) — Ji(x(t:))]-
=1 i=1
Puisque f, I, Jj, sont des fonctions continues et x,, — x dans PC'(.J), alors

1T (2n) =T ()]0 = sup T (xn) = T(x)] = 0.

De méme
[(T,) (t) — (T2)'(t)] < /t: Mw(s)‘f(s,x(s)’x/(s)) _ f(S,y(S),y’(s))‘ds
nti = s : ,
+ ; Ga(t, ) /t“ F(q)w(s)‘f(s,:vn,xn) — f(s,z,x )’ds

—2

+ é |Gl 1) /tt mw(s)\f(s,xmx;) ~ fls,x,a)|ds

+ 2 Galt,ts) Li(za(ts) — Li(a(t)] + Zn: Gi(t, ) | Ji(an(ts) = Jiz ()]

i=1 =1
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Alors
1T (zn) — T'(2)]|o = sup [T"(z,) — T"(2)] — 0.
teJ

Donc
|7 (xy) — T(z)]ls — 0.

Finalement, T est continu.

Etape2 : Montrons que T transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément
borné.

En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement positive
M tel que pour chaque z € B, = {z € PC*(J) : ||lz|1 < n}.

On veut montrer que

1T(x) [l < M.

D’un coté, pour x € B,, on a

t(t—s)r!

)< [ 5

w(s)[f(s,2(s), ' (s))| ds

n+1 1

> 060 [ (o) ) s

2

+§;‘G(t’ti)’/timw(s)|f(s,x,:v’)|ds

n

30,6 )] L) + 301G )] | T (t).

i=1 i=1

D’apres (Hs) et (Hy)

t(t—s)rt

(i< [

w(s)vi(s)ds

n+1 (tz 1

210,000 I géiq_w@) o1 (s) ds

+ z: |G(t,t;)] /til (?(;i)j_) w(s)vi(s)ds

+u2 ) [0,G(t, )| + s Y |Gt )]

=1 =1
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Donc

T yTco(n + 1)

(¢+1) I'(g+1)
Y TNncy

I'(q)
1 N (n+ 1)z ne
qg+1) T(g+1) TI(q)

+ n(cavg + c1v3).

(To)(0)] <

+

+ ncave + neyvs

<

Ainsi

1 n (n+1)ca  ne
- [Te+1)  T@+1) T(g

+ TL(CQUQ + 01713).

D’autre coté, on a

(t — )12
I'(g—1)

@2y )< | () (s, 2(5),'(5))| ds

n+1 (tz 1

+ ; |0 G (1, 1;)] /tt E(Z;q_

w(s)|f(s,z,2")|ds

+ Z 2G (2,1 / (?& f); w(s) |f (s, 2,2)|ds

S [0uGt )] (8|

=1

+ i |0, G(t,t;)] |Ji(z(t:))]-
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D’apres (H3) et (Hy), on obtient

@) < [ E e s ds

P(g—1)
n+1 _ q 1
+ Z 10 G (t, t; |/ (ti = 5) —————w(s)vi(s)ds

+ > |0G(t,t;) wsvsds
> lacen) [ G e n )

+ v Y 0:G(t, )]

i=1

+us > |0,G(t,t
i=1

< 7 y1eg(n+ 1)
“ g T+1)
N TNC
I'(q)
1 N (n+1)cs L e
I'(q) T(g+1) T(q)
+ n(c3ve + cav3).

+ ncsve + Ncavs

<7

Donc
I7'(2) o = sup T'(2) 1)
<7 F(lq) + g:l(;i)lc; + 1?(22)] + n(czvg + cau3).
Ainsi

17 ()l = T()llo + 17" ()l
1 (n+ 1)z ne

< st *

1 N (n+1)es  ney
P(g)  Tlg+1)  T(g)

‘| + ?7/(621)2 + 011)3)

+97 [ ] + n(czvs + cpu3) = M.

Etape3 : Montrons que T transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu.
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Soit x € B, et t1,t € J, avec t; < ty, on a

[(Tx)(t2) — (Tx)(t1)] < /:2 Mw(s)f(s,x,x') ds — /tl Mw(S)f(s,x,:c’) ds

k F(Q) tg F(Q)

+ 310,61, 0) = 0G0, 1) | Pl (s )] ds

+ i: G(ta, ;) — G(t, 1) /tt (?(;i)j)“’@)lf(sa z,2')| ds

3 [0G t ) — DG (b1, )| L8|

i=1
+ |Gt ti) = Gt )| Ji(2(t:)).
i=1
D’apres (H3) et (Hy), on obtient

(e)(t2) — (@) <| [ 2 (s as

v 1(g)
- : (“If(;;qlw(s)vl(s) ds
T n+1
N NeESY ; 10,G (L2, ) — 0G(t1, ;)]
T

_|_7

@ - |G(ta, t:) — G(t1,1)]

n
=1

—+ vy Z |85G(t2, ti) - 88G(t17 t%)|

1=1

+ U3 Z |G(t2, tl) — G(tl, tl)l

=1

Puisque G et 9;G sont continues sur [0, 1] x [0, 1], alors

|(Tx)(tz) — (Tx)(t1)] — 0 lorsque  ty — 5.

On conclure, Par le théoreme d’Arzela-Ascoli, 'opérateur 1" transforme tout ensemble borné
en un ensemble relativement compact.

Puisque T est aussi continu, alors T est un opérateur completement continu.

Etaped4 : 1l suffit de montre que 'ensemble  V = {z € PC'(J,R) |z = ATz, 0 < A < 1} est
borné.
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Soit z € V, pour chaque t € J on a :
lz(t)| = A(Tz)(t)], Vte|0,1],0<A<1
Puisque A < 1, alors

2()] < |(T)()|

t(t—s)r!
< [ Tr @@ s a(s)als)ds

+ "Zl Gs(t, t;) /ti'l (t; — s)1~ w(s) |f(s,z(s),x(s))|ds

['(q)

+ z:; G(t, ti) /titil (tfw(; i)j_) w(s) |f(3, x(s)’ IB(S))‘ ds

3Gt t) [ ()] + 32 Gt ) [ (t)

i=1 i=1

1 (n+1ec  na
=7 lf(q +1) - T(g+1)  T(q)

] + n(cava + cvs).

Ainsi
1 (n+1)e necy

Dlg+1) ' T(g+1) F(q)} +n(cavz + €103).

lzllo < AT

De plus

/0 = MTaY 0] < [ 1w o), a(e))| s

+T§;|Gst(t,ti)l/titil (ti ;(Z;q w(s)|f(s,z(s), z(s))| ds

+§;|Gt(t,ti)\ /tt (?(;i); w(s) | f(s,z(s),z(s))| ds

S Gt ) L ()] + 32 Gt 1) (8|

=1 i=1

1 (n+1)cs NCo
= [F(q) T+ T

] + n(csvg + cous).

Ainsi
(n+1)e ncy

Dlg+1)  T(g+1) F(q)] +n(ecavy + crvy).

l2'llo < 77 [



On sait que

Izl1 = llzllo + [|2]l0
Alors
[zlln < G+ G
" (n+1)
1 n+1 (6)) ncy
= + + + n(cavz + c1v3),
a=o7 lr<q+1> Mg+ 1) r<q>] (ezz + 1)
1 (n+ 1) ne
= ~T + + + n(covy + c1v3).
@7 [r<q+1> Mg+1) T T(g) Tt an)
Posons
¢ < max{(, (2},
alors

[zl < ¢

Par conséquence, V' est un ensemble borné .
Ainsi, par le théoreme (1.4.3) du point fixe de Leray-Schauder. On déduit que 7" admet au
moins un point fixe qui est une solution du probleme (V).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié ’existence et 1'unicité des solutions de certains
problemes aux limites impulsifs d’ordre entier et fractionnaire.

Pour obtenir les résultats principaux, nous avons utilisé plusieurs outils d’analyse
fonctionnelle, notamment le théoreme du point fixe de Banach ainsi que les théorémes de
Leray—Schauder.

Sous différentes hypotheses portant sur les fonctions considérées et les conditions
impulsives, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité des solutions. Ces résultats
montrent I'importance des méthodes de point fixe dans I’étude des équations différentielles
impulsives et fractionnaires.

Les problemes étudiés permettent de modéliser plusieurs phénomeénes réels présentant des
changements brusques et des effets de mémoire. Ainsi, ’étude des problemes aux limites
impulsifs d’ordre entier et fractionnaire constitue un domaine de recherche actif et important
en analyse différentielle.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons analysé des problemes aux limites liés a des équations
différentielles impulsives du second ordre et a des équations différentielles fractionnaires
impulsives. En appliquant le principe de contraction de Banach ainsi que le deux théoremes
du point fixe de Leray-schauder, nous avons établi des résultats d’existence et d’unicité des
solutions sous des hypotheses convenables. Ces travaux confirment I'importance des méthodes
de point fixe dans ’étude des systemes différentiels impulsifs.

Mots-clés : Equations différentielles impulsionnelles, équations différentielles fractionnaires,
problemes aux limites, théorémes de point fixe, principe de contraction de Banach, théoremes
de Leray-Schauder, existence, unicité.

Abstract

In this thesis, we analyzed boundary value problems related to second-order impulsive
differential equations and impulsive fractional differential equations. By applying the Banach
contraction principle as well as the two fixed point theorems of Leray-Schauder, we established
existence and uniqueness results for solutions under suitable hypotheses. This work confirms
the importance of fixed point methods in the study of impulsive differential systems.

Keywords : Impulsive differential equations, fractional differential equations, boundary value
problems, fixed point theorems, Banach contraction principle, Leray-Schauder theorems,
existence, uniqueness.
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