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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude de la controlabilité et de la stabilisabilité des sys-
témes linéaires dans les espaces de Hilbert. Ces notions occupent une place importante
dans la théorie moderne du controle, en particulier dans I’étude des systémes gouvernés
par des équations différentielles ordinaires, des équations aux dérivées partielles et des
modéles infini-dimensionnels.

Dans un premier temps, nous rappelons les notions de base relatives aux espaces
de Hilbert, aux opérateurs linéaires bornés et non bornés, aux opérateurs adjoints, aux
projecteurs, aux bases hilbertiennes, aux opérateurs compacts et aux semi-groupes for-
tement continus. Ces outils permettent de formuler correctement les systémes d’évolu-
tion abstraits.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions les systémes linéaires infini-dimensionnels
de la forme

{ 2'(t) = Ax(t) + Bu(t), t>0;
z(0) = o,

ou A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu sur un es-
pace de Hilbert X, B est I'opérateur de controle et u représente la commande. Nous
présentons la notion de solution mild, qui est adaptée aux systémes infini-dimensionnels
lorsque les solutions classiques ne sont pas toujours disponibles.

Ensuite, nous analysons la controlabilité exacte, la controlabilité approchée, 'opé-
rateur de controlabilité, 'espace atteignable et les critéres associés. Une attention par-
ticuliére est accordée a la dualité entre controlabilité et observabilité, qui joue un role
central dans I’étude des équations aux dérivées partielles controlées.

Enfin, nous abordons la stabilisabilité des systémes linéaires dans les espaces de
Hilbert. Nous présentons la stabilisation forte, la stabilisation exponentielle, la stabi-
lisation par retour d’état et quelques critéres spectraux. Une application numérique



sous MATLAB est proposée afin d’illustrer les notions étudiées a travers une approxi-
mation finie-dimensionnelle d'un systéme gouverné par un opérateur de type Laplacien.

Mots-clés : Espace de Hilbert, opérateur linéaire, semi-groupe, systéme infini-
dimensionnel, controlabilité exacte, controlabilité approchée, observabilité, stabilisabi-
lité, retour d’état, MATLAB.



Principales notations utilisées

Dans tout ce mémoire, R désigne ’ensemble des nombres réels, C I’ensemble des
nombres complexes, et N I’ensemble des entiers naturels.

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe, muni du produit scalaire (-, )y
et de la norme associée || - ||3. Lorsque le contexte ne préte pas a confusion, on
notera simplement

() et |-
L’espace des commandes sera noté U, également supposé étre un espace de Hilbert,
muni du produit scalaire (-, )y et de la norme

Il

On note £(H) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés de H dans H, et plus
généralement L(U,H) 'ensemble des opérateurs linéaires bornés de U dans H.

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C H — H, on note :
D(A) : le domaine de définition de A;

ker(A) : le noyau de A;

Im(A) : 'image de A;

A* : 'adjoint de A;

o(A) : le spectre de A;

p(

R(A\, A) = (M — A)7! : la résolvante de A, pour A € p(A);

. I : Vopérateur identité sur H.

A) : ensemble résolvant de A;

I I N

Si M est un sous-espace fermé de H, on note :



1. M : adhérence de M :
2. M+~ : I'orthogonal de M dans H ;

3. Py : le projecteur orthogonal sur M.

Une base hilbertienne de #H sera notée (e,),>1. Pour tout € H, on a alors

00
= (,en)en,

n=1

avec convergence dans H.

Le symbole 4;; désigne le symbole de Kronecker, défini par

1 sii=j,
0ij = L,
0 sii#j.
Le semi-groupe fortement continu engendré par 'opérateur A sera noté {S(t) }1>o.
I vérifie

S(0) =1, S(t+s)=S(t)S(s), Vt,s >0,
et

lim S(t)z = «, Vo € H.

t—0t

Le systeme linéaire de contréle étudié dans ce mémoire est de la forme

Az(t) + Bu(t), t>0,

—N
5 8
==
Il
8
<

ou
x(t) € H désigne I'état du systéme a l'instant ¢;
u(t) € U désigne la commande;

ro € H est I'état initial ;

Ll e

A: D(A) C H — H est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu ;

5. B désigne 'opérateur de controle.

La solution mild associée au systéme est donnée par

x(t) = S(t)xo +/0 S(t — s)Bu(s) ds.



Pour un horizon de temps 7" > 0, on définit I'opérateur de contrélabilité Cr par

T
Cru :/ S(T — s)Bu(s) ds.

0

L’espace atteignable a I'instant T est noté

R(T) = Im(Cr).

Le systéme est dit exactement controlable sur [0, 7] si
R(T)="H,

et approximativement controlable si

R(T) = H.

Lorsque cela a un sens, le grammien de controlabilité est défini par

Wy = / ' S(t)BB*S*(t) dt.

La dualité entre controlabilité et observabilité s’exprime notamment par

Im(Cr) =H <= ker(C;)={0}.
Dans I’étude de la stabilisabilité, une loi de retour d’état est écrite sous la forme
u(t) = Ku(t),
ou K € L(H,U). Le systéme en boucle fermée devient alors

2'(t) = (A+ BK)x(t).

On note Ax = A+ BK lopérateur en boucle fermée, et {Sk(t)}i>0 le
semi-groupe associé. Le systéme est dit fortement stable si

lim ||Sx(t)z| =0, VzeH,

t—400

et exponentiellement stable s’il existe des constantes M > 1 et w > 0 telles que

ISkl < Me, ¥ >0,

Enfin, lorsque cela est nécessaire, on utilisera une décomposition spectrale de
la forme

H="H, D Ha,

ou Hs désigne le sous-espace stable et H,, le sous-espace instable.
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INTRODUCTION

La théorie du contrdle étudie la maniére d’agir sur un systéme dynamique afin de
lui imposer un comportement souhaité. Dans de nombreux problémes issus de la phy-
sique, de la mécanique, de 1’économie, de la biologie ou de I'ingénierie, 1’évolution du
systéme est décrite par une équation différentielle. Lorsque 1’état du systéme dépend
d’un nombre fini de variables, on parle de systéme fini-dimensionnel. Mais dans plu-
sieurs situations, 1’état dépend aussi d’une variable spatiale, comme la température
dans une barre, la vibration d’une corde ou la distribution d’une concentration dans
un domaine. Le systéme est alors décrit par une équation aux dérivées partielles, et
son espace d’état devient un espace fonctionnel de dimension infinie.

Les espaces de Hilbert constituent un cadre naturel pour étudier ce type de sys-
temes. Ils possédent une structure linéaire, une norme, un produit scalaire et des pro-
priétés géométriques proches de celles de l'espace euclidien. Cette structure permet
de généraliser plusieurs notions classiques de l'algébre linéaire et de ’analyse, comme
I'orthogonalité, la projection, I’adjoint d’un opérateur ou la décomposition suivant une
base orthonormale.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux systémes linéaires infini-dimensionnels
écrits sous la forme abstraite

x(0) = zo, (1)

ou X est un espace de Hilbert, z(t) € X est I’état du systéme, u(t) est la commande,
A est un opérateur linéaire généralement non borné et B est 'opérateur de controle.
Dans ce cadre, 'opérateur A est souvent le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
fortement continu. Cette approche permet de donner un sens rigoureux a la solution
du systéme, méme lorsque les dérivées classiques ne sont pas toujours disponibles.

{ 2'(t) = Ax(t) + Bu(t), t >0;

Deux propriétés occupent une place centrale dans cette étude : la controlabilité et la
stabilisabilité. La controlabilité exprime la possibilité de conduire un systéme d’un état
initial donné vers un état final désiré en agissant sur la commande. Dans les espaces
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infini-dimensionnels, on distingue principalement la contrélabilité exacte et la contro-
labilité approchée. La controlabilité exacte signifie que ’on peut atteindre exactement
I’état final souhaité. La controlabilité approchée signifie que 'on peut approcher cet
état avec une précision arbitraire. Cette distinction est propre aux espaces de dimen-
sion infinie, car certains ensembles peuvent étre denses sans étre égaux a tout l’espace.

La stabilisabilité, quant a elle, concerne la possibilité de rendre stable un systéme
grace & un choix convenable de la commande, souvent sous forme d’un retour d’état
u = Kx. Un systéme peut ne pas étre entiérement controlable mais rester stabilisable
si les modes instables peuvent étre contrdlés. Cette idée est tres utile dans les applica-
tions, car elle permet de réduire I’étude aux composantes qui risquent de déstabiliser
le systéme.

L’objectif de ce mémoire est donc de présenter une étude claire des notions de
controlabilité et de stabilisabilité pour les systémes linéaires dans les espaces de Hil-
bert. Nous commencons par les outils d’analyse fonctionnelle nécessaires, puis nous
présentons la formulation abstraite des systémes linéaires infini-dimensionnels. Ensuite,
nous étudions les critéres de controlabilité et leur lien avec I'observabilité. Enfin, nous
analysons la stabilisabilité et proposons une application numérique sous MATLAB afin
d’illustrer les résultats théoriques.

Ce travail est organisé comme suit. Le premier chapitre est consacré aux préli-
minaires mathématiques. Le deuxiéme chapitre présente les systémes linéaires infini-
dimensionnels et la notion de solution mild. Le troisiéme chapitre traite la controlabilité
exacte, la controélabilité approchée et la dualité avec I’observabilité. Le quatriéme cha-
pitre est consacré a la stabilisabilité. Le cinquiéme chapitre propose une application
numérique basée sur une approximation finie-dimensionnelle.



CHAPITRE PREMIER

PRELIMINAIRES

L’étude des systemes linéaires dans les espaces de Hilbert repose sur plusieurs no-
tions fondamentales d’analyse fonctionnelle. Dans les systémes fini-dimensionnels, I’état
appartient généralement a R™ ou C". Dans les systémes infini-dimensionnels, 1’état ap-
partient souvent a un espace de fonctions, comme L*(Q), H*(Q2) ou H?*(2). Ces espaces
permettent de modéliser des phénomeénes répartis dans ’espace, tels que la chaleur, les
vibrations, la diffusion ou la propagation d’ondes.

Ce chapitre présente les notions nécessaires a la suite du mémoire : espaces de
Hilbert, opérateurs bornés et non bornés, opérateurs adjoints, projecteurs, bases, com-
pacité et semi-groupes d’opérateurs. Ces outils seront utilisés pour définir correctement
les systéemes d’évolution abstraits et pour analyser leurs propriétés de controlabilité et
de stabilisabilité.

1.1  Espaces de Hilbert

Définition 1.1.1. /17, 7] Un espace vectoriel H sur R ou C est appelé espace préhil-
bertien sl est muni d’un produit scalaire

(v):HxH—=K,
ot K =R ou C, vérifiant les propriétés suivantes :
1. (x,z) > 0 pour tout x € H, et (x,z) =0 si et seulement si x =0;
2. (z,y) = (y,z) pour tous x,y € H ;
3. le produit scalaire est linéaire par rapport a la premiére variable dans la convention
adoptée ici;
4. (ax + By, z) = alz, 2) + B{y, 2).
La norme associée au produit scalaire est donnée par

lz]] = v/ (2, 2).
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Un espace préhilbertien complet pour cette norme est appelé espace de Hilbert.

Exemple 1.1.2. L’espace R™ muni du produit scalaire usuel

i=1
est un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.3. L’espace L?(a,b), constitué des fonctions mesurables f telles que

b
/ |f(2)|?, dx < +oo0,

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(f.9) :/ f(x)m, dz.

Remarque 1.1.1. Dans les applications auz équations aux dérivées partielles, L*(Q)
est l'un des espaces les plus utilisés, car il permet de mesurer l’énergie quadratique
d’un état. Par exemple, dans l’équation de la chaleur, I’état x(t) peut représenter la
température dans un domaine ), et 'espace d’état naturel peut étre L*(Q).

1.1.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1.1.4. [9, 15]
Pour tous x,y € H, on a

Kz, | < ll[1]yl].

Démonstration
Sty =0, le résultat est immédiat. Supposons y # 0. Pour tout A € K, on a

0 <z — Xyl
En développant,
|z — Myl = [2]* = Ay, 2) — Ma,y) + [APly[*.

En choisissant

N
ly[?
on obtient )
0< |ZE|2 _ |<$7y>| '
B ly[?
Donc

[, ) |* < 2P|yl

ce qui donne le résultat.
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1.1.2  Orthogonalité et sous-espaces fermés

Deux éléments x,y € H sont dits orthogonaux si

(x,y) = 0.

On note alors z L y.
Si M est un sous-espace de H, son orthogonal est défini par

M*+={recH:(x,y)=0, Vy € M}.

1.2  Opérateurs linéaires

1.2.1  Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.1. [7] Soient X et Y deux espaces normés. Une application linéaire
T: X —Y est dite bornée s’il existe une constante C' > 0 telle que

I Tz|ly < Cllz|lx, VzeX.
La norme de T est donnée par

T
||T||E(X,Y) = sup H $HY
a0 ||]|x

On note par L(X,Y') 'espace des opérateurs linéaires bornés de X dans Y. Lorsque
X =Y, on écrit simplement £(X).
Proposition 1.2.2. Pour un opérateur linéaire T : X — 'Y | les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. T est borné;

2. T est continu sur X ;

3. T est continu en 0.
Exemple 1.2.3. Dans R", toute application linéaire est bornée. En dimension infinie,

ce résultat n’est plus vrai. Il existe des opérateurs linéaires mon bornés, comme les
opérateurs différentiels.

1.2.2 Opérateurs linéaires non bornés

[16, 9]

Les opérateurs non bornés apparaissent naturellement dans 1’étude des équations
aux dérivées partielles. Par exemple, 'opérateur dérivée ou 'opérateur Laplacien ne
sont pas définis sur tout l'espace L?, mais seulement sur des sous-espaces adaptés.
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Définition 1.2.4. Soient X etY deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire non
borné de X dansY est une application linéaire

A:D(A)C X =Y,

ot D(A) est un sous-espace vectoriel de X, appelé domaine de A.

L opérateur A n’est pas nécessairement défini sur tout X, et il n’existe pas toujours
de constante C' > 0 telle que

||Az||ly < Cllz||x, Vz € D(A).
Exemple 1.2.5. Considérons l'espace X = L?*(0,1). L’opérateur
Af=f
défini sur
D(A) = Hy(0,1)
est un opérateur non borné dans L*(0,1).
Exemple 1.2.6. (Opérateur de Laplace).
Soit X = L*(0,1). On définit
Af = 1",
avec
D(A) = H*(0,1) N Hy(0,1).
Cet opérateur intervient dans [’équation de la chaleur
oy _ 0%
ot 0z
II est non borné dans L*(0,1), mais il génére un semi-groupe fortement continu.

Définition 1.2.7. (Opérateur fermé)[10]

Un opérateur A : D(A) C X — Y est dit fermé si, pour toute suite (x,) C D(A)
telle que

T, — ¢ dans X

et

Ax, =y dans,
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alors

r € D(A) et Ax=uy.

Remarque 1.2.1. Un opérateur fermé n’est pas forcément borné. En fait, plusieurs
opérateurs différentiels utilisés en équations aux dérivées partielles sont non bornés
mais fermés. Cette propriété est importante pour garantir une bonne formulation du
probleme d’évolution.

Définition 1.2.8. (Opérateurs adjoints.)[10, 9] Soit A € L(H). L’adjoint de A, noté
A*, est l'unique opérateur borné vérifiant

(Az,y) = (z, A"y), Vaz,y € H.

Exemple 1.2.9. Si H =R" et si A est représenté par une matrice M, alors l’adjoint
A* est représenté par la matrice transposée MA. Dans le cas complexe, il est représenté
par la matrice transposée conjuguée M*.

Définition 1.2.10. /7, 9] Un opérateur borné A € L(H) est dit auto-adjoint si
A=A

1l est dit positif si
(Az,z) >0, VzeH.

Remarque 1.2.2. Les opérateurs adjoints interviennent directement dans les critéres
de controlabilité. En particulier, la dualité entre contrélabilité et observabilité fait in-
tervenir 'opérateur adjoint A* et l'opérateur B*.

Bases hilbertiennes|7|

Définition 1.2.11. (Bases hilbertiennes.) Une famille (e,),n > 1 d’éléments de H est
dite orthonormale st

(en,em) = 0 xnm,

ol

5o — 1 :n=m
"l 02 n#E m.
Elle est appelée base hilbertienne de H si elle est orthonormale et si I’espace vectoriel
engendré par cette famille est dense dans H.
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Théoréme 1.2.12. Si (e,,),>1 est une base hilbertienne de H, alors pour tout x € H,

on a
[
E T, en)en,
n=1

avec convergence dans H, et

[lzll* = ZH z,en)|[.

Cette derniére égalité est appelée identité de Parseval.

Exemple 1.2.13. Dans L?(0,1), la famille
en(r) = V2sin(nrz), n>1,

est une base hilbertienne adaptée aux conditions de Dirichlet.

1.2.3 Semi-groupes fortement continus

L’étude des systémes d’évolution abstraits repose sur les semi-groupes d’opérateurs.
Ils généralisent 1'exponentielle matricielle et utilisée dans les systémes linéaires fini-
dimensionnels.

Définition 1.2.14. [2, 11]. Soit H C X un espace de Banach. Une famille {S(t)}+>o
d’opérateurs linéaires bornés sur X est appelée semi-groupe fortement continu, ou Cy-
semi-groupe, Si :

1. S(0) =1, ou I est lopérateur identité;

2. S(t+s)=S(t)S(s), pour tous t,s > 0;

3. pour tout v € X, lapplication t — S(t)x est continue de [0,400) dans X.

Définition 1.2.15. [2, 11] Le générateur infinitésimal A du semi-groupe {S(t)}+>¢ est
défini par
S(t)r —
Az — lim 20T
t—0+ t

pour tout x € D(A), ou

B S(t)x —x

D(A) = {x € X : lim

t—0t

existe dans X} .



CHAPITRE DEUX

SYSTEMES LINEAIRES
INFINI-DIMENSIONNELS

Les systémes dynamiques linéaires classiques [17, 4| sont souvent écrits sous la forme

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0) = x,

ou A et B sont des matrices. Dans ce cas, 1'état x(t) appartient & R™. Cependant, de
nombreux phénomeénes physiques sont gouvernés par des équations aux dérivées par-
tielles. Dans ce cas, ’état n’est plus un vecteur fini, mais une fonction. L’espace d’état
est alors un espace de Hilbert, et I'opérateur A est généralement non borné.

L’objectif de ce chapitre est de présenter la formulation abstraite des systémes
linéaires dans les espaces de Hilbert, ainsi que la notion de solution mild obtenue grace
aux semi-groupes.

2.1 Modéle abstrait

Soient X et U deux espaces de Hilbert. L’espace X est appelé espace d’état, tandis
que U est appelé espace de controle. On consideére le systéme linéaire abstrait [7, 9, 18, 3]

#(0) = o, (2.1)

{ 2'(t) = Ax(t) + Bu(t) :t€|0,T],
ou :
1. z(t) € X est I'état du systéme a l'instant ¢;
2. xg € X est I'état initial ;
3. u(t) € U est la commande;
4. A: D(A) C X — X est un opérateur linéaire, en général non borné;

5. B:U — X est l'opérateur de controle.
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Dans ce mémoire, on suppose généralement que A est le générateur infinitésimal
d’un Cy-semi-groupe (7'(t))>o sur X.

2.1.1 Cas homogéne

Considérons d’abord le probléme homogéne
2/ (t) = Ax(t),
{ x(0) = xo. (2:2)

Si A est une matrice, la solution est

z(t) = e,

Dans le cadre infini-dimensionnel, 'exponentielle e*4 est remplacée par le
semi-groupe 7'(t). La solution s’écrit alors

2.1.2 Solution classique

Définition 2.1.1. /5, 10] Une fonction x : [0,T] — X est une solution classique du
systeme (2.1)
St :
1. x est continue sur [0,T);
2. z(t) € D(A) pour tout t € [0,T];
3. x est dérivable sur [0,T];
4. Uéquation o' (t) = Ax(t) + Bu(t) est vérifiée pour tout t € [0,T];
5. z(0) = xp.
Remarque 2.1.1. La solution classique exige une régularité forte. Dans les systémes

infini-dimenstonnels, cette régularité n’est pas toujours garantie. C’est pour cette raison
qu’on introduit la notion de solution mald.

2.1.3 Solution mild

Définition 2.1.2. [5, 10, 1] Supposons que A génére un Cy-semi-groupe {T'(t)}+>0 sur
X, et que B € L(U,X). Pour u € L*(0,T;U), la solution mild du systéeme est donnée
par

x(t) =T (t)zo + /0 T(t — s)Bu(s),ds.
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La premiere partie T'(t)xo représente l’évolution libre du systéme. La seconde partie

/Ot T(t — s)Bu(s),ds

représente l’effet de la commande appliquée entre O et t.

Théoréme 2.1.3. (Ezistence et unicité de la solution mild.)

Soient X et U deux espaces de Hilbert. Supposons que A soit le générateur infini-
tésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 sur X, et que B € L(U, X). Alors, pour tout
zo € X et tout u € L*(0,T;U), le systeme

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x,
admet une unique solution mild x € C([0,T]; X), donnée par
t
z(t) = T(t)zo + / T(t — s)Bu(s), ds.

0
Démonstration
Comme {T'(t) }+>¢ est un Cp-semi-groupe, il existe M > 1 et w € R tels que

T(1)] < M, te[0,T]

Puisque B est borné, on a

|Bu(s)|x < [Bllu(s)|u-
Ainsi, pour t € [0,T], intégrale

/OtT(t — s)Bu(s),ds

est bien définie dans X. En effet,

t t
/ |T(t — s)Bu(s)|xds < Me“’T]B\/ |u(s)|uds.
0 0

Comme u € L?(0,T;U), on a aussi v € L'(0,T;U) sur un intervalle borné. La
formule définit donc une fonction continue de [0,7] dans X. L’unicité découle de la
propriété du semi-groupe et de la formule de variation des constantes. Ainsi, la solution
mild existe et est unique.
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2.1.4 Formule de variation des constantes
La formule

z(t) =T (t)zo + /0 T(t — s)Bu(s),ds

est appelée formule de variation des constantes. Elle constitue ’outil principal pour
étudier la controlabilité. En effet, a 'instant final 7', on obtient

z(T)=T(T)xo + /0 T(T — s)Bu(s), ds.

La partie controlée de I’état final est donc

/0 U I~ 9 Bu(s). ds.

Cette expression conduit naturellement a la définition de 'opérateur de controélabilité.

2.2 Opérateur de controle

2.2.1 Opérateur de controle borné

Lorsque B € L(U, X), on dit que 'opérateur de controle est borné. Ce cas est plus
simple, car la commande agit directement dans I’espace d’état (X). La solution mild
est bien définie pour toute commande u € L*(0,T;U).

Exemple 2.2.1. Soit X = L*(0,1). Considérons l’équation de la chaleur contrélée par

une force distribuée :
oy 0%y
— (7 = —(t b t
o (1.€) = G 1.6) + bEu(r),
avec les conditions
y(t,0) =y(t,1) = 0.

Dans ce cas,

Ay =1, D(A) = H?*0,1)n Hy(0,1),

et
Bu = b(§)u.

Sibe L*0,1), alors B : L*(0,1) — L?(0,1) est borné.
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2.2.2 Opérateur de controle non borné

Dans plusieurs problémes issus des équations aux dérivées partielles, la commande
agit au bord du domaine. Par exemple, dans I’équation de la chaleur, on peut agir
sur la température imposée a une extrémité de la barre. Dans ce cas, 'opérateur de
controle n’est pas borné de U dans X. On doit alors utiliser des espaces extrapolés ou
des notions plus fines de solutions.

Exemple 2.2.2. Considérons l’équation de la chaleur sur (0,1) avec contréle au bord :

Y (t, &) = yee(t,6), 0<E <1,
y(t,0) = u(t),
y(t,1) = 0.

Ici, la commande n’agit pas comme une force dans le domaine, mais & travers
une condition au bord. Le modéle abstrait existe encore, mais 'opérateur B doit étre
interprété avec précaution.

Remarque 2.2.1. Dans ce mémoire, pour garder une présentation accessible, [’es-
sentiel de l’étude sera formulé dans le cas ou B est borné. Toutefois, il est utile de
mentionner le cas non borné, car il est trés fréquent dans les applications aux équations
aux dérivées partielles.

Exemple 2.2.3. (Ezemple fondamental : équation de la chaleur)
Soit X = L?*(0,1). On considére

Y8, €) = yee (8, ) + b(Qu(t), 0<E <1,
y(t,0) = y(t,1) =0, t>0,
y(0,8) = yo(§)-

On définat

Ay =1", D(A) = H?*0,1)N Hy(0,1).
Alors A génére un semi-groupe fortement continu sur L*(0,1). Sib € L*(0,1), l'opéra-
teur de controle B : R — L*(0,1) est donné par

Bu = bu.

La solution mild est .
y(t) =T(t)yo + / T(t — s)bu(s),ds.
0

Conclusion.

Ce chapitre a présenté le modele abstrait des systémes linéaires infini-dimensionnels.
Le role du semi-groupe est de représenter 1’évolution libre du systéme, tandis que I'opé-
rateur B représente ’action de la commande. La formule de la solution mild donne un
cadre solide pour I’étude de 'existence, de I'unicité et des propriétés de controlabilité.
Le chapitre suivant sera consacré a la controlabilité exacte et approchée.



CHAPITRE TROIS

CONTROLABILITE

Introduction

La controlabilité est I'une des notions les plus importantes en théorie du controle.
Elle répond a la question suivante : peut-on conduire un systéme d’un état initial vers
un état final désiré en choisissant convenablement la commande ?

Dans les systémes de dimension finie, la controlabilité est souvent caractérisée par le
rang de la matrice de Kalman. Dans les espaces de Hilbert, la situation est plus délicate.
La dimension infinie impose de distinguer la controlabilité exacte et la controlabilité
approchée. Cette distinction est nécessaire, car un sous-espace peut étre dense dans un
espace de Hilbert sans étre égal a tout 1’espace.

3.1 Etat final et opérateur de controélabilité

Considérons le systéme (1) tel que :

2'(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) = x,
ou A génére un Cy-semi-groupe (T'(t))s>o sur X, et B € L(U, X).
Pour u € L*(0,T;U), I'état final est donné par

x(T)=T(T)xo + /0 T(T — s)Bu(s), ds.

On définit I'opérateur de controlabilité par
T
Wru = / T(T — s)Bu(s), ds.
0
Ainsi,

z(T) =T(T)xo + Wru.
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3.1.1 Espace atteignable
Définition 3.1.1. [/] L’espace atteignable o partir de 0 au temps T est défini par
R(T) = Wru: u € L*(0,T;U).
Autrement dit,
R(T) = Im(Wr).

St l’état initial est xg, l'ensemble des états atteignables a linstant T est
T(T)xo+ R(T).

Remarque 3.1.1. L’étude de la contrélabilité revient donc a étudier ['mage de [’opé-
rateur Wrp. Si cette image est tout 'espace X, le systéme est exactement controlable.
Si son adhérence est tout X, le systéme est approximativement contrélable.

3.1.2 Controlabilité exacte

Définition 3.1.2. [17, /] Le systéme est dit exactement controlable sur [0,T] si, pour
tout ¥y € X et tout ¥y € X, il existe une commande u € L*(0,T;U) telle que la
solution vérifie

z(T) = x;.

En utilisant la formule de la solution mild, cette condition équivaut a

x1 —T(T)xo € R(T).

Comme xq et x1 sont arbitraires, le systéme est exactement controlable si et seule-
ment St

R(T) = X.

Proposition 3.1.3. Le systéme est exactement controlable sur [0,T] si et seulement
s1
Im(Wr) = X.

Remarque 3.1.2. La contrélabilité exacte est une propriété forte. Dans les espaces
infini-dimensionnels, elle est souvent difficile a obtenir, notamment pour les systémes
paraboliques comme ’équation de la chaleur. En revanche, elle peut étre obtenue dans
certains systémes hyperboliques, comme l’équation des ondes, sous des conditions géo-
métriques adaptées.
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3.1.3 Controlabilité approchée

Définition 3.1.4. Le systéme est dit approximativement contrélable sur [0,T)] si, pour
tout zg € X, tout vy € X et tout € > 0, il existe une commande u € L*(0,T;U) telle
que

||2(T) — x1||x < e.

Cette condition signifie que I’on peut approcher 1’état final désiré avec une précision
arbitraire.

Proposition 3.1.5. Le systéme est approzimativement controlable sur[0,T] si et seule-
ment si

R(T) = X.

Démonstration
Si le systéme est approximativement controlable, alors pour tout z; € X et tout
e >0, il existe u € L?(0,T;U) tel que

|T(T)xo + Wru — xq]| < e.

En particulier, en prenant xq = 0, on obtient que tout élément de X peut étre approché
par des ¢léments de R(T). Donc

R(T) = X.
Réciproquement, si ﬁ = X, alors pour tout zg, 1 € X, ’élément
x1 —T(T)xo
peut étre approché par un élément de R(T). Il existe donc u € L*(0,T;U) tel que
W — (o2~ Tl < =

ce qui donne
|2(T) — = <e.

Ainsi, le systéme est approximativement controlable.

3.2 Critére dual avec 1’observabilité
L’adjoint de Wr est donné par
(Wiz)(s) = B*T*(T — s)z.

Ainsi,
Wrz=0
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si et seulement si

B*T*(T — s)z =0, pour presque tout s € [0,T].
En posant » =T — s, on obtient
B*T*(r)z =0, pour presque tout r € [0, 7.

Théoréme 3.2.1. ( Critére de contrélabilité approchée)

Le systéme est approzimativement contrélable sur [0,T) si et seulement si

B*T*(t)z =0, Vte|0,T]
mmplique
z=0.

Remarque 3.2.1. Cette condition signifie qu’l n’existe aucun état adjoint non nul
invisible par l’observation B*T*(t)z. Si un mode du systéeme adjoint est invisible, alors
il existe une direction dans [’espace d’état qui ne peut pas étre atteinte par la commande.
3.2.1 Observabilité

Le systéme adjoint associé¢ est donné par [11]

Z(t) = A*2(t).

L’observation associée est

y(t) = B*z(t).

La controélabilité du systéme direct est liée a 'observabilité du systéme adjoint. Une
inégalité d’observabilité typique s’écrit

T
2P < C / BT (1)1 3, dt.

Si une telle inégalité est vérifiée, alors le systéme direct posséde une propriété forte de
controlabilité.

Remarque 3.2.2. Dans les équations aux dérivées partielles, la méthode de dualité est
l'un des outils les plus utilisés. Elle permet de transformer un probléme de controlabilité
en un probleme d’estimation d’observabilité.
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3.2.2 Cas fini-dimensionnel : critére de Kalman
Lorsque X = R"”, le systéme
2'(t) = Az(t) + Bu(t)
est controlable si et seulement si la matrice de Kalman
C=[BAB A’B --- A" 'B]
est de rang n, c’est-a-dire
rang(C) = n.

Ce critére est simple et trés utilisé en automatique. Dans les espaces de Hilbert, il
n’existe pas de critére aussi simple dans tous les cas, mais les opérateurs Wr, G et
les criteres de dualité jouent un role analogue.

Exemple 3.2.2. Supposons que A posséde une base de vecteurs propres (e,) dans X,
avec

Ae,, = \,e,.

Supposons ausst que U = R et que

Bu = bu,

ou

b= i bnén.
n=1

Alors la commande agit sur le mode e, si b, # 0. Si pour un certain n, on a b, =
0, alors le mode correspondant ne peut pas étre controlé directement. Dans plusieurs
situations, une condition de type

b, #0, Vn>1,

est liée a la controlabilité approchée.

Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons étudié la controlabilité des systémes linéaires infini-
dimensionnels. L’opérateur de controlabilité Wp permet de caractériser les états at-
teignables. La controlabilité exacte correspond a I'égalité Im(Wy) = X, tandis que la
controlabilité approchée correspond a Im(W7r) = X. Nous avons également présenté le
Gramien de controlabilité et le critére de dualité avec 'observabilité. Ces outils seront
utiles dans I’étude de la stabilisabilité au chapitre suivant.



CHAPITRE QUATRE

STABILISABILITE

Introduction

La stabilisabilité est une notion proche de la controlabilité, mais elle répond a une
autre question. Il ne s’agit pas forcément de conduire le systéme vers un état final
donné en temps fini. Il s’agit plutét de choisir une commande, souvent sous forme de
retour d’état, afin que la solution tende vers zéro lorsque le temps devient grand.

Dans plusieurs applications, la contrdlabilité exacte est trop forte ou impossible a
obtenir. En revanche, il peut suffire de stabiliser le systéme. C’est le cas lorsque les
modes incontrolables sont déja stables et que seuls les modes instables doivent étre
controlés |3, 3.

4.1 Stabilité et stabilisabilité forte

Définition 4.1.1. [17, 12] Un Cy-semi-groupe {S(t)}i>0 sur un espace de Hilbert H
est dit fortement stable si

lim [|T(t)z|| =0, Ve
t—+o00

Cette définition signifie que chaque trajectoire libre du systéeme tend vers zéro.

4.1.1 Stabilité exponentielle

Définition 4.1.2. [/, 12] Un Cy-semi-groupe {S(t)}i>0 est dit exponentiellement
stable s’il existe deux constantes M > 1 et a > 0 telles que

[S(t)|] < Me™, ¥t >0,

La stabilité exponentielle implique la stabilité forte. En effet,
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1S(t)z]] < Me™||z]] — 0

lorsque t — +o00.

Remarque 4.1.1. La stabilité exponentielle est plus forte que la stabilité forte, car elle
donne une vitesse de décroissance uniforme.

4.1.2 Stabilisabilité exponentielle

Considérons le systéme (1) de la forme

2'(t) = Ax(t) + Bu(t).
Un retour d’état linéaire est une commande de la forme

u(t) = Kx(t),

ou K : H — U est un opérateur linéaire. En remplagant u(t) par Kz(t), on obtient
le systéme en boucle fermée

2'(t) = (A+ BK)x(t).

L’objectif est de choisir K de sorte que l'opérateur A+ BK génére un semi-groupe
stable.

Définition 4.1.3. [/

Le systéme (A, B) est dit exponentiellement stabilisable s’il existe un opérateur de
retour d’état K € L(H,U) tel que A+ BK génere un semi-groupe exponentiellement
stable. Autrement dit, il existe M > 1 et a > 0 tels que

1Sk (t)]| < Me™®", VYt >0,

ot {Sk(t)}i>o est le semi-groupe engendré par A+ BK.

4.1.3 Stabilisabilité forte

Définition 4.1.4. [12, 15]. Le systeme (A, B) est dit fortement stabilisable s’il existe
un opérateur K € L(H,U) tel que le semi-groupe {Sk(t)}t>0 engendré par A + BK
soit fortement stable, c’est-a-dire

tligrn ||Sk(t)z|| =0, VxeH.
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4.2 Lien entre controlabilité et stabilisabilité

La controlabilité exacte implique souvent la possibilité de stabiliser le systéme. En
dimension finie, si le couple (A, B) est contrdlable, alors on peut placer arbitrairement
les valeurs propres de la matrice A+ BK. On peut donc choisir K pour que toutes les
valeurs propres aient une partie réelle strictement négative [13, 12, 17, 1].

En dimension infinie, la situation est plus difficile. Cependant, 'idée générale reste
la suivante :

1. Si tous les modes instables sont controlables, alors le systéme peut étre stabili-
sable ;

2. si certains modes instables ne sont pas controlables, alors la stabilisation est
impossible ;

3. les modes incontrolables ne posent pas de probléme s’ils sont déja stables.

4.2.1 Décomposition stable et instable

Supposons que 'espace ‘H puisse étre décomposé sous la forme |13, 7]

H="H; D Ha,
ou :
1. H, est le sous-espace stable;
2. H, est le sous-espace instable, de dimension finie.

Si la restriction du systéme au sous-espace instable est contrdlable, alors on peut
choisir un retour d’état pour stabiliser les modes instables. Les modes stables restent
déja décroissants. Cette idée est souvent utilisée pour les systémes paraboliques, ol
seul un nombre fini de modes peut étre instable.

1. Lien entre controlabilité et stabilisabilité

1.1. Controlabilité
1. Permet de placer tous les poles du systéme.
2. C’est une condition plus forte.

3. Tous les modes du systéme doivent étre controlables.

1.2. Stabilisabilité

1. Permet de stabiliser le systéme.
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2. C’est une condition plus faible.

3. Seuls les modes instables doivent étre controlables.

Remarque 4.2.1.
Contrélabilité = Stabilisabilité

mais la réciproque est fausse.

— Un systéme contrélable : on peut agir sur tous les modes du systeme.
— Un systéme stabilisable : on ne peut pas nécessairement agir sur tous les modes,
mais on peut empécher l'instabilité.

2. Lien avec ’observabilité : dualité

Pour le systéme dual, on considére :

(t) = A"z(t) + C*u(t).
On a alors la relation suivante :

(A, B) stabilisable <= (A", B*) détectable.

Ainsi, la stabilisabilité est la version duale de la détectabilité.

4.2.2 Critére spectral en dimension finie et infini

Cas 1 : en dimension finie

Pour un systéme fini-dimensionnel
z'(t) = Az(t) + Bu(t),
le couple (A, B) est stabilisable si et seulement si
rang[A\l — A B]=n
pour toute valeur propre A de A telle que

Re(A) > 0.

Ce critére est appelé critére de Hautus de stabilisabilité.

Remarque 4.2.2. Le critere signifie que les modes associés aux valeurs propres in-
stables ou non décroissantes doivent étre controlables. Les modes associés aux valeurs
propres de partie réelle strictement négative peuvent rester incontrélables sans empécher
la stabilisation.
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Exemple 4.2.1. Considérons le systéme fini-dimensionnel

) 0

Le premier mode est instable, car sa valeur propre est 1. Le deuxiéeme mode est stable,
car sa valeur propre est —2. La commande agit sur le premier mode, donc le systeme
est stabilisable.
En prenant
K= (-3 0),

. 1 0 1 -2 0
on obtient A+ BK = <O _2) + (0> (—3 O) = ( 0 _2> )

Le systéme en boucle fermée est donc exponentiellement stable.

Cas 2 : infini-dimensionnel

Dans un espace de Hilbert, la stabilisabilité dépend du spectre de 'opérateur A,
du semi-groupe engendré et de ’action de l'opérateur B. Si A posséde une base de
fonctions propres, on peut souvent analyser le systéme mode par mode.

Supposons que

Ae, = \,en,
et que
o0
Bu=bu, b= bue,.
n=1
Si un mode e,, est instable, c¢’est-a-dire si

Re(A,) > 0,

alors il doit étre contrdlé. Une condition nécessaire naturelle est donc

by # 0

pour tout mode instable.

4.2.3 Stabilisation par retour d’état borné
Si K € L(H,U), le retour d’état

u= Kz
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est appelé retour d’état borné. Dans ce cas, BK est un opérateur borné de X dans
X lorsque B € L(H,X). Si A génére un Cy-semi-groupe, alors A + BK génére égale-
ment un Cy-semi-groupe par le théoréme de perturbation bornée [10)].

On considére un systéme linéaire abstrait :
&(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0) = xo,
ou :
x(t) € H, u(t) € U.

Ici, H C X est un espace de Banach ou de Hilbert, U est I’espace des controles,
A: D(A) C H — H est un opérateur non borné générateur d’un semi-groupe
fortement continu {S(t)}+>0, et :

Be L(UH)

est un opérateur de controle borné. On applique un retour d’état borné :

u(t) = Kx(t),
avec :

K e L(H,U).
Alors :

BK € L(H).

Le systéme en boucle fermée devient :

#(t) = (A + BK)a(t).

L’opérateur :
Agx = A+ BK

est appelé opérateur en boucle fermée.

Théoréme 4.2.2. (Théoreme de perturbation bornée.) [10] Soit A: D(A) CH — H
le générateur d’un semi-groupe fortement continu {S(t) }i>0 sur H. Soit F € L(H) un
opérateur borné. Alors l'opérateur :

A+ F

avec domaine :

D(A + F) = D(A),
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est aussi le générateur d’un semi-groupe fortement continu {S(t)}i>0. De plus, si
le semi-groupe {S(t) }1>o est exponentiellement stable, c’est-a-dire s’il existe M >1 et
w > 0 tels que :

[S(t)|] < Me™*, >0,
et st :
w
M?

alors le semi-groupe engendré par A + F est encore exponentiellement stable.
Plus précisément :

IF <

I1S(8)]] < MemtemMIFDE ¢ >,

Démonstration. Comme F' € L(#), le probléme abstrait :

#(t) = (A+ F)z(t),  x(0) = o,

peut s’écrire sous la forme intégrale :
t
z(t) = T(t)xo + / T(t — s)Fx(s),ds.
0
Donc le semi-groupe S(t) associé a A + F vérifie :
¢
S(t)xg =T (t)xo + / T(t —s)FS(s)xg,ds.
0
En prenant la norme, on obtient :
t
1S (#)aol| < [T ()0l +/0 (Tt = ), [1F1], [[S(s)zoll)ds.

Comme :

IT@®)]| < Me™",

on a .
t
15(8)zol| < Me|fzol| + M]|F| / =[S (s)o | ds.
0

On multiplie par . Alors :

t
e[S (t)aol| < M||$o||+M||F||/ e[S (s)xol |ds.
0
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Posons :

z(t) = || S (t)zol|.
On obtient :

t
£At) < Mlfaoll + MIIF] | 2(5)ds.
0
Par le lemme de Gronwall :
2(t) < M|azoleMFIt,
Donc :
e ||S(t)xo|| < M||aol|e™ I,
Ainsi :
1S (t)zol| < Me W MIFI 4],
Par conséquent :
||S(t)H < Me—@W=MIIF|)t
Sic:
w
r hadl
IFl < =,
alors :
w— M||F|| > 0.

Donc le semi-groupe {S(t)}+>0 est exponentiellement stable. Le théoréme est dé-
montré.

Exemple 4.2.3. On revient au systéme controlé :

t(t) = Az(t) + Bu(t).

On choisit un retour d’état borné :

u(t) = Kx(t),

avec !

K e L(X,U).
Alors :
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BK € L(X).
Le systéme en boucle fermée devient :
(t) = (A+ BK)x(t).
On pose :
Ax = A+ BK.

Théoréme 4.2.4. (Théoréeme de stabilisation robuste)[5, 10, /]. Supposons qu’il existe
un retour d’état borné K € L(H,U) tel que Ax = A+ BK engendre un semi-groupe
exponentiellement stable {Sk(t)}i>0-
Autrement dit, il existe M > 1 et w > 0 tels que :
| Tw(t)]] < Me™, ¢ >0.
Soit D € L(H) une perturbation bornée du systéme. Si :
w

Dl| <
DIl <

alors l'opérateur perturbé :

Ak +D=A+BK+D

engendre encore un semi-groupe exponentiellement stable. En particulier,
le systeme perturbé :

t(t) = (A+ BK + D)x(t)
reste stable.

Démonstration. Comme Ay = A 4+ BK engendre un semi-groupe
exponentiellement stable, on peut appliquer le théoréme de perturbation bornée
avec :

Ax ala place de A,
et :

D ala place de F.
Puisque D € L(H), opérateur :

A+ D

est une perturbation bornée de Ax. D’aprés le théoréme précédent, si :
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alors le semi-groupe associé a Ax + D vérifie :

1Sp(®)]| < Me e MIPDE,

Comme :

w— M|D| >0,

on obtient :

[|Sp(t)|] -0  lorsque ¢t — +o0.

Donc le systéme perturbé reste exponentiellement stable.
Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilisabilité des systémes linéaires dans
les espaces de Hilbert. La stabilisation consiste a choisir une commande, souvent sous
forme de retour d’état, afin que les trajectoires du systéme tendent vers zéro. Nous avons
distingué la stabilisation forte et la stabilisation exponentielle. Nous avons également
présenté 'idée spectrale selon laquelle seuls les modes instables doivent étre controlés.
Cette idée permet de comprendre le lien entre controlabilité et stabilisabilité.



CHAPITRE CINQ

APPLICATION

Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’illustrer numériquement les notions de controélabilité
et de stabilisabilité. Pour cela, nous considérons une approximation finie-dimensionnelle
d’un systéme infini-dimensionnel de type parabolique. Le modéle continu peut étre
interprété comme une équation de la chaleur sur 'intervalle (0, 1), avec conditions de
Dirichlet homogeénes.

L’équation continue est donnée par

Ye(t,§) = yee(t, &) + b(§)u(l), 0<E <1,
y(t,0) = y(t,1) =0, t>0,

¥(0,€) = yo(§).

Aprés discrétisation spatiale par différences finies, on obtient un systéme linéaire
fini-dimensionnel

i(t) = Ax(t) + Bu(t).

5.1. Discrétisation de opérateur de Laplace.

On divise l'intervalle (0,1) en N + 1 sous-intervalles de longueur

Les points intérieurs sont

L’approximation par différences finies de la dérivée seconde est

@(f) o Yim1 = 2Yi tin
g2 -~ B2 :
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On obtient alors la matrice

-2 1 0 0
1 -2 1 0
1
A:ﬁ 0 1 =2
1
0 0 1 =2

5.2. Choix de l'opérateur de controle

On considére une commande scalaire u(t) € R. L’opérateur de controle est
représenté par un vecteur colonne

B e RVXL,

Par exemple, on peut choisir une commande agissant au milieu du domaine :

1, i =y,
BZ_{ 07 i#i(b

ol 7y est I'indice correspondant au point central.
5.3. Vérification de la controlabilité

En dimension finie, le systéme
= Ax + Bu
est contrdlable si et seulement si

rang [B AB A’B --- AN7'B] = N.

On calcule done la matrice de controlabilité

C=|[B AB A’B ... AN7'B]

et son rang.
5.4. Stabilisation par retour d’état

Pour stabiliser le systéme, on utilise une commande de la forme

u(t) = —Kux(t).

Le systéme en boucle fermée devient
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() = (A — BK)x(t).

On choisit K par placement de poles ou par commande LQR. Dans cette
application, on peut utiliser la commande LQR, qui consiste a minimiser le cotit

J(u) = /0 h (z(t)"Qxz(t) + u(t)" Ru(t)) dt,

ou () est une matrice symétrique positive et R > 0.
5.5. Algorithme 1 : construction du modéle discrétisé.

Les etapes

Choisir le nombre de points intérieurs N.

Calculer le pas h = ﬁ

Construire la matrice de Laplace discréte A.

Construire le vecteur de controle B.

Calculer la matrice de controlabilité.

S A N

Vérifier le rang de cette matrice.
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5.6. Code MATLAB : controlabilité

cle;
clear;
close all;

% Number of interior discretization points
N = 20;

h = 1/(N+1);

% Construction of the discrete Laplacian matrix
main_diag = -2*ones(N,1);

off_diag = ones(N-1,1);

A = (1/h~2)*(diag(main_diag) + diag(off_diag,1) + diag(off_diag,-1));

% Control vector: localized control at the middle node
B = zeros(N,1);

i@ = round(N/2);

B(i0) = 1;

% Controllability matrix
C = ctrb(A,B);

% Numerical rank
rank_C = rank(C);

% Display results
fprintf('Rank of the controllability matrix = %d\n', rank_C);
fprintf('Dimension of the system = %d\n', N);

if rank_C ==

disp('The finite-dimensional approximation is controllable.');
else

disp('The finite-dimensional approximation is not controllable.');
end

% Plot sparsity pattern of the controllability matrix
figure;

spy(C);

title('Sparsity pattern of the controllability matrix');
xlabel('Columns');

ylabel('Rows"');

grid on;

La matrice A représente 'approximation par différences finies de 'opérateur de
Laplace unidimensionnel avec des conditions aux limites de Dirichlet homogénes. Le
vecteur B modélise une commande localisée agissant en un point intérieur de la grille,
choisi ici comme le milieu du domaine spatial. Pour vérifier la controlabilité de I'ap-
proximation de dimension finie, nous calculons la matrice de contrdlabilité :

C=(B AB A’B ... AN-'B),

Le systéme est controlable si et seulement si :

rank(C) = N.

Pour la discrétisation choisie avec N = 20, le rang numérique de la matrice de
controlabilité est égal a la dimension du systéme. Par conséquent, I’approximation de
dimension finie est controlable.
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FIGURE 5.1 — La matrice de controlabilité

La figure 5.1 montre le motif de parcimonie de la matrice de controlabilité associée
au systéme discrétisé. On observe que l'effet du controle, appliqué au point central,
se propage progressivement vers les autres points du domaine grace aux puissances
successives de la matrice.

Cette propagation est due a la structure tridiagonale du Laplacien discret et traduit
le caractere diffusif de I’équation de la chaleur. Ainsi, la figure illustre visuellement la
capacité du controle localisé a influencer ’ensemble du systéme discret.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié la controlabilité et la stabilisabilité des systémes
linéaires dans les espaces de Hilbert. Le point de départ a été la formulation abstraite
des systémes d’évolution de la forme

2'(t) = Az(t) + Bu(t), xz(0) = x.

Cette formulation permet de traiter dans un méme cadre des systémes issus des
équations différentielles ordinaires et des équations aux dérivées partielles.

Le premier chapitre a rappelé les notions d’analyse fonctionnelle nécessaires a cette
étude. Les espaces de Hilbert, les opérateurs bornés et non bornés, les opérateurs
adjoints, les projecteurs, les bases hilbertiennes, les opérateurs compacts et les semi-
groupes fortement continus constituent les outils de base pour comprendre les systémes
infini-dimensionnels.

Le deuxiéme chapitre a présenté les systémes linéaires infini-dimensionnels. Lorsque
lopérateur A est le générateur d’un semi-groupe fortement continu, la solution du
systéme peut étre exprimée sous forme mild :

t
z(t) =T(t)zo + / T(t — s)Bu(s), ds.
0
Cette formule est 'outil principal utilisé pour étudier les états atteignables.

Le troisieme chapitre a été consacré a la controlabilité. Nous avons distingué la
controlabilité exacte, caractérisée par

Im(Wr) = X,
et la controlabilité approchée, caractérisée par

Im(Wr) = X.
Nous avons aussi présenté le Gramien de controlabilité et le critére dual d’observa-
bilité. Cette dualité montre que 1’étude de la controlabilité peut étre ramenée a ’étude
de I'observation du systéme adjoint.

Le quatriéme chapitre a abordé la stabilisabilité. Nous avons présenté la stabilité
forte, la stabilité exponentielle et la stabilisation par retour d’état. Nous avons montré
que la stabilisabilité peut étre comprise comme la possibilité de controler les modes
instables du systéme. Ainsi, un systéme peut étre stabilisable méme s’il n’est pas exac-
tement controlable, & condition que les modes incontrélables soient déja stables.

Le cinquiéme chapitre a proposé une application numérique sous MATLAB. Une
approximation finie-dimensionnelle d’un systéme de type équation de la chaleur a été
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construite. La controlabilité a été étudiée a l'aide de la matrice de Kalman, puis la
stabilisation a été illustrée par une commande LQR. Les simulations montrent la diffé-
rence entre le comportement en boucle ouverte et le comportement en boucle fermée.

En conclusion, la controlabilité et la stabilisabilité sont deux notions fondamentales
pour comprendre et commander les systémes dynamiques. Dans les espaces de Hilbert,
leur étude nécessite des outils d’analyse fonctionnelle et de théorie des semi-groupes.
Les résultats présentés dans ce mémoire constituent une base pour aborder des pro-
blemes plus avancés, comme le controle des équations aux dérivées partielles, le controle
optimal infini-dimensionnel, la stabilisation robuste et les systémes & controle frontiére.
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