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Résumé

Ce mémoire est consacré a ’étude et a 'approximation numérique des solutions du
probléme de Poisson, modéle fondamental des équations aux dérivées partielles elliptiques.
Dans un premier temps, nous avons établi le cadre théorique en rappelant les formules
de Green et en introduisant les espaces de Sobolev, cadre fonctionnel naturel de ’ana-
lyse variationnelle. Nous avons ensuite démontré, a 1’aide du théoréme de Lax-Milgram,

I’existence et 'unicité de la solution faible du probléme.

Dans un second temps, nous avons développé une approximation numérique par la
méthode des éléments finis sur un maillage triangulaire conforme, en étudiant deux types
d’éléments : les éléments P1 (polynomes affines) et les éléments P2 (polynémes quadra-
tiques). Pour chacun, nous avons construit la base canonique des fonctions de forme,
établi le probléme variationnel discret, et montré que celui-ci se raméne a la résolution
d’un systéme linéaire AX = b, ou la matrice de rigidité A est symétrique définie positive,

donc inversible.

Mots clé : Probléme de Poisson ; Equations aux dérivées partielles elliptiques ; Espaces
de Sobolev ; Formules de Green ; Théoréme de Lax-Milgram ; Eléments finis P1 ; Eléments

finis P2; Maillage triangulaire ; Matrice de rigidité.



Abstract

This memoir is dedicated to the study and numerical approximation of solutions to
the Poisson problem, a fundamental model of elliptic partial differential equations. In
a first step, we established the theoretical framework by recalling Green’s formulas and
introducing Sobolev spaces, the natural functional framework of variational analysis. We
then demonstrated, using the Lax-Milgram theorem, the existence and uniqueness of the

weak solution of the problem.

In a second step, we developed a numerical approximation using the finite element
method on a conforming triangular mesh, studying two types of elements : P1 elements
(affine polynomials) and P2 elements (quadratic polynomials). For each, we constructed
the canonical basis of shape functions, established the discrete variational problem, and
showed that it reduces to solving a linear system AX = b, where the stiffness matrix A is

symmetric positive definite, hence invertible.

Keywords : Poisson problem; Elliptic partial differential equations; Sobolev spaces;
Green’s formulas; Lax-Milgram theorem ; P1 finite elements; P2 finite elements; Trian-

gular mesh ; Stiffness matrix.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles jouent un role fondamental dans la modélisation
mathématique de nombreux phénomeénes physiques et techniques. Elles constituent un ou-
til essentiel pour décrire le comportement de grandeurs physiques continues dans 'espace
et le temps. On les rencontre notamment en électrostatique, en mécanique, en thermique
et en ingénierie |2, 3].

Parmi ces équations, I’équation de Poisson et 1’équation de Laplace occupent une place
centrale dans I'analyse des problémes elliptiques. Ces équations permettent de modéliser
des phénoménes stationnaires, pour lesquels I’état du systéme ne dépend pas explicitement
du temps [3]. L’équation de Poisson est une équation elliptique du second ordre qui s’écrit

sous la forme

—Av =g dans (), (1)

ou ) désigne un domaine ouvert de R™ représentant la région physique étudiée, A est
I'opérateur laplacien, u est la fonction inconnue associée a la grandeur recherchée, et f
est un terme source décrivant la présence de sources internes dans le domaine.

Lorsque le terme source est nul, I’équation de Poisson se réduit a ’équation de Laplace
Av =0, (2)

dont les solutions sont appelées fonctions harmoniques. Ces solutions sont liées a des
situations d’équilibre en I’absence de sources [3].

En électrostatique, ’équation de Poisson apparait naturellement & partir de la loi de
Gauss, qui relie la divergence du déplacement électrique D a la densité volumique de
charge électrique p selon

V-D=np. (3)

Dans un milieu linéaire, homogeéne et isotrope, le déplacement électrique est relié au champ

électrique E par la relation
D =c¢E, (4)

ol € désigne la permittivité du milieu. Le champ électrique dérive d’un potentiel scalaire
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V tel que
E=-VV. (5)
En combinant ces relations, on obtient 1’équation de Poisson vérifiée par le potentiel
électrique
AV =2, (6)
€

qui se réduit a ’équation de Laplace lorsque la densité de charge est nulle [].

La résolution de I’équation de Poisson nécessite l'imposition de conditions aux limites
sur le bord du domaine €2. Ces conditions peuvent étre de type Dirichlet, Neumann ou
mixtes, selon la nature des contraintes physiques imposées |5]. Dans la plupart des si-
tuations réelles, la complexité du domaine ou des conditions aux limites rend difficile
I’obtention d’une solution analytique explicite.

Ainsi, le recours aux méthodes numériques devient indispensable. Parmi celles-ci, la
méthode des éléments finis est largement utilisée en raison de sa flexibilité et de son effica-
cité [6]. L’objectif de ce mémoire est donc 'étude numérique de I’équation de Poisson avec
des conditions aux limites mixtes, en combinant une analyse théorique et une approche

numérique basée sur la méthode des éléments finis.

Origine physique

L’équation de Poisson avec des conditions aux limites mixtes peut étre modélisée par
plusieurs phénoménes physiques tels que le potentiel électrique, la température ou la
pression. La majorité de ces problémes est caractérisée par une source distribuée dans un
domaine en présence d’interactions multiples et différentes sur ses frontiéres.

Les conditions mixtes, combinant Dirichlet (valeur imposée) et Neumann (flux im-
posé), reproduisent la variété des situations réelles. Un exemple est le refroidissement
d’une puce électronique. La puce dissipe une puissance thermique constante, alors que
ses faces présentent des conditions variées : une face en contact avec un dissipateur ther-
mique (condition de Neumann), tandis que la base de la plaquette est maintenue & une
température constante (condition de Dirichlet).

En résumé, cette formulation modélise parfaitement les situations ot un systéme at-

teint un équilibre sous 'effet des sources internes.



Chapitre 1

Outils mathématiques

1.1 Equations différentielles

Définition 1.1.1. Une équation différentielle est une équation mathématique dans la-
quelle linconnue est une fonction, et ot apparaissent une ou plusieurs dérivées de cette
fonction. Elle permet de décrire la relation entre une fonction inconnue et ses variations
par rapport a ses variables indépendantes.

D’une maniére générale, une équation différentielle s’écrit sous la forme :
H(x,s(:v),s/(x),s”(a:),...,s(”)(x)) =0, (1.1)

ot s(z) est la fonction inconnue et s (x) désigne la dérivée d’ordre n.

1.1.1 Ordre d’une équation différentielle

Définition 1.1.2. On définit ordre d’une équation différentielle le plus grand ordre de
dérivation de la fonction inconnue qui apparait dans cette équation.
Autrement dit, st une équation différentielle contient une dérivée d’ordre n, alors elle

est dite d’ordre n.

1.1.2 Equation différentielle du premier ordre

Définition 1.1.3. Une équation différentielle est dite du premier ordre si la dérivée la
plus élevée de la fonction inconnue qui y apparait est la dérivée premiere.

Elle peut s’écrire sous la forme :

H(z,s(z),s'(z)) =0, (1.2)
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ou s(x) est la fonction inconnue et s'(x) sa dérivée premiére.

1.1.3 Equation différentielle d’ordre n

Définition 1.1.4. Une équation différentielle est dite d’ordre n si la dérivée d’ordre n de
la fonction inconnue apparait dans ’équation et qu’aucune dérivée d’ordre supérieur n’y

figure.
Elle s’écrit de maniere générale sous la forme :

H(z,s(z),8 (x),s"(z),...,s"(z)) = s"(2), (1.3)

ot s (z) désigne la dérivée d’ordre n de la fonction inconnue.

1.1.4 Degré d’une équation différentielle

Définition 1.1.5. On définit degré d’une équation différentielle la plus grande puissance
de la dérivée d’ordre le plus élevé apparaissant dans [’équation, a condition que [’équation
soit polynomiale par rapport aux dérivées.

Autrement dit, le degré correspond a l’exposant de la dérivée d’ordre maximal, aprés

avoir éliminé toute racine, fraction ou fonction non algébrique portant sur les dérivées.

Remarque 1.1.1. §i une équation différentielle n’est pas polynomiale par rapport aux
dérivées, par exemple lorsque celles-ci apparaissent sous un logarithme, une racine ou une

fonction trigonométrique, alors le degré de [’équation n’est pas défina.

1.1.5 Equation différentielle linéaire

Définition 1.1.6. Soit E C R un intervalle. On définit une équation différentielle linéaire

d’ordre n sur E comme une équation de la forme :
bo(x)s + by (2)s + -+ - 4 by_q (2)s"Y + b, (2)s™ = h(z), (1.4)

Les coefficients b;(x) sont des fonctions continues définies sur lintervalle E, avec h est

une fonction donnée sur E représentant le second membre de [’équation.

1.1.6 Equation différentielle linéaire homogéne

Définition 1.1.7. Une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n se caractérise
par une relation reliant une fonction inconnue s a ses dérivées jusqu’a ’ordre n,sous la

forme :
bo(z)s + by (x)s 4 - + bp_1(x)s" ™Y 4 by (z)s™ =0 (1.5)
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L’homogénéité provient de l’annulation du second membre.

1.1.7 Equation différentielle non homogéne

Définition 1.1.8. On définit une équation différentielle linéaire non homogéne a coeffi-

cients constant d’ordre n tout équation de la forme :
bos + bis + -+ by_1 5"V 4+ b,s™ = h(x), (1.6)

o Les coefficients b;(z) sont des constantes réelles avec b, # 0.
e h(z) est une fonction donnée continue.

e On dit qu’elle est non homogéne parce que le second membre n’est pas nul.

1.1.8 Solution d’une équation différentielle

Définition 1.1.9. Soit l’équation différentirlle d’ordre n portant sur une fonction incon-
nue s(x) :
H(z,s,¢,s", ... ,s(”)) =0, r€e FCR (1.7)

On définit solution de cette équation toute fonction s = p(x) définie sur E, possédant

au moins n dérivées et vérifiant [’équation pour chaque x € E :

H (2, 9(x), ¢ (), ¢" (@), ..., " (@) = 0 (1.8)

Dans le cas d’une équation linéaire non homogeéne,la solution générale se décompose en :

s(x) = sn(x) + 5,(2), (1.9)

1.2 Equation différentielle linéaire Partielle

Définition 1.2.1. On définit équation différentielle partielle linéaire d’ordre 2 tout équa-

tion de la forme :

a(y, 2) tyy + b(y, 2) Uy, + c(y, 2) U + d(y, 2) uy + g(y, 2) u. = h(y, 2),

ot les fonctions a(y, z),b(y, z), c(y, 2),d(y, 2), g(y, 2) et h(y, z) sont les fonctions données.
L’équation est dite linéaire car ['tnconnue u et ses dérivées apparaissent uniquement

au premier degré, sans produits entre alles.
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1.2.1 Classification des équations du second ordre
La classification repose uniquement sur les coefficients des dérivées secondes
a(y, z) uyy + b(y, 2) uy, + c(y, 2) s

On introduit le discriminant
A(?J? Z) - b2(y7 Z) - 4a(y7 Z)C(ya Z)'

On distingue alors :
e équation elliptique si Ay, z) < 0.
e équation parabolique si A(y, z) = 0.

e équation hyperbolique si A(y, z) > 0.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probléme de Poisson —Au = f, c’est-a-
dire au cas ot a = c =1 et b = 0. On obtient alors A = —4 < 0 : il s’agit donc d’une
équation elliptique, ce qui justifie ['approche variationnelle développée au chapitre 2 ainsi

que le chowx de la méthode des éléments finis au chapitre 3.

1.3 Les Espaces

Normes et produits scalaires

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps K(ot K =R ou C).

On définit norme sur E toute application :
| |lg: E— Ry

satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Positivité et séparation :
lz1]lg >0  pour tout z1 € E,

et
||ZE1”E =0 < z; =0.

2. Homogénéité absolue :

IAe1||g = |A] |z1]|g, pour tout x1 € E et tout A € K.
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3. Inégalité triangulaire :

|lz1 + z2||g < ||z1||lg + ||x2|lE, pour tout xy,x9 € E.

le couple (E,|| - ||g) est appelé espace normé.

Définition 1.3.2. Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel X est une applica-

tion :
() X xX —R, (u,v)r— (u,v)

telle que :

1. Sixz e X \ {0}, alors
(u,v) > 0.

2. pour tous u,v,w € X et pour tous o, f € R,
(au + Bv,w) = alu,w) + f{v,w).

3. pour tous u,v € X,

(u,v) = (v,u).

On définit alors la norme associée par :

[ull = v/ (u, w).

Nous posons ||u|| = +/{u,u). Un espace préhilbertien (réel) est un espace vectoriel

(réel) muni d’un produit scalaire.

1.3.3 Espace de Banach

Définition 1.3.3 (Espace de Banach). [2] Un espace vectoriel normé (X, || - ||x) est
appelé espace de Banach sl est complet.

Plus précisément, une suite (u,),>1 C X est dite suite de Cauchy si :
Ve>0, INeN: m,n> N = |Ju, — uyl|x <e.

L’espace X est dit complet si toute suite de Cauchy (up)n>1 C X converge vers un

élément de X, c’est-a-dire qu’il existe u € X tel que :

lim ||u, —ul||x = 0.
n—-+o0o
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1.3.4 Espace de Hilbert

Définition 1.3.4. Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach dont la norme dérive

d’un produit scalaire [5].

Proposition 1.3.1. Soit X un espace préhilbertien. pour tous u,v € X alors :
(a) |(uv)] < |lu||l||lv||  (inégalité de Cauchy-Schwarz) [5],
(b) lu+v| < |lul+|v] (inégalité triangulaire) [5].

1.3.5 Espace de Sobolev

Définition 1.3.5. Soient k > 1 et 1 < p < oco. L'espace de Sobolev WH*P(Q) est défini
par :
WHP(Q) = {u € LP(Q) : pour tous |a| <k, 9*u € LP(Q)}

Cet espace est muni de la norme :

1/p

lullgrre = lullep = | S / 0P de
Q

| <k

L’espace de Sobolev H*(Q) = W"2(Q) est muni du produit scalaire

(u | v)mr@) = Z (0%u [ 0%v)r2(0)-

lal<k
D’aprés [5], on définit ’espace I/VIIZCP(Q) est défini par :
WEP(Q) = {ue Lt (Q): pour tout w CC Q, uy, € WHP(w)}.
Une suit u,, converge vers u dans VVIIZCP(Q) s1, pour tout w CC (2,

|tn — wllwrpy — 0, n — oo.

L’espace LP(Q,RM) est muni de la norme

M 1/p
(el = (Z / !va]pdx> |

Définition 1.3.6 ( définition du support [2]). Soit Q C RN un ouvert et soit f une
fonction définie sur € a wvaleurs dans R. On considere la famille de tous les ouverts

(wWi)ier, wi C Q tels que
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pour chaque i € I, f =0 p.p. sur w;. On pose w = Uwi.
iel

Alors f =0 p.p. sur w.

Par définition, Supp f = Q \ w.

Définition 1.3.7 (Divergence d’'une suite [1]). Une suite (u,)n>1 dans un espace normé
(X, ]| - |lx) est dite divergente si elle ne converge vers aucun élément de X. C’est-a-dire :
“(JueX, Ve>0, INeN, n> N = |lu, —ullx <e¢).

De maniere équivalente, pour tout uw € X, il existe € > 0 tel que, pour tout N € N, il
existe n > N vérifiant

|lun, — ullx > €.

1.3.6 Formule de Green

Définition 1.3.8. [2] Une solution classique de ce probleme est une fonction u € C*(Q),

Une solution faible est une fonction u € H'(Q) vérifiant :

/Qvfu-Ver/qu:/va, Vv € H(Q). (1.10)

1.4 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.4.1. Soit H un espace de Hilbert, a(u,v) une forme bilinéaire continue et
coercive sur H x H [2], et L(v) une forme linéaire continue sur H. Alors il existe un
unique uw € H tel que :

a(u,v) = L(v), VveH. (1.11)

1.5 Formule de quadrature sur un triangle

Définition 1.5.1. Soit T un triangle de sommets A1, As, As. La formule de quadrature

du centre de gravité approche l'intégrale sur T par :

| Fpdedy~ 11 F(Gr)
T
ou |T| est laire de T et

At Ay + Ay

Gr 5
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est le centre de gravité.
Une formule plus précise, dite formule des sommets [7] (utilisée au Chapitre 3)

est :

[ Fladedy = Bl pca) + poa) + Fa).

1.6 Conditions aux limites

Définition 1.6.1. Soit Q2 C R™ un ouvert borné de frontiére 02. On définit condition
auzx limites une relation imposée a la solution u (ou a ses dérivées) sur le bord 02 du
domaine.

Ces conditions sont essentielles pour garantir ['unicité et la bonne position du probleme

aux limites.

1. Condition auzx limites de Dirichlet :

La valeur de la solution est imposée sur le bord.
u=1ug surof)

2. Condition aux limites de Neumann :

La dérivée normale est imposée sur le bord.

ou
o sur OS2

3. Condition mixte :
u=1uy surl'p

0
au_ sur I'y

on
Définition 1.6.2 (Isométrie / Application isométrique). Soient (X, || - ||x) et (Y| - |lv)
deux espaces vectoriels normés. Une application T : X — Y est dite isométrique (ou

isomeétrie) si elle préserve les distances, c’est-a-dire :
Vu,v € X, |[|[T(u) —T()|ly = ||u—v|x.
En particulier, si T est linéaire, cette condition équivaut @ :
Vue X, [Ty = [lullx.

Une isométrie bijective est appelée isomorphisme isométrique. Deux espaces normés
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sont dits isométriquement isomorphes sl existe un isomorphisme isométrique linéaire

entre eur. []

1.6.1 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.6.1. Soit 1 < p < oco. Sl e:m'ste une isométrie A : RN — RY telle que
AQ € RN"1x]0, af, alors pour tout u € Wy () /9],

a
lellzriey < 511Vl

Démonstration. Soient 1 < p < oo et v € D(]|0,al]). L’inégalité de Hélder entraine que,

1 [o@ al/? a 1/p
i<y [ W< —] [ wwpa
2 0 2 0

ou % + % = 1. Nous obtenons donc :

/ |v(x)|Pdx < —a/ |V (x \pdx——/ |V (x)|Pdx.

Nous pouvons supposer que Q = RN=1x]0,al. Si u € D(Q), nous déduisons de l’inégalité

pour 0 < x < a,

précédente et du théoréme de Fubini que :

aP ou P
< — d d
- 2p RN-1 </0 aﬁN («T xN) xN) v
ou
=5 8IN dx.

1l est aisé de conclure par densité. Le cas p =1 est analogue.



Chapitre 2

Etude analytique de I’existence et
I'unicité de la solution de I’équation de

Poisson avec des conditions mixtes

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme de Poisson muni de conditions aux limites
mixtes (1.6). Notre objectif est d’établir I'existence et 'unicité d’une solution faible en
utilisant le théoréme de Lax-Milgram (1.4).

On considére le probléme suivant :

—Au=f dans (),

U = U sur I'y, (2.1)
ou

_— = F

o, — 9 surly

ou :
— Q C R" est un ouvert.
— u: Q — R est la fonction inconnue (solution).

— f:Q — R est une fonction donnée (terme source ou second membre).
n_92
u
— Au = est 'opérateur de laplacien.
Z;&ﬁ p p

— 00 =Ty UT'y la frontiére du domaine.

On consideére u une solution de I’équation de Poisson sur le domaine €. Soit ug € H'(Q)
un relévement de la condition de Dirichlet, c’est-a-dire vérifiant uor, = up (donnée de

Dirichlet). On introduit l'espace des fonctions tests

V={veH(Q)|vyr, =0}. (2.2)

18
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ce qui permet de réécrire la condition de Dirichlet non homogéne sous la forme équi-
valente
u = ug+ w, avec w € V.

Proposition 2.0.1. V est un sous-espace fermé de H'(SY), donc V est un espace de
Hilbert.

Montrons que V' est un espace de Hilbert. Pour cela, considérons 1’application de :
Y HY(Q) — L*(Ty)

v — P(v) = v,

1 est linéaire et continue. En effet, par continuité de 'opérateur de trace de H'(2) dans

L*(092), il existe une constante ¢ > 0 telle que :

()| 20y = I0ll2ry) < llz2o0) < cllvlla @

Par définition, V' = ¥ ~1({0}) est I'image réciproque du fermé {0} par une application
continue; c’est donc un sous-espace fermé de H'(f2). Comme H'(2) est un espace de
Hilbert, V' l'est également.

Formulation variationnelle.

On multiplie I’équation de poisson par une fonction test v € V' c’est a dire : v = 0 sur

Iy
/Q(—Au)vdx:/gfvdx

par la formule de Green généralisée :

/QAu(x) v(x)de = — /Q Vu(z) - Vo(z)dx + /{m % v(x)ds (2.3)
On obtient :
/QVu(ar)-Vv(x)dm—l— aﬂ—nv r)ds = / fo(x
/QVu(w) Volayde— (- %v(x) ds + [ gZ / Folz
ou
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Donc

/QVu(x) -Vo(z)dx — /F2 %v(m) ds = /va(a:) dx
/QVu(x) -Vou(z)dx = /r2 gv(z)ds + /Q fou(x)dx (2.4)

on remplace u = w + ug dans (2.4) on trouve :

/QV(w +up) - Vo(z)de = /va(x) dx /F2 gu(x)ds

/(Vw+Vu0) Vol dx—/fv dx—i—/Fng(x)ds

/vw Vo(x /Vuo Vo(z dx+/f dx+/ v(x)ds (2.5)

c’est a dire :

w=u—uy YweV

/QVwVv(x) d:z::/ﬂfv(cc) d:L’—i—/F2 gu(x) ds—/QVUOVU(x) dx

On en déduit que u est solution de 'équation (2.4) si et seulement si w constitue une
solution de I’équation (2.5).

Résolution de la formulation variationnelle.
a(w,v) = / VwVu(z)de  YveV
0

:/va(w) dm+/r2 go(z) ds—/QVu()Vv(m) de  VoeV

1. Montrons que la forme a(w,v) est bilinéaire sur 'espace V.

Soient wy,ws € V,v eV et a€R. On a:

a(wy + awsq, v) = / V(wy 4+ aws) Vo dz.
0

Or, par linéarité du gradient,

V(wy + aws) = Vwy + aVws.

Ainsi,
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a(wy + awsy,v) = /(le + aVwy) Vudr = a(w,v) + aa(ws, v).
Q

Donc a est linéaire par a w.

Soient v, v, €V, we Vet f€R. Ona:

a(w, vy + fuy) = / Vw V(v + fuy) dx.
Q

Or, par linéarité du gradient,
V(Ul + ﬂvg) = Vvl + /BVUQ.
Ainsi,

a(w, vy + Pug) = / Vw (Vv + V) dx = a(w,v1) + Ba(w, va).
Q

Donc a est linéaire par rapport a v

Par conséquent, la forme a est bilinéaire sur I'espace V.

2. Montrons que la forme bilinéaire a est continue sur V.

Soient w,v € V. On a :

a(w,v) :/VwVvd:E.
0

D’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on obtient :

/ Vw Vv dx
Q

Or, la norme dans H'(2) controle la norme du gradient. Il existe donc une

la(w,v)| = < IVwllrz o) [Vl 2.

constante C' > 0 telle que :

la(w,v)| < Cllwl| gy v g @-

Ainsi, la forme bilinéaire a est continue sur V.

3. Montrons que la forme L(v) est linéaire. Soient vy,v2 € V et a € R. Alors,

L(vy 4+ avy) = / f(v1 + avs) dx + / g(v1 + avy) ds — / Vug - V(v + avs) dz.
O T, 0

Il vient :
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L(U1+OCU2):/fU1dZE+Oé/fU2d.T
Q Q

+/ gvlds~|—a/ guo ds
FQ F2

—/Vuo-Vvld:E—a/Vuo-Vde:B.
Q Q

En regroupant les termes :

L(vy + avy) = [/ furde + / gur ds — / Vug - Vuy dx}
Q r> Q

+a{/f02d:v—|—/ gvgds—/VUO-vad:v}.
Q Iy Q

On reconnait alors :

L(v1 + avs) = L(v1) + aL(vy).

Donc L est linéaire sur V.

4. Montrons que la forme L(v) est continue sur V.

Soit v € V. On considére la forme linéaire

L(v):/fvdx+/ gvds—/Vuo-Vvdm.
Q Ty 0

Posons

le/fvdx, T2:/ guds, ng/Vuo-Vvdx.
Q Iy Q

Alors
L(U) = T1 + T2 — T3

et par I'inégalité triangulaire
|L(v)] < [Th] + |T2] + T3]

Majoration de Tj.
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En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz dans L?(€2), on obtient
T = ‘ s
Q

vllz2@) < [Jvlla @),

< | fllz2@llvll 2

done

11| < ([ fll 2o [0 @)-

Majoration de T5.

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz sur I's, on a

/ guds
I

D’aprés le théoréme de trace, il existe une constante C; > 0 telle que :

T3] =

< llgllzzwa 10l z2(r)-

[v]lz2rs) < Cil[v][ (-
Ainsi
T3] < Cillgllz2apllvll a1 (0)-

Majoration de T3.
En appliquant I'inégalité de Cauchy—Schwarz dans L?*(Q2)™, on obtient

T3] = ’/ Vug - Vodz| < [|[Vug|| 2|Vl 22(0)-
Q

Or
IVl L2 < vl a1

donc

T5| < [|[Vuoll2@)llv] a1(e)-

En regroupant les estimations précédentes, on obtient
IL()| < [ fllz@ ol @) + Cillgllrzws) vl re) + [[Vuoll 2@ [0l -
Donc

IL(w)| < (1 flz2) + Cellgllzzs) + Vol z2@)) [0]| a1 0y-
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Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que
L) < Clollmey, YveV.

Ainsi, la forme linéaire L est continue sur V.

5. Montrons que a(w,v) est coercive.

Soit v € V. On a :
a(v,v) = / Vou - Vudr :/ |Vv|*de = HVU|]%2(Q)”.
Q Q

D’aprés I'inégalité de Poincaré, il existe une constante Cp > 0 telle que :
[0ll2(@) < Crl[Voll2@)n
Donc la norme H'! devient équivalente & la norme du gradient :
||’U||?{1(Q) = ||U||%2(Q) + ||VU||i2(Q)" < CIQ—’HVUH%P(Q)" + ||VU||%2(Q)"'
Ainsi, il existe une constante C' > 0 telle que :
1]l @) < ClIVUlIZ2@yn-

Donc :

1
a(v,v) = |V 22 > 5”“”?{1(9)-

1
On pose a = & > 0.
On obtient alors :

a(v,v) > allv]|Fq)-

Ainsi, la forme bilinéaire a est coercive sur V.

Le théoréeme de Lax—Milgram permet d’affirmer que le probléme variationnel

admet une unique solution w € V vérifiant :
a(w,v) = L(v) YveV.

Equivalence avec le probléme différentiel

Proposition 2.0.2. L’espace D(Q2) est l’ensemble des fonctions test, c’est-a-dire des
fonctions infiniment dérivables a support compact dans €2. Ces fonctions s’annulent au

voisinage du bord, ce qui permet d’appliquer la formule de Green sans termes de bord.
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preuve. Montrons que si w € V est solution de la formulation variationnelle, alors

u = w + ug est solution du probleme aux limites associé.

Cas 1:
— v e D(Q).

On suppose que w,ug € H%(S)). La formulation variationnelle s’écrit :

/Vw-Vvd:p:/fvdm—i—/ gvds—/Vuo-Vvdm, Vv e D).
Q Q I Q

Par la formule de Green appliquée a w et ug, on a respectivement :

—/vada:+ a—wvds—/Vw-vadx,
Q oq on Q

—/Auovdx—i— %Udsz/Vuo-Vvdx.
Q o0 On Q

En partant de la formulation variationnelle :

/Vw-Vvdx:/fvdx+/ gvds—/Vuo-Vvdx,
Q Q Iy Q

et en remplacant chacune des deux intégrales de gradients par son expression issue de la

formule de Green ci-dessus, il vient :

(—/vadaz+/ a—wvds) :/fvda:—i—/ gvds—(—/Auovdx—i- %Ud:;).
Q a0 On Q I Q a0 On

Comme v € D(Q2) est a support compact dans 2, on a v = 0 sur 9€2. Ainsi tous les termes

de bord s’annulent et il reste :

—/vadx:/fvdx—i-/Auovda:,
Q Q Q

soit, en regroupant :
—/(Aw+Au0—f)vd:C:0, Vv € D(R).
Q
Par densité de D(Q2) dans L*(Q2), on en déduit :

—Aw — Aug = f p.p. dans Q.
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Or u = w + ug, donc Au = Aw + Aug, d’ou :
—Au=f dans Q.
De plus, comme w € V', on a wyp, = 0, donc ujr, = ug. et par conséquent

—Au = f dans Q,

ulp, = ug

2

— w,ug & H*(Q).

Dans ce cas, les fonctions w et ug ne possédent pas nécessairement des dérivées secondes
au sens classique. Par conséquent, ’application directe de la formule de Green n’est plus

justifiée. Pour surmonter cette difficulté, on introduit les champs vectoriels

g = Vw, opg = VUO.

A partir de la formulation faible, on obtient

/Vw-Vvd:B:/fvdx+/ gvds—/Vuo-Vvd:U Vv € D(Q).
Q Q Ty Q

En utilisant la relation

Vw-Vv=0c-Vv

on écrit

/U-Vvdx:/fvdx—i—/ gvds—/ao~Vvda:.
Q ) Iy Q

On applique maintenant la formule de divergence

/U-Vvdx:—/div(a)vdx+/ (o-n)vds.
Q 0 20

Mais puisque

ve D)

alors v = 0 sur le bord, et par conséquent les termes de bord disparaissent, d’ou

_/dev(a)vdx:/vad:c—i—/gdiv(ao)vdx.

Ainsi
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—/(diva +divoy + flvdxr =0 Vv € D(Q).
Q

On déduit

—dive —divoy = f presque partout dans €.

Or

o= Vw, oo = Vuyg

et on a l'identité classique

div(Vu) = Au.
Donc
—Aw — Aug = f.
Puisque
U =W + Ug
on obtient

—Au=f dans €.

De plus, comme w € V', on a

wlr, = 0= ulr, = uo.

et par conséquent

—Au=f dans (),
U = U sur I';.

Cas 2 : v ¢ D(0).

Sous les hypothéses de régularité du domaine Q (frontiére lipschitzienne, C? par mor-
ceaux ou polygonale convexe) et des données f € L*(Q), g € HY?(T';), la théorie de
la régularité elliptique [7] assure que la solution faible w € V' du probléme variationnel
appartient en fait & H?*(2). Par conséquent, la démonstration du Cas 1 ci-dessus s’ap-

plique directement, et 1’équivalence avec le probléme aux limites, y compris la condition
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u
de Neumann o g sur 'y, est complétement établie.
n

Par conséquent, la fonction u vérifie le probléeme aux limites suivant :

—Au=f dans €,
U = U sur 'y,
0

8_?1 =g sur I'y.

Forme énergétique

Dans ce contexte, la forme bilinéaire a(w, v) définie précédemment est linéaire, continue
et coercive sur l'espace V. Par conséquent, les hypothéses du théoréme de Lax—Milgram
sont satisfaites, ce qui assure ’existence et 'unicité de la solution du probléme variationnel.

De plus, la solution peut étre caractérisée comme le minimum d’une fonctionnelle
d’énergie définie sur V.

Plus précisément, on considére la fonctionnelle J : V' — R définie par :

J(v) = %a(v,v) — L(v), YveV.

Ainsi, la solution u vérifie la propriété de minimisation suivante :

J(u) = min J(v).

veV

En utilisant expression des formes a(w, v) et L(v), on obtient :

1
J(v)zé/Q\Vdex—/vadx—/r guds.



Chapitre 3

Méthode des éléments finis pour le
probléme de Poisson avec des

conditions mixtes

La méthode des éléments finis (FEM) est une méthode numérique utilisée pour ré-
soudre de maniére approchée les équations aux dérivées partielles, en particulier lorsque
la solution exacte est difficile & déterminer ou lorsque le domaine est de forme complexe.
Le principe de cette méthode repose sur la discrétisation du domaine 2 en un nombre fini
de sous-domaines appelés éléments (triangles, quadrilatéres, etc.). La solution cherchée
est ensuite approximée par une combinaison linéaire de fonctions de base définies sur ces
éléments.

Ainsi, le probléme continu est transformé en un probléme discret équivalent, qui

conduit a la résolution d’un systéme linéaire de la forme :
AU = F

ou A est la matrice de rigidité, U le vecteur des inconnues, et F' le second membre.
Cette méthode est basée sur la formulation variationnelle et la méthode de Galerkin.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’application de cette méthode au probléme de

Poisson.

Position du probléme

On considére un domaine borné 2 C R?, de frontiére I', que 'on décompose en deux
parties disjointes :
F=T,Uly, I'nly=10

29
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On considére alors le probléme aux limites suivant :

—Au=f dans

uw=uy surly (3.1)

g—Z:g sur I's

ou :

— f € L*(Q) est une fonction donnée,
— g est la condition de Dirichlet sur I'y,
— ¢ est la condition de Neumann sur I's,

— % désigne la dérivée normale sortante.

Remarque 3.0.1. Afin de traiter des conditions aux limites non homogénes,on introduit
une fonction de reléevement ug € H(Q2) vérifiant les conditions imposées sur le bord. On

pose :

w=u— U
Transformation de ’équation On considere le probléme :
—Au=f dans

En remplagcant uw = w + ug, on obtient :

—A(w+ug) = f
Par linéarité du Laplacien :
—Aw — AU() = f
Donc :
—Aw = f + Aug
On pose :
F= f + AUO

Conditions aux limites
— Sur 'y (Dirichlet) :

u=uy=>w=~0

— Sur Ty (Neumann) :
ou

%—9
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Comme u = w + ug, on a :

ow , Ouo _

on  on
Donc :

w Ou

on on
On pose :

_ u
g1 = an

Probléme équivalent
—Aw =F dans ()

w=0 sur Ty (3.2)
g—";‘: = sur I'y

Soit f € L*(©2). On choisit u € H*(2). Supposons de plus que g € L*(Ts).

probléme Donc le probléme (3.1) est équivalent & la formulation variationnelle (avec
v fonction test).

On multiplie I’équation —Awu = f par une fonction test v € V, puis en intégrant sur

—/Auvda::/fvdx.
Q Q

En appliquant la formule de Green, on transforme le terme en dérivée seconde afin de

le domaine 2, on obtient :

réduire 'ordre des dérivées. Il vient alors :

/Vu-Vvda:—/ —vd:c—/fvda:
Q a0 On

Compte tenu de la décomposition du bord 92 = I';y U 'y, on traite séparément les
contributions :

sur I'y, la condition de Dirichlet implique que v = 0, d’ott I’annulation du terme de
bord ;

sur I'y, la condition de Neumann impose :

ou

n =Y

Ainsi, le terme de bord se réduit a :

/ @Uds—/gvds.
a0 On T2

On obtient finalement la formulation variationnelle suivante :
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/Vu-Vvdm:/fvdx—i—/ gvds, YveV.
Q Q Iy

3.1 Discritisation par Eléments Finis

Définition 3.1.1 (Maillage triangulaire). Soit Q C R? un domaine polygonal borné [7].
On appelle maillage triangulaire de Q0 toute famille finie Ty, = {Th}1<o<n, de triangles

fermés telle que :
Nt
o=,
b=1
et telle que, pour tous b,t' € {1,..., Ny} avec b 41V :
,fb N jl'b/ = @

On note Nr le nombre de triangles, et A; (1 < i < Ng) les neuds (sommets) du
maillage, ot Ng est le nombre total de sommets.

Le pas du maillage h est défini par :

h 1£2§leam< b), avec diam(7Ty) msqjler;b\ilﬂ vl

3.1.1 Conditions de régularité du maillage

Pour garantir la qualité de 'approximation, le maillage 7T; doit satisfaire les conditions

suivantes :

1. Non-dégénérescence Pour tout b € {1,..., Ny}, les sommets A%, A% A% du

triangle T} ne sont pas alignés. Cela équivaut a :

bbb b
det (AI;AQZ, A‘;Agz) — det ( 2T ;) £0,
2

vy — b uh— b

ot A% = (z%,y?). Géométriquement, cette condition signifie qu'aucun triangle n’est
aplati (son aire est non nulle).

2. Conformité Pour tous b,0 € {1,..., Ny} avec b # V', I'intersection T, N T} est
soit vide, soit réduite & un sommet commun, soit une aréte commune entiére. En

particulier, aucun noeud d’un triangle n’appartient a l'intérieur d’une aréte d’un

triangle voisin.
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3.2 Interpolation par Eléments Finis

3.2.1 Interpolation P1 sur un triangle

Soit T' € Ty, un triangle de sommets A = (z1,y1), A2 = (x2,92), A3 = (x3,y3).
Dans le cadre de la méthode des éléments finis, on approxime la solution sur cet

élément par une fonction affine de type P; :
u(z,y) = Ar+ By+C, V(z,y)eT. (3.3)

On note vy, vy, v3 les valeurs de u aux sommets Ay, Ay, Az [7].

3.2.2 Construction de 'interpolant

On impose :
w(Ay) =v;, i=1,2,3 (3.4)

On obtient le systéme :

A$1+By1+027}1
Azy + Bys + C = vy avec A; = (zi, ). (3.5)
Axs + Bys + C = v3

Ce systéeme admet une solution unique si :

det (“"2 T s xl) £0. (3.6)

Y2 —Y1 Ys— U

Cela signifie que les points Ay, Ay, A3 ne sont pas colinéaires.

3.2.3 Continuité sur les arétes

Soit As A3 une aréte commune & deux triangles voisins, portée par une droite y = ax+b0.

La restriction de u sur cette aréte est :
U ay45(x) = Az + Blax +b) + C = (A+ Ba)x + (Bb+ C). (3.7)

Cette expression dépend uniquement des valeurs en A, et Az, donc la continuité est

assurée.
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3.2.4 Opérateur d’interpolation
Définition 3.2.1. Soit u € C°(Q). On définit I,(u) € V}, par :
In(u)(A;) = u(4;), i=1,...,Ng, (3.8)

et
]h(u)|Tb S Pl(Tb), b=1,...,Np. (39)

3.3 Base Canonique et Coordonnées Barycentriques

Définition 3.3.1 (Espace P, sur un triangle). [7] SoitT € Ty, un triangle. On définit

I’espace des polynomes affines sur T par :
P(T)={v:T —-R|v(z,y) = Az + By +C, A, B,C € R}.

On vérifie aisément que :

dim P,(T) = 3.

Définition 3.3.2. On appelle fonctions de forme (ou coordonnées barycentriques)

les fonctions A1, Ao, A3 € Py(T) définies par la condition de Kronecker :

1 sii=j
>\7,(A]> = 5ij = 1] € {17273} (310)
0 sii#j

Propriétés des ),
Valeurs aux sommets :
)\1(141) =1, )\1(142) = )\1(143) =0

Mo(As) =1, Na(A1) = Na(Az) =0
M(Az) =1, Ag(Ap) = M\y(As) = 0

Valeurs sur les arétes :
Sur As Az : A\ =0 Sur AjA3: Ao =0 Sur AjAy: X3=0

Positivité :
VMeT: \(M)>0, i=1,2,3
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Partition de ’unité :
MM)+ X (M) +X3(M)=1, VM eT. (3.11)

Les fonctions \; sont appelées fonctions de forme ou coordonnées barycentriques du

triangle T
Théoréme 3.3.1. La famille (\;)i=1 23 constitue une base de Py(T).
preuve. On montre successivement que la famille est libre puis génératrice.

1. Liberté

Supposons qu'il existe (@;)i—123 € R? tels que :

3
Zai)‘i =0 dans P (7).

=1

En évaluant cette relation en chaque sommet A;, 7 = 1,2,3, et en utilisant la
condition (3.10) : . ;
Z a;Ni(Aj) = Z a;0;; = a; = 0.
i=1 i=1
On obtient a; = 0 pour tout j € {1,2,3}. La famille ()\;);—; 23 est donc libre.
2. Génératrice

Soit v € Py(T) quelconque. On pose :
i=1

La fonction w est une combinaison linéaire de fonctions affines, donc w € P (T).
En évaluant w en chaque sommet A; :
3 3
w(A;) = v(A;) = > v(A) Mi(Ay) = v(A;) = Y v(A) 6 = v(A;) — v(4;) = 0.
i=1 i=1
Ainsi w € Py(T') s’annule en trois points non alignés A;, Ay, As. Or une fonction

affine qui s’annule en trois points non alignés est identiquement nulle, donc :

w=0 surT.
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On conclut que :

La famille (\;);=1 23 est donc génératrice de Py (7).

La famille ()\;);=123 est a la fois libre et génératrice de P;(T"), donc elle constitue une
base de Py (T).
Il s’ensuit que :
dim P (T) = 3.

Corollaire 3.3.1 (Décomposition dans la base canonique locale). Toute fonction v €
Py (T) admet la décomposition unique :
3
Yoe P(T): v= Zv(Ai) i (3.12)

=1

preuve. Soit v € Py(T). En posant B; = v(A4;), on vérifie que la fonction

3
w:v—ZBi)\iePl(T)
i=1

s’annule en chaque sommet A; :

3 3
w(Aj) =v(A)) =Y BiNi(A;) =B85 =D Bidij =B — ;=0
=1 1=1

Une fonction affine s’annulant en trois points non alignés est identiquement nulle,

donc w =0, d’ou :

v(A;) N

1

3
v =

)

3.3.1 Base Canonique Globale sur le Maillage T},

Rappelons que I'espace d’approximation est :
Vi, = {@ Qo R, 9 CQ), 9, € AT, b=1,... ,NT}

Puisque
dim P;(w) = Ng,

on a :
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De méme, on définit :
Vi={o:0R 0|, € AM), |, =0}
dont la dimension est égale au nombre de nceuds intérieurs de 7y, :
dim V,, = N} (3.14)

Définition 3.3.3 (Fonctions de base globales). Soit (¢;)i=1.. .~y la famille de fonctions
de 17h définie par :

1 sii=j,

1/&‘ < ‘7}1 et ¢1<AJ> = 6ij =
0 siidj,

V(i,7) € {1,..., Ng}>. (3.15)

Théoréme 3.3.2. La famille (1;)i=1.. ng est une base de V..

preuve.

Liberté. Supposons qu’il existe (a;)i=1..ns € RS tels que :

Ng N
Z(xiwi =0 dans V. (3.16)
i=1

En évaluant cette relation en chaque neeud A;, j =1,..., Ng, et en utilisant la condi-

tion (3.15) ¢;(A;) = d;;, on obtient :

Ns Ns
Z Ofﬂﬂz(AJ) = Zaiéij =0y = 0. (317)
i=1 i=1

Donc a;j =0 pour tout j =1,..., Ng, ce qui montre que la famille (v;) est libre.

La famille (1;)i=1... ng est libre et contient exactement
dim ‘7]1 = NS

éléments. D’aprés un résultat classique d’algébre linéaire, toute famille libre ayant un
nombre d’éléments égal a la dimension de [’espace est une base.

On conclut donc que (¢;)i=1,..ng est une base de 1~/h.
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3.3.2 Structure des fonctions de base );

Proposition 3.3.1. (Propriétés locales des fonctions de base). Les fonctions de base

globales (1;)i=1... ns vérifient les propriétés suivantes :

1. Restriction locale : Sur chaque triangle Ty, la restriction de 1; est un polynome
affine :
Viln, € Pi(Ty,), et i(Aj) = 045, Vj.

2. Support local : Le support de 1); est constitué uniquement des triangles ayant A;

comme sommet :

Nt
supp(¢;) = U 1y.
Aizi

En dehors de ces triangles, on a :

3. Localisation : Plus le maillage T, est fin, plus le support de 1; est petit et localisé

autour du neeud A;.

Remarque 3.3.1. Cette propriété de support local est fondamentale elle garantit que

la matrice de rigidité assemblée est creuse (sparse), ce qui rend la résolution numérique

efficace.

3.3.3 Approximation variationnelle

Rappel — Probléme continu. On cherche u € V' tel que :

(PC’){/QVu-V'U:/va+/F2gv, Yo e V. (3.18)

avec :

V=H(Q)={veH Q) |vr,=0}.

3.3.4 Approximation variationnelle discréte
Espace d’approximation Vi

On définit I'espace d’approximation de dimension finie :

Vi ={0:Q >R |7 C%Q), Uz, € A(Ty), lr, =0} (3.19)
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avec

dim V;, = N < +o0,

ot N§ désigne le nombre de nceuds intérieurs du maillage.

Remarque 3.3.2. L’espace Vi, est un sous-espace de dimension finie de V = H%I(Q).
En effet, toute fonction v € Vi, est continue sur Q, affine par morceaux, donc v € H'(Q)
(ses dérivées au sens des distributions sont constantes par morceauz), et v, = 0 par

construction. Ainsi ‘711 cV.

Base canonique de V),

Soit (1)=1.... Nz la base canonique de V;, définie par :
Vi (Ay) =65, V(i,5) €{1,..., N}

Toute fonction @ € ‘7h se décompose de maniére unique comme :
NS
j=1

Probléme variationnel discret (PV},)

On cherche 4 € V, tel que :

(PXN/h){/vavﬁz/Qf’ﬁJr/F gu, Vv e (3.21)

Formulation matricielle du probléme discret

En substituant (3.18) dans (3.19) et en prenant v = v;, on obtient :

N
Z(/vaij)aj:/ﬂfwﬁ/F g, i=1,... N} (3.22)
j=1 2

On pose alors :

AL (3.23)

bi:/wamL/Fngi (3.24)
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Le probléme (3.19) est alors équivalent au systéme linéaire :
Ng
> Ajiy=b, i=1,..., N (3.25)
j=1

En posant :

X = (al,ﬂg,...,aNé)T,

ce systéme s’écrit sous forme matricielle :
AX =b (3.26)
ou A = (A4;;) est la matrice de rigidité et b = (b;) le vecteur second membre.

Remarque 3.3.3. La résolution du probléme variationnel discret se ramene a la résolu-
tion du systéme linéaire :
AX =0 (3.27)

qui peut étre résolu par des méthodes numériques telles que la décomposition de Cho-
lesky ou la décomposition LU. Il reste a montrer que la matrice A est inversible, ce

qui garantit [’existence et ['unicité de la solution discrete .

3.3.5 Inversibilité de la matrice de rigidité A

Proposition 3.3.2 (Propriétés de la matrice A). La matrice de rigidité A = (Ajj)1<ij<n

définie par :
A = / Vi, - V), dx
Q

vérifie les propriétés suivantes :
1. Symétrie : A;; = Aj;, i.e., A est une matrice symétrique.

2. Définie positive : (AX,X) >0, VX = (uy,... ,ﬁNé)T e RNs.

preuve. (i) Symétrie. Par commutativité du produit scalaire dans R? :
Ay = / Vi - Vipj do = / Vi, - Vipde = Ay
Q Q

(i4) Définie positive. Soit X = (iy, ... dy,)" € RNs. On calcule :
N

(AX); =) ( /Q V) - Vib; da:) ;.

j=1
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Alors :

(AX,X)= ) (Lv¢i-v¢jdm>aiaj.

1<i j <N

> /QV(M%)'V(%%)M

1<i,j<Ng

= /Q > V) - V() | de

1<i,j<NY
= / Vi - Viudx
Q
_ / Va2 dz > 0. (3.28)
Q
La forme est donc positive.
preuve. Supposons que :
(AX,X)=0.

D’apres (3.28) :
/ |Va||?dr = 0 = Vi =0 = 0 = constante sur Q.
0

Or i € Vj, vérifie ulp, =0, donc :
t=0=>u;=0, Vi= X =0.

Ainsi :
(AX; X)=0= X =0.

Donc A est définie positive.
Théoréme 3.3.3 (Inversibilité de A). La matrice de rigidité A est inversible.

preuve. D’aprés (3.3.2) , A est symétrique définie positive. Par définition, cela signifie

qu’il existe o > 0 tel que :
VX € RY ) (AX, X) > ol X|J?
Montrons que ker A = {0} : Soit X € R™: tel que AX = 0. Alors :

(AX,X) =0
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Or, d’apres l'inégalité ci-dessus :
ol X2 > 0

Donc | X||? =0, et comme a > 0, on en déduit | X| = 0, soit X = 0.Par conséquent,

ker(A) = {0}.

ce qui signifie que A est ingective. Puisque A est une matrice carrée, injectivité équivaut

a bijectivité, donc A est inversible

Corollaire 3.3.2. Le systéme linéaire AX = b admet une solution unique
X =A",

ce qui garantit ’existence et ["unicité de la solution discréte 4 € ‘7/1'

3.3.6 Exemple d’Application

Cadre géométrique.

On considére le domaine rectangulaire :
Q=10,1] x [0,1] C R?

On subdivise 2 uniformément en [ sous-intervalles dans chaque direction, avec un pas

uniforme : )
h=-—

p

Chaque rectangle obtenu est découpé en deux triangles, ce qui donne un maillage trian-

gulaire uniforme 7j,.

Probléme continu (PC). On cherche u : 2 — R solution de :

([ —Au=f dans Q,
(PC) ulp, =0 (Dirichlet),
ou
—| =y (Neumann).
 On|p,

Espace d’approximation.

Vi = {0 € C°Q) | 8|z, € P(Ty), Tlr, =0}
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\ 4

FIGURE 3.1 — Maillage triangulaire régulier de €.

Probléme variationnel discret (PV,). On cherche @ € V}, tel que :
(PTh) / Vi - Vidr — / fde +/ gido, Vi e
Q Q o

Systéme linéaire. Ce probléme est équivalent a

AX =b
avec
Aij = / Vib; - Vb, dQ (3.29)
supp ¥; Nsupp ¥;
et
Q Iy

Approximation des intégrales

F(A)) + F(As) + F(43)
3

/ F(z,y)dx dy ~ aire(T}) (3.31)
Ty

Cette formule de quadrature numérique [7] permet d’approcher I'intégrale d’une fonction

sur chaque triangle a partir de ses valeurs aux sommets.

Cas 1 : 1); est la Fonction Caractéristique d’'un Neeud Structurel Intérieur a 2
Soit My un neceud intérieur entouré de 6 triangles (numérotés 1 a 6), comme illustré

ci-dessous :
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On applique la correspondance locale-globale :
Vi <— o, Ay — Agj, bi — bo

2. Equation au Neeud M,

L’équation nodale associée au nceud M, s’écrit :

6
E AOj U; = bo
=0
Les coefficients & calculer sont :

A()Oa A017 A027 A03a A047 AOB = A047 AOG = AOS
~ TV 7 TV 7
symétrie symétrie

3. Calcul du Coefficient Diagonal Ay

Soit My un nceud intérieur au domaine €2, entouré de 6 triangles élémentaires
Tha, Tas, T34, Tus, Ts6, To1

de pas h uniforme.

Le coefficient diagonal de la matrice de rigidité est défini par :
Ago = / |Vabo|? dS2
Q

Puisque supp(¢g) est 'union des 6 triangles adjacents & My, on décompose :

A= [ (vuPars [ (vupars [ vepare [ vepare [vaars [ goar
T2 Tas Ts4 Tys T56 Ts1

Propriétés Clés du Maillage Triangulaire Uniforme

Sur un maillage triangulaire régulier de pas h, deux propriétés fondamentales sont
utilisées :

Propriété 1 : Le gradient de toute fonction de base v); est constant sur chaque triangle

élémentaire T}, donc :

2
/ IV io|? dT = ‘V@ZJ0|Tk‘ x aire(T})
T,
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sur chaque triangle :

Propriété 2 : L’aire de chaque triangle de pas h est :

Calcul des Gradients sur Chaque Triangle

Les gradients de vy sont déterminés a partir des coordonnées barycentriques locales

2
aire(Ty) = 5

Triangle Vg |Vho?
e (D)

1 1
Tas (*ﬁ »?
ZANIDEE
v ()
ANCEE
IEDIE:

Calcul Intégral Triangle par Triangle

En appliquant la Propriété 1 et la Propriété 2 sur chaque triangle :

[ v = x5 =
v = g5 < 5 =
/T% |V¢0|2dT:% X —2:1
[ v = g < =

1 h? 1
247 = — x L _ 2
/mewor X

Résultat Final
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En sommant les contributions de tous les triangles :

1 1 1 1
Ap=14+-4+-+14+=-+=
00 +2+2+ —|—2+2

STttt s

Rli2 1 1 2 1 1
) 22 R 2

Calcul des Coefficients Extra-Diagonaux

Coefficient Ay,

Agr = / Vb - Vipy dS) = Vo - Vapy dT' + Vo - Vip dT
supp o Nsupp Y1

Tio Te1

Les gradients sur chaque triangle sont :

Triangle | Vi

T12 <_7 0

11
T -

En calculant les produits scalaires :

1 1\ /1 B2 1R 1
: dr = (-2 ). (2 L T
ﬂ2v¢b Vi < % h> <h/q>x 2 RN

1 11 h? 1 h? 1
S vonar (Lo} (L)L

X
|
|

|

[

Ts1

h hh 2 2" 2



47 3.3. Base Canonique et Coordonnées Barycentriques

Coefficient Ay,

Az = / Vi VipadQ = | Vi VipodT + | Vi VibpdT
supp %o Nsupp P2

Tio To3

En calculant les produits scalaires :

1 1 h? 1
B O’"> | (0’_) 272
/Tz3 < h h 2 2

Ap = —1
A02 =-1
Coefficient Ays
Aps = Vg - Vb dT + / Vg - Vipg dT
Tos T34

Les gradients de 13 sur chaque triangle :

Triangle Vs

T, ( o>

o (o])

- 0od) (o)<
L)<

h2

v

Par symétrie :
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Ao = Apz =0

Equation Nodale Finale — Nceud Intérieur

En assemblant tous les coefficients calculés :

6
E AOj U; = b(]
3=0

4@0—@1—@2—’&4—’&5 :b():/fwon—F/ gwodl“
Q Ty
Par la formule de quadrature du centre de gravité sur les 6 triangles :

h? 1
bo ~ 6 x 5 X gf(Mo) = f(Mo)h?

(en supposant f constante ou approximée par sa valeur nodale f(M) sur le support de

o).

L’équation nodale s’écrit donc :
4 ~ N o o o _ f(M )h2
Up — Up — U — Ug — Us = 0)i

ce qui, en divisant par h? et en réarrangeant, s’écrit de facon équivalente :

ﬂ1+ﬂ2+ﬂ4+a5—4ﬁ0

h2

= —J(Mo).

On retrouve ainsi, au signe prés imposé par la formulation variationnelle de —Au = f,
le schéma standard du Laplacien discret centré sur un maillage uniforme. Cette cohé-
rence structurelle illustre la pertinence de 'approximation par éléments finis P, pour la

discrétisation de l'opérateur de Laplace sur des géométries réguliéres.

Cas 2 : Nceud M, sur le bord de Neumann I’y

On considére maintenant le cas ot le nceud M est situé sur le bord I'y; = OA. L’équa-

tion nodale s’écrit :

4
ZAOJﬂJ:bOI/fl/Jon—F/ g¢0d0.

Calcul des coefficients de rigidité.

Coefficient diagonal : Le coefficient diagonal se calcule sur les triangles adjacents au
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bord :

h? [ 2 1 1
Ago = 2dT 2dT AT =— |5+ + | =2
w= [ 1vipars [ v [ virar =5 [+ i+ ]

Coefficients hors-diagonaux :

1 1
Apn=—=, Ap=-1, A =0, Apu=-—-.
01 % 02 ) 03 ) 04 5

Calcul du second membre by. Par la formule de quadrature des sommets sur les
triangles adjacents :
h? 1 fh?

/waon%?xgxiif(Mo):T.

Pour le terme de bord, le noeud My étant situé a l'intérieur du segment 'y = OA (c’est-
a-dire non aux extrémités O et A), il posséde deux arétes adjacentes portées par I'y. Par

la formule de quadrature sur chacune de ces arétes :

h h
| gvndo = 5 (o) + 5 (Mo) = hg(0).
T2

car Y9 = 1 en My et Yy = 0 aux extrémités opposées de chacune des deux arétes.

Equation nodale finale. En substituant tous les coefficients, I'équation nodale s’écrit :

2
2ty — §ﬂ1 — Uy — %@1 = fTh + h g(My).

Remarque 3.3.4. Cette équation est la restriction au neud My € T's de la formulation
variationnelle discrete (PV3). Le terme hg(My) provient de la forme linéaire L(iy) et
traduit, au niveau discret, la contribution de la donnée de Neumann g sur I's dans la
formulation faible. Il ne s’agit pas d’une discrétisation directe de la condition % = g, mais
bien de la conséquence, au neeud de bord, de 'approrimation variationnelle du probleme

complet.

3.3.7 Elément fini triangulaire du second ordre P;(K)

Définition 3.3.4. On considére un triangle K = (Ay, A, A3) muni de 6 degrés de liberté :

Y ={A1, Ay, Az, A, Az, Ao}
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ol A1, A13, Aoz désignent les milieux des arétes. L’espace d’approximation associé est :
Py(K) = {u(z,y) = Az® + By* + Czy + Dz + Ey + F}

[7]

Montrons que les 6 valeurs nodales d’une fonction u € Po(K) définissent v de maniére

unique.

Construction de la base canonique de P»(K) On cherche les fonctions de base

Y; € Py(K) associées aux 6 noeuds, vérifiant :
bi(4A;) = b

Ces fonctions s’expriment a 1’aide des coordonnées barycentriques Aq, Ao, A3 du triangle
K.

Fonctions de base aux sommets Pour le sommet A; : on cherche ¢ € Py(K) telle
que p1(A;) =1 et p; =0 aux 5 autres noeuds.
On pose

Y1 = a (A — B)
En évaluant en 4; ou Ay =1 :

wl(Al)Za-l-(l—%)zl = o =2

D’ou les trois fonctions de base aux sommets :
P = M (2M\ — 1), Py = Xa(2X2 — 1), 3 = A3(2A3 — 1)

Fonctions de base aux milieux des arétes Pour le nceud milieu Ay (milieu de

[A1As]) @ en ce point
On pose

En évaluant en A;s :

1/112(1412) =
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D’ou les trois fonctions de base aux milieux :

P12 = 44X Ag, P13 = 4\ A3, a3 = 4o A3

3.3.8 Base canonique de P(K)
Théoréme 3.3.4. La famille (11, 12,13, 19,113, U03) constitue une base de Py(K).

preuve. Soit (ay, s, as, Az, ay3, an3) € RY tels que
a1 + oty + asths + a1pis + @13z + osthys =0 dans Py(K).
C’est-a-dire :
VM e K, ay1(M)+ agthe(M) + azths (M) 4 ayothio (M) + arzth13 (M) + qiazibes (M) = 0.

Evaluation aur sommets : en M = A;, i =1,2,3.
Par définition 1;(A;) = d;j, donc :

06120422043:0.

Evaluation auz milieux des arétes : en M = Ag, (3,0) € {(1,2),(1,3),(2,3)}.
L’équation se réduit a
age Ppe(Age) = 0.
Or l/Jﬁg(Agg) = 1, donc :
Qg = 0.
Tous les coefficients sont nuls, donc la famille est libre. Comme dim Py(K) = 6 et que
cette famille contient 6 fonctions, elle constitue bien une base de Py(K).

Décomposition dans la base canonique

Pour tout uw € Py(K), on peut écrire :

3
U = Z U; Vi + U2 Y12 + w13 Y13 + Ugz Yo
i=1

ot u; et ugy sont les valeurs nodales.
En tout point M € K :

3
u(M) = Z w; i (M) + uig P12(M) + iz Y13(M) + ugsz oz (M)
i=1
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En évaluant en M = A; :

et en M = Apgy :
uge = u(Ape)

On a donc, pour tout u € Po(K) et tout M € K :
u(M) = u(Ay) Y1(M)+u(Az) Yo (M)+u(As) p3(M)+u(Arz) Yr2(M)+u(Ars) Yr3(M)+u(Azs) 1has (M)
ce qui confirme que les 6 valeurs nodales déterminent u de maniére unique dans Py(K).

Conformité de I’élément P,(K) — Continuité aux interfaces

Soit f = [Ay, As] une aréte du triangle K. On cherche a montrer que I’élément P,(K')
est conforme, c’est-a-dire que les fonctions de Py(K) se raccordent continiiment & travers
les interfaces entre éléments voisins.

On montre que
Yy = {Ay, Aoz, Az}

constitue un ensemble de degrés de liberté suffisant pour assurer cette continuité.
Restriction a aréte f = [A,, A3].

Sur Paréte f = [Aj, As], I'espace d’approximation se restreint a
Pr = {u:Ax2+By2+ny—|—D$+Ey+F}.
Or sur f, on a la relation affine y = ax 4 3, ce qui permet de substituer et d’obtenir
Pp={u=A2"+Bz+C},

c’est-a-~dire un polynome de degré 2 en une variable, qui dépend de 3 paramétres (A’, B, C").
Unicité de la restriction.
Or ces 3 paramétres (A, B',C") sont déterminés de maniére unique en fonction des

valeurs de w aux trois nceuds de Daréte :
A27 A237 A3-

Ainsi, deux éléments K et K, partageant 'aréte f = [Ay, As] auront la méme restric-
tion sur f dés lors qu’ils coincident en ces 3 nceuds, ce qui garantit la continuité de u a
travers 'interface.

Ainsi, I'élément Py(K) est conforme la continuité inter-éléments est assurée par les
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seules valeurs nodales aux sommets et aux milieux des arétes partagées [7].



Conclusion

Au terme de ce travail, nous avons entrepris une étude approfondie des équations de
Poisson soumises & diverses conditions aux limites — de Dirichlet, de Neumann et mixtes
— en nous appuyant sur un cadre théorique rigoureux et des outils numériques éprouvés.

Sur le plan théorique, l'existence et l'unicité des solutions ont été établies dans le
cadre de la formulation variationnelle, en exploitant de maniére essentielle le théoréme de
Lax-Milgram. Ce résultat constitue le socle sur lequel repose toute I'analyse numérique
ultérieure.

Sur le plan numérique, la méthode des éléments finis s’est révélée particuliérement
adaptée a la résolution de ces problémes aux limites en dimensions 1 et 2. Le principe fon-
damental de cette approche consiste a approcher I’espace de Hilbert V' par un sous-espace
de dimension finie ‘7h, construit & partir de fonctions de base judicieusement choisies.
Cette discrétisation transforme le probléme variationnel continu en un systéme algébrique
linéaire AX = b, ou la matrice de rigidité A encode les interactions entre les fonctions
de base. Sous des hypothéses de régularité et de convergence appropriées, la solution dis-
créte u converge vers la solution exacte u, ce qui garantit la fiabilité de ’approximation
numérique.

Dans ce mémoire, notre attention s’est principalement portée sur I’étude théorique des
formulations variationnelles et sur ’assemblage du systéme linéaire AX = b. En raison
des contraintes de temps liées a la réalisation de ce mémoire, la mise en ceuvre informa-
tique, la résolution effective du systéme ainsi que ’obtention et I'analyse des résultats
numériques n’ont pas pu étre développées. La résolution effective de ce systéme, ainsi que
la visualisation et l’analyse quantitative des résultats numériques — comparaisons avec
des solutions analytiques, étude de la convergence en fonction du pas h — constituent des
prolongements naturels et prometteurs de ce travail.

Ces perspectives ouvrent également la voie a I’extension de la méthode a des géométries

plus complexes ou a des équations aux dérivées partielles non linéaires.
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