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Résumé

Dans ce mémoire, nous établirons des conditions suffisantes pour 'existence

des solutions pour certaines classes de problémes aux limites pour des in-
clusions différentielles d’ordre fractionnaire. On considére les deux cas soit
le membre a droite est convexe ou non convexe. Ces résultats ont été obte-
nus en utilisant certains théorémes du points fixes comme [l'alternative non
linéaire de Leray-Schauder et le théoréme de points fixe de Covitz et Nadler

pour les multifonctions contractives.

Mots-clés: inclusion différentielle, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, intégrale

fractionnaire, analyse multivoque, existence de solution, la théorie de point fixe.
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INTRODUCTION

Au tournant de ce siecle, de nombreux simulateurs ont la conviction étrange que les
équations ditférentielles décrivent tout ce qui se passe dans le monde réel. Cette ap-
proche de la modélisation peut donner lieu a des tentatives de modification de la réalité
pour s’adapter aux outils de simulation, alors que la méthode correcte devrait étre com-
plétement opposée. Le défi consiste a rechercher de nouveaux outils ou a utiliser ceux

qui sont connus depuis longtemps, mais qui sont simplement oubliés.

Les inclusions différentielles sont d’une grande importance car elles modélisent les
performances de divers dispositifs mécaniques et électriques ainsi que le comportement
des systemes de contréle automatique, comme nous voyons que l'incertitude inhérente a
la modélisation du systéme dynamique conduit toujours a des inclusions différentielles

en tant qu’outil mathématique correspondant.

Cette derniére est une généralisation de la notion d’équation différentielle ordinaire.
Par conséquent, tous les problémes considérés pour celui-ci sont présents dans la théo-
rie des inclusions différentielles. Puisqu’elles comportent généralement de nombreuses
solutions a partir d’un point donné, de nouveaux problémes apparaissent mais pour les
résoudre des techniques mathématiques spéciales ont été développées, comme celle de
l'analyse multivoque qui a connus de grandes progressions récemment. En effet, I'ana-

lyse multivoque a été outil de base dans tous les domaines mathématiques appliqués.

Les inclusions différentielles sont connues depuis environ 70 ans. Les premiers tra-
vaux ont été publiés entre 1931 et 1932 par A. Marchaud [31, 32] et K. Zaremba
[45, 46]. Le développement rapide de la théorie a eu lieu entre 1960-1970, lorsque
T. Wazewski [44] et ses collaborateurs firent référence sur les inclusions différentielles
en tant que conditions d’orientation et orientés. Des années aprés les premiéres publi-
cations sur les inclusions différentielles ont été I'outil de base de la théorie du contréle
optimal. Une enquéte plus compleéte les concernant est disponible dans I'un des meilleurs
livres de Aubin et Cellina [1].
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Récemment, les ingénieurs trouvent dans les équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire un outil précieux pour la modélisation de nombreux phénoménes dans di-
vers domaines de la science. En effet, on peut trouver de nombreuses applications en
viscoélasticité, électrochimie, contréle, milieux poreux, €lectromagnétique, etc. (voir
[13, 19, 20, 23, 30, 33]).

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul des intégrales et des dérivées
de tout ordre arbitraire, réel ou complexe. On croit généralement que le concept de cal-
cul fractionnel découle d’une question posée en 1695 par M. Hépital (1661-1704) aG.
Leibniz (1646-1716), qui cherchait le sens de celui de Leibniz actuellement populaire
notation dnxz = D"y pour la dérivée d’'ordre n € N sur la possibilité que n soit une
fraction (Et sin = 3 ?). Dans sa réponse, datée du 30 septembre 1695, Leibniz écrit a
L’Hépital comme suit : "Cela conduira a un paradoxe". Mais il a ajouté prophétique-
ment :

"De cet apparent paradoxe, des conséquences utiles d’un jour seront tirées."

De ces paroles la, on voit un développement important des équations différentielles
fractionnaires ces derniéres années, inclut les monographies et article de Kilbas et
al.[27],Miller et Ross [35], Podlubny [38], Samko et al. [40], O1dham et Spanier
[37]. Dans une série de document (voir [28, 1, 3, 4]) qui ont présenté une théorie de
base concernant les problémes aux valeurs initiales pour les équations différentielles
fractionnaires impliquant I'opérateur différentiel de Riemann-Liouville ot o € (0, 1] et
Caputo. E1-Sayed et Ibrahim [16] ont initié I'étude d’inclusions différentielles fraction-

naires multivaluées dans le cas oti « € (1,2].

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I'étude de I'existence des solutions pour certaines
classes d’inclusion différentielles d’ordre fractionnaire. Le contenu de ce mémoire est

basé sur les travaux de Benchohra et Hamani [5, 6].
Notre travail est reparti en trois chapitres qui sont organisée selon le plan suivant :

Le premier chapitre intitulé "Préliminaires"”, contient un ensemble de définitions et
résultats qui nous seront utiles dans la suite de cette étude. Ce chapitre est partagé en
quatre sections.

La premieére section, présente un rappelle de quelques définitions et notations pour
la bonne compréhension de ce manuscrit.

La deuxieme section, est consacré aux définitions et résultats importants concernant
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la théorie du calcul fractionnaire.

La troisiéme section, est consacrée pour donner quelques définitions et résultats de
l'analyse multivoque.

La quatriéme section, est réservée pour le rappel de quelques théorémes du point
fixe.

Le deuxiéme chapitre intitulé "Probléme aux limites d’inclusion différentielle d’ordre
fractionnaire cas ot1 0 < « < 1", on traitera 'existence des solutions d’un probléme

d’inclusion différentielle d’ordre fractionnaire suivant :

‘DY%(t) € F(t,y(t)), pourtout te J=][0,T], 0<a<l,
ay(0) + by(T') = c.

Ot °D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une appli-

cation multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Le troisiéme chapitre intitulé "Probleme aux limites d’inclusion différentielle d’ordre
fractionnaire cas ot1 1 < o < 2", on s’intéresse a I'existence des solutions d’un probléeme

d’inclusion différentielle d’ordre fractionnaire avec des conditions non locales suivant :

°‘D(t) € F(t,y(t)), pourtout te J=1[0,T], 1<a<2,

y(0) =yo, y(T)=yr.

Ot °D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une
application multivoque, vy, yr sont des constantes réelles.

Puis on donne une conclusion du travail effectué et on termine ce mémoire par une
bibliographie riche.
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Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions de base et résultats sur les diffé-
rentes approches de calcul fractionnaire, analyse multivoque et la théorie du point fixe

qui seront nécessaires tout au long de ce mémoire.
I.1 Notations et définitions

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, notations et résultats d’ana-
lyse fonctionnelle (espaces, opérateur,. ..) et quelques théorémes qui nous seront utiles
dans notre étude.

Soit J = [a,b] un intervalle fini ou infinie de R ott a,b € R eta < b et soit (X, | . |) un
espace de Banach.

» C(J, X) I'espace de Banach des fonctions continues y : J — X, muni de la norme

[Ylloe = sup{ly(®)| : t € J}.

» L!(J, X) I'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — X qui sont Lebesgue

intégrable, muni de la norme

b
Iyl = [ ly(s)| ds.

» AC'(J,X) Iespace de Banach des fonctions dérivables y : J — X dont la premiére
dérivée est absolument continue.
Définition 1.1.1 [34]

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet sur le corps C ou R.
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Définition 1.1.2 [42]

Soit f une application définie dans un intervalle J de la droite réelle de R, a valeurs
dans un espace affine normé £. On dit que f est absolument continue dans J, si pour
tout ¢ > 0, il existe > 0 tel que pour toute famille finie d’intervalle ouverts deux a deux
disjoints de J, (]a;, b;[)}, vérifiant

)

n

> (bi—a;) <n, quientraine zn: £ (b)) — flay)]| < e.
=1

=1

Définition 1.1.3 [34]
Soient X et Y deux espaces de Banach, et A : X — Y une application linéaire. On dit

que A est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées de Y.

Définition 1.1.4 [34]
Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute application

linéaire continue de X dans Y.

Proposition 1.1.1 [41]
Soient C(J, X)) I'espace des fonctions continues de J dans l'espace de Banach X et
M C C(J,X). M est relativement compact dans C(.J, X) si et seulement si les condi-

tions suivantes sont vérifiées :

(i) L’ensemble M est uniformément borné, i.e :
AK >0 : ||fllee < K, Vteld VfeM.
(i) L’ensemble M est équicontinuy, i.e :
Ve>0,30 >0 : Vi, ta €J, |t —ta| <0 =|f(t1) — f(ta)| <e, VfeEM,

(iii) Pour tout z € J, I'ensemble {f(x), f € M} est relativement compacte dans X.
Définition 1.1.5 [34]
Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur définie de X dans Y ;

» A est dit compact, si 'image de X par A, i.e. 'ensemble A(X) est relativement com-

pact dans Y.

* A est dit completement continu, s’il est continu et I'image de tout borné de X est

relativement compact dans Y.
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Théoreme I.1.1 (Arzela-Ascoli) [29]
Soient X un sous-ensemble compact d’'un espace métrique et F C C(X). Alors, F est
relativement compacte (précompact) dans C(X), si et seulement si F est équicontinue

et uniformément bornée.

Théoreme 1.1.2 (Bolzano-Weierstrass) [41]
Soit X un espace métrique, A C X est compact, si et seulement si de toute suite d’élé-

ments de A on peut extraire une sous-suite qui convergente dans A.

Théoréme 1.1.3 (Mazur) [39, 36]
Soit F un espace normé. Si (z,)reny C F une suite convergeant faiblement vers = € F,

alors il existe une suite de combinaisons convexes
m
ymzzamkxku pourk:1a27"' y TS
k=1

et

m
> e =1, avec am > 0,
k=1

qui converge fortement vers x.

Définition 1.1.6 [41]
Soient £ un espace de Banach muni de la norme ||.|| et 7 : £ — FE une application. Un

élément x de F est dit point fixe de 7" si Tz = .

Définition 1.1.7 [47, 25]
Soit (X, d) un espace métrique complet. Une application 7' : X — X est dit Lipschit-

zienne, s’il existe une constante k£ > 0 telle que :
d(Tz,Ty) < kd(z,y), Vz,ye€ M. (1.1

* Si k <1, l'application 7" est dite non-expansive.

* Sik < 1, l'application T est dite k-contractive.

Définition 1.1.8 (Fonction de Carathéodory) [17]

L’application f : J x X — Xest dite Carathéodory si
(i) t — f(t,z) est mesurable pour tout x € E.

(ii) = — f(t,z) est continue pour tout t € J.

f est dite L!-Carathéodory. Si de plus, elle vérifie la condition suivante :

(iii) pour tout r > 0, il existe une fonction ¢, € L'(J,R,) telle que :

|f(t,x)] < ¢.(t), pourtout teJ et Vz : |z|<r.
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1.2 Calcul fractionnaire

Dans cette section, nous introduisons quelques fonctions spéciales qui nous seront
utile dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent le réle le plus important dans la
théorie du calcul fractionnaire. Nous définissons aussi l'intégral et dérivation fraction-
naire, ainsi que la dérivation fractionnaire au sens de Caputo et quelques propriétés,

lemmes important concernant ce calcul.

I[.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base de calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
['(z), qui généralise la factorielle n! permettant a n de prendre des valeurs non entiers

et méme des valeur complexe.

Définition 1.2.1 [38]
La fonction Gamma I'(z) est définie par l'intégrale d’Euler suivant :

re) = [ et Re(z) > 0. .2)

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C, si Re(z) > 0.

Proposition 1.2.1 [38]
L'une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait a 'équa-

tion fonctionnel suivante :
I'(z+1) ==2I(2). (1.3)

En particulier :
I'(n+1)=mn!, VneN".

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des poles simples

aux points z = —n, (n=0,1,2,...).

Preuve.

On démontre cette proposition par une intégration par partie de (I1.2)

+oo
Nz+1)= /0 et D=L gy

—+00
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Donc
['(z+1)==zI(z).

En particulier, on a :
+oo
(1) = / et 171 gt = 1.
0

et en utilisant (I.3), on obtient pour z € N* :

re = 1I(1) = 11 = 1
rE) = 2@ = 211 = 2
r4) = 3I3 = 320 = 3l
I'n+1) = nl'(n) = nn-1)! = nl
Par conséquent
['(n)=(n—1)!

Proposition 1.2.2 [38, 37]

Pour toutn € N*, ona:

1 2n)! /m
r (” * 2) - a4
avec .
3)-
Preuve.
On a
)

En effet, On pose le changement de variable suivant :
u=+vt = t=u? et dt=2udu,

d’ou

D’apres l'intégral de Gauss on a :

Alors
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Calculons maintenant (I.4) pour tout n € N*,

En multipliant et divisant par (2n — 2).(2n —4) ... 2,0na:

1\ (2n-1).2n-2) ... 321
F<"+2> T on(2n—2).2n—4) ... VT

 (@2n=-D)r
©2n.2n1 (p — 1)

_@n-1l VA

© 221 (p — 1))

En multipliant et divisant par 2n, on obtient :

1 2n.(2n — 1) /7
b (" * 2) T 221 2n (n— 1)
(2n)! /7

4n

Par conséquent (I.4) est prouvée.

Théoréme 1.2.1 [9]

La fonction Gamma est définie et de classe C* sur |0, +oo], ses dérivées successives sont

données par la formule
+oo
T (2) = / e~ (Int)* dt.
0

I1.2.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Béta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.
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Définition 1.2.2 [38, 37]

La fonction Béta est définie par l'intégral d’Euler de seconde espece
(z,w) / FL =0 dE, Re(z) > 0, Relw) > 0, (L5)

cette intégrale est convergente pour tout z,w € C.
Proposition 1.2.3 [38]

La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

INEI )

B YCEm)

MRe(z) > 0, Re(w) > 0. (1.6)
D’ot il résulte que Béta est symétrique :

B(z,w) = B(w, 2), Re(z) > 0,Re(w) > 0.

I.2.3 Intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C, (JRe(a) > 0) au sens de Riemann-

Liouville généralise la célebre formule attribuée a Cauchy d’intégrale répété n-fois,

I"f(x / dt / dts .. /t"_lf(tn) dt,
:M/a(x—t)" Lf(t) dt, VneN. (L7)

D’apres la généralisation du factoriel par la fonction Gamma; (n — 1)! = I'(n). Riemann
Observent que le second membre de (I.7) pourrait avoir un sens méme pour des va-
leurs non-entiéres de n, il était donc naturel de définir I'intégration fractionnaire comme
suite :

Définition 1.2.3 (Intégrale de Riemann-Liouville) [38, 27]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre

a € C au sens de Riemann-Liouville de f notée I%, I'intégrale suivante :

I f(z) = F(la) [0 d (@ > a,%e(a) > 0) 1L.8)

Ou I' estla fonction Gamma et on note /§ par [°.

En particulier, pour a =0, ona:

Lf(x) = [(z).
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Exemple 1.2.1
On considere la fonction f définie par :
f()=(x—a)’, x€la,b ou AB>-1, a>0.
On a alors
« _ 1 v _ p\a—1 . B
7@ = 5y / (= 1)* Yt — o) dt. (L.9)
En effectuant le changement de variable suivant :
t=a+(x—a)r, avec 0<7<1, donc dt=(z—a)dr. (I.10)
Donc, (1.9) devient
I f(z) = 1/1(95—@— (2 — )1 a+ (z — )7 —a)(x —a) d
a = T) o T T T
L = P — a)l?
=ty =@ =01 = @)l (@~ ) dr
(z — a>a+’8 ! (B+1)—1 —1
= 2 1—7)* ' dr.
o) /0 T (1—7)"""dr
En tenant compte de la fonction Béta (I.5) puis de la relation (1.6), on aura :
« . (1} - a)a—l—ﬁ
]af(l') - F(Ck) B(ﬁ+1,&)
_(@=a)*"T (8 + ()
 T(a) T@B+a+1)
Alors, on obtient I'intégrale fractionnaire d’ordre « de la fonction f, telle que :
r'p+1)
I0f(2) = ———"—(z —a)**’. 1.11
)= 5 rag (L11)

Cas particulier,

Si a = 1. D’apres (I.3) on déduit que
INe —a)’ = ——

Si 5 = 0. On a dans ce cas

S R —
“ ['(a+1)
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Proposition 1.2.4 [27]
Soit f € C([a,b]). Pour « et 5 des nombres complexes ot JRe(a) > 0 et Re(5) > 0, alors
I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possede la propriété suivante :

I [ f@)] = 1277 f (2). (1.12)

Preuve.
Soit f € C([a,b]), On a par définition de /2

12 [15w) = i [e— 0 [ @ a

= F(la)/j(x—t)“_l [F(lﬁ) /at(t—s)ﬁ_l f(s) ds| dt.

D’apreés le théoreme de Fubini, on pourra permuter I'ordre d’intégration et on aura :

12 (100 = sy [ @0 =9 pe) ds

- S xa:— aslip — g)f-1 S
_r(a>r(5)/af()/s( 1oLt — )7L dt ds. (1.13)

z

En effectuant le changement de variable suivant dans I'intégrale Z, telle que :
t=s+(x—s)r, avec (0<7<1), donc dt=(x—s)dr.
On obtient

I= /01(3: —s5— (v —8)7) s+ (x —8)7 —8) Nz —s) dr

= [ =) =" [ = )7 (@~ 5) dr

1
= (x — s)oﬁLﬁ*l/ (1—7) ' dr.
0
En tenant compte de la définition de Béta (I.5) puis de la relation (I.6), on aura :

T=(x—s)"'B(3 a)
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En retournant a la formule (I.13), on obtient alors

@ ]' r a-+ —lr(a>r(6)
]a |:]5f(l‘):| - F(OZ)F(B) /a f(S) [(.7) - S) g F(Oé n 5) ds
1 v a+p-1
=ty L @) ds

=137 f(2).

D’ou le résultat. |

Définition 1.2.4 (Dérivée de Riemann-Liouville) [38, 27]
Soit Re(a) € In—1,n[,n € N* et f € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre
a € C au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction f notée D¢, la fonction définie

par :

D f(w) = D" I f(x)]

— 1 d e n—a—1 _
“Th—a) (dx> /a (z —1) ft)ydt, (n=[Re(a)]+1,z>a). (1.14)
Ou |.] la partie entiere d'un nombre réel et D" = (%)n.

En particulier, pour o € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide
avec la dérivée classique ;
e Siao=0,ona:

Dyf(z) = DI, f(x)] = f(x).

e Sia=neN,ona:
Dy f(x) = D" f(2)) = DI, f(2)] = D" f(x).

Exemple 1.2.2

On consideére la fonction f définie par :
f(x)=(r—a)’, zcla,b] ou BeR
Soient n € N* et a >0 tel que « €]n — 1,n[, Nous avons

DY(x —a) = D" [127%(z — a)’].
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D’apres (I.11), on obtient :

o . n P(6+1) n—o-+
Da(x—a)B—D lf(ﬂ%—l—i—n—a)(x_a) B]
F(5+1) d " n—a
T TP+ 14+n-a) de) (z—a) wl' (.15

On sait que

(;;) (z—a) " P =m-—a+B)n—a+B—-1)-n—a+f—n+1)(z—a)" F"

=n—a+Bn—a+p—-1)---(B—a+1)(z—a)l™
:F(5+1+n—a)

—q)P@
NEETE (x —a)”™ . (1.16)

Par substitution de (I.16) dans (I.15), on aura :

L(B+1) IF'B+1+n—a)
B+1l+n—a)| TB-a+1)

Dz —a)’ = T (x —a)’™] .

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «a de la fonction

f, telle que :
I'(s+1) _
afp _ \B — _ 4\B«
D¢z —a) F<5_a+1)(x a)”e.
Cas particulier,
Si a = 1. D’apres (1.3) on déduit que
LB+1) B B d
1 \B 8-l -1 4B
D,(x —a) XE) (x —a) Bz —a) T (x —a)”.
Si # = 0. On a dans ce cas
Dal = m(ﬁﬂ — CL) .

Ce qui montre que la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d’'une constant n’est pas

nulle.

Lemme 1.2.1 [27]
Si Re(a) €n—1,n[,n e N* et f e C([a,b]), alors on a I'égalité

(DSIZ ) () = [(=).



1.2 Calcul fractionnaire 12

Preuve.

En se basant sur la propriété classique :

(DI ) (x) = f(x),

Et en utilisant la définition 1.2.4 et de proposition 1.2.4, on déduit

(DSISf) (x) = D177 (I8 f(x))]

d’ou le résultat. [ |

Propriété 1.2.1 [27]
Sin > Re(a) > Re(B) >n —1 >0, alors pour f(z) € C([a,b]), on a la relation

(D2IET) (@) = 197 f ().
En particulier, si § =k € N et fRe(«) > k, alors
(DEISF) (2) = 1°* (). (1.17)

Preuve.

En utilisant la définition 1.2.4 et de proposition 1.2.4, on obtient

(D212 f) (@) = D12 (12 f(w))]
et f ()]

d’ou le résultat. [ |

Remarque [.2.1

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative, i.e :

Do D # DP o D2
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Propriété 1.2.2 (Linéarité) [38]
Soit MRe(a) € |n — 1,n[, n € N* et soient les deux fonctions f et g pour lesquelles les
dérivées fractionnaires d’ordre o« € C de Riemann-Liouville existent. Alors pour A, u €

C,ona:
Dg (Af +9) (x) = MDg f)(z) + (Dgg)(x).

1.2.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un réle
important dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant, les
demandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de I'approche ma-
thématique pure bien établie, car les problémes appliqués nécessitent I'utilisation des
condition initiales f(a), f'(a), etc. Ces besoins ont bient6t conduit a la naissance d’'une
définition alternative des dérivées fractionnaires qui a été introduit par M.Caputo a la

fin des années soixante.
Définition 1.2.5 (Dérivée de Caputo) [38]
Soient PRe(a) € |n — 1,n[, n € N* et f € C"([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire

d’ordre a € C au sens de Caputo de f notée “D?, la fonction définie par :

Dy f(x) =1 [D"f ()]

- F(nl—a) /j(x —t)r e @) dt, (n=[Re(a)] + 1,2 >a).  (118)

On note “Dgy par “D®.

Exemple 1.2.3

On considere la fonction f définie par :
f(x)=(r—a)’, x€la,b] ou [>0.
Soient n € N* et a >0 tel que « € [n — 1,n[, Nous avons

‘Dz —a)? = I {D”(x — a)ﬁ}

= Tn 1—oz) [ oo

On sait que

(t-ay)"” = DO g,

(B—n+1)
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et donc

I'(B+1)
Fn—a)l'(6—n+1)

Dz — a)’ = / e =)ot — @) dt (1.19)

z
En y effectuant le changement de variable (I.10) dans I'intégrale Z, On obtient
I= /Ol(x —a—(r—a)7)"*“a+ (x—a)T—a)’(x—a)dr
_ /0 e — @)1= D" (@ — )P (@ — a) dr
= (z —a)’™ /01 T(ﬁ_"“)_l(l — 7)ol dr
En tenant compte de la définition de Béta (I.5) puis de la relation (I.6), on aura :

I=(x—9)B(f-n+1n—a)
5ol (B=n+1)l(n—a)
I'g—a+1) '

= (z—s)

En retournant a la formule (I.19), on obtient alors

I'(B+1) Fg—n+1)I'n—«

qﬁ@_aﬁ:Fm—aﬁw—n+U T(B—atl)

(x — a)ﬁ_a .

Ainsi, on obtient la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre « de la fonction f, telle que :

c o . B __ F(ﬁ + 1) . B—a
D (x —a) _—I’(ﬁ—a—I—l)(x a)”~e.
D’ou
pg+1) _ :

— (r—a)’? siB>n-—1
TB—a+tl

‘Dz —a)’ = (f=a+1)
0. sifef0,1,2 -, n—1}

Remarque 1.2.2
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’'une fonction constante f(¢) = C' est nulle,
autrement dit : °D¢C = 0.
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Propriété 1.2.3 (Linéarité) [38]
Soit Re(a) € [n — 1,n[, n € N* et soient les deux fonctions f et g pour laquelle les
dérivées fractionnaires d’ordre o« € C de Caputo (I.18) existent. Alors pour A, u € C,
ona:

Dy (Af+9) (@) = A°Dgf(x) +“Dig(x).

Propriété 1.2.4 [27]
Si Re(a) € [n—1,n[,n € N* et f e C"([a,b]), la relation reliant la dérivée Riemann-

Liouville (I.14) et celle de Caputo (I.18) est donnée par :

— ) )
kz k+1)
2

(z —a)"

Dy f(x) =

f¥(a)

= D@ = v

(x—a)* (n=[Re(a)]+1,2>a). (1.20)

En particulier, lorsque fie(a) €]0,1[, on a :

f(a)

‘Dyf(x) = Dg f(z) - m(z —a)™". (I.21)

A partir de (1.20), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo, si a est un point zéro d’ordre n de f.

Plus précisément, on a :
f®a)=0, (k=0,1,---,n—1). (1.22)

Alors,
‘Dgf(z) = Dg f(x).

Preuve.
Soit f € C™([a, b]), par définition 1.2.4, on a :

n=1 ¢(k)(, n—1 ¢k)(,
B Z FJZk _f_ i) (.QT o a)k] = Dn[:—a |:f(l’) - Z ka ‘i(‘ i) (ZB - a)k]

k_

- (&) [l

n=1 (k) (g
f(ﬂ_l;ljzkj—i)(t_a)k} dt .

T
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Par intégration par partie de I'intégrale Z, on obtient :

Donc,

De méme facon pour n fois on aura :

e
Or
k=

Alors,

1

0

f®(a)
T(k+1)

1=

(x — a)* est un polynéme de degré n — 1, donc :

=11 [D"f(x)].

k=0

)
-2 T~

d
dx

a)k]

=1 (k) (g =
(f(t) - Z_: Fj;k J(r i) (t— a)'“) (z — t)”a]
((x —t)yr=ot=1 (4 = W)
+/ I(n—a+1) <dt> [f@)_kz_;)F(k-l-l)
I=1"°""D|f { ;} Dt i) a)’“] .
[rmetnpn z_: ) (x —a)*
¢ i = (k +1) ]
— D | f(a) - ey
n rn—o T; nn_l f(k)(a) .CL’—CLk
1M | D™ f(x) ;”H)( )

- () e

= DML (D" ()]

(t —a)*| dt.

En tenant compte de (I.17) de la propriété 1.2.1 et de la définition 1.2.5, on obtient :

Dy [f( )

= f®(a)
B ,;) I'(k+1) (@

. a)k]

= D" 17 [D" f(x)]
Id

=17 D" f(2)]
= D5 f(x).
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En plus par linéarité de 'opérateur DS, on a :

n=1 k), - (k)
D [f(x) -3 de- a>k] ~ Dyf(a) - {Z (- a>k] .

Et d’apres I'exemple 1.2.2, on aura :

Dy

= [%(a) f s [P K
];)W(:c—a)]— D¢ (x —a)
—~ [®a) T(k+1)

:ZF(k:+1) F(l{:—a+1)(x_a>k_a

= — 4~ _(z—a)e

Alors,

el gk (g, . X el (g -
Dz [1(0) = 3 e = )| = D2(e) = 3 gl = -

Ce qui montre (1.20). [ |

Lemme 1.2.2 [27]
Soient Re(a) € In —1,n[,n € N* et f € C"([a,b]), alors

(D13 f) (x) = f(x). (1.23)

Preuve.
Soient PRe(a) € |n —1,n[,n € N* et f e C"([a,b]), La relation (1.20) de propriété 1.2.4

permet d’obtenir le résultat suivant :

= ]af)( )(a) (x—a)k*a.

CDCK]'CV — DCMIO[
(DEI2f) (@) = (DS T
Puis d’apres le lemme 1.2.1, on a
S0
cDa[a . kfozl
(DN @) = F@) = X s gy )
Et comme k£ <n—1<Re(a),pour k =0,1,--- ,n— 1, alors les dérivées

(I3 )™ (a) = 0.
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Ce qui donne

(D13 f) (x) = f(x).

Lemme 1.2.3 [27]
Soient Re(w) € |n—1,n[,n € N*et f e C"([a,b]), alors 'équation différentielle d’ordre

fractionnaire
‘Dyf(z) =0,
Admet une solution
n—1
f@)=> alz—a) (n=[Re(a)] +1).
k=0
Oules ¢, € R, (k=0,1,...,n — 1) sont des constantes arbitraires.

Preuve.

Soit Me(a) > 0, on a 'équation différentielle d’ordre fractionnaire ;
‘DYf(x)=0.
D’apres la définition 1.2.5, on a :
I [D"f(@)] =0,

On applique l'opérateur “D?~* a cette formule, on aura :

“Dy= L= [D" f(a)] = 0.
D’apres le Lemme 1.2.2, il résulte que :

Dy [P f(x)] = D" f(x) = 0.

Puisque f € C"([a, b]) alors elle est développable en série de Taylor, ce qui montre que :
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Lemme 1.2.4 [27]
Soient Re(a) € In —1,n[,n € N* et f e C"([a,b]), alors

r—a)*, (n=[Re(a)] +1).

n—1 r(k) a
(12 2) &) = Fla) ~ 3 T
k=0 :

Preuve.
Soient MRe(a) € In—1,n[,n € N* et f e C"([a,b]), d’apres la définition 1.2.5, on a :

(I D f) (x) = IZ[I3~* f ()],

Et d’apres la proposition 1.2.4, il résult que

(I3 °Dg f) () = (I f™) ()
_ I‘(ln) [ =0ty .

(1)

Par intégration par partie de l'intégrale (I;), on aura

(12 D2 1) (0) = s [ = 0000+ e [ o2 )
- —F(ln)(x — )L (g) + F(nl—l) [ =2 an.
(12)
En faisant le méme pour (1), on aura
(12 °D2f) (@) =~ = 0" 1 0) = s o = o) 2P
" F(nl—2) [ =00y ar

En poursuivant par une intégration par partie successive, on obtient finalement

(12 °D2 ) (2) = — = (z — @)L f=D(a) - (1 — a)" 2D (a)

I'(n) 1
—...+F(1)/a () dt

I S Y T
Fa a0

— ...+ f(x) — f(a)

. = fW(a) k
- 1) = X e =

I'(n—1)

1

F(n _ 1) ($ - a)n—?f(n—?) ((I)
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[.3 Analyse multivoque

Dans cette section, on se propose d’introduire quelques notions d’analyse multivoque
qui seront utile dans notre étude. L’analyse multivoque est une branche tres important
en mathématique. Les probléme impliquant cette derniére surgissent, lorsque I'ensemble

de solution n’est pas réduit a un point, comme dans le cas des problémes mal posés.

Soient X,Y deux espaces topologiques (espace métrique, normé). On dénote la classe

de tous les sous-ensembles de X par :

(X):Y est bornée } ,

(X) : Y est compact } ,
Y € P(X) : Y est convexe },

(X)

.Y est compact et convexe } .

Ot P(X) : Ensemble des parties de X .

Définition 1.3.1 (Application multivoque) [2, 12]

Une multifonction (ou application multivoque) F de X vers Y est une correspondance
qui associe a tout élément z € X un ensemble F'(z) C P(Y). On désigne par la notation
suivante, FiX —PY).
Définition 1.3.2 (Application univoque) [12]

Soient X et Y deux espaces. On dit que F' est une application univoque, si pour tout x

on fait correspondre un singleton. Autrement dit, pour tout z € X,

F(x) = {f(x)} .

Ou f est une fonction de X dans Y.

Définition 1.3.3 (Sélection) [24]
On appelle sélection (noté : f C F) d’'une multifonction F' : X — P(Y), toute fonction
f: X — Y vérifiant :

f(z) € F(x), Ve e X.
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Définition 1.3.4 [1, 2, 43]

Soit F' : X — P(Y') une application multivoque.

(1) On appelle domaine de F, 'ensemb]e :
Dom(F):={ze X | F(z)#0}.

F est dit stricte (resp. propre), si Dom(F) = X (resp. Dom(F) # ()
(2) On appelle image de F', 'ensemble :

Im(F):={yeY |IxeX;yeF(z)}:= ] F(a).

zeX

(3) On appelle image d’une partie A de X par F, 'ensemble :

F(A) == | F(a).

€A

(4) On appelle graphe de F' le sous ensemble de X x Y, définie par :
Graph(F) ={(z,y) e X xY |y € F(x) }.

(5) On appelle image réciproque de F, 'ensemble F'~! de P(Y) dans X est définie
par :
F(y) = {z € X | (2,y) € Graph(F) } .

(6) On appelle image réciproque d’une partie non vide D de Y par F, 'ensemble :
Fly)={reX|Fl)nD#0}.

F(z) est dite image ou valeur de F' en .

(7) On dit que F' admet un point fixe s’il existe un point x € X (appelé point fixe de
F), tel que :
x € F(x).

L’ensemble des points fixes de 'opérateur F est désigné par :

Fig(F)={x € X |z € F(x) }.
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Définition 1.3.5 [2]
Une application multivoque F : X — P(X) est dit :

(1) Fermée (resp. convexe, mesurable ) si est seulement si son graphe est fermée (resp.

convexe, mesurable ).

(2) Convexe si et seulement si pour tous z,z2 € Dom(F) et § € [0,1],ona:
BF(ZL‘l) + (1 — ﬂ)F(ﬁg) C F(ﬁl’l + (1 — 5)1’2>

(3) avaleurs fermées (resp. convexes, bornées, compacts), si pour tout z € X, 'image
F(z) est fermée (resp. convexe, bornée, compact).
Définition 1.3.6 [8]
Soient y € AC(J,R™) et F': X — P(X) est une application multivoque.

* F est borné, si pour tout ensemble B € P,(X), 'ensemble F'(B) est borné dans X, c-a-d :

igg{sup{HyH Dy € F(z) }} < oo,

* F est dite completement continue, si F'(B) est relativement compact pour tout ensemble
B e Pb(X )

Définition 1.3.7 [1, 15]

Une multifonction F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) au point o, € X, si
pour tout ensemble ouvert N contenant F'(x), il existe un voisinage ouvert V' de x, tel
que : F(V) C N.

On dit que F est semi-continue supérieurement si elle est s.c.s en tout point xg € X.
Définition 1.3.8 [1]

Une multifonction F' est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point zq € X, si
pour tout y, € F(z) et pour tout voisinage ouvert U de yy, il existe un voisinage ouvert

V de z, tel que : Yz eV, Fla)nU £0.

On dit que F est semi-continue inférieurement si elle est s.c.i en tout point zy € X.

Définition 1.3.9 [1]
Une multifonction F est dite continue en un point z, € X, si elle est a la fois s.c.s et s.c.i

au point zy. On dit que I est continue si elle 'est en tout point =, € X.
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Définition 1.3.10 [12, 1]

Soient X un espace normé et 2 # () un sous ensemble de X. Une application multivoque
F:Q — P(X) estdite :

* Semi-continue supérieurement en z, au sens de ¢ (noté : ¢-4-s.c.s) si, pour tout

xg € Qete >0, il existe 6 = §(zg,e) > 0 telle que :

F(x) C F(x) + B.(0), Vo € Bs(xo) N Q.

* Semi-continue inférieurement en z, au sens de = (noté : ¢-§-s.c.i) si, pour tout

xo € Qete >0, il existe 6 = §(zg,e) > 0 telle que :

F(xz) C F(x) + B.(0), Va € Bs(zo) N Q.

On dit que F est e-0-s.c.s (resp. e-0-s.c.i) si, elle est e-d-s.c.s (resp. -9-s.c.i) en tout point
xo € X.

Remarque 1.3.1

Soient zy € Q et r € R, . La boule ouvert de centre z, et de rayon r est définie par :

B, (z9) = B(zg,7) ={z € X : ||z — x| <7}.

Eton a, Bl(xo,7) = xo +rB(0,1) = 2o + B(0, 7).

En effet,
Prenons d’abord = € xy + B(0, 7). Alors, il existe w € B(0,r) tel que = = xy + w et

[ = ol = [lwl| <

donc x € B(x, ).
Réciproquement, supposons que = € B(xg,r) et posons w = = —x,. Alors, ona z = zp+w
et

lwlf = [l = ol <

On a donc w € B(0,r) ce qui prouve que x € = + B(0,r). |
Définition 1.3.11 [1]

Dans un espace normé, on dit que F’ est e-9-s.c.s (resp. s.c.i) si, F' est s.c.s (resp. e-0-s.c.i).

L’inverse n’est pas vraie en générale.
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Lemme 1.3.1 [12, 24]

SiF: X — Py(Y) ests.c.s, alors Graph(F') est un sous ensemble fermé de X x Y,

i.e : pour tout suite (z,)nen € X €t (Yp)nen C Y, Si T, — Ty, Y — yYs quand n — oo
avec y, € F(z,), alors y. € F(z,). Inversement, si F' est complétement continue a

valeurs compactes non vides et a son graph fermé, alors F' est s.c.s.

Soient (X, d) un espace métrique séparable et ({2, A, 1) un espace mesurable, i.e. un
ensemble () est muni d’une o-algébre A et une mesure additive u sur A. On considére

que ) est un domaine borné dans I'espace Euclidien R*, muni de la mesure de Lebesgue.

Définition 1.3.12 [2]
Soit F' : Q — P(X) une application multivoque a valeurs fermées. On dit que F' est

mesurable, si 'image réciproque de tout ensemble ouvert est mesurable, c-a-d on a :
FHO)={weQ|Fw)NO#D}c A,

pour tout ensemble ouvert O C X.

Théoreme 1.3.1 [10, 21]
Soit F' : 1 — P.,(X) une multifonction mesurable a valeur non vide. Alors, F' a une

sélection mesurable.

Proposition 1.3.1 [10, 21]

Si Fi,F, : Q@ — P, (X) deux multifonction mesurable, alors I'application multivoque
t — Fi(t) N Fy(t) est mesurable.

Définition 1.3.13 [8]

Une application multivoque F' : Q — P, (X) est dite mesurable, si pour tout v € X, la

fonction ¢ : 2 — R™ définie par
¢(t) =d(v, F(t)) = inf{[[v —z[| : 2 € F(t)},

est mesurable.

Lemme 1.3.2 [48]
Soient F' : [0,b] — P(X) une application multivoque et v : [0,b] — X une fonction
mesurable. Alors, pour tout fonction mesurable v : [0,b] — R, il existe une sélection

mesurable f, de F’ telle que

u(t) = fo)] < d(u(t), F(t)) +v(t),  Vte[0,b].
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Lemme 1.3.3 [14]

Soient F : [0,b] — P.,(X) une application multivoque mesurable et » : [0,b] — X une

fonction mesurable. Alors, il existe une sélection mesurable f de F' telle que
u(t) — f()] < d(u(t), F(t),  Vte€l0,0].

Preuve.
Soit v, : [0,b] — R* une fonction mesurable définie par v.(t) = «.

Alors d’apres le Lemme 1.3.2, il existe une sélection mesurable f. de F’ telle que

lu(t) — f-(t)] < d(u(t), F(t)) +e.

1

Nous prenons € = -, n € N; alors, pour tout n € N, on a

u(t) — fult)] < d(ult), F(£)) + .

n

Puisque F' a des valeurs compactes, nous pouvons passer a une sous suite, si nécessaire

pour que (f,(.)) converge vers une fonction mesurable f de F.

Par passage a la limite quand n — oo, on aura

u(t) = f(O)] < d(u(t), F(1)), Vit e0,0].

Définition 1.3.14 (Fonction de Carathéodory) [8]

Une application multivoque F': 2 x R" — P(R") est dite Carathéodory si elle vérifie :

(i) t — F(t,u) est mesurable pour tout u € R".

(i) uw+—— F(t,u) ests.c.s (resp. s.c.i, continue) pour tout ¢ € ).

F est dite L!-Carathéodory si les conditions (i) et (ii) sont vérifiées. De plus, elle

vérifiée la condition suivante :

(iii) pour tout ¢ > 0, il existe o, € L'(Q,R,) telle que
|F(t,u)||lp =sup{||f]| : f€F(tu)} <o.t), pourtout te et
Pour chaque u € C(£2, X), on définie 'ensemble des sélection de F par :

Spu = {v € L', X) : v(t) € F(t,u(t)) pourtout t& Q}

lul| <.
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Définition 1.3.15 (Distance de Hausdorff-Poumpeiu) [8]
Soient (X, d) un espace métrique induit par I'espace normé (X, ||.||) et A, B deux paries

non vides de X. On considere la distance Hausdorff-Poumpeiu, I'application :
Hy:P(X)xP(X) — R,

définie par :

Hy(A, B) = max {Sup d(a, B), sup d(A, b)} .

beB acA
Ou:
d(a,B) = ggg d(a,b) et d(A,b) = ClLI€1£ d(a,b).
Alors, l'espace (Py (X)), Hy) est un espace métrique et (Py(X), H;) est un espace mé-
trique généralisé.

Propriétés 1.3.1 [10]

D’apres cette définition, on peut facilement vérifier les propriétés suivantes :
(1) Hq(AA) =0, pour tout A € X.
(2) Hy(A,B) = Hy(B,A), pour tout A4, B € X.
(3) Hy(A,B) < Hq(A,C)+ Hy(C, B), pour tout A, B,C € X.

Définition 1.3.16 [8]
Un opérateur multivoque F': X — P, (X) est dite :

(i) ~-Lipschitz s’il existe v > 0, tel que :
Hy(F(u), F(v)) <7 d(u,v), Vu,veX.

(i) ~-contractive s’il est y-Lipschitz avec v < 1.
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I.4 Théoremes du point fixe

Dans cette section, nous présentons des théorémes de point fixe qui seront utiles
dans notre travaille pour I'existence des solutions du probleme aux limite d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire.

Par U et OU nous dénotons la fermeture de U et la frontiére de U respectivement.

Théoreme 1.4.1 (L’alternative non linéaire de Leray-Schauder) [8, 18]
Soient X un espace de Banach, C un ensemble convexe non vide de X. Soient un en-
semble U C C avec 0 € U et F': U — P(C) une multifonction semi-continu supérieure-

ment et completement continue, alors on a I'alternative suivant :
i) F a un point fixe.
Ou bien
ii) il existe u € OU et A € (0,1) tel que : v € AF'(u).
Théoreme 1.4.2 (Covitz-Nadler) [8, 11]

Soit (X, d) un espace métrique complet. Si ' : X — P, (X) est une contraction alors
F admet un point fixe (i.e. Fix(F) # 0).



> N € CHAPITRE II >, <

Probleme aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas

oul<a<l

II.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous considérons le probléeme aux limites pour des inclusions dif-
férentielles d’ordre fractionnaire et nous nous intéressons a 'existence des solutions de
ce probléme dans le cas convexe et non convexe. En particulier, nos résultats s’étendent
au cas multivoque ceux examinés récemment par Benchohra et al. dans [7]. Plus préci-

sément, nous considérons le probléme suivant :

°‘DY%(t) € F(t,y(t)), pourtout te J=][0,T], 0<a<l, (I1.1)
ay(0) + by(T') = c. (11.2)

Ot “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une
application multivoque, a, b, c sont des constantes réelles avec a + b # 0.

Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la définition
de la solution du probléme (II.1)-(I1.2), ainsi que des lemmes utiles dans ce qui suit.
Définition I1.1.1 [5]

On dit que la fonction y € AC*(J,R) est une solution du probleme (I1.1)-(11.2), s’il existe
une fonction v € L' (J,R) avec v(t) € F(t,y(t)), pour tout ¢t € J, telle que

‘D%(t) =v(t), pourtout teJ, 0O0<a<l,

et la fonction y satisfait la condition (II.2).
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Pour I'existence des solutions de probleme (I1.1)-(II.2), on a besoin du lemme suivant :

Lemme I1.1.1 [26, 5]
Soient 0 < a < 1 et h: J — R une fonction continue. Une fonction y est une solution de

I’équation intégrale fractionnaire

1 ! a—1
y(t) = yo + F(a)/o (t —s)* "h(s) ds. (I1.3)

Si et seulement si y est la solution de probléme de Cauchy pour I'équation différentielle

fractionnaire

‘Dy(t) = h(t), teJ, (I.4)
y(0) = vo. (I.5)

Preuve.

Supposons que y est solution de (I1.3), c-a-d :

y(t) =yo + 1“(104) /Ot(t — 8)* 'h(s)ds

= yo + Iah,(t)

En appliquant 'opérateur “D“ aux deux membres de I'égalité (II.3) et par sont linéarité,

on aura :

‘Dy(t) = D" [yo + I"h(t)]
= D% + (“D*I*h) (t).

D’apres le lemme [.2.3 on a :
CDayo = 0. (*)

Et puisque « €]0, 1] et & est fonction continue, alors d’aprés lemme 1.2.2, on a :
(°D*Ih) (t) = h(t). €D)

Alors d’apres (x) et (x*), on a
“D%(t) = h(t).

Ce qui montre (I.4).

Il reste a vérifier la condition (II.5), c-a-d :
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Donc,

y(0) = vo.

Alors y est une solution de probleme aux limites (I1.4)-(II.5).

Inversement, supposons que y est solution de probleme de Cauchy :

Doy(t) = h(t), teJ=[0,T], (L4)
y(0) = yo. (IL.5)

En appliquant 'opérateur /* aux deux membres de I'égalité (I1.4), on aura :

(I* “D%) (t) = I*h(1)

1 t
= F(a)/o (t — 5)*'h(s) ds. (11.6)
Et d’apres Lemme 1.2.4, on a :
n—1 (k) 0
(17 0o (1) = wlt) ~ Y- e~ 0"
k=0 N

Puisque « €]0, 1], donc n = [a] + 1 = 1. Alors on obtient :
(1% “D%y) (1) = y(t) — y(0). (IL.7)

Donc de (I1.6) et (II.7),on a :

y(t) = y(0) + I*h(2)
1

— o+ F@/0 (t — 5)* Lh(s) ds.

Alors, y est solution de 'équation intégrale fractionnaire. [
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Comme conséquence de Lemme II.1.1 nous avons le résultat suivant qui est utile dans
ce qui suit :
Lemme I1.1.2

Soient 0 < a < 1 et h: J — R une fonction continue. Une fonction y est une solution de

I’équation intégrale fractionnaire

1 gt » 1 b T .
= —5)° | (T -s)" —cl. IL.
TORSv /0 (t=5)° " h(s) ds — —— [F(Q) /0 (T — $)*'h(s) ds — ¢ (IL8)
Si et seulement si y est la solution de probléme aux limites pour 'équation différentielle
fractionnaire
°‘D(t) = h(t), teJ, (11.9)
ay(0) + by(T') = c. (I1.10)
Preuve.

Supposons que y est solution de (II.8), c-a-d :

1

y(t) = F(a)/ot(t — ) h(s) ds — i . H’a) /OT(T 89 h(s) ds — ¢

= I°h(t) — a1+b bI°h(T) — .

En appliquant l'opérateur “D“ aux deux membre de 1’égalité (I1.8) et par sont linéarité,

on aura :

cDy(t) = °D* | I°h(t) — 1b[bzah(T)—c}

a+
c
= (“D*I*h) (t) — °D*C.
D’apres le lemme [.2.3, on a :
‘D*C = 0. ()

Et puisque « €]0, 1] et h est fonction continue, alors d’apres lemme 1.2.2, on a :
(°D*Ih) (t) = h(t). (%)

Alors d’aprées (x) et (xx), on a
‘Dy(t) = h(t).

Ce qui montre (I1.9).
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Il reste a vérifier la condition aux limites (I1.10), on a :

{ y(0) = Ih(0) — A [bI°N(T) — d].
y(T) = I°WT) — -L[bI*K(T) — d.

a+b
Alors,
a b
T) = al® — I1¢h(T) — I°h(T) — ——[bI*h(T) —
ay(0) + by (T) = aI"h(0) — = IW(T) — )+ bIK(T) — o bIh(T) —
ab ac b2 be
=bI*h(T) — ——I°h(T - I1°h(T
bI*N(T) a-+b u )+a+b a+b ut >+a+b
~ (ab+0?) (ab+0?) c(a+0b)
 a+b I°h(T) a+b I*h(T) + a+b
=c.

Ce qui montre (I1.10).

Inversement, supposons que y satisfait (I1.9), alors d’apres le Lemme II.1.1,on a :

r(la) / ‘(= $)°Uh(s) ds.

y(t) = yo +

Il reste a vérifier la condition aux limites (II.10), telle que :

Ona
b T
ayo + byo + F(a)/o (T — 5)*'h(s) ds = c.
Donc
b T
(a+b)yo + I’(oz)/o (T — 5)* 'h(s) ds = c.
D’ou .
Yo = a—lkb [C — I’(boz)/o (T — 5)* 'h(s) ds] :
Alors,

Ce qui montre (I1.8). [ |
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I1.2 Résultats Principaux

I[I.2.1 Cas Convexe

Nous présentons le premier résultat concernant I'existence de la solution du pro-
bléme (II.1)-(II.2), nous considération sont basée sur le théoreme 1.4.1 du point fixe
d’alternative non linéaire de Leray Schauder. Initialement, nous supposons que F' est

une application multivoque compacte et convexe.

Hypotheses :

Soient les hypotheses suivantes :
(H1) F:J xR — P.(R) est une application multivoque Carathéodory.

(H2) IIs existes p € C(J,R") et ¢ : [0,00) — (0,00) une fonction continue et non dé-

croissante, telle que :
|E(t,u)||p =sup{|v| : ve F(t,u)} <pt)Y(lul), pourte Jetchaqueu € R.
(H3) Il existe | € L'(J,R), avec I°] < oo telle que :
Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t)lu —u|, pour toutu,u € R,
et
d(0, F(t,0)) <I(t), VteJ

Théoréme 11.2.1 [5]
Supposons que (H1), (H2) et (H3) ainsi que '’hypothese suivantes sont vérifiés :

(H4) il existe une constante M > 0 telle que,

bl | T*¢(llyllo)llPlloe el
1+ + < M. II.11
[ la + b I(a+1) la + b ( )

Alors, le probléme (I1.1)-(II.2) admet au moins une solution dans .J.
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Preuve.
On va transformer le probleme (II.1)-(II.2) en un probleme de point fixe. Considérons
I'opérateur multivoque,

N :C(J,R) — P(C(J,R)),

définie par :

1

N(y) = {h € CLLR): h(D) = fros '/(:(t _ 5)r (s ds — a%b {F(ba) /O'T(T sy (s ds — c} v SF,y} .

Il est claire, d’apres le Lemme I1.1.2 que les point fixes de N sont solutions de probleme
(I1.1)-(11.2).

Nous allons utiliser I'alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que N
admet un point fixe. La preuve sera donnée en cinqg étapes.

Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y € C(J,R).

En effet, si hy, hy € N(y), alors il existe vy, v, € Sp,, telle que pour toutt € J,ona:

1

h(O) = oy /Ot(t — ) i) ds - i . lr(ba) /OT(T ) Lyy(s) ds — c} =12

Soit 3 € [0, 1]. Alors, pour toutt € J,on a :

(Bhi+ (1 = B)ha)(t) = F(la) /Ot(t —5)* ' Bur(s) ds + /Ot(t — 8)* 11 = B)va(s) ds]
G | @ dos [ s o
T agpliet =04

Donc,

(B (1= Aha)(1) = s [ (= 5" [Bur(s) + (1= Brafs)] s

R b /T(T —5)* ! {Bv (s)ds+ (1 —p)v (3)}ds —c
(a+1b) [T(a) Jo ! ’ |
Comme Sy, est convexe (car F' est convexe), on a :

Bhy + (1= B)he € N(y).
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Etape 2 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné dans
C(J,R).
En effet, soient B, = {y € C(J,R) : ||y||~ < n} un ensemble borné dans C(/, R) ott  une

constante positive et y € B,. Alors pour tout & € N(y), il existe v € Sg,, telle que :

h(t) = F(la) /Ot(t —5)*(s) ds — - Jlr 7 L_‘(b&) /OT(T —s)* t(s)ds—c|, teJ
Par (H2), on a pour tout ¢t € J,
1 ¢ a—1 |b| T a—1 |C|
PO < gy f) =9 ) ds 4 s [T =) el ds

1 t a—1 ’b‘ T a—1 ||
< fa |- PV (ly(o)) ds + 1y s | @ =5 p(s)idly(s)) ds + P
1 t a—1 ‘b’ T a—1 ‘C‘
<@ =51 plsyeClylo) R i) | @ = sy plshe(lyllo) ds + =
v(n) [t a-1 b1 (n) T a—1 |
< w/o(t—s) p(s) ds+‘a+byr(&)/0 (T =8 pls) ds +

IN

() llpllss 1 a1 bl v(n) llplles [T a1 c]
F(a)/o(t—s) ds+’a+b|Fm)/o (T — 5)* L ds +

_ ) lpllss | T 10l () [Iplloe Il
— al(e) la + b| al'(«) la +0b|

Prenons le supremum pour tout ¢ € .J, on obtient

T ¢() lIpllee T [0l ¥() llplloe el
I'a+1) la+bT'(a+1)  Ja+b

12l <

Alors, pour tout h € N(B,), il existe une constante positive ¢ telle que :
17]loe < €.

Ce qui montre que N(B,) est uniformément borné.
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Etape 3 : N transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinue dans C(.J, R).
Soient t;,t, € J, t; <ty et B, un ensemble borné dans C(J, R) donné dans I'étape deux.
Soienty € B, et h € N(y), alors il existe v € S, telle que :

Ih(ts) — ()| = ‘ F(la) /;2(752 — ) 1y(s) ds — F(la) I/Otl (t1 — ) Lu(s) ds

- p(la) |t = os) ds + s [t =) Mo(s) ds — o [t = )7 o(s) ds

= Fag =9 = = ole) dst s [0 = 90l ds

sr(la)/otl

Par (H2), on a pour tout ty,t, € J et t; < to,

(12— )" — (b1 — )" [o(s)| ds + r(la) /tt (t2 = 5)° 1 o(s)] ds.

1 h a—1 a—1 1 2 a—1
(t2) = bt < oy JRCEDEE e )0y (s)) ds + s [t = 9" pls)ey(s)) ds

[pllos Y(llylloo) 1 a1 a1 [plloc ¥ (llylloo) [t a1
Sr(a)/o (0 = )" = (2 — 5)°7] d5+r(a)/t1 (ts — 5)~ 1 ds

[Plloo (1) o o]t Pl ¥(n) o
< W[(tg—s) —(t1=9)°], +W[—(t2—s) ]

[1Plloo () a1 o o] IPllse ¥(n) a
< gy (-t i -]+ R e )
< ”ff’(;"f(g) [2(t2 = t2)* + (15 — 15)]-

Quand t; — t,, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0, ce qui montre
N(B,) est équicontinue.

D’apres les étapes de 1 a 3 et le Théoréme [.1.1 d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure

que N : C(J,R) — P(C(J,R)) est un opérateur completement continue.
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E".tape 4 : N est semi-continue supérieurement (s.c.s).

En effet, comme NN est completement continue a valeurs compacts non vides, il suffit de
montrer que N a son graphe fermé.

Soient (Y, )nen, (hn)nen C C(J,R), telle que y,, — ys, by, — h. quand n — co

avec h,, € N(y,). Il faut montrer que h, € N(y.).

Puisque h,, € N(y,), alors il existe v,, € Sp,,,, telle que :

o (t) = F(@)/Ot(t— §)" Lo (s) ds — aib lr(boo /OT(T— )" Lo (s) ds —c] L Vied

Nous devons montrer qu’il existe v, € Sg,,, telle que :

1

ha(t) = F(a)/ot(t — )% L, (s) ds — aib lF(ba) /OT(T — )% Y, (s) ds — c] , Ve

On a F(t,-) est semi-continue supérieurement d’apres (H1), alors elle est semi-continue
supérieurement en y, au sens de ¢.

Donc, pour tout y,. € C(J,R) ete > 0, il existe § = 0(y., ) > 0 telle que pour tout n > ns,
F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) + B-(0), VteJ Vy, € Bs(y.) NC(J,R).
D’ou
va(t) € F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) +eB1(0), VteJ Vy, € Bs(y.) NC(J,R).

Puisque F'(-,-) est a valeurs compactes. alors d’apres le théoréme 1.1.2 de Bolzano-

Weierstrass, il existe une sous suite v, (-) telle que :
Up,, (+) = v.(-) quand m — oo, et w, € F(t,y.(t)), pour chaque ¢ € J.

D’aprés (H1), on a l'application ¢ — F(t,y,(t)) est mesurable et v, € L'(J,R) une
fonction mesurable. Alors, il existe par le lemme 1.3.3, une sélection mesurable v, de

F('a yn(')): telle que :

[0n,, (1) = 0. ()] < d(F(L,yn (1)), v4(1))
< Hay(F(t ya(1)), F (2, y.(1)))-

Par (H3), il s’ensuit que :

[0n,,, (8) = va(B)] < L) (1) = yu(D)]-
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On observe que,

1 ! a—1 T a—1
nlt) = RO < gy 0= 9 o) = vl ds s [T = ) o (5) = o) ds

1 g - T .
Sf(a)./o (t—s) l(S)’yn(S)—y*(S)]ds—i—Ww/o (T — ) M1(3) | yn(5) — yu(s)| ds.

Dongc, prenons le supremum pour tout ¢ € J, on obtient

|b| 1°U(T)
hn_h*ooglalT n_*oo+ n ~ Yx|loo
| | (D)[lyn — s At bl 1Y — vl
|b| 1*U(T")
< |\ I*l(T)+ —F= n— Uslloo — O.
)+ Sy | el

Alors, h, € N(y.). Ce qui montre que N a son graphe fermé.
Etape 5 : Estimation a priori des solutions.
Soit y une solution possible au probleme (II.1)-(II.2) telle que y € AN(y) avec A € (0,1).

Alors, il existe v € S, tel que pour tout ¢t € J,

o) = A <r<1a) /Ot@ _ )0 1y(s) ds — aib [F(ba) /OT(T _ $)01y(s) ds — CD |

Cela implique par (H2) que, pour chaque ¢t € J, nous avons,

ly(B)] < F(la)/ot(t —5)* Mo(s)| ds + |a+g|)|rm)/oT(T — 5)*o(s)| ds + |a‘i| 3
! t a-l 0] T a—1 |c|
< F(a)/o (t = )" p(s)v(ly(s)]) ds + WIF(@)/O (T — 8)*p(s)(|y(s)]) ds + P
HyHoo HpHoo ot gs 4 PlEll) ||p||oo o B
< / ds o e / R

< Uollyllo)llpllee | TIo(Yllo) IPlloo Il
- al'(a) la + b al'(«) la 4+ b|

Donc, prenons le supremum pour tout ¢ € J, on obtient

6] ]TQ¢("Q||w>‘|p|lm+ ]

< |1 .
lyl [ la + ] T(a+1) la + 0]
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Alors par la condition (II.11), il existe une constante M > 0, telle que
[yllee < M.

Soit
U={yeC(J,R) : [yl < M}.

L'opérateur N : U — P(C(J,R)) est semi-continue supérieurement et complétement
continue. Du choix de U, il n’existe pas un y € 90U telle que y € AN (y) pour certains
Ae (0,1).

Par conséquence du théoreme 1.4.1 du point fixe d’alternative non linéaire de Leray-
Schauder, on déduit que N admet au moins un point fixe y dans U qui est solution du
probléeme (II.1)-(I1.2). [ |

II.2.2 Cas Non-Convexe

On présente maintenant un résultat pour le probléeme (I1.1)-(II.2) avec F' est une
application multivoque compact et non convexe. Nos considérations sont basée sur le

théoreme 1.4.2 du point fixe de Covitz et Nadler pour les contractions multivoques.

Théoréme 11.2.2 [5]

Supposons (H3) et 'hypothese suivante sont vérifiés :

(H5) F:J xR — P, (R) une application multivoque telle que : F/(-,u) : J — P (R)
est mesurable pour chaque u € R;

Si

bl | e
[1 tlas bl] I°U(T) < 1. (I1.12)

Alors le probleme (II.1)-(II.2) admet au moins une solution sur .J.

Remarque 11.2.1
Pour tout y € C'(J,R), comme F vérifié (H5) alors 'ensemble des sélection Sp,, est non

vide et F' admet une sélection mesurable (voir le théoréeme 1.3.1).

Preuve.
Nous montrons que N satisfait aux hypotheses de théoreme du point fixe de Covitz et

Nadler. La preuve sera donné en deux étapes.

Etape 1 : N(y) € P,(C(J,R)), pour tout y € C(J,R).
En effet, soit (y,)nen € N(y), tel que y, — ¥ dans C(J,R). Il suffit de montrer que
g€ N(y).
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Puisque y,, € N(y), alors il existe v,, € Sg, telle que :

1

yn(t) = Ta) /Ot(t — 5)* L, (s) ds — - —1|— b lF(ba) /OT(T —5)* o, (s) ds — c] , Vte .

Nous devons montrer qu’il existe v € Sg,, telle que :

1

y(t) = o) /Ot(t —5)* (s) ds — - —1|— b lF(ba) /OT(T —5)* (s) ds — c] , Vt e J.

En utilisant (H3) et le fait que F est a valeurs compactes, alors d’apres le théoréme 1.1.2
de Bolzano-Weierstrass, on peut passer a une sous-suite pour obtenir que v,, converge
faiblement vers v dans L'(J,R) (L’espace muni de la topologie faible).

Une application de théoreme 1.1.3 de Mazur implique que v,, converge fortement vers v

et donc v € Sp,,. Alors, pour chaque ¢t € J,

un(t) = T(t) = F(la)/ot(t—s)alv(s) ds — — H’a) /OT(T—S)MU(S) ds —c| .

a+b

Alors, y € N(y).

Etape 2 : N est une contraction.

En effet, soit y,7 € C(J,R) et hy € N(y). Alors, il existe vy (t) € F(¢,y(t)) tel que pour
toutt € J,

g e s = g [ [ =9 ds -]

() = a+b

D’apres (H3), il s’ensuit que
Ha(F(t,y(t), F(t,5(t))) < U(E)ly(t) —7(t)].
Il existe donc w € F(t,7(t)) tel que
o1 (t) —w| < U(D)|y(t) —y@)], te
Considérons 'opérateur W : J — P(R) définie par
W(t) ={weR : |u(t) —w[ <UH)[y(t) —y(t)]}-

Puisque l'opérateur multivoque V' (t) = W (t) N F(¢,7(t)) est mesurable (voir proposition

[.3.1), il existe une fonction vy(¢) qui est une sélection mesurable pour V.
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Donc, vs(t) € F(t,7(t)),
o1 (t) — v (D) < 1B)|y(t) —7(#)|, Vte

On définit pour chaque ¢t € J,

ho(t) = ! ) /Ot(t — 5)* y(s) ds — ! [I‘(bog) /OT(T —5)* uy(s) ds — ¢ .

IN{e! a+b

Alors pour t € J,

1 t a—1 T a—1
B (1) — ha(t)] < 7/0 (t — )" Yor(s) — va(s)] ds+m/o (T — $)°Yor(s) — va(s)| ds

Ainsi, prenons le supremum pour tout ¢ € .J, on obtient

1+w']rWTQny—mu.

hi — hallso <
It =l < (|14 05

A partir d’'une relation analogue, obtenu en inversant les roles de y et 7, il s’ensuit que

0]
la + b

1+

HV0). N ) < | 1)) = 91
Donc par (II.12), N est une contraction.
Alors, d’apres le théoreme 1.4.2 du point fixe de Covitz et Nadler, N admet au moins un

point fixe y qui est solution du probleme (I1.1)-(II.2). [ |
Remarque 11.2.2

Nos résultats pour le probleme aux limites (II.1)-(II.2) sont appliqués aux problemes de
valeur initiale (¢ = 1, b = 0), aux problémes de valeur terminale (¢ = 0, b = 1) et aux

solutions anti-périodiques (e = 1, b =1, ¢ = 0).
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11.2.3 Exemple

Nous appliquons le résultat principal qui est le Théoréme I1.2.1 a I'inclusion différentielle

fractionnaire suivante,

°D%(t) € F(t,y(t)), pourtout te J=1[0,T], 0<a<]l, (I1.13)
y(0) = o, (I1.14)

Ou F : J x R — P(R) est une application multivoque définie par

F(t,y)={veR : fi(t,y) <v< folt,y)},

Ot pour toutt € J, f1(t,.) est semi continue inférieurement (i.e, 'ensemble {y € R : fi(t,y) > p}
est ouvert pour tout i1 € R) et f5(t,.) est semi continue supérieurement (i.e, 'ensemble

{y € R : fa(t,y) < u} est ouvert pour tout pu € R).

Supposons qu’il existe unp € C(J,R) et ¢ : [0,00) — (0,00) une fonction continue et

non décroissante telle que :

max(|fi(t, )l [f2(69)]) < p@v(lyl), ted, VyeR

Il est évident que F’ est a valeur compact et convexe et elle est semi-continue supérieure-
ment. puisque toutes les conditions du théoreme II.2.1 sont satisfaites, alors le probleme

(II.13)-(I1.14) admet au moins une solution y sur J.



> N € CHAPITRE III >, <

Probleme aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire cas

oul<a<?

II1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons d’autres conditions aux limites non locales pour
notre probleme d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire et nous nous présentons
un résultat d’existence de solutions a ce probleme dans le cas convexe et non convexe
qui s’étendent au cas multivoque des résultats précédents dans la littérature. Plus préci-

sément, nous considérons le probléme suivant :

°‘DY%(t) € F(t,y(t)), pourtout te J=][0,T], 1<a<2, (1I1.1)
y(0) =wo, y(T)=yr (IIL.2)

Ot “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une
application multivoque, vy, yr sont des constantes réelles.
Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la définition

de la solution du probléme (II1.1)-(1I1.2), ainsi que des lemmes utiles dans ce qui suit.

Définition I11.1.1 [6]
Une fonction y € AC'(J,R) est dite solution du probleme (I11.1)-(111.2), s’il existe une
fonction v € L'(J,R) avec v(t) € F(t,y(t)), pour tout ¢ € J, telle que

‘D%(t) =wv(t), pourtout t€J, 1<a<2,

et la fonction y satisfait la condition (III.2).
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Pour l'existence des solutions de probléme du probléme (III.1)-(III.2), on a besoin du

lemme suivant :

Lemme I11.1.1 [6]
Soient 1 < o < 2 et h: J — R une fonction continue. Une fonction y est une solution de

I’équation intégrale fractionnaire

t

y(t) = F<1) / ‘(= $)* Uh(s) ds — o / (T = ) U(s) ds — @ _ 1) Yo + %yT. (IIL.3)

«Q

Si et seulement si y est la solution de probléme aux limites pour 'équation différentielle

fractionnaire

cD(t) = h(t), teJ, (I11.4)
y(0) =wo, y(T)=yr. (I11.5)

Preuve.

Supposons que y est solution de (I11.3), c-a-d :

0) = gy [ =90 hls) s = i [0 =) ds = (= 1) o+

t
= I"h(t) + T[QT —yo — I*h(T)] + yo.

En appliquant 'opérateur “D* aux deux membres de I’égalité (II1.3) et par sont linéarité,

on aura :

[?JT — Yo — ]ah(T)]

‘DY%(t) =D |I*h(t) + T t+ o
c
= (°D*I%h) (t) — C °Dt + “Dyj.
D’apres le lemme [.2.3 on a :
‘Dt=0 et “D%=0. (%)

Et puisque « €]1, 2[et h est fonction continue, alors d’aprés lemme [.2.2, on a :

(°D*I%h) (t) = h(t). (%)

Alors d’apres () et (xx), on a
“D%(t) = h(t).

Ce qui montre (II1.4).
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Il reste a vérifier la condition aux limites (III.5), on a :

{ ?J(O) = Yo-
y(T) =yr.

Ce qui montre (IIL.5).

Inversement, supposons que ¥ est solution de probleme aux limites suivant :

{ cDoy(t) = h(t), teJ=[0,T], (L4
y(0) = yo, y(T) = yr (I1.5)

En appliquant 'opérateur /* aux deux membres de 'égalité (III.4), on aura :

I°[*Dy)(t) = I°h(t)

_ L t _ a—1
=) /0 (t — s)* " h(s) ds. ()
Et d’apres Lemme [.2.4, on a :
n—1, (k) 0
repn =y - 3 P oy
k=0 '
Puisque « €]1,2[, alorsn = [a] + 1 =2.0n a
1°[°Dy|(t) = y(t) — y(0) = y'(0). (%)

Alors de (x) et (+x),on a:

y(t) = y(0) +4'(0)t + F(lg) /O t(t — $)*1h(s) ds.

Il reste a vérifier la condition aux limite (III.5), telle que :

{ ?J(O) = Yo-
1 1 1

/ _ - _ T Ja
y(O) —T?/T Tyo TI h(T)-

Alors,
) = gy ) 0= 97 h(s) ds = s [0 =9 hts) ds = (= 1) o+ o

Ce qui montre (III.3). [ |
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III.2 Résultats Principaux

II1.2.1 Cas Convexe

Nous présentons le premier résultat concernant I'existence de la solution du pro-
bléme (II1.1)-(II1.2), nous considération sont basée sur le théoréme 1.4.1 du point fixe
d’alternative non linéaire de Leray Schauder. Initialement, nous supposons que F' est

une application multivoque compacte et convexe.

Hypotheses :

Soient les hypotheses suivantes :
(H1) F:J xR — P.(R) est une application multivoque Carathéodory.

(H2) IIs existes p € C(J,R") et ¢ : [0,00) — (0,00) une fonction continue et non dé-

croissante, telle que :
|E(t,u)||p =sup{|v| : ve F(t,u)} < p(t)(Jul), pourt € J etchaque u € R.
(H3) Il existe | € L'(J,R), avec Il < oo telle que
Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t)lu —u|, pour toutu,u € R,

et
d(0, F(t,0)) < I(t), Vte .

Théoréme I11.2.1 [6]
Supposons que (H1), (H2) et (H3) ainsi que '’hypothese suivantes sont vérifiés :

(H4) il existe une constante M’ > 0 telle que,

279 (|lyllso) [P lloo
INa+1)

+ 2|yo| + |yr| < M. (111.6)

Alors, le probleme (III.1)-(I11.2) admet au moins une solution dans J.



III.2 Résultats Principaux 47

Preuve.
On va transformer le probléme (I1I.1)-(III.2) en un probléme de point fixe. Considérons
I'opérateur multivoque,

Ny :C(J,R) — P(C(J,R))

définie par :

Ni(y) = {h € CULR) (D) = s 10— 5)"u(s) s = @) [ = s tute) ds (£~ 1) v+ Ly v e s} -
Il est claire, d’apres le Lemme II1.1.1 que les point fixes de N sont solutions de probleme
(II1.1)-(I11.2).

Nous allons utiliser I'alternative non linéaire de Leray Schauder pour montrer que NV;

admet un point fixe. La preuve sera donnée en cinqg étapes.

Etape 1 : NV, (y) est convexe pour tout y € C(J,R).
En effet,
Si hy, hy € Ni(y), alors il existe vy, v, € Sp,, telle que pour toutt € J,ona:

hi(t) = T /Ot(t — 5)* ;(s) ds — TFt(oz) /OT(T — 5)* ;(s) ds — (; — 1> Yo + ;yT, i=1,2.

Soit 3 € [0, 1]. Alors, pour toutt € J,on a:

U%rul—mmxwzré)

/Ot(t By (s) ds + /Ot(t — 11 = B)u(s) ds]

_ (TFt(a) [ /0 (T = 5 Buy(s) ds — /0 YT = 9711 = BYua(s) ds]

B+ =B (3= 1) v+ 5+ (1 - Bl

T T
Donc,
(Bh1+ (1 = B)ha)(t) = F(la) /Ot(t — $)* " [Bui(s) + (1 — Bua(s)] ds
_ Trt(a) /OT(T —5)* ! [Bui(s)ds + (1 — B)va(s)] ds — <; — 1) Yo + ;?JT-

Comme Sf, est convexe (car F' est convexe), on a :

Bhi+ (1 — B)hy € Ni(y).
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Etape 2 : N; transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformément borné dans
C(J,R).
En effet, soient B, = {y € C(J,R) : ||y|l~ < n} un ensemble borné dans C(/, R) ott  une

constante positive et y € B,. Alors pour tout & € Ny(y), il existe v € Sp,, telle que :

h(t) = F(la) /Ot(t—s)“_lv(s) ds— TFt(a) /OT(T—S)Q-%;(S) ds— (; - 1) yo+;yT, teJ

Par (H2), on a pour tout t € J,

i3

Lo e (T e 1
MO < gy f) =9 RO ds+ s [T =) \v<s>|ds+(T+1)\yor+T|yT|

71 ' a-1 1 T a—1

< g = el s+ s [0 =9 a0 (o)) s+ 2l +
71 ' a-1 1 T a—1

< e = w0l s+ s [ =) (o)l s+ 2l + Lo

Y(n)

F [T = 9 pte) s 2l + o

< B [ )l ds +

IN

v(0) lIpll [ a1 v(n) lIpll [T a1
S /0 (t —s)*" ds + 7”0[) /0 (T — $)* " ds + 2|yo| + |yr|

t* V() Ipllee | T () 1Pl
= al'(«) + al'(«) + 2ol + lyrl.

Prenons le supremum pour tout ¢ € J, on obtient

27 (1) |Ipllos

hlloo <
It < =0 1)

+2lyo| + lyr| = ¢

Alors, pour tout € N;(B,), il existe une constante positive ¢ telle que :
2]l < €,

Ce qui montre que N;(B,) est uniformément borné.
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Etape 3 : V; transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinue dans C(.J, R).
Soient t;,t, € J, t; < ty, et B, un ensemble borné dans C(J, R) donné dans I'étape 2.
Soienty € B, et h € Ni(y), alors il existe v € S, telle que pour toutt € J,ona:

_ F(la) /ot1 (t1 — )" "v(s) ds+ Tlfb.é) /OT(T =) u(s) ds + (% a 1) o= L%yT

|ft2) = h(t:)] =

! : “Ly(s s—L " —5)*tu(s) ds
Fay Jy (=9 ds = g [ =5 (o) d
e [f s ety asy BBy TR,

1 " =Ly (s) ds 1 " — ) lu(s) ds — —— " 1 —8)% (s) ds
e s s [ s s [0 e

(t —ta) [T a1 (t1 —t2) (ta —t1)
+ T (o) /0 (T —s)* " u(s) ds + Yo + YT

(t1 —ta) [T a1 (t1 —t2) (ta —t1)
+ T A (T = 5)"Mo(s) ds + g + =y

1 t2
(b—@%hﬂh—skmvswx%—f/‘Q—ﬁwwMﬁws

|751—t2’/ 1 |t1 — to |ta — 1]
)& d —_ .
(T [[v(s)] ds + T |Yo| + T lyr|

Par (H2), on a pour tout t1,t, € J ettty < t,

1 f -1 a—1 )21p
o) = bt < s [ [t =90 = (1= 90 pledoln(e)) s+ s [t = 9 5)ola(e)) ds

+ (?r_((g) /(;T(T - S)a_lp(5)¢(|y(8)|) ds + {2 Ttl) (t2 ;tl) -

Yol +

[Pl ¥(n) [t a1 a-1 [Pl ¥(n) ft2 a1
S‘T@T*A[m_@ — (ts— ) ]“+‘T?J*Aﬁ“_® ds

Ml 0 Qo =00 (% gpemt g Lot 4 (220
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Donc,
[plloe ¥(n) a atr . Pllso ¥(0) arts
|h(t1) — h(t2)| < Tla+l) [(t = 8)* = (t2 — )]y + Tlat1) [—(t2 — 5)°];2
o ¥ to — 11 a11T (2 — 1 lo — 11
Pl ) Gt ot ), oot
[Plloo ¥(0) 0 o o1, Pl ¥(n) a
< m[t2 — % — (ty — ty) ]+m(t2—t1)
+ et g+ oy 22D
1Plle () (o oy [T lIPlloo ¥(0) (ta —t1)
Sm(tz—t1)+ (o + 1) + [yol + |yr| 7

Quand t; — t,, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers zéro, ce qui montre
Ny(B,) est équicontinue.

D’apres les étapes de 1 a 3 et le Théoréme 1.1.1 d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure
que N; : C(J,R) — P(C(J,R)) est un opérateur completement continue.

E".tape 4 : N, est semi-continue supérieurement (s.c.s).

En effet, Comme N; est complétement continue a valeurs compacts non vides, il suffit
de montrer que NV; a son graphe fermé.

Soient (Y, )nen, (An)nen C C(J,R), telle que vy, — yi, h, — h, quand n — oo avec
hn € Ni(yy,). Il faut montrer que h, € Ny (y.)-

Puisque h,, € N;(y,), alors il existe v,, € Sg,, , telle que :

hn(t) = 1“(104) /Ot(t —5)* u,(s) ds — TFt(oz) /OT(T —5)* L, (s) ds — (; - 1) Yo + ;yT, vVt e J.

Nous devons montrer qu’il existe v, € Sp,,, telle que :

hi(t) = F(loz) /Ot(t — 8)* o, (s) ds — TFt(a) /OT(T —5)* 1, (s) ds — (; - 1) Yo + ;yT, vVt e J

On a F(t,-) est semi-continue supérieurement d’apres (H1), alors elle est semi-continue
supérieurement en y, au sens de ¢.
Donc, pour tout y, € C(J,R) ete > 0, il existe § = d(y., ) > 0 telle que pour tout n > ns,

F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) + B(0), VteJ, Vyn € Bs(y.) NC(J,R),
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D’ou
vn(t) € F(t,yn(t)) C F(t,y.(t)) +eB1(0), VteJ, Vy,€ Bs(y.) NC(J,R).

Puisque F'(-,-) est a valeurs compactes, alors d’apres le théoréme 1.1.2 de Bolzano-

Weierstrass, il existe une sous suite v, (-) telle que
Up,, (+) = v.(-) quand m — oo, et w, € F(t,y.(t)), pour chaque ¢ € J.

D’aprés (H1), on a l'application ¢ — F(t,y,(t)) est mesurable et v, € L'(J,R) une
fonction mesurable. Alors, il existe par le lemme 1.3.3, une sélection mesurable v, de
F('a yn(')): telle que :

[0n,, (1) = 0. ()] < d(E (L, yn (1)), v4(1))
< Ha(F(t, yn(1)), F (£, y+(1)))-

Par (H3), il s’ensuit que :

[0n,,, (8) = v ()] < L) (1) = yu(D)]-

On observe que,

1t /T(T — )2 Y (s) — vs(s)] ds

hnlt) = ha()] < —— /Ot(t =) o () — w(s) ds o+ 7p s

()

! o1 o L T a1 o
Jy ¢ = 1) n0) = el ds s [T = ) ) (6) = 0] s
Donc, prenons le supremum pour tout ¢ € J, on obtient

1 = Balloo < 21°UT) |y = yelloo —= 0.

Alors, h, € Ni(y). Ce qui montre que N; a son graphe fermé.
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Etape 5 : Estimation a priori sur les solutions.
Soit y une solution possible au probleme (II1.1)-(III.2) telle que y € AN;(y) avec
A € (0,1). Alors, il existe v € Sp,, tel que pour tout ¢ € J,

y() = A lF(la) / (= $)Lu(s) ds — Tth) / YT = 5o (s) ds — (; - 1) Yo + ;yT] |

Cela implique par (H2) que, pour chaque ¢ € J, nous avons,

01 < i (6= ot s s [0 = oo s (G bl Hlonl

< g = plulyto)) ds+ p(la) [ = 9 sy (o)) ds -+ 2ol + o]
< Fag = 9 pl0Iyl) ds+ s @ = 5 (sl ds + 2ol + Iy

Ylylloo)llplloo [t a1 Yyl Iplloe [T a1
F(oz)/o(t_s) ds+w/()(T—s) ds + 2|yo| + |yr|

< PoylloollPlloe | T (lylloo) 121l oo
al'(a) al'(a)

+ 2lyo| + [yr|.

Donc, prenons le supremum pour tout ¢ € J, on obtient

27 Yyl [Pl
Iyl < =Ty

+ 2|yo| + yrl-
Alors par la condition (III.6), il existe une constante M’ > 0, telle que
[yl < M".

Soit
U={yecCR) : |lyle <M}

L'opérateur N; : U — P(C(J,R)) est semi-continue supérieurement et complétement
continue. Du choix de U, il n’existe pas un y € 9U telle que y € AN;(y) pour certains
A e (0,1).

Par conséquence du théoreme 1.4.1 du point fixe d’alternative non linéaire de Leray-
Schauder, on déduit que N; admet un point fixe y dans U qui est solution du probléme
(IT1.1)-(I11.2). |



III.2 Résultats Principaux 53

II1.2.2 Cas Non-Convexe

On présente maintenant un résultat pour le probleme (III.1)-(III.2) avec F' est une
application multivoque compact et non convexe. Nous considérations sont basée sur le

théoréme 1.4.2 du point fixe de Covitz et Nadler pour les contractions multivoques.

Théoréme II1.2.2 [6]
Supposons (H3) et 'hypothese suivantes sont vérifiés :
(H5) F': J xR — P, (R) une application multivoque telle que : F/(-,u) : J — P.,(R)
est mesurable pour chaque u € R.
Si
1
1°UT) < 5. (111.7)

Alors le probléeme (I11.1)-(II1.2) admet au moins une solution sur .J.

Remarque II1.2.1
Pour tout y € C(J,R), comme F vérifié (H5) alors 'ensemble des sélection S, est non

vide et F' admet une sélection mesurable (voir le théoréme 1.3.1).

Preuve.
Nous montrons que N; satisfait aux hypotheses de théoréme du point fixe de Covitz et

Nadler. La preuve sera donné en deux étapes.

Etape 1: N,(y) € P,(C(J,R)), pour tout y € C(J,R).
En effet, soit (y,)nen € Ni(y), tel que y, — ¥ dans C(J,R). 1l suffit de montrer que

y € Ni(y).
Puisque y,, € N;(y), alors il existe v,, € Sk, telle que :

yn(t) = F(la) /Ot(t —5)* 1, (s) ds — TFt(a) /OT(T —5)* L, (s) ds — (; - 1) Yo + ;yT, vVt e J.

Nous devons montrer qu’il existe v € Sg,, telle que :

1 t

70 = o /:(t = ) u(s) ds = s /OT(T — §)Ly(s) ds — (; - 1) Yo + ;yT, ey

En utilisant (H3) et le fait que F est a valeurs compactes, alors d’apres le théoréme 1.1.2
de Bolzano-Weierstrass, on peut passer a une sous-suite pour obtenir que v, converge

faiblement vers v dans L*(J,R) (L’espace muni de la topologie faible).
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Une application de théoreme 1.1.3 de Mazur implique que v,, converge fortement vers v

et donc v € Sp,,. Alors, pour chaque ¢t € J,

yn(t) = g(t) = F(loz) /Ot(t —5)*u(s) ds — TFt(oz) /OT(T —5)*(s) ds — (; — 1) Yo + ;yT.

Alors, 7 € Ni(y).

Etape 2 : N; est une contraction.

En effet, soit y, 57 € C(J,R) et hy € Ni(y). Alors, il existe v, (t) € F(t,y(t)) tel que pour
toutt € J,

D’aprés (H3), il s’ensuit que

hl (t) -

Ha(F(t,y(t)), F(t,5(t)) < 1H)y(t) —7(t)].
Il existe donc w € F(t,5(t)) tel que
vi(t) —w| < UH[y(E) —7(@)], te
Considérons Popérateur IV : . — P(R) définie par
W(t)={weR : |u(t) —w[ <I(t)|y(t) —y(0)]}-

Puisque I'opérateur multivoque V' (t) = W (¢) N F(¢,7(t)) est mesurable (voir proposition
[.3.1), il existe une fonction v,(t) qui est une sélection mesurable pour V.
Donc, vy(t) € F(t,3(1)),

[oa(t) — v ()] < U(B[y(1) =F(H)], € J.

On définit pour chaque ¢t € J,

ho(t) = T(loz) /Ot(t — 5)* uy(s) ds — TFt(a) /OT(T — 5)* y(s) ds — <; - 1) Yo + ;yT.
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Alors pour t € J,

L g T g
a(t) = haf)] < g 6= 9" () = el ds b s [T = ) oa(s) ()] ds

1

< g ) (= 9 u(e) )] s +

Ainsi, prenons le supremum pour tout ¢ € .J, on obtient
[ = halloe < 21°UT)|ly — Flloo.
A partir d’'une relation analogue, obtenu en inversant les réles de y et 7, il s’ensuit que
Ha(Ni(y), Ni(y)) < 21°UT)[ly = 7llo-

Donc par (III.7), N; est une contraction.
Alors, d’apres le théoreme 1.4.2 du point fixe de Covitz et Nadler, NV; admet un point fixe
y qui est solution du probleme (III.1)-(III.2). [ ]
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultat d’existence des solutions d’un pro-
bléme aux limites d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire au sens de Caputo cas
ou o €0, 1].

On a présenté aussi quelques résultat d’existence des solutions d’'un probléme aux
limites avec des conditions non locales d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire

au sens de Caputo cas ot a €]1, 2].

On a étudié ces problémes dans les deux cas ou le membre a droite est convexe ou
non convexe en appliquant les notions de I'analyse multivoque, calcule fractionnaire et

l'argument du point fixe.

La recherche de nouveaux outils de modélisation et le défi de la simulation persistent,
ainsi la nécessité d’une inclusion différentielle augmente. Les inclusions différentielles
en tant que source de nouvelles idées et des techniques sont appliqués dans diverses
problémes qui peuvent étre difficiles a résoudre a 'aide des théories traditionnelles telle
que les équations différentielles et les équations aux dérivées partielles. mais cela n’em-
péche pas que la résolution des inclusions différentielles soit elle méme un défi, tout
en prenant compte les difficultés du calcul et la complexité des algorithmes numériques

correspondants.

Nous espérons, dans I'avenir appliquer les méthodes cités dans ce mémoire a d’autres
équations et développer d’autres méthodes numériques de résolution des inclusions dif-
férentielles d’ordre fractionnaires, moins couteuse et plus précises que celles proposées

dans ce texte.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous établirons des conditions suffisantes pour I'existence

des solutions pour certaines classes de problémes aux limites pour des in-
clusions différentielles d’ordre fractionnaire. On considére les deux cas soit
le membre a droite est convexe ou non convexe. Ces résultats ont été obte-
nus en utilisant certains théoremes de points fixes comme [l'alternative non
linéaire de Leray-Schauder et le théoréme de points fixe de Covitz et Nadler

pour les multifonctions contractives.

Mots-clés: inclusion différentielle, dérivée fractionnaire au sens de Caputo, intégrale

fractionnaire, analyse multivoque, existence de solutions, la théorie de point fixe.

Abstract

In this thesis, we shall establish sufficient conditions for the existence of so-

lutions for some classes of boundary value problem for fractional differential
inclusions. We consider both cases where the right-hand side is convex and
non-convex. These results were obtained by using some fixed point theorems
such as the non-linear alternative of Leray-Schauder and the fixed point the-

orem of Covitz and Nadler for contractive multivalued maps.

Keywords: differential inclusion, Caputo fractional derivative, fractional integral,

Set valued analysis, existence of solutions, fixed point theory.
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