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Résume:

Ce mémoire étudie le théoreme de Girsanov et ses applications aux processus
stochastiques, notamment le processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O-U) et les processus d’It6-
Lévy. Apres une introduction aux bases des probabilités et du calcul stochastique
(mouvement brownien, martingales, intégrale d’It0), le travail détaille le théoreme de
Girsanov, qui permet de modifier la mesure de probabilité pour éliminer ou ajuster la dérive
d’un processus. Les applications montrent comment ce théoreme transforme la dynamique
du processus O-U (retour a la moyenne) et des processus a sauts (It6-Lévy), avec des

simulations numériques en R. Les résultats soulignent son importance en finance

quantitative, notamment pour la tarification d’options et la gestion des risques.

Abstract:

This thesis explores Girsanov's Theorem and its applications in stochastic processes,
focusing on the Ornstein-Uhlenbeck (O-U) process and It6-Lévy processes. The study begins
with foundational concepts of stochastic processes, including Brownian motion, martingales,
and Ito calculus. It then rigorously presents Girsanov’s Theorem, which allows changing the
probability measure to transform a stochastic process with drift into a driftless one (or vice
versa). The applications demonstrate how Girsanov’s Theorem simplifies the analysis of O-
U processes (used in finance and physics) and It6-Lévy processes (incorporating jumps).
Simulations in R illustrate the theoretical results, highlighting the theorem’s utility in financial

modeling and risk-neutral pricing.
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Notations et symboles

— CY[0,T],R) : Espace des fonctions continues sur [0,7] qui admettent une dérivée
continue
— C?(R% R) :Espace des fonctions qui ont des dérivées partielles premiéres et secondes
continues.
— B(RY) : Tribu borélienne sur R?.
— 14(x) : Fonction indicatrice de I'ensemble A, définie par :
1 sizeA,
La(z) =
0 sixzé¢ A
— &, : Ensemble des fonctions mesurables.
— LY[0,T
— L*([0,T

( |) : Espaces des fonctions mesurables et intégrables .

([0,77) :Espaces des fonctions mesurables et de carré intégrables .
— L?(v) :Espaces des fonctions v mesurables et de carré intégrables .
_ LQ(

— L

intervalle fini [0, T7.

1) :Espaces des fonctions p mesurables et de carré intégrables .

(R*) : Ensemble des fonctions mesurables sur R de carré intégrable sur tout

— M? :Espace des processus adaptées et cadlag .

— P-p.s. : Presque stirement pour la mesure de probabilité PP.

— EDS : Equation différentielle stochastique.

— i.e.: Clest-a-dire.

— dt dv : Mesure produit de la mesure de Lebesgue sur [0, 7] avec la mesure v.

— < : Absolument continue (¥ < p) cela signifie que la mesure v est absolument
continue par rapport a u

— cadlag : Fonction continue a droite et admettant une limite a gauche.



Ep : Espérance sous la mesure P.
A¢ : Complémentaire de ’ensemble A.
(X); : Variation quadratique (ou crochet stochastique) du processus X.

W4 :Espace de processus adaptés, souvent L2 par rapport a la mesure de Wiener.
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Introduction

Le théoreme de Girsanov est un résultat fondamental du calcul stochastique et de la
finance mathématique. Il fournit un cadre mathématique permettant de transformer un
processus stochastique sous une mesure de probabilité en un processus équivalent sous une
autre mesure de probabilité. Ce théoréme est étroitement lié au théoréme de représentation
de martingale, qui permet d’exprimer un processus stochastique sous la forme d’une intégrale

stochastique par rapport a une certaine martingale sous la mesure de probabilité modifiée.

Cette représentation est essentielle pour ’évaluation des produits dérivés et la construc-
tion de stratégies de trading optimales. Le théoréme implique également la construction
d’une dérivée de Radon-Nikodym, également appelée densité de Girsanov ou noyau de Gir-
sanov. Cette dérivée spécifie la transformation entre la mesure de probabilité initiale et la
nouvelle. Elle quantifie les ajustements nécessaires pour tenir compte du changement de me-
sure de probabilité et du terme de dérive associé. Par exemple, en modélisation financiére
, on parvient a dériver la mesure de neutralité au risque. Cette mesure est une mesure de
probabilité artificielle selon laquelle les rendements attendus des actifs risqués sont ajustés
pour étre sans risque. Elle simplifie la tarification et la valorisation des produits dérivés en
supposant une opportunité d’investissement sans risque ainsi le théoréme de Girsanov joue
un roéle crucial en finance quantitative, permettant la modélisation et la valorisation des
produits dérivés dans le cadre d’une mesure de neutralité au risque. Il facilite 'analyse de la
dynamique des marchés financiers et la construction de stratégies de trading optimales dans

les modéles & temps continu.

Le présent mémoire est consacré a l’étude approfondie du théoréme de Girsanov et a

ses principales applications. Il est structuré en quatre chapitres.
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Liste des tableaux

Le premier présente des notions de base des processus stochastiques, en particulier les

martingales et les principales classes de processus qui seront utilisées par la suite.

Le deuxiéme chapitre portera sur I'intégration stochastique,l’intégrale de wiener et plus
particulierement sur I'intégrale d’It6. nous en exposerons les principales propriétés, en insis-
tant sur la formule d’It6 et son importance dans la résolution des équations différentielles

stochastiques.

Le troisiéme et le quatrieme chapitre seront consacré respectivement au théoréme de
Girsanov et applications . Nous en présenterons une formulation rigoureuse, accompagnée de
la démonstration, puis nous étudierons plusieurs applications. En particulier, nous mettrons
en évidence 1'utilité du théoréme dans ’analyse du processus d’Ornstein-Uhlenbeck ainsi que

des processus d’Ito-Lévy.

13



Chapitre 1

Processus Stochastique

Nous exposons dans ce chapitre les notions probabilistes de base qui serviront de fon-

dement a notre étude.

1.1 Probabilités

1.1.1 Espace de probabilité

Un espace de probabilité est un triplet (€2, F,P) sachant que 2 et un ensemble non vide,

F est une tribu (o-algébre ) et P est une probabilité sur 'espace mesurable(£2, F).

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble quelconque. Une tribu (ou o-algébre) sur E est une

famille A de parties de E telle que :
(a) E€A;
(b)) Ac A= A€ A;
(c) Si A, € A pour tout n € N, on a aussi | J,.y An € A.
On dit que (E, A) est un espace mesurable et on déduit :
1. he A
2. Si A, € A pour tout n €N, on a aussi (), oy An € A.

3. Puisqu’on peut toujours prendre A, = 0 pour n assez grand, la propriété (3) entraine

que A est stable par réunions finies (et de méme par intersections finies). Voir[22]

14



Chapitre 1. Processus Stochastique

Définition 1.1.2. Une mesure positive sur (E,.A) est une application

p: A — [0, 4+00] qui vérifie les propriétés suivantes :

2. Pour toute famille (A,)nen de parties mesurables deux a deux disjointes :

1 (U An) = u(An).

neN neN
Voir[23]

Définition 1.1.3. Soit Q un ensemble. Une mesure de probabilité (ou distribution de pro-

babilité) est une application définie sur une partie F de P(Q) par P : F — [0, 1] telle que :

1. P(Q) =1,
2. Si A et B sont deux parties disjointes de €2, alors

P(AUB) =P(A) +P(B).

Voir[29]
Définition 1.1.4. Une variable aléatoire X est une fonction mesurable définie sur un espace
probabilisé (Q, F,P) par sa fonction de répartition :
Fx(x) =P[X < x]
Voir[46]

Définition 1.1.5. Soit X une variable aléatoire réelle de l’espace probabilisé (2, F,P) vers

(R, B(R)). Si X est integrable selon la mesure P, l’espérance de X est définie par :
E[X] = / X(w) dP(w).
Q
D’aprés le théoreme de transfert, elle est alors égale a :
E[X] = / xdPx (z).
R
Dans le cas ou X = (Xq,...,X,) est un vecteur aléatoire a valeurs dans R™ | alors

E[X] = (E[X4],. .., E[X,)).

15



Chapitre 1. Processus Stochastique

1.1.2 Espérance conditionnelle par rapport & un événement

Définition 1.1.6. Soit B un ensemble avec une mesure positive dans un espace probabilisé
(Q, A, P). Pour tout ensemble A, on appelle la probabilité conditionnelle de A sachant B la

fraction
P(A| B) = %

Définition 1.1.7. Pour toute variable aléatoire réelle intégrable X définie sur (2, A,P),
on appelle 'espérance conditionnelle sachant un ensemble B de mesure positive la moyenne

pondérée

E(X | B):ﬁ/BXdP(w) :ﬁ/(X-lB)dP(w),

ot 1g est la fonction indicatrice de ’ensemble B,Autrement écrit :

E(X - 15)

E(X | B) = =55

Voir[19]

1.1.3 Espérance conditionnelle par rapport & une tribu
Soit (€2, F,P) un espace de probabilité . Soit X, Z deux variables aléatoires définies sur
cet espace. Soit G la tribu engendrée par Z (i.e., G = o(2)).

Définition 1.1.8. On appelle l’espérance conditionnelle de la variable aléatoire X sachant

G lunique variable aléatoire notée E(X | G), telle que :

1. E(X | G) est G-mesurable .
2. Pour tout A € G,

/AE(Xyg)dP:/AXdP.
Voir[31]

1.1.4 Espérance conditionnelle par rapport & une variable aléatoire

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Soit X et Z deux variables aléatoires définies

sur cet espace et soit G la tribu engendrée par Z

16



Chapitre 1. Processus Stochastique

Définition 1.1.9. On appelle l’espérance conditionnelle de X sachant Z une variable aléa-
toire définie comme [’espérance conditionnelle de X par rapport a la tribu G (i.e E(X | G))

notée B(X | Z), Uespérance conditionnelle BE(X | Z) est caractérisée par :

1. C’est une variable o(Z)-mesurable.

2. Pour tout A € 0(Z),
/E(X\Z)dP:/Xd]P’.
A A

Proposition 1.1.1. Soit X,Y deux variables aléatoires réelles positives intégrables et soit G

une sous-tribu de F.

1. Linéarité : Pour tous b,c € R,
EbX+cY |G)=bEX|G)+cEY |G) p.s.
2. Positivité-monotonie : St X >Y p.s., alors
EX|G)>2EY [G) ps
3. 8iY est G-mesurable :
E(XY |G) = YE(X |) ps.

4. 8i X est G-mesurable :
E(X|G) =X p.s.

5. 51 X est indépendante de G :

E(X |G) =E(X)

Voir[16]
1.2 Processus stochastique

Définition 1.2.1. Un processus stochastique X = (X;)ier est une famille de variables aléa-

toires X; indexée par le tempst € T :

1. Si T est un ensemble fini, le processus est un vecteur aléatoire.
2. 81T =N, le processus est une suite de variables aléatoires.

3. Plus généralement, quand T C 7Z, le processus est dit discret.

17



Chapitre 1. Processus Stochastique

4. Pour T C R"™, on parle de champ aléatoire

Un processus dépend de deux paramétres : X, (w) dépend de t (en général le temps) et de

l'aléatoire w € 2 :
1. Pourt € T fixé, w € Q — X;(w) est une variable aléatoire sur ’espace de probabilité

(Q, F,P).
2. Pourw € Q) fizé, t € T — X, (w) est une fonction a valeurs réelles, appelée trajectoire

du processus. Voir[25]

— Trajectoirg 1
Trajectgire 2
— Trgjectoire 3

1.0

X_t{wj
0.0 05
] ]
éé:-

-0.5

<
=

Temps (t)

FIGURE 1.1 — Représentation graphique d’un processus stochastique

1.2.1 Filtration et adaptation
Définition 1.2.2. Une filtration F = (./—'.t)te[()’T] est une famille croissante de sous-tribus de
A, c’est-a-dire :

Fs CF C A, pourtous s,t € [0,T], tel que s <t.Voir[4]

18



Chapitre 1. Processus Stochastique

Définition 1.2.3. La filtration naturelle ou canonique d’un processus (X;) est définie comme
suit :

FX=0(Xs;0<s<t), pourtouttecT,
c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle X est mesurable pour tout 0 < s <t.

Définition 1.2.4. Un processus X est dit adapté par rapport a la filtration {F;}io st X

est Fy-mesurable pour tout t.

Définition 1.2.5. le processus (X;)icr, est mesurable si l'application suivante est mesu-

rable :
(Ry x Q, B(Ry) ® F) — (R, B(R™))

(t,w) — Xy(w)
Définition 1.2.6. On dit qu’un processus (X;)icr, est progressivement mesurable par rapport

Fi si pour tout t, Uapplication suivante est (B0, t] ® F)-mesurable :
(t,w) — Xi(w)

Définition 1.2.7. Un processus {X;, t > 0} est dit prévisible par rapport & une filtration

(Fi)eso0 (ou Fy-prévisible) si pour tout t > 0, X, est Fy-mesurable.

1.2.2 Processus Gausssiens

Définition 1.2.8. (Variables Gaussiennes) une variable aléatoire X suit la loi normale

standard N(0,1) si elle admet pour densité :

) = = e (_g) |

De fagon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N (u,c?) si elle admet pour

f(t) = \/%GXP (—%) :

Proposition 1.2.1. Une variable aléatoire X de loi N'(u, o) a pour :

densité :

1. Espérance :

E[X] = p.

2. Variance :

Var(X) = o2

19



Chapitre 1. Processus Stochastique

3.

Fonction caractéristique :

2t2
©x(t) = exp (ilﬂ - UT) :

Définition 1.2.9. (Processus gaussiens) Soit X = (X;)ier un processus stochastique.

Il est dit gaussien si toutes ses lois finies-dimensionnelles L(Xy,, ..., Xy,) sont gaussiennes

(Vn €N, t1,...,t, € T).Un processus gaussien X = (X;)ier est donc caractérisé en loi par

sa “gaussianité

1.

2.

Voir[2]

1.2.3

57

ainsi que par ses fonctions espérance et covariance :

Sa fonction d’espérance :

m(t) = E[Xy]
Sa fonction de covariance :

K(s,t) = Cou(Xs, X;) s,t€[0,T].

Mouvemenet Brownien

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et B = (By,t > 0) un processus stochastique.

Définition 1.2.10. On dit que B = (By,t > 0) est un mouvement Brownien standard, si

les conditions suivantes sont satisfaites :

1.
2.

By=0, p.s.

Pour tout n > 1, et tous 0 < t; < ty < --- < t,, Les variables aléatoires B, —
B, _,,...,By, — By, By sont indépendantes .

Pour tous t > s > 0, B, — B, suit la loi gaussienne N'(0,t — s) .

Les trajectoires t — By sont continues p.s sur Ry. Voir[43]
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Chapitre 1. Processus Stochastique

Simulation d'un mouvement brownien standard Simulation d'un mouvement brownien en 2D

g w |
(=]
LD7
D v
o |
q—_ (=]
o —
= =
@ &
N_
o

0.0
|
e ——
05
I

0.2
-1.0

T T T T T T
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.5 1.0 1.5

Temps (i) Bx(t)

FIGURE 1.2 — Représentation graphique d’'un mouvement brownien

Remarque 1.2.1. Pourt>s>0, ona :
E[(B; — B,)] =0 et E[(B; — B,)?| =t — s.

Proposition 1.2.2. Si B = (B;)icr, est un mouvement Brownien standard, alors :
1. E(B;) =0;
2. E[B%|=t;
3. Cou(By, Bs) = min(t,s) = s At.

Propriétés trajectorielle du mouvement brownien

Soit (B;) un mouvement brownien, alors :

1. Pour tout € >0 on a p.s:

limsup By > 0, liminf B, < 0.
0<s<e 0<s<e

2. Pour tout n >0 ,on ap.s:

limsup B; = +n, liminf B; = —n.
t>0 t>0

3. Pour tout a € R, soit T, = inf(t > 0, B, = a). Alors :T, < 400 p.s .
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Chapitre 1. Processus Stochastique

4. Par conséquent, p.s, on a :

limsup B; = +00, et liminf B, = —o0, p.s.
t—+o00 t—+o0

5. Le mouvement brownien (B;);> a des trajectoires p.s localement holdérienne de tout
ordre v €]0, 1.

6. En chaque t >, les trajectoires du mouvement brownien sont p.s non dérivable.

Théoréme 1.2.1. (Dvoretsky )il existe une constante C' > 0 telle que :

. ’Bs _Bt’ )
P|dt>0limsup — < C ) =0.
( 5_)t+p \/S_t

Corollaire 1.2.1. (Dvoretsky) Presque sirement,t — By est dérivable nulle part et de va-

riation infinie sur chaque sous intervalle. voir [26]

Remarque 1.2.2. La dérwée du mouvement brownien, telle que la dérivée classique d’une
fonction n’existe pas, cela signifie qu’il n’y a pas de fonctions qui représente sa dérivée a
chaque point du temps, car les variations instantanées du mouvement brownien sont trop
importantes, or le mouvement brownien est caractérisé par une trajectoire aléatoire conti-
nue mais trés irréguliere . En d’autre termes , il y a une infinité de sauts infinitésimaux a
chaque instant, rendant la dérivée impossible a définir, ainsi au lieu de dérivée , on utilise

la variations quadratique pour caractériser les changement du mouvement brownien .

1.2.4 Variation quadratique du mouvement brownien standard

Soit (By,t € Ry ) un mouvement brownien standard (par convenance, on notera parfois

B; = B(t)). Pour t > 0, on définit

we-E£(02) 0(52)

Proposition 1.2.3. Pourt >0

lim (B}En) =t p.s.

n—oo

et on définit la variation quadratique du mouvement brownien standard (B), comme

étant donnée par cette limite (par convention, on pose également (B)o = 0).
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Chapitre 1. Processus Stochastique

Preuve Soient X; = B (i) - B <(i )) 1 < < 2" (t et n fixés). Les v.a. X; sont

an

Lid.~ N(0,£/27) et (B)\™ = ZXZQ De plus, on a
i=1
2Lt
E(B)"”) = ZE =D 5 =1
i=1
2”

Var((B)") = ZV@T (X2) =) (E(X]) - E(XP)?)

=1

En conséquence,

;P(1<3>§”>—t\>e g%va« o :ézw

Par le lemme de Borel-Cantelli et le critére donné pour la convergence presque stire, on a

donc

<B>(n) —nseo b DS

1.2.5 Martingales

On se donne un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;)er, P).

Définition 1.2.11. Un processus (Xi,t € T') est une Fi-martingale si :

1. X; est un processus adapté .
2. E[|X¢|] < oo, pour tout t € T (le processus X, est intégrable) .
3. E(X; | Fs) = Xs, pour tout s < t.Voir([1]

Proposition 1.2.4. Soit X = (X;);>0 un processus adapté et intégrable. On dit que X est

1. Une sur-martingale si :

VO <s<t E(X;|Fs) <X,
2. Une sous-martingale si :

VO<s<t EX;|Fs)>X

Proposition 1.2.5. Si (B;);>o est un Fi-mouvement brownien standard, alors :
1. (By)i>0 est une Fy-martingale.

2. Xy = B? —t, pour tout t > 0, est une F;-martingale.
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Chapitre 1. Processus Stochastique

1.2.6 Temps d’arrét

On se donne un espace de probabilité muni d’une filtration (2, F, {F; }i>0, P).

Définition 1.2.12. Une variable aléatoire T & valeurs dans [0, +oo| est un temps d’arrét si
pour tout t > 0, on a :

{I<t}ekFR.
On associe a un temps d’arrét T la tribu des événements antérieurs a T par :
Fr={AeFo:Vt>0, An{T <t} € F}.
Voir[27]

Définition 1.2.13. Soit X = (X});>0 un processus adapté a une filtration {F;}i>0 et T un
temps d’arrét relativement a la méme filtration. On appelle processus arrété au temps 7 le

processus défini par X7 = (X at)i>o0-
Remarque 1.2.3. Le processus arrété est adapté a {Fp}i>0 et donc adapté a {Fi}i>o-

Définition 1.2.14. Soit X un processus cadlag adapté. On dit que c’est une martingale
locale s’il existe une suite de temps d’arrét (T,,) croissant vers l'infini telle que pour tout n

le processus arrété X1 (17,-9) soit une martingale. Voir[45]
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Chapitre

Intégration Stochastique

Ce chapitre explore la construction des intégrales de Wiener et Itd introduites pour
modéliser des phénomeénes aléatoires, elles permettent de définir des intégrales par rapport
a des mouvements browniens. Alors que l'intégrale de Wiener s’applique & des fonctions
déterministes, celle d’Ito6 étend ce concept a des processus stochastiques, jouant un role clé

dans la modélisation des équations différentielles stochastiques.

2.1 Intégrale de Wiener

2.1.1 Construction d’intégrale de Wiener

Définition 2.1.1. L’%intégrale de Wiener est une intégrale du type :

wHKMz([ﬂ$wa>

Soit T > 0, notons & l'ensemble des fonctions f :[0,T] — R et {By, t > 0} un mouvement
brownien. Le probleme est bien sir de donner un sens a ’élément différentiel dBy puisque la

fonction s — By n’est pas dérivable.

on note :

L2([0,T],R) = {f -0, 7] —>R;/OT|f(s)|2ds < +oo}.
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Chapitre 2. Intégration Stochastique

Si maintenant, f :[0,T7] — R vérifie fOTf(s)2 ds < 400, alors on peut montrer qu’il existe

une suite (fn)nen d’éléments de Er telle que :

/0 fals) — F(s)[Pds — 0.

Comme : )

E = [ o) = £l s

([ o).,

est de Cauchy dans L2, donc convergente dans L2. On peut montrer facilement que la limite

/ () dB, / () dB,

on voit que la suite :

obtenue ne dépend pas de la suite (f,)nen choisie pour approcher f. Cette limite est notée :
T
/ £(s)dB..
0

St maintenant, on a fOT f(s)?ds < +oo pour tout T > 0, on peut définir un processus

(Xt)ier, tel que :
t
X, :/ f(s)dB,, tcR*
0

Ce processus est adapté a la filtration naturelle associée au mouvement brownien. Dans ce

cas, on posera pour s < t,
t
/ flw)dB, = X; — X,.
S

Voir[17]

Remarque 2.1.1. 1. SiT < +o0, les fonctions continues et les fonctions bornées sont

contenues dans L2*([0,T],R).

2. L’espace L2([0,T],R) est un espace de Hilbert, au sens ot toute suite de L?([0,T], R)

est de Cauchy pour la norme :

£l = VS, ) = </OT (s ds) 1/2

2.1.2 Processus liés a 'intégrale de Wiener

On définit pour f € L? (R, ) la variable aléatoire

/otf(s) 4B, = /;Oo 10.(5) f(s) dBs.
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Chapitre 2. Intégration Stochastique

On peut de la méme fagon définir fg f(s) dBs, pour toute fonction f qui vérifie

T
/ 1f(s)]*ds < 400, VT >0
0

| AN A —— Intégrale de wiener
{ Iy § Processus de wiener
| W _|| 1 | |

0.00 0.25 0.5¢ 0.75 100
Temps

FIGURE 2.1 — Représentation graphique d’intégrale de wiener

Théoréme 2.1.1. Soit f € L2, et M, = [} f(s) dB,.
1. Le processus M = (My);>o est une martingale continue. La variable aléatoire M, est
d’espérance 0 et de variance fot f2(s)ds.

. . . tAs
2. Le processus M = (My);>q est un processus gaussien centré de covariance [, f*(u) du

a accrotssements indépendants.
3. Le processus (Mt2 - fot f2(s)ds, t > 0) est une martingale.

4. Si f et g sont dans L7, on a :

el stas,- [ gt ) - [ " () du

Voir[32]
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Chapitre 2. Intégration Stochastique

2.1.3 Intégration par parties

Théoréme 2.1.2. Si f est une fonction de classe C*([0,t],R), alors

t t
| s6)aB. = soB0) - [ ro)B.as
0 0
On peut aussi écrire cette formule sous forme différentielle :

A(Bf (1) = F(t)dB, + Bf () dt. Voir[17

2.2 Intégrale stochastique d’It6

On se donne (Q, F,{F;}1>0,P) un espace filtré et B un Movement Brownien, tel que
FPB = o{B(s),s < t}. On veut généraliser 'intégrale de Wiener pour des processus stochas-

tiques (6;):>o pour tout ¢t > 0, par :
t
Mt(gt) :/ 05 dBs
0

M(0;) = (M(6:)):0

Définition 2.2.1. On note M?[0,T] l’ensemble des processus progressivement si mesurable,

{0, € [0, T} est (FP) adapté, cadlag et si :
¢
E U 02(w) ds} < +oo, Vte[0,T].
0

Voir[39]

2.2.1 Propriétés de I'intégrale d’It6

Proposition 2.2.1. On note 6 = (6;);>0 et M, = f(f 0, dB;.

“+00
E {/ 0, dBS} =0
0
+oo +oo
var (/ 0, dBS) =K {/ 05 ds}
0 0
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Chapitre 2. Intégration Stochastique

2. Linéarité
Soit a et b des constantes et 0, ¢ deux processus de M?[0, T .
Ona :

¢ ¢ ¢
/(a95+bq§s)st :a/ Hsst+b/ 6, dB,.
0 0 0
Voir[34]

Proposition 2.2.2. Soit § € M?[0,T] et M; = fot 0, dB;, alors :

1. Le processus M; est une martingale a trajectoires continues.

2
2. Le processus (M; = (fot 05 dBS> — fot 62ds, t > 0) est une martingale.

2.2.2 Processus d’Ito

Définition 2.2.2. On appelle processus d’Ito, un processus X = {X;,0 <t < T} a valeurs

dans R tel que :
t t
X, = x9 +/ by ds +/ osdBs, P-p.s.
0 0

avec !

1. xg est Fy-mesurable.
2. (bt)o<t<t €t (01)o<t<r sont des processus adaptés a la filtration (Fi)io.
3. [ ]bs] ds < 0o P-p.s. et [} |os|>ds < 0o P-p.s. pour tout t € [0,T).

Sous sa forme différentielle, le processus d’Ité devient :

dXt:btdt+UtdBt, OStST,

X():ZEO

Voir[42]

2.2.3 Intégrale par rapport & un processus d’Ito

Soit X un processus d’Itdé de décomposition dX; = b, dt + o; dB;, on note :

t t t
/ 0sdX;s = / Osbs ds + / 0505 dBs;.
0 0 0
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2.2.4 Formule d’Ito6

Théoréme 2.2.1. (Premiére formule d’Ito)
Soit X un processus d’Ité et f: R — R une fonction de classe C*(R?, R) & dérivées bornées,

alors :
! / 1 ! " 2
A0 = flao)+ [ X)X+ 5 [ e s
Voir[37]

Théoréme 2.2.2. (Deuzxiéme formule d’Ito)
Soit (t,z) — f(t,x) une fonction réelle deuz fois différentiable en x et une fois différentiable

ent et Xy un processus d’ Ité, on a :

t t 1 t
1050 = 10.a0) + [ fis X ds+ [ s xyax.+ 5 [ s Xt

Voir[38]

2.2.5 Formule d’intégration par parties

Proposition 2.2.3. Soient X, et Xy deux processus d’Ité ,tel que :
dX1 = b1 dt + o0y dBt

et
dXs = bydt + 09 dBs.

Alors le produit X1X5 est un processus d’Ito et il est défini par :
t t t
X1X2 = T1T9 +/ X1 dX2 ‘l‘/ XQ Xm —I—/ 0109 dS,
0 0 0
d(XlXQ) - X1 dXQ + X2 Xm + d<X1, X2>t.
Lintégration de la regle du produit d’Ité donne la formule d’intégration par parties :

t t t
/ X2 dX1 = [Xng]g — / X1 dX2 — / 0102 ds.
0 0 0

La quantité o1 (t)oq(t) correspond au crochet de X1, Xo, noté (Xi, Xo)s est défini comme le

processus a variation finie :
t
(X1, X2) = / o1(s)oz(s) ds.
0
Voir[35]
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2.3 Equations différentielles stochastiques

Définition 2.3.1. De maniére informelle, on appelle équation différentielle stochastique une
équation différentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique. Plus précisément, c’est

une équation de la forme :

dXt = b(t, Xt) dt + U(t,Xt) dBt, 0 S t S T ( )
2.1

Xo = x9

ot dBy est la différentielle d’un mouwvement brownien standard (By), b et o sont deuz fonc-
tions mesurables bornées de R, x R dans R et X, est une valeur initiale.
— Le coefficient b est appelé dérive, tandis que o est le coefficient de diffusion.

— Le processus solution de I’équation (2.1) est appelé un processus de diffusion. Voir[36]

Définition 2.3.2. Un processus stochastique a temps continu (Xy)i>o est dit de diffusion
sl est markovien, c’est-a-dire s’il posséde la propriété de Markov forte et des trajectoires

presque strement continues.

2.3.1 Existence et unicité des solutions d’EDS

Théoréme 2.3.1. Soit T' > 0, on suppose qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
1. Condition de Lipschitz : |o(t,x) — o(t,y)| + |b(t,z) — b(t,y)| < Cle —y|, z,y € R",
t€10,77].
2. Condition de croissance : |o(t,z)| + |b(t,z)| < C(1 + |z|), ¥Vt € [0,T], x € R",
3. La condition initiale X, est indépendante de (W;)i>o et E[|Xo|*] < oo.

Alors ’EDS(2.1) admet une solution unique & trajectoire presque strement continue.
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Chapitre 3

Théorémes de Girsanov

L’objectif de ce chapitre est de définir le changement de probabilité et le théoréme de

Girsanov.

3.1 Changement de Probabilité

3.1.1 Théoréme de Radon-Nikodym

Théoréme 3.1.1. (Théoréme de Radon-Nikodym) Soit (X, A) un espace mesurable et

w, v deux mesures positives o-finies sur (X,.A), il y a équivalence entre :

1. VA€ A, u(A) =0 = v(A) =0 (on note v < ).

2. 3f : (X, A) = (R4, B(Ry)) p-intégrable telle que VA € A, v(A) = [, fdp.
En outre, la fonction f est unique (& une égalité p-presque partout pres).

On note f = fl—; et on dit que f est la dérivée de Radon-Nikodym ou la densité de v par

rapport a . Voir[44]
Preuve 3.1.1. Etape 1 : cas ou v < .
On suppose dans cette étape que v < p ou v et p sont des mésures finies, Alors pour toute
fonction g mesurable positive, on af gdv < [ gdp.
En particulier, 1L?(u) C 1L2(v), donc on peut considérer 'application linéaire

L*(u) — R

P :
f=Jy fdv.
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Chapitre 3. Théoréemes de Girsanov

L application ® est linéaire et continue. En effet, pour g € L*(u), on a

B(g)] = ‘/ngu

ot l'on a appliqué 'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la seconde inégalité.

< /X gl dv < llglliz) - VIO < lgllizgo - /o),

Le théoréme de représentation de Riesz assure alors 'existence d’une fonction f € IL*(u) C

LY(p) telle que :
Vg €L (n), (g)=(f.9m

Autrement dit, pour tout g € L*(u), on a

/ngVZ/ngdu-

Pour A € A, comme p est finie, 14 € L2(u), donc on a en particulier

U(A):/XlAdl/:/XlA-fdu:/Afd,u.

Montrons maintenant que f est positive. On suppose par Uabsurde que p({f < 0}) > 0.

Alors il existe un entier ng tel que

On en déduit que :

() R
no {F<—753 Mo

Ceci contredit que la mesure v est positive. Ainsi, on a p({f < 0}) = 0. De la méme manieére,
on peut montrer que u({f > 1}) = 0, et on en déduit en fait que [ est p-presque partout a
valeurs dans [0, 1].

Etape 2 : cas général

On applique I’étape 1 aux mesures finies v et u+ v. Il existe f € LY (u+v) avec f € [0, 1]
(1 + v)-presque partout, tel que

VA€ A, V(A):/Afd(u+u).

On a alors :
VA e A, /(l—f)dl/:/fdu.
A A

Notons N = {f = 1}. Alors

u) = [ gau= [ @=pav=o,
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donc comme v <K u, on en déduit v(N) = 0. Pour A € A, on peut décomposer A =
(ANN)U (AN NC), et on obtient

v(A) :y(AﬂN)Jru(AﬂNC):V(AONC):/1Nc'1if

Avec o := 1 e+ 1ff > 0 p-presque partout car 1 — f > 0 (u+v)-presque partout. Par ailleurs,

(1—f)du:/AlNc-%d,u.

on a
/ pdp=v(X) < oo,
X
donc ¢ € LY (). Ainsi, @ vérifie la propriété 2. du théoréme.
Etape 3 : unicité.

On suppose que f et g vérifient 2. On a

V({f>g})=/{f>}fduz/{f>}gdu.

Ainsi,
/X Lifsgy(f —9)dpu = 0.
Comme Lir=q(f — g) est positive, elle est nulle p-presque partout, donc p({f > g}) = 0.
On obtient de méme que pu({g > f}) =0, donc f = g p-presque partout.
On traite a présent le cas ot v et p sont o-finies, en se ramenant au cas fini. On considére

deux partitions (F,)n>0 €t (Gp)n>o de X constituées d’éléments de A vérifiant
VneN, u(F,) <o et v(G,) <oo.

On pose alors, pour (k,0) € N?| Ey = F;, N Gy. Alors

U E]@gDFOm (UG@) =X,

(k,0)EN? ¢eN
donc (Erg)ken2 forme une partition de X, et on a v(Ey,) < v(Gy) < oo et u(Ery) <
p(Fr) < oo.

Comme N? est dénombrable, on peut supposer que ces ensembles sont indexés par N : on les

note dorénavant (Ey,)nen, €t on pose, pour tout n € N, p, = p(- N E,) et v, =v(-NE,).

Les mesures ju, et v, sont finies, donc d’aprés ce qui précede, il existe f, € L'(u,) telle que

VA € A, V(AﬂEn):/fndun:/fnlEnd,u.
A A

On définit alors f := % _ fulg,. Alors, d’aprés le théoreme de convergence monotone, il

vient

/Afduz/AanlEndu:Z/AfnlEndM:vanEw=u(A>.

n>0 n>0 n>0

L’unicité se prouve alors comme dans le cas ot v et ju sont finies. Voir[{4]
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3.1.2 Formule de Cameron-Martin

Théoréme 3.1.2. (Formule de Cameron-Martin) Soit B un mouvement brownien par

rapport a une probabilité P et f une fonction de IL?([0,T)), la variable aléatoire :

Ly = exp (/OTf(s)st — %/OT f2(s)ds)

est une densité de probabilité qui définit une nouvelle probabilité () sous laquelle le processus

{B® =B, — OtAT f(s)ds,t > 0} est un mouvement brownien.

Autrement dit sous Q, B est un processus d’Ito :

t
Bt:BtQ‘i‘/ f(S)ngdS-
0
Voir[3]

Preuve 3.1.2. On applique la proposition précédente avec U = fOT f(s)dBs, de loi gaussienne

centrée de variance fOT f2(s)ds et d’apres le calcul de Wiener, on a :

Cou(U, B;) = E” (Bt /OTf(s)st> = /OMT f(s)ds.

Passons maintenant au cas général. Soit donc :
1. Un espace de probabilité (2, F,P),
2. un mouvement brownien {B, = (B{", ..., B");t > 0},
3. Une filtration satisfaisant les conditions usuelles.

4. {X; = (Xt(l), - ,Xt(d));t > 0} : un vecteur de processus adaptés tel que :

T .
IP’(/ (Xt(l))th<oo):1; 1<i<d, 0<T < .
0

On pose :
d

t ) ) 1 t )
Z(X) = exp [Z (/ XDdB® — 5/ ‘XS(Z)|2ds)] :
0 0

=1

alors Z est une martingale locale continue telle que :

d t
Z(X)=1+)Y_ /0 Z(X)XVdB®.
=1

1. Pour tout t > 0, E[Z;(X)] = 1,0n définit une nouvelle probabilité Q sur Fr, définie
par :

Q:]E(AZT(X)), AG}—T.
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2. Cette famille de probabilités satisfait la condition de consistance :
Qr(A)=Q,(A), AeF, 0<t<T

Proposition 3.1.1. (Nowvikov (1972)) Si le processus X vérifie

1 T
E [exp <§/ HXtH2dt)} <oo, T >0,
0

alors Z(X) est une martingale.
Théoréme 3.1.3. Soit X(t) = (X1(t),...,Xu(t)) un processus stochastique continu dans
un espace de probabilité a valeurs dans R™. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. X(t) est un mouvement brownien par rapport & Q ( la loi de X(t) par rapport & Q
est la méme que la loi d’un mouvement brownien n-dimensionnel).

2. (a) X(t) = (X1(t),...,Xn(t)) est une martingale par rapport a Q,
(b) X;(t)X;(t) — 0;;t est une martingale par rapport & Q@ pour touti,j € {1,...,n},

ot 6;; est le symbole de Kronecker, i.e.
1 sii=7

0 sii#j

52']' —

Voir[11]

Lemme 3.1.1. Soient pu et v deux mesures de probabilité sur un espace mesurable (€2,G)
telles que :

dv(w) = f(w)du(w) pour un certain f € L' (p).
Soit X une variable aléatoire sur (2, G) telle que :
B X = [ X @)du(e) < .
Soit H une sous-tribu de G (H C G). Alors :
E [X|H]-E,[fIH] = E[fX[H] p.s. (3.1)

Voir[11]

3.2 Théorémes de Girsanov

Théoréme 3.2.1. (Théoréme de Girsanov I) Soit Y (t) € R™ un processus d’It6 de la

forme :

dY (1) = a(t,w)dt + dB(t) , t<T,

Yo=0
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ou T < oo est une constante donnée et B(t) est un mouvement brownien n-dimensionnel.

On pose :
t 1 t
M, = exp (—/ a(s,w)dBs — 5/ a2(s,w)ds) , t<T. (3.2)
0 0

On suppose que a(s,w) satisfait la condition de Novikov :

Ep {eXp (% /0 ' aQ(s,w)ds>

ou E = Ep désigne l'espérance par rapport a P. On définit la mesure QQ sur (€2, ]—"}n)) par :

< 00 (3.3)

dQ(w) = Mp(w)dP(w). (3.4)

Alors, Y (t) est un mouvement brownien n-dimensionnel par rapport a la loi de probabilité

Q, pour t < T.Voir[10]

Remarque 3.2.1.

1. La transformation P — @ donnée par (3.4) est appelée la transformation de Girsanov
des mesures.

2. La condition de Novikov (3.3) est suffisante pour garantir que { M, }<r est une mar-
tingale (par rapport a ]-"t(n) et P). En réalité, le résultat reste valable si on suppose
seulement que {M;},<r est une martingale( Voir [? ]).

3. Le théoreme (3.2.1) stipule que pour tous les ensembles boréliens Fi, ..., F, C R" et

tous les temps ty,to, ..., tp, <T, k=1,2,..., on a:
QY (t1) € Fi,...,Y(ty) € F] =P[B(t1) € F1,...,B(tg) € F} (3.5)

4. Une maniére équivalente d’exprimer (3.4) est de dire que Q < P ( Q) est absolument

continue par rapport 4 P) avec une dérivée de Radon-Nikodym.

dQ n
o = Mr sur F, (3.6)

5. Noter que Mr(w) > 0 p.s, donc on a aussi P < Q. Ainsi, les deux mesures Q) et P
sont équivalentes. Par conséquent, on déduit de (3.5) que :
PlY(t1) € F1,...,Y(ty) € Fx] >0
— QIY(t1) € F1,...,Y(ty) € Fx] >0
< P[B(t1) € Fi,...,B(ty) € Fx] >0 pour ty,...,tx €[0,T]

Preuve 3.2.1. la démonstration classique consiste a utiliser le théoréme de Lévy. Pour
simplifier, nous supposons que a(s,w) est borné. Et grace au théoréeme ( 8.1.3) nous devons

vérfier que :
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1. Y(t) = (Yi(t),...,Y,(t)) est une martingale par rapport a Q.
2. Y;(t)Y;(t) — 65t est une martingale par rapport a Q, pour tous i,j € {1,2,...,n}.

Pour vérifier (i) on pose K(t) = MY (t), et on utilise la formule d’Ité6 pour obtenir :
dK;(t) = M dY;(t) + Yi(t)dM, + dY;(t)dM,

= My(a;(t)dt + dBy(t)) + Yi(t)M, (Z ak(t)dBk(t)>

k=1

+ (dBy(t) (Mt 3 ak<t>dBk<t>)

k=1

= M, (dBi(t) —Y(t) Z ak(t)dBk(t)>

k=1
= Mt’Y(i) (t)dB(t)
ot 7O (t) = (W (2),...,W(t)), avec
4 —Yi(t)a;(t)  sij# s
(1) _ J
Y=

1 =Yi(t)a;(t) sij=1.

Donc K;(t) est une martingale par rapport o P, donc par Lemme (3.1.1) nous obtenons, pour

toutt > s :
solio7) - BRI 00

ce qui montre que Y;(t) est une martingale par rapport a Q : cela prouve (1). La preuve de

(2) est similaire. Voir[12]

Théoréme 3.2.2. (Théoréme de Girsanov II) Soit Y (t) € R"™ un processus d’Ité de la

forme :

dY (t) = B(t,w)dt + 0(t,w)dB(t) , t<T
(3.7)
Yo=0
ou B(t) € R™, B(t,w) € R™ et O(t,w) € R™™. Supposons qu’il existe des processus u(t,w) €

Wit et a(t,w) € W} tels que :
G(t,w)u(t,w) = ﬁ(t7w) o Oé(t,(x.)) (38)
et supposons que u(t,w) satisfait la condition de Novikov :

Ep {exp (% /OT u2(s,w)d5)} < . (3.9)
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Posons :
M, = exp (—/0 u(s,w)dB(s) — %/0 u2(s,w)d8) , t<T (3.10)
et
dQ(w) = My (w)dP(w) sur Fi™. (3.11)
Alors : )
B(t) = / u(s,w)ds + B(t) ; t<T (3.12)

est un mouvement brownien par rapport a @ et le processus Y (t) admet la représentation
stochastique sutvante :

dY (t) = a(t, w)dt + 0(t,w)dB(t). (3.13)
Voir[14]

Preuve 3.2.2. D’apres le Théoreme (3.2.1) B(t) est un mouvement brownien par rapport a

Q). En substituant dans (3.12) dans (3.7) et en utilisant (3.8), on obtient :

dY (t) = B(t,w)dt + 0(t,w) (dB(t) — u(t,w)dt)
= [B(t,w) — O(t, w)u(t,w)]dt + O(t, w)dB(t)
= a(t,w)dt + 0(t,w)dB(t).

Voir[15]
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Chapitre

Application du théoréme de Girsanov

Ce chapitre illustre ['utilité pratique du théoréme de Girsanov a travers son application
a deux processus stochastiques fondamentaux : le processus d’Ornstein-Uhlenbeck et le pro-
cessus d’Ito-Lévy. En changeant de mesure de probabilité, Girsanov permet de simplifier la

dynamique de ces processus, facilitant leur analyse.

4.1 Processus d’Orenstein-Uhlenbeck

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus stochastique tres wutilisé en phy-
sique, en finance et en statistiques pour modéliser une variable aléatoire qui revient vers
une moyenne au cours du temps avec une certaine volatilité. C’est un processus gaussien
stationnaire qui suit une dynamique de type "moyenne-réversive”. il est souvent décrit par

Uéquation différentielle stochastique (EDS) suivante :

ol :
1. X, est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck a l'instant t.
2. 60 >0 est le coefficient de rappel vers la position d’équilibre .
3. p est la position d’équilibre.
4. o est ’écart-type du bruit.
5

. dB; est lincrément d’un mouvement brownien standard.
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Chapitre 4. Application du théoréme de Girsanov

Dans cette section, nous étudions le cas particulier ot =0, ce qui donne I’EDS :

dXt = —QXtdt + O'dBt, 0 S t S T
(4.2)

XO = Xy.

Valeur

0.0 25 50 75 10.0
Temps

FIGURE 4.1 — Représentation graphique du processus Ornstein Uhlenbeck avec

w=00=160=2

On s’intéresse a vérifier si le processus d’Ornstein-Uhlenbeck est un processus d’Ité.

Soit X; est un processus Ornstein Uhlenbeck de la forme :
dXt = —9Xt dt +o0 dBt

Sa forme intégrale est :
t t
X, =z —/ (HXS)ds+/ o dB;.
0 0

D’apres la définition d’un processus d’Ito :
1. xq est Fo-mesurable
2. by = —0X, est adapté car X; est adapté.
3. [J10X,|ds =0 [ | X,|ds < oo car X, est continu et intégrable.
4. fJO'QdS =0t < 0 .
Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck vérifie toutes les conditions de la définition d’un

processus d’Itd. Par conséquent, c’est bien un processus d’Ito.
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Application de théoréme de Girsanov I sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

Soit Xy un processus d’Ornstein Uhlenbeck de la forme suivante :
dXt = —QXtdt + UdBt, 0 S t § T
(4.3)

XOILUO

Par identification, on a a; = —gXt et l’égalité suivante est satisfaite car X; est gaussien

exp (% /OT (§X5)2ds> = Fp {exp (29722 /OT (XS)st)] < 00

Alors, on pose :
Lo 1o\
Zy = exp /—XSst——/ (—Xs) ds (4.4)
0 O 2 /)y \o

Le processus Zr est bien défini.On définit deux mesures de probabilité P et QQ sur (£2, F%"))

Ep

par :
dQ
Fr
Sous la mesure @), le processus X; est un mouvement brownien et on a :
dX; = odB;. (4.6)
‘J,f
™
,\_-&‘T/-"'fﬂb-‘r'"/.
1 H/.""\q‘_‘lj
A TATEN ~
e J-"-“f W TN Y
L-.ﬁ_ﬁw'-r < iy
AN A
510 ;M "y
: ot
= {.--/
[

25 5.0
Temps

= Densité de Radon-Nikodym == Mouvement Brownien Sous Q = Ornstein-Uhlenbeck Sous P

FIGURE 4.2 — Représentation graphique de ’application de théoréme de girsanov I sur

Processus O-U
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Interprétaton :

Le graphique présenté (Figure 4.2) illustre la simulation d’un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck (O-U) avant et apres Uapplication du théoreme de Girsanov I

Pour illustrer cette trajectoire, nous avons choist les parameétres suivants : 0 =2, 0 =1 et

w=0.
1. Processus d’Ornstein- Uhlenbeck sous la mesure originale P

(a) Sous la mesure P, le processus X, est décrit par l’équation différentielle
stochastique (EDS) :
dXt = —9Xt dt + g dBt

(b) Mean-reverting : Le terme —0X, force le processus a revenir vers u = 0.
(c¢) Volatilité : Le terme o dBy introduit des fluctuations aléatoires.
(d) Les trajectoires oscillent autour de 0, avec une amplitude contrélée par 0 = 2 et
o=1.
2. Processus sous la nouvelle mesure () :

(a) Sous la mesure @Q, le processus X, devient :
dX, = 0 dB,

(b) Cela signifie que X; se comporte comme un mouvement brownien multiplié par
o, sans le terme de retour a la moyenne —0X, dt.

(c) Le graphe montre probablement une trajectoire plus "diffusive” (comme un
mouvement brownien standard) aprés le changement de mesure, contrastant

avec le comportement "mean-reverting” sous la mesure PP.
Interprétation visuelle :
1. Avant le changement de mesure (sous P) :Les trajectoires de X; oscillent
autour de zéro, avec une amplitude contrélée par 0 et o.

2. Aprés le changement de mesure (sous Q) :Les trajectoires ressemblent a
celles d’un mouvement brownien standard, sans tendance a revenir vers une

moyenne, car le terme de drift a été éliminé par le changement de mesure.
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Application de théoreme de Girsanov II sur le processus d’Ornstein-Uhlenbeck :

Soit Xy un processus d’Ornstein Uhlenbeck de la forme defini dans (4.3) avec
By = —0X,;

tel que : By € R™, By = —0X, € R" et o, € R™™, on suppose qu’il existe aussi des
processus uy et oy tel que :

oUy = ﬁt — O (47)

Ce qui donne pour u; :
. —QXt — O

U =
g

Pour que le changement de mesure soit valide, on doit vérifier :

e IREN(¢ 2
Ep {exp (5/ u?dt)} =Ep {exp (5/ %dt)] < 00.
0 0

Supposons que :

|QXt + Oét| < O, vVt € [O,T],

ot C' est une constante strictement positive. Cela implique :
(QXt -+ O{t)z S 02.
La condition de Novikov , aprés substitution de u; =

T 2
By loxp (L [ 0Kt ),
P2 0 o?

Avec l’hypotheése de bornitude, on a :

@, devient :

< Q.

2
0X; +a)*<C? = < —.

L’intégrale devient donc bornée :

T X 2 T 2 2T
/ Mdt < / C_th — C
0 o O

o2 o2

En prenant [’exponentielle, on obtient :

1 T <9Xt + Oét)z CQT
= -~ - 7 < .
exp (2 /0 = dt) < exp ( 52 )

Comme ’exponentielle est bornée par une constante déterministe, nous avons :

C?T c*T
Ep |exp = = exp = < 00.
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Cette condition est satisfaite si oy est borné ou déterministe, car X; est un processus
gaussien.

On définit le processus :

t 1 t
Mt:exp(—/usst——/ugds>
0 2 0
t_X_ 1 t —X— 2
:exp(—/ —9 u C(SdBS——/ —( 0 32 o) dS)
0 o 2 Jo o

t X 1 t X 2
=exp(/ mdgs__/wds)
0 o 2 Jo o

Par identification des terme, on obtient le terme stochastique :

t
/ 9Xs+ozsst
0

o

et le terme déterministe :

1 [P (0X,s + ay)?

hl / &ds
0

2 o?
Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que |0 X, + as| < C pour tout s € [0, 1],
cela implique que :

(0X, + a,)* < C?

Donc, le terme déterministe devient :

t 2 t 2 2
/Mdsg/ Cre= Yy
0 0

o2 o2 o2

En substituant cette borne dans l’expression de M, nous obtenons :

t X 1 2
M, = exp (/ mdgs Z C_t)
0

o 2 o2
Cette expression simplifice montre que le processus M, est une martingale et que la

condition de Novikov est satisfaite et la nouvelle mesure () est définie par :
dQ = MTd]P sur ‘FT
Sous la mesure @), le processus :
_ t
Bt = Bt +/ USdS
0
est un mouvement brownien standard et la dynamique de X; devient :

dXt = O[tdt + O'dét
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Valeur

Temps
Densité de Radon-Nikodym ——— Mouvement Brownien Sous Q. =~ Ornstein-Uhlenbeck Sous P

Ornstein-Uhlenbeck sous Q

FIGURE 4.3 — Représentation graphique de ’application de théoréme de girsanov II sur

Processus O-U

Interprétation :

Le graphique (Figure 4.3) illustre la simulation d’un processus d’Ornstein-Uhlenbeck (O-U)
avant et apres Uapplication du théoréme de Girsanov II, en mettant en évidence le
changement de mesure et son impact sur la dynamique du processus.
Pour illustrer cette trajectoire, nous avons choist les paramétres suivants : 0 =2, 0 =1 et
p=0.

1. Processus sous la mesure ()

Hypotheése : On suppose que oy est borné (par exemple, oy = —1) afin de

satisfaire la condition de Novikov, ainsi l’équation devient :

dX; = o, dt + o dB, = —1dt + dB;

(a) Le terme de mean-reverting —2X, dt est remplacé par un drift constant —1 dt.

(b) X; devient un mouvement brownien avec un drift négatif. Au lieu d’osciller

autour de 0

(c) Trajectoire erratique avec une tendance linéaire négative (pente moyenne —1).

(d) Contrasté avec le comportement stable sous P.
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Le tableau suivant, montre la différence de la dynamique du processus d’Ornstein-Uhlenbeck

lors de l'application du théoreme de Girsanov I et II.

TABLE 4.1 — Comparaison entre 1’application des théorémes de Girsanov I et IT au

processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Aspect

Girsanov 1

Girsanov 11

Objectif

Supprime le drift existant (ex.
—0X;) — mouvement brow-

nien sous ().

Remplace le drift par un terme
personnalisé a; — dynamique

ajustable sous Q.

Reésultat sous @)

dX, = o dB, (bruit pur).

dX, = o dt + odB, (drift

controlé + bruit).

Flexibilité Rigide : drift forcé a zéro. Libre choix de oy (constant, dé-
pendant du temps ou de Xj).
Applications Pricing neutre au risque, élimi- | Modélisation de primes de
nation de tendance. risque, controles externes, sys-
témes perturbés.
Graphique Trajectoire erratique sans ten- | Trajectoire avec dérive (ex. li-
dance. néaire si oy = c).
Résumé “Reset” du drift. “Réglage” du drift.

4.2 Processus d’Ito-Lévy

Considérons des formules intégrales mettant en jeu les différentes intégrales stochastiques

vues précédemment, on obtient ainsi une expression de la forme

t t
Xt:Xo—i—/ bsd5+/ asstJr/ H(s,z) N(dt,dz) (4.8)
0 0 10,t] xR

ou :

1. X, :Le processus stochastique que [’on cherche a décrire, dépendant du temps t.

2. b(t) : Le terme de dérive (drift), qui décrit la tendance moyenne de X; a €volution

de maniere déterministe.

3. a(t) : Le coefficient de diffusion, qui mesure la sensibilité du processus au

mouvement brownien.
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4. H(t,z) : Une fonction qui décrit l'amplitude des sauts en fonction du tempst et de

la taille du saut x.

d. N(dt, dx) : La mesure de sauts compensée, définie par
N(dt,dz) = N(dt,dz) — Adtv(dz),

ol :
(a) N(dt,dz) est la mesure de Poisson aléatoire (compte les sauts de taille z dans

Uintervalle dt),
(b) X\ est lintensité du processus de Poisson,

(c) v(dz) est la mesure de Lévy (décrit la distribution des tailles de sauts).

les processus b et o sont adaptés et le processus H est prévisible ot b € L' (1 rydt) |
o€ L?(1ppdt) et H € L*(v(dz)1pmdt).
Pour une intégrale stochastique de Lévy de la forme (4.8), les formules d’Ité sont utiles

pour le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1. Si X est une intégrale stochastique de Lévy avec
dX; = by dt + oy dB; + / H,(z) N(dt,dz) (4.9)
R

et g une fonction de classe C?, alors :

dg(X:) = g'(Yio)dX; + 39" (Xe-)o(t)? dit+
Jelo(Xie + Hi(2)) — 9(Xi-) — ¢'(Xi ) Hi(2)] N(ds, dz)
=g (X )dX; + 59" (Yo )o ()2 dt + 3oy [9(X0) — 9(Xi) — ¢/ (X1 )AX]

(4.10)

Voir[48]
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FIGURE 4.4 — Représentation graphique de Processus ITO-LEVY

Application de théoréme de Girsanov I pour le processus d’Ito-Lévy :
Soit X; un processus d’Ito-Lévy de la forme :
dX, = b(t, X,) dt + o(t, X,) dB, + [, v(t, Xy, 2) N(dt, dz) 1)
Xo = 29
Supposons qu’il existe des processus prévisibles u; = u(t,w) et ¢(t, z) = p(t, z,w), tels que

oy + / o(t,z)y(t,z) N(dz) =t, pour tout (t,w) € [0,T] x Q.
R

De plus, supposons que

t 1 t t B
Zy = exp (/ —usst——/ ugds+/ /ln(l—ﬂ(s,z))N(ds,dz)
0 2 Jo 0o JR
t

+/0 /R [In(1 — B(s, 2)) + B(s, 2)] u(dz) ds) . (4.12)

soit bien défini et satisfait :

E(Zr) = 1.

On définit alors deux mesures de probabilités équivalentes P et () sur Fr par

dQ = Zp dP
et X; devient une (-martingale locale.

dX, = o dB, + /'y]v(dt,dz). Voir|6]
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FIGURE 4.5 — Représentation graphique de 'application de théorme de girsanov I sur
Processus ITO-LEVY

Interprétation :
Le graphique (Figure 4.5) illustre la simulation d’un processus d’Ito-Lévy avant et aprés
I’application du théoréme de Girsanov I, mettant en évidence le changement de mesure et

son impact sur la dynamique du processus.

1. Processus d’It6-Lévy sous la mesure P :

R
ou :

(a) N(dt,dz) : mesure de sauts compensée sous P.

(b) b : drift (tendance).

(d) ~ : amplitude des sauts

)
)
(c) o : volatilité brownienne.
)
e) Partie continue : Mouvement brownien avec drift b(¢, X;) et volatilité o (¢, X3).
)

(
(f) Partie discontinue : Sauts aléatoires modélisés par N (dt, dz).(Sauts abrupts :pic

ou chute soudaine due a N (dt, dz)).
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2. Processus d’It6-Lévy sous la mesure () :
(a) Plus de drift : La tendance b(t, X;) a disparu (La tendance est annulée : Le
drift b(¢, X;) est compensé par un terme u;.).

(b) Sauts "équilibrés" : Leur moyenne est ajustée pour éviter les biais (Les sauts

sont rééquilibrés : leur impact moyen est neutralisé via f(t, z)).
(c¢) La courbe oscille autour de zéro sans dérive systématique.

(d) Les sauts persistent mais sont moins asymétriques

Application de théoréme de Girsanov II sur le processus d’It6-Lévy :

Soit X; un processus d’'Ito-Lévy de la forme (4.11). Supposons qu'’il existe des processus
prévisibles u; et (¢, z) < 1, tels que le processus Z; défini par (4.12) existe pour tout t > T,
et satisfait E(Zr) = 1.
On définit BtQ, N€ par :

dBE = dB, + u, dt

et
NC@(dt,dz) = B(t, 2) u(dz) dt + N(dt, dz)

avec BtQ étant un mouvement brownien sous la mesure @ et N une mesure aléatoire de

Poisson compensée de N, dans le sens ou
t ~
M, = / /7(3, z) N®(ds,dz), pourtout 0<t<T
o JR

est une Fi-martingale locale, pour tous les processus prévisibles (s, 2), tels que

/0 /R(V(s, z))2 (1 —B(s,2)) u(dz)ds < oo p.s.

et
dX, = o0 dB, + / v N@(dt,dz). Voirl7]
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FIGURE 4.6 — Représentation graphique de ’application de théoréme de girsanov II sur
Processus ITO-LEVY

Interprétation :
Le graphique (Figure 4.6) illustre la transformation d’un processus d’It6-Lévy avant et aprés

I’application du théoréme de Girsanov II, mettant en évidence I'impact du changement de

mesure sur la dynamique du processus.

1. Processus sous la mesure () :

(a) Plus de drift résiduel : La tendance est neutralisée.

(b) Sauts rééquilibrés : Leur intensité moyenne est ajustée via (¢, z)

(c) Trajectoire centrée : Oscillations autour d’'une moyenne stable (martingale).
)

(d) Sauts persistants mais compensés : Moins extrémes ou moins fréquents (se-

lon 5(t, 2)).
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TABLE 4.2 — Comparaison entre 'application des théorémes de Girsanov I et I au

processus d’Ito-Lévy

Aspect

Girsanov 1

Girsanov I1

Objectif

Neutraliser uniquement le drift

continu

Neutraliser le drift continu et

compenser les sauts

Densité Z;

Ajuste le mouvement brownien

via u;

Ajuste le brownien et les sauts

via u; et B(t, 2)

Equation sous Q

dX, = odB, + [~ N(dt,dz)

(sauts inchangés)

dX, = 0dB, + [~ N(dt,dz)

(sauts compensés)

Flexibilité Limitée (ignore les sauts) Haute (contrdle complet du
drift et des sauts)

Applications Marchés “lisses” sans sauts Marchés avec crises/crashes
(ex. options exotiques)

Représentation Bruit brownien + sauts bruts | Bruit brownien + sauts atté-

graphique nués

Complexité Simple (un parameétre wuy) Complexe (nécessite wu; et
B(t,z))

Résumé “Reset” du drift continu “Réglage fin” du drift et des

sauts

4.3 Comparaison des applications des théorémes de Gir-
sanov I et II sur les processus d’Ornstien-Uhlenbeck
et d’It6-Lévy

Ce tableau met en évidence que sous la mesure (), le processus d’Ornstein-Uhlenbeck devient

un mouvement brownien pur, tandis que le processus d’Ito-Lévy conserve ses sauts, ce qui

peut étre limitant dans certaines applications financiéres ot les sauts représentent des risques

significatifs :

Voici un tableau comparatif entre 'application du théoréme de Girsanov I au processus

d’Ornstein-Uhlenbeck et au processus d’Tto-Lévy :
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TABLE 4.3 — Comparaison entre 1’application du théoréme de Girsanov I au processus

d’Ornstein-Uhlenbeck et au processus d’Ito-Lévy

Critére

Processus d’Ornstein Uhlenbeck

Processus d’Ito-Lévy

Equation sous

P

dXt = —QXt dt + ag dBt

dXt = b(t,Xt> dt + U(t,Xt) dBt +
[~(t,2) N(dt,dz)

Objectif

Supprimer le drift —0.X,

Neutraliser uniquement le drift continu

b(t, X;)

Densité Z;

exp (J1 4,48, ~ § [} (2" ds)

exp (— f(f us dBg — %fot u? ds)

Equation sous

Q

dX, = o dB,

dX; = o(t,X;)dB, + [~(t,2) N(dt,dz)

Impact

Mouvement brownien pur

Drift supprimé, sauts non compensés

Applications

Taux d’intérét, physique stochastique

Limité (inadapté aux sauts)

Voici un tableau comparatif entre I'application du théoréme de Girsanov II au processus

d’Ornstein-Uhlenbeck et au processus d’Ito-Lévy :

o4




Chapitre 4. Application du théoréme de Girsanov

TABLE 4.4 — Comparaison entre I'application du théoréme de Girsanov II au processus

d’Ornstein-Uhlenbeck et au processus d’Ito-Lévy

Critére

Processus d’Ornstein Uhlen-

beck

Processus d’Ito-Lévy

Equation sous P

dXt = —QXt dt + O_dBt

dXt == b(t,Xt) dt + U(t,Xt) dBt +

[~(t, z) N(dt,dz)

Objectif

Remplacer le drift par ay

Compenser drift et sauts via (¢, z)

Densité Z;

Z, = exp(— [, Ko gp, —
lft (9Xs+ozs)2d3)

2J0

Zy = exp(— fotus dB, — % gugds +
Jy (1 —  B(s,2)) N(ds,dz) +
compensation)

Equation sous Q

dX, = a;dt + o dB;

dX; = (drift ajusté) dt + o(t, Xy) dB, +
f’Y(t ) NQ(dt, dz)

Impact Drift personnalisable Martingale locale (drift et sauts com-
pensés)
Applications Controle de systemes dynamiques | Pricing d’options avec sauts

55




Conclusion

A travers ce mémoire, nous avons exploré les fondements de la théorie des processus stochas-
tiques, de I'intégration stochastique et du changement de mesure probabiliste. Aprés avoir
introduit les concepts essentiels et les outils du calcul stochastique, nous avons étudié en dé-
tail le théoréme de Girsanov, un résultat fondamental permettant de modifier la dynamique

d’un processus sous une nouvelle mesure.

Nous avons vu que le théoréme de Girsanov constitue un outil puissant, non seulement sur
le plan théorique, mais aussi pour de nombreuses applications pratiques. En particulier,
son utilisation dans I’étude du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et des processus d’Ito-Lévy

illustre son importance pour la modélisation de systémes aléatoires complexes.

Ainsi, ce travail met en lumiére 1’élégance et la portée du théoréme de Girsanov dans ’analyse
des phénomeénes aléatoires, tout en ouvrant la voie a des recherches futures, notamment dans
les domaines de la finance quantitative, du controle optimal et de la théorie des équations

différentielles stochastiques .
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Annexes

Annexe A :

A.1 Simulation d’un processus stochastique (mouvement brownien)

R Script :

# Param tres

T <- 1 Horizon de temps [0, T]

n <- 1000 Nombre de pas de temps

dt <- T / n Taille du pas de temps

= O OH B OH

m <- 3 Nombre detrajectoires simuler

# Initialisation

t <- seq(0, T, by dt) # Vecteur de temps
X <- matrix(0, nrow = m, ncol = n + 1) # Matrice pour stocker
lestrajectoires
# Simulation des trajectoires
set.seed (123) # Pour la reproductibilit
for (j in 1:m) {
for (i in 2:(n + 1)) {
# Incr ment gaussien : X_t - X_s 7 N(O0, dt)

X[j, i] <- X[j, 1 - 1] + rnorm(l, mean = 0, sd = sqrt(dt))

b
# Affichage des trajectoires

colors <- rainbow(m) # Couleurs pour les trajectoires
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plot(t, X[1, 1, type = "1", col = colors[1l], ylim = range(X),xlab =
Temps (t)", ylab ="X_t( )",

main = "Simulation d’un processus stochastique")

for (j in 2:m) {
lines(t, X[j, 1, type = "1", col = colors[jl)

}

grid ()

legend ("topright", legend = paste("Trajectoire", 1:m), col = colors,

1ty = 1, cex = 0.8)

A.2 Simulation d’un mouvement brownien standard :

R Script :

# Param tres
T <- 1 # Horizon de temps [0, T]
n <- 1000 # Nombre de pas de temps

dt <- T / n

+H+

Taille du pas de temps

# Initialisation

t <- seq(0, T, by = dt) # Vecteur de temps

B <- numeric(n + 1) # Vecteur pour stocker les valeurs du
mouvement brownien

B[1] <- © # Le mouvement brownien commence 0

# Simulation du mouvement brownien
set.seed (123) # Pour la reproductibilit
for (i in 2:(n + 1)) {
# Incr ment gaussien : B_t - B_s ~ N(O, dt)

B[i] <- B[i - 1] + rnorm(l, mean = 0, sd = sqrt(dt))

# Affichage de la trajectoire
plot(t, B, type = "1", col = "blue", lwd = 2,

xlab = "Temps (t)", ylab = "B(t)",




21 main = "Simulation d’un mouvement brownien standard")

22| grid ()

A.3 Simulation d’un mouvement brownien en 2 dimensions :

R Script :

1|# Param tres

2| T <- 1 # Horizon de temps [0, T]
3ln <- 1000 # Nombre de pas de temps
4ldt <- T / n # Taille du pas de temps

6/ # Initialisation

71t <- seq(0, T, by = dt) # Vecteur de temps
8/ Bx <- numeric(n + 1) # Mouvement brownien en x
9| By <- numeric(n + 1) # Mouvement brownien en y
10/|Bx[1] <- 0 # D part en x = 0
u|By[1] <- 0 # D part en y = 0

12
13|# Simulation du mouvement brownien en 2D
14| set.seed (123) # Pour la reproductibilit
15| for (i in 2:(n + 1)) {

16 # Incr ments gaussiens ind pendants pour x et y

17 dBx <- rnorm(1l, mean = 0, sd = sqrt(dt))

18] dBy <- rnorm(l, mean = 0, sd = sqrt(dt))

19

20 # Mise jour des positions

21 Bx[i] <- Bx[i - 1] + dBx

22/ By[i]l <- By[i - 1] + dBy

23 }

24

25| # Affichage de la trajectoire 2D

26| plot (Bx, By, type = "1", col = "blue", lwd = 2,
27 xlab = "Bx(t)", ylab = "By(t)",

28 main = "Simulation d’un mouvement brownien en 2D")
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points(Bx[1], By[1], col = "green", pch = 19) # Point de d part
points (Bx[n + 1], By[n + 1], col = "red", pch = 19) # Point d’
arriv e

grid ()

Annexe B :

B.1 Simulation de d’intégrale de wiener et processus de wiener :

R Script :

# Charger les biblioth ques n cessaires

library (ggplot2)

# Param tres de la simulation
n <- 1000 # Nombre de pas de temps
T <- 1 # Temps total

dt <- T/n # Intervalle de temps entre chaque pas

# Initialisation des vecteurs
time <- seq(0, T, by = dt) # Vecteur de temps
W <- numeric(n+1) # Processus de Wiener

I <- numeric(n+1) # Int grale de Wiener

# Simulation du processus de Wiener et de 1’int grale de Wiener
set.seed (123) # Pour la reproductibilit
for (i in 2:(n+1)) {

# Incr ment du processus de Wiener

dW <- rnorm(1, mean = 0, sd = sqrt(dt))

W[i] <- W[i-1] + 4w

# Calcul de 1’int grale de Wiener pour f(s) = s

I[i] <- I[i-1] + time[i-1] =* 4w
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# Tracer le processus de Wiener et 1’int grale de Wiener
df <- data.frame(time, Wiener = W, Integrale = I)

ggplot (df, aes(x = time)) +

geom_line (aes(y = Wiener, color = "Processus de Wiener")) +
geom_line(aes(y = Integrale, color = "Int grale de Wiener")) +
labs(title = "Simulation du processus de Wiener et de 1’int grale
de Wiener",
x = "Temps",
y = "Valeur",
color = "L gende") +

theme_minimal ()

Annexe C :

C.1 Simulation de processus de Ornetien-Uhlenbeck :

R Script :

# Charger la librairie

library (ggplot2)

# Param tres du processus
set.seed (123)
theta <- 2

sigma <- 1

x0 <- 10
T <- 10
n <- 2000

dt <- T / n

time <- seq(0, T, length.out = n + 1)

# Mouvement brownien

dW <- rnorm(n, mean = 0, sd = sqrt(dt))
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# Simulation du processus d’0Ornstein-Uhlenbeck
X <- numeric(m + 1)

X[1] <- x0

for (i in 1:n) A

X[i + 1] <- X[i] - theta * X[i] * dt + sigma * dW[i]

# Dataframe
data <- data.frame(
time = time,
0U = X,
Processus = "Ornstein-Uhlenbeck" # Ajout d’une colonne pour

1l gende

# Graphique avec 1 gende

ggplot(data, aes(x = time, y = 0U, color = Processus)) +
geom_line(size = 1) +
scale_color_manual (

name = NULL,

values = c("Ornstein-Uhlenbeck" = "#357BA2")
) +
labs (
x = "Temps",
y = "Valeur",
)+
theme_minimal (base_size = 13) +
theme (
plot.title = element_text(face = "bold", hjust = 0.5),
legend.position = "bottom",

legend.text = element_text(size = 11),
plot.background = element_rect(fill = "white", color = NA),

panel .background = element_rect(fill = "white", color = NA)
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C.2 Simulation de Théoreme de Girsanov I appliqué au processus de

Ornetien-Uhlenbeck :

R Script :

library (ggplot2)

# Param tres de la simulation
set.seed (123)

theta <- 2

sigma <- 1

x0 <- 10

T <- 10

n <- 2000

dt <- T/n

time <- seq(0, T, length.out = n+1)

# Simulation Ornstein-Uhlenbeck
dW <- rnorm(m, 0, sqrt(dt))
X <- numeric(n+1)

X[1] = x0

for (i in 1:n) {

X[i+1] <- X[i] - thetax*X[i]lxdt + sigma*xdW[i]

# Calcul du processus de Girsanov (inchang )
integral W <- cumsum((-theta/sigma)*X[1:n]*dW)
integral_t <- cumsum(O.5*(theta/sigma*X[1:n]) ~2xdt)
Z <- exp(integral_W - integral_t)

Z <- c(1, Z)

# Mouvement brownien sous Q

W <- c(0, cumsum(dWw))
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W_tilde <- W + (theta/sigma)*cumsum(c(0, X[1:n]lx*dt))

# Dataframe (inchang )
data <- data.frame(
time = time,
0U = X,
Girsanov = Z,

W_tilde = W_tilde

# Graphique
ggplot (data, aes(x = time)) +
geom_line(aes(y = 0U, color = "Ornstein-Uhlenbeck"),

linewidth = 0.8, alpha = 0.9) +

geom_line(aes(y = Girsanov, color = "Densit de Rdaon Nikodym"),
linewidth = 0.8, linetype = "longdash") +
geom_line(aes(y = W_tilde, color = "Mouvement Brownien sous Q"),
linewidth = 0.8, alpha = 0.8) +
scale_color_manual (
name = NULL,
values = c(
"Ornstein-Uhlenbeck" = "#357BA2",
"Densit de Rdaon Nikodym" = "#A23550",
"Mouvement Brownien sous Q" = "#5A8C36"
),
guide = guide_legend(override.aes = list(

linetype = c("solid", "longdash", "solid"),

linewidth = c(1.3, 1.1, 1.1)

))

) +

labs (
x = "Temps",
y = "Valeur",
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theme_minimal (base_size = 13) +
theme (
plot.title = element_text(face = "bold", hjust = 0.5, size = 14),
plot.subtitle = element_text(hjust = 0.5, color = "grey40"),
legend.position = "bottom",
legend.text = element_text(size = 11),
panel .grid.major = element_line(color = "grey90", linewidth =
0.2),
panel.grid.minor = element_blank(),
plot.background = element_rect(fill = "white", color = NA),
panel.background = element_rect(fill = "white", color = NA)
)+
scale_x_continuous (expand = c(0, 0.01)) +
scale_y_continuous (expand = expansion(mult = c(0.03, 0.1)))
# V rifications
cat("=== Validation ===\n")
cat("Corr lation (dX, dW™):", round(cor (diff(X), diff(W_tilde)), 5),

||\nn)

cat ("Moyenne de Z:", round(mean(Z), 5), "\n")

C.3 Simulation de Théoreme de Girsanov II appliqué au processus

de Ornetien-Uhlenbeck :

R Script :

library (ggplot2)
# Param tres de la simulation

set.seed (123)

theta <- 2 # Param tre de retour la moyenne
sigma <- 1 # Volatilit

x0 <- 10 # Valeur initiale

T <- 10 # Horizon temporel

n <- 2000 # Nombre de pas de temps

dt <- T/n # Pas de temps




10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

time <- seq(0, T, length.out =

n+1)

# Simulation du processus Ornstein-Uhlenbeck sous P

dW <- rnorm(n, O, sqrt(dt))
X <- numeric(n+1)
X[1] <- x0

for (i in 1:n) {

X[i+1] <- X[i] theta * X[i] *

dt +

dBt

# Terme additionnel at (suppos
alpha <- 1.5
alpha_t <- rep(alpha, n)

(-

(-theta * X[1:n]

Xt - at)/

# Processus u_t

u_t <- - alpha_t

# Processus de Girsanov Mt exp (

integral _W <- cumsum(u_t * dW)

integral_t <- cumsum(0.5 * u_t~2

M_t <- exp(integral_W - integral_

M_t <- c(1, M_t) # MO =1

# Mouvement brownien sous Q: B7t

B_t <- c(0, cumsum(dW))

B_tilde <- B_t + cumsum(c(0, u_t

dXt

# Dynamique de Xt sous Q:
X_Q <- numeric(n+1)
X_Q[1] <- xO

for (i in 1:n) A

X_Q[i+1] <- X_Q[i] + alpha_t[il

tilde [1])

at dt +

# Bruit brownien sous P

dt + sigma *x dW[i] # dXt

constant pour 1’exemple)

(pour le changement de mesure)
) / sigma

u _s dB_s - 0.5 u _s ds)
* dt)

t)

Bt ds

* dt))

dB™t

* dt + sigma * (B_tilde[i+1]

Xt
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# Dataframe pour visualisation

data <- data.frame(

time = time,

QU_P = X, # Processus sous P

0U_Q = X_Q, # Processus sous Q@

M_t = M_t, # Martingale de Girsanov

B_tilde = B_tilde # Brownien sous (
)
# Graphique

ggplot (data, aes(x = time)) +

geom_line(aes(y = OU_P, color "Ornstein-Uhlenbeck sous P"),

linewidth = 0.8) +

geom_line(aes(y = 0U_Q, color = "Ornstein-Uhlenbeck sous Q"),
linewidth = 0.8, linetype = "dashed") +
geom_line(aes(y = M_t, color = "Densit de Radon-Nikodym (Mt)"),

linewidth = 0.8, alpha = 0.7) +

geom_line(aes(y = B_tilde, color = "Mouvement Brownien sous Q"),
linewidth = 0.6, alpha = 0.6) +
scale_color_manual (
name = NULL,
values = c(
"Ornstein-Uhlenbeck sous P" = "#357BA2",
"Ornstein-Uhlenbeck sous Q" = "#A23550",
"Densit de Radon-Nikodym (Mt)" = "#5A8C36",
"Mouvement Brownien sous Q" = "#8C36A2"
)
)+
labs (
x = "Temps",
y = "Valeur",
)+
theme_minimal (base_size = 12) +
theme (
plot.title = element_text(face = "bold", hjust = 0.5),
legend.position = "bottom",

panel.grid.major = element_line(color = "grey90", linewidth =
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0.2),
panel.grid.minor = element_blank ()

)
# V rifications
cat("=== Validation ===\n")
cat ("Moyenne de Mt (doit tre ~“1):", round(mean(M_t), 4), "\n")
cat("Corr lation (dX sous Q, dB~t):", round(cor(diff(X_Q), diff (B_

tilde[-11)), 4), "\n")

B.4 Simulation de processus de Ito-Lévy :

R Script :

if ('require("Sim.DiffProc")) install.packages("Sim.DiffProc")
if (!'require("ggplot2")) install.packages ("ggplot2")

library (Sim.DiffProc)

library (ggplot2)

set.seed (123) # Pour la reproductibilit

T <- 1 # Temps final

N <- 1000 # Nombre de pas de temps

dt <- T/N # Taille du pas de temps

x0 <- 0 # Valeur initiale du processus

b <- function(t, x) 0.1 * x # D rive (drift)

sigma <- function(t, x) 0.2 * sqrt(l + x~2) # Diffusion

gamma <- function(t, x, z) 0.5 * z * x # Amplitude des sauts
lambda <- 2 # Intensit du processus de Poisson

simuler_sauts <- function () {

N_sauts <- rpois(l, lambda * T) # Nombre de sauts sur [0, T]

if (N_sauts == 0) return(list(temps = numeric(0), tailles = numeric
(0)))
list (
temps = sort(runif (N_sauts, 0, T)), # Temps des sauts

uniform ment r partis
tailles = rcauchy(N_sauts) # Tailles des sauts (loi de

Cauchy)
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}

X <- numeric(N + 1) # Initialisation du processus

X[1] <- x0 # Condition initiale

sauts <- simuler_sauts() # Simulation des sauts

dB <- rnorm(N, 0, sqrt(dt)) # Incr ments du mouvement brownien

jump_indices <- integer (0) # Indices des sauts

for (i in 1:N) {
t <- (i - 1) * dt

dx <- b(t, X[i]) * dt + sigma(t, X[i]) * dB[i] # Partie diffusion

# Gestion des sauts dans 1l’intervalle Jt, t + dt]
idx <- which(sauts$temps > t & sauts$temps <= t + dt)
if (length(idx) > 0) {
for (k in idx) A
dx <- dx + gamma(t, X[i], sauts$tailles[k]) # Ajout des sauts
}
jump_indices <- c(jump_indices, i + 1) # Stockage des indices de
saut
}
X[i + 1] <- X[i] + dx # Mise jour du processus
}
df <- data.frame(
temps = seq(0, T, length.out = N + 1),
valeur = X,

saut = seq_along(X) ’%in% jump_indices

graph <- ggplot(df, aes(x = temps, y = valeur)) +

geom_line(color = "blue") +
geom_point (data = subset(df, saut), color = "red", size = 2, shape
= 4) +
labs (
x = "Temps",
y = "X(t)") +
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theme_minimal ()

s6) print (graph) # Affichage obligatoire
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B.5 Simulation de Théoreme de Girsanov I appliqué au processus de

Ito-Lévy

R Script :

# Installer les packages si n cessaire
if (!'require("Sim.DiffProc")) install.packages("Sim.DiffProc")
if (!require("ggplot2")) install.packages("ggplot2")

if ('require("dplyr")) install.packages("dplyr")

library (Sim.DiffProc)
library (ggplot2)
library (dplyr)

# Param tres de base

set.seed (123)

T <- 1 # Horizon temporel

N <- 1000 # Nombre de pas de temps
dt <- T/N # Pas de temps

x0 <- 0 # Valeur initiale

# Fonctions caract ristiques du processus sous P

b <- function(t, x) 0.1 * x # D rive
sigma <- function(t, x) 0.2 * sqrt(l + x~2) # Diffusion
gamma <- function(t, x, z) 0.5 * z * x # Amplitude des sauts

# Param tres du processus de sauts (Poisson compos )
lambda <- 2 # Intensit des

sauts

# Simulation des sauts (sous P)
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simuler _sauts <- function() {

N_sauts <- rpois(1l, lambda * T)

if (N_sauts == 0) return(list(temps = numeric(0), tailles = numeric
(0)))
list(
temps = sort(runif (N_sauts, 0, T)), # Temps des sauts
tailles = rcauchy(N_sauts) # Tailles des sauts (

loi de Cauchy)

# Fonction pour simuler X sous P
simuler _X_P <- function() {
X <- numeric(N + 1)
X[1] <- x0
sauts <- simuler_sauts ()
dB <- rnorm(N, 0, sqrt(dt)) # Mouvement brownien

jump_indices <- integer (0)

for (i in 1:N) {
t <- (i - 1) * dt

dx <- b(t, X[i]) * dt + sigma(t, X[i]) * dB[i]

# Gestion des sauts
idx <- which(sauts$temps > t & sauts$temps <= t + dt)
if (length(idx) > 0) {

for (k in idx) A

dx <- dx + gamma(t, X[i], sauts$tailles[k])

}
jump_indices <- c(jump_indices, i + 1)
}
X[i + 1] <- X[4i] + dx
}
return(list(X = X, sauts = sauts, jump_indices = jump_indices))




60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

v

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

# Simulation du processus sous P
sim_P <- simuler_X_P()

X_P <- sim_P$X

sauts_P <- sim_P$sauts

jump_indices_P <- sim_P$jump_indices

# Fonction pour calculer Z_t (density process)
calculer_Z <- function(u, phi, dB, sauts) {
Z <- numeric(N + 1)

Z[1] <- 1

# Composante brownienne

integrale_B <- cumsum(-u * dB) - 0.5 * cumsum(u~2) * dt

# Composante sauts
integrale_sauts <- 0
if (length(sauts$temps) > 0) {
for (k in 1:length(sauts$temps)) A
t_k <- sauts$temps [k]
i_k <- floor(t_k / dt) + 1
z_k <- sauts$tailles[k]
phi_k <- phi # Ici, phi est constant pour simplifier

integrale_sauts <- integrale_sauts + log(l - phi_k)

# Correction drift des sauts
correction_sauts <- lambda * T * (log(l - phi) + phi) #

Approximation si phi constant
Z <- exp(integrale_B + integrale_sauts + correction_sauts)

return(Z)

# Choix de u(t) et phi(t,z) pour annuler la d rive (condition de

Girsanov)
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u <- function(t, x) b(t, x) / sigma(t, x) # u(t) = b(t,X_t)/sigma(t,
X_t)
phi <- 0.3 # Choix arbitraire (doit v rifier des conditions

techniques)

# Calcul de Z_t

dB_P <- rnorm(N, O, sqrt(dt)) # Mouvement brownien sous P

Z <- calculer_Z(u u(seq(0, T, dt), X_P[-length(X_P)]), phi, dB_P,

sauts_P)

# Simulation de X sous Q (en utilisant Z_t)

X_Q <- X_P / Z # Transformation de Girsanov (approximation)

# Cr ation des data.frames pour ggplot
df _P <- data.frame(

temps = seq(0, T, length.out = N + 1),

valeur X_P,

mesure = "P"

df _Q <- data.frame(
temps = seq(0, T, length.out = N + 1),
X_Q,

mesure = "Q"

valeur

df _combined <- rbind(df_P, df_Q)

# Graphique comparant P et Q
ggplot (df _combined, aes(x = temps, y = valeur, color = mesure)) +

geom_line () +

labs(
x = "Temps",
y = "X(t)"

) +

theme_minimal () +




127

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

scale_color_manual (values = c("P" = "blue", "Q" = "red"))

B.6 Simulation de Théoreme de Girsanov II appliqué au processus

de Ito-Lévy :

R Script :

# Installer les packages si n cessaire
if ('require("Sim.DiffProc")) install.packages("Sim.DiffProc")
if (!require("ggplot2")) install.packages("ggplot2")

if (!'require("dplyr")) install.packages("dplyr")

library (Sim.DiffProc)
library (ggplot2)

library (dplyr)

# Param tres de base
set.seed (123)

T <- 1

N <- 1000

dt <- T / N

x0 <- 0

# Fonctions caract ristiques du processus sous P
b <- function(t, x) 0.1 * x
sigma <- function(t, x) 0.2 * sqrt(l + x~2)

gamma <- function(t, x, z) 0.5 *x z % x

# Param tres du processus de sauts

lambda <- 2

# Simulation des sauts (sous P ou Q, selon les param tres)
simuler_sauts <- function() {
N_sauts <- rpois(1l, lambda * T)

if (N_sauts == 0) return(list(temps = numeric(0), tailles = numeric
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(0)))
list (
temps = sort(runif (N_sauts, 0, T)),

tailles = rcauchy(N_sauts)

# Fonction pour simuler X sous P
simuler _X_P <- function() {
X <- numeric(N + 1)
X[1] <- xO
sauts <- simuler_sauts ()
dB <- rnorm(N, O, sqrt(dt))
jump_indices <- integer (0)
for (i in 1:N) {
t <- (i - 1) * dt
dx <- b(t, X[i]) * dt + sigma(t, X[i]) * dB[i]
# Gestion des sauts
idx <- which(sauts$temps > t & sauts$temps <= t + dt)
if (length(idx) > 0) {
for (k in idx) {

dx <- dx + gamma(t, X[i], sauts$tailles[k])

}
jump_indices <- c(jump_indices, i + 1)
}
X[i + 1] <- X[i] + dx
}
return(list(X = X, sauts = sauts, jump_indices = jump_indices))

}

# Simulation sous P

sim_P <- simuler_X_P()

X_P <- sim_P$X

sauts_P <- sim_P$sauts
jump_indices_P <- sim_P$jump_indices
# D finir u(t,x) pour Girsanov II

u <- function(t, x) b(t, x) / sigma(t, x)
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# Simulation sous Q (Girsanov II)
simuler_X_Q <- function() {
X <- numeric(N + 1)
X[1] <- x0
dB_Q <- rnorm(N, mean = 0, sd = sqrt(dt))
u_vals <- u(seq(0, T - dt, length.out = N), X[-(N + 1)]1) #
Utilisation de X en cours de simulation
sauts_Q <- simuler_sauts ()
for (i in 1:N) {
t <- (i - 1) * dt
dB_mod <- dB_Q[i] - u_vals[i] = dt
dx <- sigma(t, X[i]) * dB_mod
idx <- which(sauts_Q$temps > t & sauts_Q$temps <= t + dt)
if (length(idx) > 0) {
for (k in idx) {

dx <- dx + gamma(t, X[i], sauts_Q$tailles[k])

}
}
X[i + 1] <- X[i] + dx
}
return(list(X = X, sauts = sauts_Q))

}

# Simulation sous Q

sim_Q <- simuler_X_QQ)

X_Q <- sim_Q$X

sauts_Q <- sim_Q$sauts

# Pr paration des donn es pour ggplot

df _P <- data.frame(

temps = seq(0, T, length.out = N + 1),
valeur = X_P,
mesure = "sous P"
)
df _Q <- data.frame/(
temps = seq(0, T, length.out = N + 1),

valeur X_Q,

mesure = "sous Q (Girsanov II)"
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df _all <- bind_rows(df_P,

# Visualisation

ggplot (df_all, = temps, = mesure)) +
geom_line () +
labs(
x = "Temps",
y = "X(t)"
)+
theme_minimal () +
scale_color_manual (values = c("sous P" = "blue", "sous Q (Girsanov
II)" = "green")) +
geom_vline(xintercept = sauts_Q$temps, color = "red", linetype = "

dashed", alpha = 0.3)
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