A gonstl) Al il &y il 3ol iy sgnd

République algérienne démocratique et populaire

2 AP | Il \«‘\j ‘_AL:J\ e_da_\l\ aJ\J)
Ministere de I’ enselgnement superleur et de la recherche scientifique
Crxd g rlaly il i (e Anala
Université —Ain Temouchent- Belhadj Bouchaib
Faculté des Sciences et de Technologie
Département de Mathématiques et Informatique

=T
=2

AIN TEMOUCHENT UNIVERSITY

Belhadj Bouchaib

L )

Projet de Fin d’Etudes
Pour I’obtention du diplome de Master en : Mathématiques

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Spécialité : Biomathématique

Théme

Existence et unicité des solutions des équations
différentielles semi-linéaires d’ordre fractionnaire

Présenté Par :
Mlle KHELILADI Khedidja Samah

Devant le jury composé de :

BALASKA Lamia MCB UAT.B.B (Ain Temouchent) Président
BENKHEDDA Hanane MCB UAT.B.B (Ain Temouchent )  Examinateur
MEKHALFI Kheira MCA UAT.B.B (Ain Temouchent)  Encadreur

Année Universitaire : 2025/2026




Remerciements

Je rends grace a Allah, Le Tout-Puissant, qui m’a accompagnée et m’a
accordé la force, la patience et la santé tout au long de ce parcours.

Je tiens a exprimer ma reconnaissance a mon encadrante, Madame
MEKHALFI Kheira, pour sa rigueur scientifique et ses précieux conseils
qui ont guidé mes recherches.

Mes remerciements s’adressent également aux membres du jury. Je sa-
lue ’honneur que me fait Madame BALASKA Lamia en acceptant la
présidence de cette soutenance, ainsi que Madame BENKHEDDA
Hanane pour avoir accepté d’examiner et d’évaluer ce manuscrit.

Je remercie I’ensemble du corps professoral du département de mathé-
matiques pour leur contribution précieuse a ma formation universitaire.

Du fond du coeur, je remercie ma famille toute entiere, parents, grands-
parents, freres, sceurs, belles-sceurs, neveux et nieces, ainsi que mes
amies et toutes les personnes qui me sont cheres, pour leur amour, leurs
prieres et leur présence chaleureuse tout au long de ce parcours.

Je tiens également a remercier ma chere AMINA CHAILI, pour ses
précieux conseils, son aide généreuse et ses encouragements sinceres,
tant dans la réalisation de ce travail que tout au long de mon parcours
de master.

Je remercie 'ensemble de ma promotion de Master Biomathématiques
pour les moments partagés tout au long de ces années. Une mention
particuliere a ma chere MANEL BAKHTI, pour sa complicité, sa gé-
nérosité et tout ce que nous avons traversé ensemble.

Enfin, je remercie toutes les personnes qui, de pres ou de loin, ont par-
tagé mon quotidien et m’ont encouragée jusqu’a ’aboutissement de ce
mémoire.




Dédicace

A la mémoire de mon cher grand-pere Ahmed KHELLADI, que Dieu le
Tout-Puissant lui accorde Sa miséricorde et ['accueille en Son vaste paradis.

A mon trés cher grand-pere Mohamed LARBI BEN DAHOUA, la
personne que j’aime le plus au monde.

Tu m’as appris a lire, a écrire et a compter, et tu m’as transmis, avec une
patience infinie, le gout de [’effort et la confiance en moi. Tout au long de ma
vie, tu t’es sacrifié discrétement pour me voir avancer et sourire. Qu’Allah te
préserve, te comble de bonheur et de santé, et te récompense par les plus hauts

degrés du Paradis.

A ma chére grand-mere Khedidja BEN DADA, dont j’ai hérité le caractére et
la force, avec tout mon amour et mon admiration.

A mes trés chers parents, Merouane et Nadia, pour les valeurs transmises, les
sacrifices accomplis dans le silence et la présence rassurante dont ils ont entouré
chacun de mes pas.

AS. MAZO UZI, pour sa douceur, sa gentillesse et son attention constante,
pour chaque mot d’encouragement et chaque geste bienveillant qui ont
accompagné chaque étape de ce parcours.

A mes chers fréeres Mustapha, Ali et Ahmed, et mes chéres sceurs Abir, Aya
et Meriem, pour votre affection et tout ce que nous avons vécu ensemble.

A mes chéres belles-seurs Bouchra et Saliha, pour la bienveillance qu’elles
apportent a notre famille.

A vous tous, je dédie humblement le fruit de ce travazl.



Résumé :

Ce mémoire étudie 'existence et 1'unicité des solutions intégrales d’équations
différentielles fractionnaire semi-linéaires a retard fini et infini via la dérivée de
Riemann-Liouville. Sous condition de Lipschitz, le théoreme de Banach assure 'uni-
cité, sans cette condition, 'alternative de Leray-Schauder garantit 1’existence si le
semi-groupe est compact. Ces résultats sont illustrés par un modele de croissance tu-
morale, une plaque viscoélastique en silicone médical et des équations différentielles
fractionnaire dans L?[0, 7.

Abstract :

This dissertation studies the existence and uniqueness of mild solutions for semi-
linear fractional differential equations with finite and infinite delay in the framework
of the Riemann—Liouville fractional derivative. Banach’s Fixed Point Theorem is
used to establish uniqueness, while the Leray—Schauder nonlinear alternative pro-
vides existence results. The theory is illustrated by a tumor growth model and an
infinite-memory viscoelastic plate model.
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Notations et symboles

Ensembles

e R Ensemble des nombres réels.

o N Ensemble des entiers naturels.

o N* Ensemble des entiers naturels non nuls.
o C Ensemble des nombres complexes.

e [a,b] Intervalle fermé de R.

[ ] [ ]
Q Q
=S
U@
=
e
S~—

|, R) Ensemble des fonctions réelles continues sur |[a, b].
Espace des fonctions continues de [a,b] dans E.

Q) Espace des fonctions de puissance p-ieme intégrable.
o H*(Q) Espace de Sobolev d’ordre k.

Fonctions et opérateurs

e I'(2) Fonction Gamma d’Euler.

e B(z,w) Fonction Béta.

o [0f Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de f.

o DOf Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de f.

o ODof Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « de f.

d"f(t

o D"f = dJ;(L ) Dérivée ordinaire d’ordre n de f.

o |z Norme de I'élément = dans un espace de Banach.

o (- Produit scalaire dans un espace de Hilbert.
Abréviations

e R-L Riemann-Liouville.

e EDF Equation différentielle fractionnaire.

e EDP Equation aux dérivées partielles.

e (p-semi-groupe Semi-groupe fortement continu.



Introduction générale

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appli-
quer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la méme introduire
la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opéra-
teur inverse de la dérivée, peut étre vue comme une dérivée d’ordre moins un. On
peut aussi se demander si ces dérivées d’ordre entier successifs ont admettant un
analogue d’ordre fractionnaire .

En 1695, Leibniz dans une lettre a L’Hospital voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiere d’une fonction. Dans sa réponse, L'Hos-
pital s’interrogea sur la signification qu’on pourrait donner a la dérivée d’ordre % En
effet, 'ordre 0 qui désigne la continuité tandis que 'ordre 1 qui désigne la dérivabilité
classique. La réponse de Leibniz contenait cette phrase célebre : ” cela conduirait a
un paradoxe a partir duquel, un jour, on pourra tirer des conséquences utiles ”.

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non entier a attiré 'attention de nom-
breux mathématiciens célebres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822),
Abel (1823-1826), Liouville (1832-1873), Riemann (1847) et Laurent (1884). C’est
seulement lors de ces dernieres décennies que cette théorie commence a toucher un
nombre important de domaines grace a une explosion des activités de recherche sur
I’application du calcul fractionnaire touchant la physique, la mécanique, la biologie,
I'électrotechnique, ’électrochimie, etc. [17, 15].

La théorie du calcul fractionnaire est presque aussi vieille que le calcul lui-méme.
Aujourd’hui, un certain nombre d’ouvrages ont été publiés sur ce domaine et ses
applications. On cite par exemple le livre de Samko, Kilbas et Marichev [17], qui
est considéré comme une encyclopédie de la dérivation et de l'intégration d’ordre
fractionnaire. On peut citer également les travaux de Miller et Ross [12] ainsi que
ceux de Podlubny [15].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de 1’étude des équations
différentielles fractionnaire semi-linéaires a retard, en utilisant la dérivée fraction-
naire de Riemann-Liouville. Ce choix est motivé par le fait que cette dérivée est
particuliérement adaptée pour modéliser les phénomenes a mémoire, tels que la pro-
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pagation des épidémies, la croissance tumorale ou le comportement des matériaux
viscoélastiques [17].

Ce mémoire contient trois chapitres répartis comme suit :

— Le premier chapitre est destiné aux différents outils et techniques mathé-
matiques utilisés par la suite : espaces fonctionnels [5], théorie des Cyp-semi-
groupes [7, 8], fonctions spéciales (Gamma et Béta) [17], intégrale et dérivée
fractionnaires de Riemann-Liouville [15], ainsi que les théoremes de point fixe
de Banach et de Leray-Schauder.

— Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de 'existence et de I'unicité des so-
lutions (mild solutions) pour une classe d’équations différentielles fractionnaire
semi-linéaires a retard fini, formulées dans ’espace des fonctions continues
C([—r,bl], E). Les résultats reposent sur le théoreme de contraction de Banach
et 'alternative non linéaire de Leray-Schauder [4, 1]. Ce chapitre est illustré
par un exemple concret de croissance tumorale inspiré du modele malthusien
[9].

— Le troisieme chapitre traite le cas plus complexe des équations a retard infini,
formulées dans un espace de phase B vérifiant les axiomes de Hale et Kato
[7, 8]. Nous présentons plusieurs exemples d’espaces de phase (C,, Cy, etc.)
avant d’établir les résultats d’existence et d’unicité [3]. Un exemple de plaque
viscoélastique en silicone médicale [13] illustre 'application de ces résultats.



Chapitre

Préliminaires

Ce chapitre rassemble les notions fondamentales utilisées dans ce mémoire. Nous
présentons successivement les espaces fonctionnels classiques [5], la théorie des Cy-
semi-groupes [7], le calcul fractionnaire avec les intégrales et dérivées de Riemann-
Liouville [11, 12, 15, 17, 14, 16], ainsi que les théorémes de point fixe de Banach et
Leray-Schauder.

1.1 Notations et définitions

Dans cette section, nous introduisons les notations, définitions et résultats préli-
minaires qui seront utilisés tout au long de ce travail.

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé). [5] Soit E un espace vectoriel sur R (ou
C). On appelle norme sur E une application || - || : E — Ry vérifiant :
o |[z]| =0 < z =0 (séparation),
o |[\x|| = [A|||x|| (homogénéité),
o ||z +y| <|z||+ ||yl (inégalité triangulaire).
Un espace vectoriel normé est un couple (E, || -||).
Définition 1.1.2 (Espace de Banach). [5] Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. On

dit que E est un espace de Banach s’il est complet pour la norme || - ||, ¢’est-a-dire
si toute suite de Cauchy dans E converge vers un élément de E.

Définition 1.1.3 (Espace de Hilbert). /5] Un espace de Hilbert H est un espace
vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-) qui est complet pour la norme :

2]l =/ (z, 2).

Définition 1.1.4 (Espace LP). [5] Soit Q un ouvert de R" et 1 < p < co. On note
LP(Q) l’espace des fonctions mesurables de 2 dans R telles que :

I = ([ 150 e R
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Muni de cette norme, LP(S)) est un espace de Banach. Pour p = 2, l’espace L*(Q)
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(f,9)r2 —/Qf(a:)g(x)dx.

Définition 1.1.5 (Espace de Sobolev H*). [5] Soit Q un ouvert de R™ et k € N.
L’espace de Sobolev H*(Q) est défini par :

H* () ={ue L*Q) : D*ue L*Q), V|a| <k},

ou D*u désigne la dérivée faible d’ordre oo. Muni de la norme :

1/2

lallge = | D IDulf |

|| <k

H*(Q) est un espace de Hilbert. On note HE(Q) la fermeture de D(S) dans H*(S2).
En particulier :
Hy(Q) ={ue H'(Q) : u=0 sur 00} .

Propriétés 1.1.1 (Base de fonctions propres). Considérons l'opérateur linéaire
2

A= % défini sur son domaine D(A) = H*(0,7) N Hy(0,7) C L*(0, ).
T

Les valeurs propres de —A sont données par N\, = n? pour n € N*, et les fonctions
propres associées sont :

2
en(x) = \/;Sin(nx), n=12...

La famille {e, }n>1 forme une base orthonormée compléte de L*(0, 7). Tout élément
u € L*(0,7) s’exprime par :

oo

u(z) = Z(u,en>en(x), avec (u, e,) = /Oﬂu(x)en(x) dx.

n=1

Précisons maintenant les normes usuelles associées aux espaces introduits ci-
dessus :

Soient (E, || - ||) un espace de Banach et J un intervalle réel compact. On note
C(J, E) 'espace de Banach de toutes les fonctions continues de J dans E, muni de
la norme :

[Ylle = sup {[ly(@)] - ¢ € J} .
Pour toute fonction ¢ € C'([—r,0], E)), la norme est définie par :

[l = sup {|[4(6)

De méme, pour toute fonction ¢ € C([—r,b], E), la norme est définie par :

6]l = sup {[le(O)]| : 6 € [—r, 0]}

120 € [—r0]}.
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On désigne par B(E) l'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés de E
dans F, muni de la norme :

N5z = sup {INyll - [lyll =1}

Définition 1.1.6 (Intégrale de Bochner). Soit f : J — E mesurable. On dit que f est
intégrable au sens de Bochner s’il existe une suite de fonctions étagées {f,} telle
que :

o fn(t) f(t) pour presque tout t € J,
o 11m / | fu(t) — f(t)]|dt = 0.
Dans ce cas, /f(t = lim fn( )dt. L'espace L*(J, E) est l’ensemble de ces
J n—oo

fonctions avec :

£l = /J 78|\ de.

Proposition 1.1.1. Soit (E, ||-||) un espace de Banach et M C C(J, E). On dit que M
est relativement compact dans C(J, E) si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) M est borné, c’est-a-dire qu’il existe une constante b > 0 telle que
1fllo <b, VfEM;

(i1) M est équicontinu, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour
tous xr1,x9 € J,

21 — 22| <0 = |[f(x1) = fz)| <&, VfeM;

(i) pour tout x € J, Uensemble {f(x) € E : f € M} est relativement compact
dans E.

Définition 1.1.7. Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une applica-
tion.

e f est dite compacte si [image f(F) est relativement compacte dans F'.
e f est dite completement continue si elle est continue et si l'image de tout

ensemble borné de E est relativement compacte dans I

Théoréme 1.1.1 (Arzela-Ascoli). Soit F' une famille des fonctions continues définies
sur un intervalle [a,b]. Alors F est relativement compacte (précompact) dans Cla, b|
st F'est équicontinue et uniformément bornée.

Définition 1.1.8 (Produit de convolution). Soient f,g € L*(R). On appelle produit
de convolution de f et g, noté f * g, la fonction définie par :

(f*g)( / f(t—s)g(s)ds, pour presque tout t € [0,D].
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1.2 Théorie des Cy Semi-groupes

Dans cette section, nous donnons un bref apercu de la théorie des Cy semi-groupes
qui est tres importante dans 1’étude des équations différentielles semi-linéaires avec
retard.

Définition 1.2.1. On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu)
d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach E une famille
{T'(t)}+>0 C B(E) vérifiant les conditions suivantes :

1. T(0) =1, ou I est l'opérateur identité sur E.
2. T(t+s)=T()T(s), pour tous t,s > 0.
3. lim T(t)x = x, pour tout x € E.

t—0t

Définition 1.2.2. On appelle générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
{T'(t)}t>0 lopérateur A défini par :

T(t)r —
D(A) = {x € E; lim W e:m'ste}

t—0+

et (s
A — Jig L)z —2

t—0t t

, Vax € D(A).

Définition 1.2.3. Soit A: D(A) C E — E un opérateur linéaire.
On définit l’ensemble résolvant de A par :

p(A) ={A € C: A\ — A est inversible dans B(E)}
La résolvante de l'opérateur A est lapplication :

définie par :
A= RO\ A) = (M — AL

Théoréme 1.2.1 (Hille-Yosida). Soit E un espace de Banach et soit
A: D(A) C E — E un opérateur linéaire. Alors A est le générateur d’un Cy-semi-
groupe de contractions (T(t))i>o sur E si et seulement si :

o A est fermé et D(A) est dense dans E,
o Pour tout A >0, on a X € p(A),
o Pour tout X > 0 et tout n € N,

1
M—-—A| < —.
JAT = A" < <
Proposition 1.2.1. Un opérateur linéaire A engendre un semi-groupe de classe Cy si
les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) D(A) est dense dans E,
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(i) la condition de Hille-Yosida est vérifiée, c’est-a-dire qu’il existe M >0
et w € R tels quejw,+00[ C p(A) et :

sup {(A —w)" [[(AL = A) "] : A>w, n e N} < M,

ou p(A) désigne l'ensemble résolvant de l'opérateur A et I l'opérateur identité sur
E.

Proposition 1.2.2 (Cas particulier important). Si M = 1 et w = 0, la condition
générale se réduit a :
1
VA>0, VvneN, |[(M—-A)™"< XL

qui est exactement la condition du Théoréme de Hille-Yosida (1.2.1) pour les contrac-
tions.

Définition 1.2.4. Soit (E, | -||) un espace de Banach et A : E — E un opérateur. On
dit que A est une contraction (ou opérateur contractant) s’il existe une constante k
telle que 0 < k <1 et

Az — Ay|| < kllz —yll, Va,y € E.
Exemple 1.2.1. Soit :
C=A{f:][0,4+00[— R | f est uniformément continue et bornée}

muni de la norme :

[flle = sup [f(a)].

a€l0,4o00[

L’espace C' est un espace de Banach. Définissons :
(Tt)f)o) = f(t+ ), t>0, a€l0,+o0].
Clairement T (t) est linéaire. De plus, pour f € C :
IT(#)fllc = sup |T(t)f(a)

a€l0,+o00[

= sup |f(t+ ).
a€l0,+o00[

Posons £ = a +t. Alors :

IT@) fllc = sup [f(£)]

£€(t,+oo]

< sup |f(§)]

£€[0,+o00]

= [Iflle-

Donc {T(t)}i>0 est une famille d’opérateurs linéaires bornés et

IT#)]|c =1, Vt=>0.
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Vérifions les propriétés :
i) T(0)f = f(0+ «a) = f(a) done T(0) = 1.

1) Pour s,t >0 :
(T(t+s)f)(a) = f(t+s+a)
= T() (T($)/) (@)

Donc

T(t+s) = T(t)T(s).
)

I |T(t) f = fllo = lim sup [f(a+1) = f(a)]

—0 a€l0,+o0[

=0.

car f est uniformément continue. Par conséquent, {T(t)};>0 est un Co-semi-groupe.
Soit A: D(A) C C — C le générateur infinitésimal.

i) Si f € D(A), alors pour tout « :
iy TS = S(0) _ Sle+0) = )

t—0 t t—0

= f'(a).

Donc
DA)c{feC|feC} et Af=/f".
i) Réciproquement, si f € C et f' € C, alors :

T(t)f(0) = £(@) | _|St+a) = f()
8 fla) t

Par le théoreme des accroissements finis(?7?),

flt+a) = fla) 1 [,
z/a f(r)dr.

— ()|

t
Ainsi,

1 o+t

‘2/ (f’(T) — f’(a)) dr| — 0  uniformément quand t — 0,
car [’ est uniformément continue.
Donc :

T(t)f —
t c

Ainsi f € D(A).

Finalement,

DA ={feC|feC} e Af=Ff.
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Définition 1.2.5 (Semi-groupe compact). Un Cy-semi-groupe {T'(t) };>o est dit com-
pact si T'(t) est un opérateur compact pour tout t > 0, c’est-a-dire que pour tout
ensemble borné B C E, l'ensemble T(t)B = {T(t)x : x € B} est relativement
compact dans E.

Remarque 1.2.1. La compacité du semi-groupe est une propriété importante qui per-
met d’appliquer le théoréme d’Arzela-Ascoli et d’obtenir la compacité de 'opérateur
de Leray-Schauder. De nombreur semi-groupes issus d’équations auz dérivées par-
tielles paraboliques sont compacts.

2
Remarque 1.2.2. L’opérateur linéaire A = —— défini sur :
x

D(A) = H?*(0,m) N H(0,7) C L*(0,7) engendre un Cy-semi-groupe analytique
{T'(t)}+>0 qui s’exprime explicitement a l’aide de sa base de fonctions propres {ey, }n>1
par :

T(t)u(z) = Z e u, en)en(z),  Vu € L0, ).

n=1

Cette représentation sera fondamentale pour exprimer les solutions des équations aux
dérivées partielles fractionnaires (EDP) avec retard étudiées a la fin des chapitres 2
et 3.

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Fonctions spéciales

Les fonctions spéciales étendent aux nombres réels ou complexes des notions
comme la factorielle. La fonction Gamma d’Euler et la fonction Béta en sont deux
exemples essentiels. Elles sont définies par des intégrales et interviennent dans la
résolution d’équations différentielles fractionnaire.

La fonction Gamma :

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction d’Euler Gamma
qui généralise le factorielle n! a des arguments réels ou complexes non entiers.

Définition 1.3.1. La fonction Gamma I" est définie par ['intégrale suivante :
+oo
I(z) = / e dt, Re(z) > 0.
0

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C tel que Re(z) > 0.
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Fonction Gamma d'Euler M(x) pour x > 0

T
25 r(5)=24

— ()

. Points remarquables

20

T(x)

{1/2)=\sqrtn=1.77

(2.6923, 25.628)

F1GURE 1.1 — Fonction Gamma I'(z) pour z > 0.

u
Proposition 1.3.1. L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est
qu’elle satisfait a ’équation fonctionnelle suivante :
I(z4+1) =2[(z).
En particulier, pour tout entier naturel n >0 :
F'n+1)=mn!

Une autre propriété importante de la fonction Gamma est qu’elle possede des poles
simples aux points z = —n, n=0,1,2,...

Preuve 1.3.1. On démontre cette proposition par une intégration par parties de(1.5.1) :

“+oo
[(z+1) = / e~ iDL g
0

+00
/ e 7 dt.
0
En intégrant par parties, on obtient :

—+00 " +oo
/ e dt = [—e ] T + 2 / e 'l dt.
0 0

Le terme entre crochets s’annule car : tlim e 't* = 0 pour Re(z) > 0. On obtient
—+00

donc :

+oo
['(z+1)= z/ et dt
0

/

~~

I'(2)
=zT(2).
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En particulier, on a :

(1)

—+oco
/ ettt dt
0
—+o0o
/ e tdt

0
1.

En utilisant la relation I'(z + 1) = 21'(2), on obtient pour z € N* :
@) =1-I1)=1-1=1,
I@3)=2-T(2) =2 1 =2,
T(4)=3-T(3) =320 =3I,
I'n+1)=n-T'(n)=n-(n—1) =nl
Par conséquent, I'(n) = (n — 1)! pour tout n € N*. |
Proposition 1.3.2. Pour tout n € N*, on a :

F(n+%) = COVE et (3) = V.

Preuve 1.3.2. On commence par calculer T’ (%)

Par définition nous avons :

1 oo
r <—) :/ e 12 dt.

2 0

Effectuons le changement de variable : t = u?> avec dt =2udu :
1 T 2\—1/2
r(=|]= e " (u) 2udu
2 0
+oo )
= / e " du.
0

+oo
Lintégrale de Gauss donne : / e du = ﬁ
0

Par conséquent :
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Maintenant, pour n € N*, utilisons la relation fonctionnelle I'(z+1) = zI'(z) de

maniere récurrente :
1 1 1
Pneg) = (ng)r(n2)
1 3
=(n—=)(n—=< )T n—§
2 2 2

Or [Jek-1)=1-35--(2n-1).
k=1
En multipliant et divisant par 2-4-6---(2n) = 2"n!, on obtient :

ﬁ@k = (2n)!

2npl

ol
—_

Ainsi :

Finalement, en remplacant T’ (%) = /7, on obtient :

r <n+ %) = <2n)!\/%.

— 4np)

Ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 1.3.1. Autres représentations de la fonction Gamma :

La fonction Gamma peut également s’écrire sous différentes formes selon le
contexte :

o Représentation par un produit infini (Euler) :
1o (1+ 1)
I'z) = - —ns 0,—-1,—-2,...
(Z) Z H 1 + Y Z # ) ) b

Cette formule montre que I'(z) a des péles simples aux entiers négatifs ou nuls.

o Représentation par intégrale de Weierstrass :

1 = z
— "z 1 _) —z/n
() ze H < + - e )

n=1

ot 7y est la constante d’Euler-Mascheroni (y = 0.577216 ).

La fonction Béta

Dans le cadre du calcul fractionnaire, la fonction béta intervient de maniere
fondamentale, notamment via la fonction Gamma, pour définir les opérateurs d’in-
tégration et de dérivation d’ordre non entier. Elle facilite ainsi considérablement la
manipulation et la résolution d’équations différentielles fractionnaire complexes.

Définition 1.3.2. La fonction B(z,w) est définie par lintégrale d’Euler de seconde
espece :

1
B(z,w) = / 11 —t)“"tdt, Re(z) >0, Re(w) > 0.
0

Cette intégrale est convergente pour tout z,w € C avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Fonction Béta B(x,x) pour x > 0

F B(0.5,0.5)=3.142
=n

B(x.x)

B{1,1)=1

s
05 b \

B(2,2)=0.167 = 1/6

. L T T 5(3,3)=0.0333 mmmm B(4,4)=0.00714 s—
0 1 2 3 - 5
X

FIGURE 1.2 — Fonction Béta B(z, z) pour z > 0.
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Proposition 1.3.3. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation

sutvante :
['(2)T'(w)

Iz+w)’
Il en résulte que la fonction Béta est symétrique : B(z,w) = B(w, 2).

B(z,w) = Re(z) > 0, Re(w) > 0.

Proposition 1.3.4. Pour tout p,q € C tels que R(p) > 0 et R(q) > 0, la fonction
béta vérifie les propriétés suivantes :

. B(p,q) = B(q,p).
. B(p,q) = B(p+1,9) + B(p,q +1).

q q
J B(p,q+1)==B(p+1,9) = —— B(p,q).
pa+1) =4 B+ 1.0 = = Bl
e tp_l % . 2p—1 2q—1
° B(]%Q):/O e dtzZ/O (sint)*~*(cost)*™" dt.

Preuve 1.3.3. 1. D’apres la définition de la fonction béta,
B(p,q) = /1 11 — 1)t at.
0
En effectuant le changement de variable w =1 —t, on obtient
B(p,q) = /1(1 — )" 'u?" du = B(q,p).
0

2. En utilisant la relation
I(z+1) =2T(2),

on a
L(p)T(qg+1) q

B(p,q+1) = = B(p,q).

( ) I'(p+q+1) p+q( )
Ainsi,

p+q p

B(p,q)zTB(anrl):5B(p,q+1)+B(p,q+1)'

Or,

p I'(p+1)I'(q)

q(pq ) Tp+g+1) (p+1,q)
Dot

B(p,q) = B(p+1,q9) + B(p,q+ 1).

3. En utilisant la définition de la fonction béta via la fonction gamma,

T(p)lg+1)  ¢Tp+1DI(qg)

Blp,q+1) = — .
(1) Fp+qg+1) plp+qg+1)

Ainsi,
q

En combinant avec le résultat précédent,

q
B(p,q+1) = ——B(p,q).
(h.a+1) = = B(p.a)
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4. En partant de

1
B(p,q)=/ N1 — )P dt,
0

11—\ 1 -1
(L=t =t (—t ) = 7! (; - 1) .

1 1 dr
r=--1, t=——  dt=——.
t r+1 (r+1)2

Lorsque t varie de 0 a 1, r varie de +o0 a 0. On obtient alors

+oo ,r,p—l
B(p,q) = / ——————dr
o

1+ r)rta

on écrit

Posons

En renommant la variable dintégration,

400 tp—l
B(p,q) = ———dt
(P, q) /O A5t

Montrons maintenant que

us

B(p,q) = 2/2 (sint)?*~!(cost)* ! dt.
0

A partir de
B(p,q) = /1 (1 - )Tt
effectuons le changement de vam’ab(l]e
t =sin’#, dt = 2sinf cosfdh.

Comme
1 —sin? 6 = cos?#,
1l vient

jus

B(p,q) =2 /2 (sin §)*~*(cos #)?7* d.
0
|

Cas particuliers en utilisant la relation avec la fonction Gamma, on obtient les
valeurs particuliéres suivantes :

e B(1,1)=1.
* B(33)=m
e B(3, 1) = 2
e B(1,2) =
I'(z)I"
Preuve 1.3.4. En utilisant la relation fondamentale B(z,w) = M et les va-
Iz +w)

leurs connues de la fonction Gamma, on obtient les résultats suivants.
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Cas 1 : Calcul de B(1,1)

(1) D))
B(l’l):F(l—H) T2

On sait que T'(1) =1 et T'(2) =1 xT'(1) = 1. Donc :

1x1

B(1L,1) = —

Cas 2 : Calcul de B (%, %)

On sait que I' (3) = /7 et T'(1) = 1. Donc :

Cas 4 : Calcul de B(1,2)

_ ) _
B(1,2) = L(1+2)  T(3)

On sait que I'(1) =1, I'(2) =1 et I'(3) =2 x I'(2) =2 x 1 =2 Donc :

1x1 1
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La fonction de Mittag-Leffler

la fonction de Mittag-Leffler généralise la fonction exponentielle et interviendra
de maniere récurrente dans les estimations et les solutions explicites.

Définition 1.3.3 (Fonction de Mittag-Leffler). On appelle fonction de Mittag-Leffler
la fonction définie par :

+oo k

z
E =y .
aﬂ(z) prd F(k'Oé—i—ﬁ)’ z € Ca 0475 >0

Pour =1 :
+o00 Zk
Ea’l(Z):Ea(Z>:Zm, ZE(C, a > 0.
k=0
Et poura=1,5=1,o0na:
El,l(z) = e°.

Cette derniere joue un role tres important dans la théorie des équations différen-
tielles d’ordre entier.

Propriétés 1.3.1. 1. Ey(z) =¢€*

er—1
2. F =
1,2(2) >
e —1—z
3. E1’3(2) == T
4. Ey1(2*) = cosh(z)
inh
5. Fyal(s?) = sinh(z)
z
1 m—2 Zk
6. Vvme N, FEy,(2) = om—1 [62 - Z E]
k=0

1.3.2 Intégration et dérivation fractionnaire

Le calcul fractionnaire constitue une généralisation du calcul classique aux ordres
non entiers. Il fournit des outils mathématiques adaptés a 1’étude de nombreux
phénomenes a mémoire.

Intégration fractionnaire de Riemann-Liouville :

Nous présentons dans cette partie un opérateur fondamental du calcul fraction-
naire, largement utilisé dans I’étude des équations différentielles fractionnaire.

Définition 1.3.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale
fractionnaire d’ordre aw € C de Riemann-Liouville de f, notée IS f, l'intégrale sui-
vante :

I f(x) = ﬁ /x(m _ 0 (6 dt, @ > a, Re(a) > 0.



1.3 Calcul fractionnaire 23

Exemple 1.3.1. Considérons la fonction f définie par :
f(x)=(z—a)’, x€lab], B>—1,a>0.
Alors, on a :

I f(z) = ﬁ /x(x — 01t — ) dt.

En effectuant le changement de variable : t = a + (z — a) &, on obtient :

r—a)th [t
15 () = % | ea-gae

En tenant compte de la fonction Béta, on obtient :

I 4(0) = po gt~ "
Cas particuliers :
e Sia =1, on retrouve l'intégrale classique : I}(x — a)’ = %
e 5i =0, on obtient : I*1 = M.
“ I'(a+1)

Dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville :

La dérivation fractionnaire prolonge la dérivation classique aux ordres non en-
tiers. On utilise ici la définition de Riemann-Liouville, qui repose sur l'opérateur
d’intégration fractionnaire.

Définition 1.3.5. Soit a € C tel que Re(a) €n — 1,n[, n € N*, et f € C([a,]).
On appelle dérivée fractionnaire d’ordre v au sens de Riemann-Liouville de f, notée
D¢ f, la fonction définie par :

Dg f(x) = D" [1;7° f(«)]
N T
_ {r( )/a (2 — )" V() dt |

dz™ n—aq

n = [Re(a)] + 1 et [-] désigne la partie entiére.

Remarque 1.3.2. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ne posséde
pas, en général, la propriété de commutativité, c’est-a-dire que pour deux ordres
fractionnaire o et B, on a :

D% o DP £ DF £ DB o D2
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Exemple 1.3.2. On considére la fonction constante f définie par :
f:la,b) = R
z— f(z) =1

1 11 1.1
Calculer explicitement les expressions de Dg f, puts de D§ D§ f ainst que D02+2f.

En utilisant la définition classique de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
pour une puissance (sachant que 1 = 2°), on applique la formule générale

r 1
Dyx" = —(7 +1) x7 e
I'vy+1—-a)
Pour a = % et v =0, nous obtenons immédiatement :
1 Ir'o+1 1
Dgl ( + )1 0
ro0+1-3)
INQ!
_ (1)55—%
I'(3)

1/ 1
Calculons a présent la composition successive de ces deux opérateurs, soit D (Dg 1) .
Par la définition de la dérivation fractionnaire :

L4
F(%) dx

/ (x — )31 D21(t) dt.
0

En remplacant la premiére dérivée fractionnaire trouvée et en utilisant T’ (%) =/
I’expression devient :

Afin d’évaluer lintégrale présente a l'intérieur, effectuons un changement de
variable par substitution directe en posantt = x -r, ce qui donne dt = x dr.
Les bornes de l'intégrale se transforment alors comme suit :

e Sit=0, alorsr =0,

o Sit=ux, alorsr =1.
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En injectant ce changement dans l'intégrale, nous pouvons factoriser la variable x :
L 1 1 1 1 1
/ t72(x—t)"2dt = / (xr)"2(x — xr) 22 dr
0 0
1 1 1 1 1
/ x zr 2xT2(l —r) 2xdr
0
1_ 1 1
— gz 2t! / r-
0
1
= xo/ r%_l(l - T)%_l dr
0

On reconnait sous cette forme la définition intégrale exacte de la fonction Béta

1
d’Buler B(p,q) = / P71 =) dr évaluée pourp =1 etq=3 :
0

VI

dr

N[

(1—=r)"

L’intégrale est donc une valeur constante égale a w, indépendante de la variable
temporelle x.

Revenons maintenant au calcul de la dérivée fractionnaire composée. En substi-
tuant cette valeur w, on obtient :

11 d
D§D§1 =~ ()

0

SN~

D’autre part, évaluons la dérivée fractionnaire globale d’ordre direct :

1 1
Oé+6:§+§
=1.

Par application directe de l'opérateur de Riemann-Liouville d’ordre 1 (qui coincide
avec la dérivée classique d’une fonction constante) :

+

DZ"?1 = Djl

- (1)

(=P
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Par conséquent, pour cet exemple particulier impliquant une fonction constante,
nous remarquons l’identité suivante :

11 1,1
DZDE1=DE 1
— 0.

Relation entre I'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Lemme 1.3.1. Soit o € C tel que :
n—1<R(a) <n, n € N*,
et soit f € C(la,b]). Alors, on a :
(DEI2f) (2) = f(2), € [a,b].

Preuve 1.3.5. D’aprés la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann—Liouville
on a

(DRI f) (x) = D"(1;*(1f)) (x).

En utilisant la propriété de semi-groupe des intégrales fractionnaire :
]an—a]aa — Ian

On obtient :

(D5 f) (z) = D*(I;"f) ().
Or, la relation classique entre lintégrale d’ordre entier et la dérivée d’ordre entier
donne :

D1 f) (z) = f(z).
Par conséquent :
(D15 f) (x) = f(x),

ce qui acheve la démonstration.

Dérivée fractionnaire de Caputo

Bien que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann—Liouville constitue un outil
fondamental du calcul fractionnaire, son utilisation dans les problemes appliqués
présente certaines difficultés, notamment dans le traitement des conditions initiales
exprimées a l'aide de dérivées classiques. Afin de surmonter cet inconvénient, Caputo
a proposé, une autre définition mieux adaptée a la modélisation des phénomenes
physiques.

Définition 1.3.6 (Dérivée de Caputo). Soient Re(a)) €ln — 1,n[, n € N* et f €
C™(la,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o € C au sens de Caputo de f
notée ‘D2, la fonction définie par :
“Dyf(x) = 17 [D" f(x)]
1

- - a:x_ n—a—1 ¢(n) " (o . N |
F(n—a)/a( tr e f W) dt, (n = [Re(e)] +1, x> a). (1.1)

On note ©D§ par ©D*.
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Remarque 1.3.3. Contrairement a la dérivée de Riemann—Liouville, obtenue en ap-
pliquant d’abord l'intégrale fractionnaire puis la dérivation classique, la dérivée de
Caputo est définie en effectuant ces deux opérations dans l’ordre inverse. Cette par-
ticularité facilite Uintroduction des conditions initiales classiques.

Exemple 1.3.3. Considérons la fonction
fl@)=(z—a)?,  B=0.
Soient n € N* et a € [n — 1,n[. Alors,

LpB+1)

CDg(x—a)B:—F(ﬁ_a+1)

(x —a)’, B >n-—1.
Par ailleurs,
“D%(x —a)’ =0, Be{0,1,...,n—1}.
Ainsi,
I'(g+1)

“Dx—a)f ={ T(B—a+1)
0, Bef0,1,....n—1}.

(r —a)~™, B>n-—1,

Remarque 1.3.4. La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est
nulle. En effet, si

flt)=¢,

ou C' est une constante, alors
“DeC = 0.

Proposition 1.3.5 (Linéarité). Soient o € C tel que
n—1<R(a) <n, n € N¥,

et soient f et g deux fonctions admettant des dérivées fractionnaire de Caputo
d’ordre a.. Alors, pour tous A\, u € C,

“DIAf + ng)(x) = ADgf(x) + n“Dig(x).

Relation entre ’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Les opérateurs fractionnaire de Caputo entretiennent une relation étroite avec
I'intégrale fractionnaire. Les résultats suivants traduisent cette complémentarité et
seront utiles dans la suite de ce travail.

Lemme 1.3.2. Soient o € C tel que
n—1<R(a) <n, n € N¥,
et soit f € C™([a,b]). Alors,
(“DELES) (@) = f(2).
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Preuve 1.3.6. D’apres la relation entre les dérivées de Caputo et de Riemann—
Liouville, on a

n—1
C nHo k—a
D¢g(x) = (x —a)" 7,
— F -« + 1)
ou g=If. Ainst,
n—1 [af
(D3I 1) (@) = (DRI (@) = 3 e - 1) (z—a)=.
k=0

Or, d’aprés le Lemme(1.3.2)
(DEI2f) (2) = f(2).
Par ailleurs, comme k <n —1 < R(«), on a
(I°f\®@)=0, k=0,1,...,n—1.

Par conséquent,
(“DgI7f) () = f(2),

ce qui acheve la démonstration. [ |

Lemme 1.3.3. Soient o € C tel que
n—1<R(a) <n, n € N7,
et soit f € C™([a,b]). Alors,

(1 °Df) (@) = fw) = 32

ot

n=[R(a)] + 1.

Preuve 1.3.7. D’apres la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo,

“Dg f(a) = 1 ().

En appliquant l'intégrale fractionnaire d’ordre o, on obtient

(12 D3 f) (2) = I3 (177 f™) ().

Grace a la propriété de semi-groupe des intégrales fractionnaire, il vient

(12°D21) (0) = 1) = s [ e = 0r £ ) a

En intégrant par parties, on obtient

IZf(”’(w)Z—%f(”_”(aH 1 )/I(x—t)”_Qf("‘l)(t)dt-

I'(n—1
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En répétant ce procédé successivement, on arrive a

121 = )~ ) - L=y - E gy,
Ainsi,
(12°D28) (@) = 50) - 52 L o
La démonstration est donc compléte. - -

1.4 Théoremes de point fixe

Dans cette section nous présentons deux théoremes de point fixe qui sont utilisés
dans la suite pour montrer 'existence et 'unicité de solution intégrale.

Théoréme 1.4.1 (Contraction de Banach). Soit (X,|| - ||) un espace de Banach et
f: X — X une contraction, c’est-a-dire qu’il existe k € [0,1) tel que :

1f (@) = fWIl < Kllz —yll, Vo,yeX.

Alors f posséde un unique point fize z* € X, c’est-a-dire f(x*) = x*.

Théoréme 1.4.2 (Leray-Schauder). Soit E un espace de Banach et U C E un en-
semble convexe tel que 0 € U. Soit F': U — U un opérateur compléetement continu.
Alors, on a les alternatives suivantes :

1. F posséde un point fize z* € U, c’est-a-dire F(x*) = x*.
2. Uensemble {x € U : x = A\F(z), 0 < X\ < 1} est non borné dans E.



Chapitre 2

Equations différentielles semi-linéaires
d’ordre fractionnaire a retard fini

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’existence et 'unicité des solutions pour des
équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires d’ordre fractionnaire a retard
fini. L’outil de base dans notre étude est la théorie des Cyy semi-groupes et 'argument
du point fixe. On cite, a titre d’exemple, les travaux de Agarwal et al. [1], Belmekki
et al. [3, 4] ainsi que les ouvrages de référence sur le calcul fractionnaire [12, 15].

On considere le probleme suivant :

Dy(t)
y(t)

Ay(t) + f(t,y), teJ:=10,b], (2.1)
(p(t), te [—7“, 0]7

ou :
o D% est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville standard.
e f:JxC([-r0],E) — E est une fonction continue.

e A: D(A) C E — FE est le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe
{T'(t)}+>0 sur un espace de Banach réel (E, || - ||) et on note :

M = sup{|[T(t)[|l5) : t € J}.

e ©:[—70] = E est une fonction continue donnée avec ¢(0) = 0.

Cette condition assure la compatibilité entre la condition initiale et la solution inté-
grale en t = 0.

Pour toute fonction y définie sur [—r,b] et pour tout ¢ € J, nous notons y;
I'élément de C([—r,0], E') défini par :

y(0)=yt+6), 0¢cl[-rQ0.
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e y;(-) représente I'historique de 1'état depuis l'instant ¢t — r jusqu’a l'instant
présent t.

Avant de prouver nos résultats principaux pour ce chapitre, nous donnons la
définition de la solution du probleme (2.1)-(2.2).

Définition 2.1.1. On dit qu’une fonction continue y : [—r,b] — E est une mild
solution du probléme (2.1)—(2.2) si y(t) = p(t), t € [-7,0] et

y(t) = % /0 (b= $)*"'T(t — 5) f(s,y.) ds, 1€ J. (2.3)

«

2.2 Résultats principaux

On va donner un premier résultat concernant 1’existence et 'unicité de la solution
du probleme (2.1)—(2.2) en utilisant le théoreme de la contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1. Soit f : J x C([-r,0], E) — E une fonction continue. Supposons
que la condition suivante est vérifice :
(A1) Il existe une constante k > 0 telle que :

|f(t,u) — f(t,v)] < k|lu—v|c, pourteJ etu,veC([-r0],E). (2.4)
S kMb®

alors il existe une unique mild solution du probléme (2.1)—(2.2) sur [—r,b].

Preuve 2.2.1. On transforme le probleme (2.1)—(2.2) en un probleme du point fize.
On considére lopérateur F : C([—r,b], E) — C([-r,b], E) défini par :

g&(t), te [_T7 0]7

Fy)t) =9 1

i [T -9 s as, 1<

Soient y,z € C([—r,b], E), alors pour tout t € [0,b], on a :

Fly)(t) - F(2)(t) = ﬁ / (t— 81Tt — )[f(5,5) — f(5,2)] ds.

I
Donc
1 t ,1
F)(t) - F(=)()] = 'W / (t— 81Tt — 5)[F(s,90) — F(s, )] ds
< ﬁ / (t— )" T — ) sy L (5 8) — F(52)| ds
M

—5) 'k |lys — zl|o ds.

(AN
=3
£
O\H
-
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Prenons le supremum surt € [0,b], nous avons :

t
IF@) - FG)llp < %ny—zuD / (t - )" ds
< EE =l
- T(a+1)
< MEE .
- Na+1)

Par la condition (2.5), lopérateur F est une contraction et donc F a un unique
point fize par le principe de contraction de Banach, qui est ['unique solution mild du
probléeme (2.1)—(2.2).

Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur I'alternative non linéaire
de Leray-Schauder appliquée aux opérateurs completement continus.
Le lemme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat principal [ |

Lemme 2.2.1 (Gronwall). Soient o, ¢ ety trois fonctions continues sur un segment
[a,b], @ valeurs positives et vérifiant 'inégalité

Y1) < o(t) + / b(s)y(s)ds, Vi€ [a,b] (2.6)
Alors

a

y(t) < o)+ /tcp<s>w<s>exp(/:wu)du)ds, vielt — (@7)

Preuve 2.2.2. Posons F(t) = / »(s)y(s)ds.
En multipliant les deux membres de (2.6) par (t), on obtient :

F'(t) < o(t)(t) + v () F (1),

ce qui s’écrit aussi :

F'(t) = () F(t) < @(t)(t).

Posons G(t) = F(t) exp (- / () ds).
Alors :
&0 < el (- () ).

Comme G(a) = F(a) = 0, on déduit par intégration :
60 < [ e (- [ vwan) s
Or, dapres (2.6), on a
0 < ol0) + Fl6) = o) + G0 exp ([ 0190ds).

D’ou le résultat voulu. [ |
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Théoreme 2.2.2. Supposons que les hypotheses suivantes soient vérifiées :
(A2) Le semi-groupe {T'(t)}es est compact pour t > 0.
(A3) Il existe des fonctions p,q € C(J,Ry) telles que :

[f(t,u)l < p(t) + q®)llulle, Yt € J Vue C([-r,0], E). (2.8)
Alors le probléeme (2.1)—~(2.2) admet au moins une mild solution sur [—r,b.

Preuve 2.2.3. Transformons le probléme (2.1)—(2.2) en un probléme de point fize.
Considérons lopérateur F : C([-r,b], E) — C([—r,b], E) défini comme dans le
Théoreme 2.2.1.

La démonstration est donnée en quatre étapes.

Etape 1 : F est continu.

Soit {y,} une suite de C([—r,b], E) telle que y, — y. Alors pourt € [0,b] on a :

Fyn)(t) = F(y)(t) = ﬁ/o (t =)' T(t — 8)[f(5,yns) — f(5,95)] ds.

Donc :
| F(yn)(£) = Fy) ()] < ﬁ/o (t =) Tt = )l 1f (s yns) = f(5,ys)| ds
M t o1
S m/(; (t—S) ’f(sayns) —f(S,y3)|dS.

Prenons le supremum sur t € [—r,b], nous avons :

Mb*

I1F () = FWllo < gy gy o) = £l

Comme vy, — y et [ est continue, on a :

fCoyn) = f(y)  lorsque n — co.
D’apres le théoréeme de convergence dominée de Lebesque :

M~

1 (yn) — ()IID_F< +1)||f( Yn:) = f(y)llp =0 lorsque n — oc.

Donc F' est continu.

Etape 2 : I transforme tout ensemble borné en un ensemble borné.

Soit p > 0 et considérons B, = {y € C([-r,b], E) : ||yl < p}. Pourtouty € B,
et pour toutt € J, on a :

Fy)(1)] = ‘W / T (e
I(a) / (t =) T(t = )| | £(5,ys)] ds.
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En utilisant Uhypothése (A3), on obtient :

I _
[F(y) ()] < F—/ (t = )Tt = 9)llsm) () +a®)]lylle) ds
(@) Jo
M t
< —— (|Iplloo + 2llq]lo0 / t —s)* ds.
F(&)(H I lqlloc) 0( )
Or,
t to to
— a—1 _ - = -
/0 (t =)™ ds a TDla+1)
Ainsi,
Mt Mb*
< < — .
170 < gy Ul + pllalle) < s vl + )
On pose alors :
Mb™
0= Ta+1) (Iplloe + pllglles) < 4o0.
Donc,
1F ()]l < 0.

Par conséquent, F(B,) est borné dans C([—r,b], E).

Etape 3 : I transforme tout ensemble borné en un ensemble équi-
continu.

Soient 71,75 € J avec o, > 1 ety € B,. On a :

F(y)(m) — F(y)(m)| = ﬁ / "y — 8) T (ry — 8) (5. ) ds

1 [ o1
I / (71 — 8)° T (ry — 5) (5, ) ds|

ﬁ [/ ((72 = )71 T(72 = ) = (71 = )" T = ) ) £ (5, ) ds

+ /72 (19 — 8)* 1T (19 — 5) f(5,9s) ds] .

T1

En appliquant ["inégalité triangulaire, on obtient :

1 m
[Ey)(m2) = Fy)(n)] < W(A

(T — 8)* 1T (15 — ) — (11 — 8)°" 1T (my — s)‘ £ (s, ys)|ds

+ /m(Tz — s)a—l‘T(@ — 5] |f(8,ys)!ds>_

T1

(lplle + pllgllc) {7
= T (/

+ / " (s — )T (s — s)\ds> .

T1

(9 — 8)* ' (15 — 5) — (11 — 8)* ' (1) — s)’ds
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Comme 7o — 11, le membre droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro et puisque
{T'(t)}+>0 est un opérateur compact fortement continu, ceci implique la continuité
uniforme d’opérateurs.

Puisque F(B,) est une famille équicontinue et uniformément bornée. On conclut
d’aprés le Théoréme d’Arzeld-Ascoli que l’ensemble {F(y)(t) : y € B,} est relative-
ment compact dans E.

Etape 4 : Estimations a priori.

1l reste a démontrer que l’ensemble :
E={yeC([-rb],E):y=AF(y) pour un certain 0 < A < 1}

est borné. Soit y € £ un élément quelconque. Alors, pour chaque t € J, on a :

y(t) = ﬁ / (t— )Tt — )f(s,9) ds.

En utilisant Uhypothése (A3) (2.8), on obtient pourt € J :

Mb*[[plloo | Mgl /t =
t)| < t — 5)°7lyslc ds.
VOIS Tary) T T S, ) luslleds

Considérons la fonction p définie par :

p(t) = max{|y(s)|: —r < s <t}, tel

Soit t* € [—r,t] tel que u(t) = |y(t)|.
e Sit* € [0,b], alors par l'inégalité précédente et puisque t* < t, nous avons

pour tout t € J :

Mo [plloe | Mllglleo [* a-1
fot D) + () /O(t—s) w(s)ds.

o Sit* € [—r,0], alors u(t) = ||¢llc et linégalité précédente reste trivialement
vérifice.

pu(t) <

En appliquant le lemme de Gronwall généralisé (Lemme 2.2.1), on obtient :

M lplls [, MYl (Mbauquoo)] .

MO = T T(o+ 1) T(o+ 1)

Par conséquent, on a :

[Ylloo < max{l[¢llc, A}, Vy € €.

Ceci montre que l’ensemble £ est borné. En conséquence de ’alternative non linéaire
de Leray-Schauder, nous déduisons que l'opérateur F possede un point five qui est
une mild solution du probléme (2.1)—(2.2) sur lintervalle [—r,b]. |



36 Equations différentielles semi-linéaires d’ordre fractionnaire a retard fini

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme(2.1)—(2.2).

Théoreme 2.2.3. Supposons que les conditions du Théoréme 2.2.2 sont vérifiées.
Supposons de plus qu’il existe une constante positive k telle que :

|f(t,u) — f(t,v)] < kl|u—2|c, pourt € J et tout u,v € C([—r,0], E).
Alors le probleme (2.1)—(2.2) a une solution unique sur [—r,b].

Preuve 2.2.4. L’ezistence d’au moins une solution intégrale y(t) du probleme (2.1)-
(2.2) est assurée par le Théoréme 2.2.2. Pour prowver 'unicité de y(t), soit z(t) une
autre solution du probléeme (2.1)—(2.2).

Pourt € [-1,0], on a y(t) = 2(t) = ¢(t), donc ||y: — zt||c = 0.
Et pour t € [0,b], nous avons :

y(t) — =(t)] = ﬁ / (t— 81Vt — 5)[f(s,90) — F(s,2)]ds
< % / (t— ) (s, ms) — (5 2)|ds

Mk /t »
< = t— )" ys — zsl||cds.
| = = =)

Posons w(t) = sup{|y(s) — z(s)| : —=r < s < t}. Pour tout t € [0,b], l'inégalité
précédente devient :

ME [f
w(t) < W/o (t — 5)* " w(s)ds.

En wvertu du lemme de Gronwall (2.2.1) appliqué a la fonction w(t) avec une
condition initiale nulle (p(t) = 0), nous déduisons que :

w(t) <0  pour tout t € [0,0].

Comme w(t) > 0 par définition, on en conclut que w(t) = 0 pour tout t € [0,b].
Par conséquent, y(t) = z(t) pour tout t € [—r,b], ce qui prouve l'unicité de la mild
solution. [

Exemple 2.2.1. Pour illustrer les résultats théoriques d’existence et d’unicité établis
dans ce chapitre a l'aide du théoréme du point fize de Banach, nous considérons
I’équation aux dérivées partielles fractionnaire fonctionnelle a retard fini suivante :

o0“ 02
%u(t,x) - @U(ﬂ@ + Q(t,U(t - 1;))7 S [0771-]7 te [O7b]7 a € (07 1)7

u(t,0) = u(t,m) =0, t €10,b],
u(t, z) = ¢(t, x), z e (0,7, t €[-r0].

(P1)
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Ou :

e > 0 représente le retard fini.

e ¢:[—r,0]x|[0,7] = R est la fonction décrivant la condition initiale, supposée
continue.

e () :[0,b]xR — R est une fonction donnée qui vérifie une condition de Lipschitz
par rapport a sa deuzrieme variable.

Modélisation dans un espace de Banach :
Pour transformer ce systeme en un probléme abstrait de la forme :

Dey(t) = Ay(t) + f(t, yr),

nous choisissons l'espace d’état E = L*0, 7] muni de son produit scalaire et de sa
norme usuels :

<wmwzlﬂmww@¢vetnwnz(lﬂqumﬁé.

On définit 'opérateur linéaire A : D(A) C E — E par :
n_ Pw
Ox?

dont le domaine de définition dense D(A) est donné par :

Aw = w

D(A) ={w € E : w,w' sont absolument continues, w" € E et w(0) = w(r) = 0}.

Il est bien connu que les valeurs propres de A sont N\, = —n? pour n = 1,2, ...
et les fonctions propres orthogonales associées dans L*[0, 7] sont :

2
wy(x) = \/;sin(nx), n=12...

Ainsi, pour tout w € D(A), l'opérateur A peut étre représenté sous sa forme
spectrale :

oo
Aw = Z —n2(w, wy, )w,.
n=1

Lopérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (et
donc fortement continu) {T(t)}i>o sur E, explicitement défini par :

T(tw = Z e Hw, wy)w,, Yw € E
n=1

Puisque N\, = —n? < —1 pour tout n > 1, la norme de 'opérateur vérifie la
borne supérieure :
1Ty <e <1, Vt>0.

Par conséquent, la constante classique de majoration du semi-groupe est donnée
par :

M = sup || T(t)|se) = 1.
te€(0,b]
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Formulation Abstraite :

On définit maintenant la fonction d’état y(t) € E, Uhistorique y, € C([—r,0], E),
et la non-linéarité f : [0,b] x C([-r,0], E) — E par :

1. y(t)(x) = u(t,z) pourt € [0,b] et x € [0, 7],

2. o(0)(x) = ¢(0,z) pour 6 € [—r,0] et x € [0, 7],

8. 7(t.0)(x) = QU (—r)(x)) pour ¥ € C([r, 01 E) etz € [0.1]

Le systeme d’équations initial se réécrit de facon équivalente sous la forme abs-
traite suivante :

Ay(t) + f(t,ye), t€10,0]

Dy(t)
{ y(t) = o(t), tel-r0] (2.9)

vérifions de la condition de Lipschitz :

Pour appliquer le Théoreme théorique du chapitre, nous supposons que la fonc-
tion Q(t,-) est uniformément lipschitzienne par rapport a sa deuziéme variable, c¢’est-
a-dire qu’il existe une constante L > 0 telle que :

|Q(t7§1> - Q(t’§2>| < L|£1 - §2|’ vt € [07 b]a V£17§2 e R

Vérifions en détail ’hypothese de Lipschitz pour l’opérateur non-linéaire f. Soient
V1,109 € C([—r,0], E). Par définition de la norme dans E = L*[0, |, nous calcu-

lons :
W (tin) — £t )P = / (840 (@) — £t o) (@) d.

En remplagant par l’expression de f, on obtient :

VF(tn) — £t )P = / " 1Qt (=) (2)) — Q(t i —r) ()2 d

En appliquant la condition de Lipschitz sur la fonction Q) :
1660 = F ) < [ (Lln(=r)(@) = (=) da

=22 [ fin(=)(a) = (=) da
= L?||thr(=r) — da(=1)|*
En extrayant la racine carrée des deux cotés :

L (8 41) = F(& ) || < Ll (=) = ba(=7)][-

Par définition de la norme dans l’espace des fonctions continues a retard fini || - ||¢ :

[91(=r) = Pa(=r) < sup ||1(0) = 2(0)]] = [l — alc.

0e[—r,0]

Par conséquent, nous obtenons de maniére rigoureuse :

L (8 1) = (& o)l < Ll = thalle-
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Conclusion :

Le probléme(2.2.1) est une contraction stricte si et seulement si le coefficient
multiplicatif devant la norme est strictement inférieur a 1, a savoir :

Lb~

ST (2.10)

Si cette condition de petitesse sur la taille de l'intervalle b ou sur la force de
la non-linéarité L est respectée, le principe de contraction de Banach garantit que
Vopérateur F posséde un unique point fixe y* € C([—r,b], E). Ce point fize unique
constitue la mild solution unique du systéme d’équations auz dérivées partielles frac-
tionnaire a retard fini initial.

2.3 Application biologique : Modele de croissance tu-
morale
La croissance d’une tumeur cancéreuse est souvent modélisée a l'aide du modéle

malthusien classique, introduit par Thomas Malthus, qui suppose une croissance
exponentielle :

dN

— =7rN(t t<T
o rN(t), 0<t<T,
N(0) = N,.

Interprétation mathématique des paramétres biologiques :

e N(t) représente le nombre de cellules tumorales a l'instant t,

e 7 >0 : Le taux intrinséque de croissance tumorale (vitesse brute de proliféra-
tion des cellules en 'absence de contraintes).

e Ny : Représente la population tumorale initiale (le nombre ou le volume
de cellules cancéreuses présentes au moment du diagnostic, a linstant t = 0).
dN

el Représente la vitesse instantanée de croissance de la tumeur (la

variation du nombre de cellules cancéreuses par unité de temps).

Ou la solution explicite est N(t) = Noe™. Ce modéle suppose que le tauz de prolifé-
ration cellulaire a linstant t ne dépend que de l’état actuel N(t), autrement dit que
la tumeur « oublie » immédiatement son passé.

Cependant, ce modéle présente des limitations biologiques importantes. En can-
cérologie, le cycle de division cellulaire — qui comprend plusieurs phases (phase G1,
phase S de synthese de ’ADN, phase G2 et phase M de mitose) — dure en moyenne
entre 16 et 24 heures selon le type de tumeur. Ainsi, une cellule qui se divise a l’ins-
tant t est le résultat d’un processus initi€ T heures auparavant. Le modéle classique
wgnore complétement ce délai biologique, ce qui conduit a des prédictions inexactes
de ’évolution tumorale.

De plus, les tissus biologiques présentent des propriétés viscoélastiques et des
comportements héréditaires — c’est-a-dire que leur état actuel dépend de toute
leur histoire passée — que le calcul différentiel classique d’ordre entier ne peut pas
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modéliser fidélement. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, grace a sa dé-
finition intégrale, capture naturellement cet effet de mémoire a longue portée.

Pour remédier a ces limitations, on considere une é€quation différentielle
fractionnaire a retard, qui intégre a la fois :

o ['cffet mémoire via la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville D,
e e délai biologique du cycle cellulaire via le terme N(t — 7).

On considere le probleme suivant :
DYN(t)=rN(t—71), te][0,b], (2.11)

avec la condition initiale :

e N(t) représente le nombre de cellules tumorales a l'instant t,

o D% est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € (0,1), qui
modélise la mémoire du tissu tumoral,
e r > 0 est le taux de croissance cellulaire (nombre de divisions par unité de

temps),

T > 0 est le retard représentant la durée du cycle de division cellulaire,

¢ € C([—1,0],R) est l’historique initial de la population tumorale.

Interprétation biologique :

Le terme N(t — 1) traduit le fait que le nombre de nouvelles cellules produites a
[instant t est proportionnel au nombre de cellules qui ont entamé leur cycle de divi-
sion il y a T unités de temps. L’ordre fractionnaire o € (0,1) quantifie l'intensité de
leffet mémoire : plus a est petit, plus la mémoire est longue et plus le passé lointain
influence la dynamique présente. Lorsque o — 1, on retrouve le modéle classique a
retard entier.

Afin d’appliquer les résultats du théoréme de Banach (1.4.1), on reformule le pro-
bleme (2.11) sous la forme abstraite :

Doy(t) = Ay(t) + f(t.w), te€[0.0]

en posant :
e F =R muni de la valeur absolue | - |, qui est un espace de Banach réel,

o A =0 :lopérateur nul sur R, générateur infinitésimal du semi-groupe identité
T(t)r = x pour tout x € R, t > 0. En particulier ||T(t)||gE) = 1 pour tout
>0, done M = sup,eioy |IT(0)] = 1,

e f:]0,b x C([-7,0],R) = R définie par f(t,v) = ri(—7), qui représente le

taux de prolifération cellulaire avec retard.



2.3 Application biologique : Modele de croissance tumorale 41

Vérification de la condition de Lipschitz (A1) :
Pour tous t € [0,b] et 11,19 € C([—7,0],R), on calcule :

7(t00) = St 42)| = [ ta(=7) = 7 (=)
= rli(=r) = da(=7)|
<r s [0(0) ~va(0)

=7 [¢r — ¥allc.

La deuziéme inégalité est justifiée par le fait que — € [—7,0], donc [’évaluation en
un point est majorée par le supremum sur tout l'intervalle. Ainsi, la condition (A1)
est satisfaite avec la constante de Lipschitz k = r.

Interprétation médicale : Cette condition signifie que si deux patients pré-
sentent des historiques tumorauz 1y et 1 proches (au sens de la norme ||-||¢), alors
leurs taux de prolifération a l'instant t sont également proches, a un facteur r pres.
C’est une propriété de stabilité du modéle par rapport auzr données initiales.

Application du théoréme de Banach :

Le semi-groupe associé a A =0 est le semi-groupe identité, ¢’est-a-dire
T(t)x = x pour tout v € R et t > 0. Sa norme vérifie ||T(t)|pE) =1
pour tout t > 0, donc :
M = sup || T(t)||5w) = 1.
t€[0,b]
D’autre part, on a établi que la constante de Lipschitz est k = r. En substituant
k=1 et M =1 dans la condition (2.5), on obtient :

kMb~ _r><1><ba

Lla+1)  T(a+1)
r b*
T T(a+1)

La condition d’unicité (2.5) est donc vérifiée si et seulement si :

r b

— <1
Mla+1) 7

ce qui est équivalent a :
rbv* <I'(a+1).

Sous cette condition, toutes les hypothéses du théoréme de Banach (1.4.1) sont satis-
faites, et on conclut a Uexistence et a l'unicité d’une mild solution N € C([—,b],R)
du probleme (2.11),c’est-a-dire qu’il existe une unique fonction continue
N : [—7,b] — R wvérifiant :

1

N() :W/o (t— $)*'T(t — s)r N(s — 7)ds, 1€ [0,b],

avec N(t) = ¢(t) pourt € [—T,0].
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Interprétation médicale :

L’unicité de la solution signifie que pour des données initiales ¢(t) firées (état de
la tumeur avant t = 0), il existe une et une seule trajectoire possible pour l’évolu-
tion tumorale. Ce résultat est fondamental en oncologie car il garantit la prédicti-
bilité du modéle : deux médecins utilisant les mémes données initiales obtiendront
exactement les mémes prédictions.

(6%

Interprétation de la condition : La condition _7
['(a+1)

< 1 a une significa-
tion médicale claire :

e Sile tauz de croissance r est élevé (tumeur agressive), l'intervalle d’observa-
tion b doit étre court pour garantir 'unicité.

e Si« est petit (forte mémoire), b est plus grand, ce qui rend la condition plus
difficile a satisfaire.

e La fonction I'(av 4+ 1) joue le réle d’un facteur de normalisation lié a 'ordre
fractionnaire.

Conclusion :

Cet exemple illustre comment les résultats théoriques établis dans ce chapitre
s’appliquent a un modéle biologique concret de croissance tumorale. La dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville capture [’effet mémoire inhérent aux processus bio-
logiques, tandis que le retard T modélise le délai du cycle de division cellulaire. Selon
la durée d’observation b et le taux de croissance r :

r b
CEE
l'unicité de la mild solution,

® si 1 : le principe de contraction de Banach garantit [’existence et

e sinon : lalternative de Leray-Schauder garantit l'existence d’au moins une
solution.



Chapitre

Equations diftérentielles semi-linéaires
d’ordre fractionnaire a retard infini

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'existence et 'unicité de solutions intégrales
pour des équations différentielles fonctionnelles semi-linéaires d’ordre non entier a
retard infini. L outil de base dans notre étude est la théorie des Cy semi-groupes et
l’argument du point fixe.

On citera a titre d’exemple les travauz de Agarwal et al. [1], Belmekki et al. [3, 4]
ainsi que les ouvrages de référence sur le calcul fractionnaire [12].

On considere le probleme suivant :

D%(t) = Ay(t) + f(t,ye), teJ=][0,0], (3.1)
Yo =y € B, (3.2)
o
o D® désigne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,
o f:JxB— E est une fonction continue,
e A: D(A) C E — E estle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement

continu {T(t) }+>0,
e © € B est une fonction continue telle que p(0) =0,
o (E,|-|) est un espace de Banach réel.

Pour tout t € J, la fonction y, € B est définie par :
y(0) =yt +6), 0¢e(—o0,0].

B est l’espace de phase constitué de fonctions définies de (—o0,0] a valeurs dans E,
vérifiant certains axiomes présentés par Hale et Kato [7].

Dans la littérature consacrée aux équations a retard fini, l'espace de phase est
souvent ’espace de toutes les fonctions continues sur [—r, 0], muni de la norme uni-
forme. Quand le retard est infini, la notion de l’espace de phase B joue un rdle
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important dans l'étude qualitative et quantitative, un choix habituel est ’espace B
des fonctions appliquant (—oo, 0] dans E muni de la semi-norme ||.||5. Nous suppo-
sons que B satisfait les axiomes suivants :

(H1) Siy : (—o0,0 +b — E, b > 0, est continue sur [o,0 +b] et y, € B, alors
pour chaque t € [o,0 + b] les conditions suivantes sont réalisées :

(1) vy est dans B;

(i) |y(@)] < Hllylls ;
(iii) [lyells < K(t — o) sup{ly(s)| : 0 <'s <t} + M(t = 0)|lyo |5

(H2) Pour la fonction y(-) dans (A1), t — y, est une fonction continue sur [o, o +b]
a valeurs dans B.

(H3) L’espace B est complet.

Ici H > 0 est une constante, K, M : [0,+00) — [0,400), K est continue, M est
localement bornée et H, K, M sont indépendantes de y(t).

Remarque 3.1.1 (Constantes associées a l'espace de phase). Pour b > 0, on définit
les constantes suivantes :

Ky =sup{K(t):t €[0,b]}, M, = sup{M(t) : t € [0,0]},

ou K et M sont les fonctions apparaissant dans Uaxiome (A1)(iii). Ces constantes
sont finies car K est continue et M est localement bornée.

3.2 Quelques exemples d’espaces de phase

Exemple 3.2.1. /8] On note par :
BC l’espace des fonctions continues bornées définies de (—oo,0] dans E

BUC 1’espace des fonctions continues uniformément bornées définies de (—oo, 0]
dans B

C* ={¢p € BC :limy_,_ ¢(0) existe dans E}

C'={¢ € BC : limy_,_, ¢(0) = 0}, muni de la norme uniforme

[l = sup{|¢(0)] : 6 < 0}.
Nous savons que les espaces BUC, C* et C° satisfont les conditions (A1) — (A3).

BC satisfait (A2),(A3) mais (Al) n’est pas satisfait.
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Exemple 3.2.2. [8] Les espaces Cy, UC,, Cy et C°.
Soit g : (—00,0] — (0,400) une fonction continue. Nous définissons
Cy={p € C((—00,0], E) : (¢(0)/g(0)) est bornée sur (—oo, 0]}
UC, ={p e Cy: (0(0)/g(0)) est uniformément continue sur (—oo, 0]}

C) = {o € Cy:limg,_(¢(0)/g(0)) = 0}, muni de cette norme

|¢(0)]
ol = sup{—:—oo<6’§0}.
I o
Considérons les conditions suivantes sur la fonction g.
0+t
(G) : sup sup{g(—ﬂ c—o0 << —t} < 00 pour touta > 0
0<t<a 9(0)

Alors nous savons que l’espace C, et Cg satisfont la condition (A3). Ils satisfont
les conditions (A1) et (A2) si (G) est réalisée.

Exemple 3.2.3. [8] L’espace C,.

Pour n’importe quelle constante réelle v, nous définissons l’espace fonctionnel C,
par

C, = {peC((—0,0],E): lim e¢(0) eviste dans E}.

f——o0
Muni de la norme suivante :
léll = sup{e”|g(8)] : ¢ < 0}
Alors dans lespace C, (voir [8]) les axiomes (A1) et (A3) sont satisfaits.

Pour plus de détails sur la théorie d’espace de phase, le livre de Hino et al [8]
contient une bibliographie approfondie et une discussion détaillée sur ce sujet.

3.3 Résultats principaux

Notre résultat principal dans ce chapitre est basé sur ['argument du point fize
utilisant le principe de contraction de Banach et [’alternative non linéaire de Leray-
Schauder. Avant de prouver nos résultats principauz pour le probleme (3.1) — (3.2),
on donnera la définition de sa mild solution.

Définition 3.3.1. On dit que la fonction continue y : (—o0,b] — E est une mild
solution du probleme (3.1) — (3.2) si :

I.yo=¢p €B et
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1

2 3(1) = /0 (t— $)*'T(t — 5) (s, y.)ds, t € J.

Considérons ’espace suivant :
B, = {y:(—00,b] = E:y|; € C(J,E) etyy € B}
ot y|; est la restriction de y sur J. Soit ||.||» la semi-norme dans By, définie par :

lylle = llvolls +sup{|y(s)| : 0 < s < b}, y € By,

Notre premier résultat d’existence du probléeme (3.1) — (3.2) est basé sur le prin-
cipe de contraction de Banach.

Théoreme 3.3.1. Soit f : J x B — E continue. Supposons qu’il existe une constante
positive k telle que

|f(t,u) — f(t,v)] < Ekllu—v|g, pour teJ et uveB

St
kM Kpb*

ou :
Ky = sup{|K(t)| : t € [0,0]}.
Alors il existe une solution intégrale unique du probléme (3.1) — (3.2) sur (—o0,b].

Preuve 3.3.1. Transformons le probleme en un probléeme de point fixe. Considérons
lopérateur N : By, — By défini par :

‘P(t)a te (_0070]7

NOO =S 1 '
m/o(t_S) T(t—s)f(s,ys)ds, teJ

Pour ¢ € B, nous définissons la fonction () par :

t), te(—o0,0],
R CLORE e
0, ted
Alors © € By. En posant y(t) = z(t) + x(t), il est clair que y satisfait l’équation de
la mild solution si et seulement si z vérifie zo =0 et :

1 /t .
Z(t) = — t—3s)* T (t—s)f(s,zs+x5)ds, te
0= g7 | €= =554 )
Soit B) = {2z € By : 20 = 0}. Pour tout z € BY, la semi-norme devient une

norme !

[2[ls = llz0lls + sup [2(¢)| = sup [2(t)].
t€[0,b] te(0,0]
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Ainsi, (BY, | - |ls) est un espace de Banach. Définissons l'opérateur P : B) — By

par :
Pl)(t) = ﬁ /0 (£ = $)* VT (t — 5)f(5, 2 + 24 ds.

L’existence d’un point fixe pour N est équivalente a [’existence d’un point fixe
pour P. Nous allons montrer que P est une contraction.

En effet, soient z,z € BY, alors pour tout t € [0,b] nous avons :

P(:)(t) — P()(t)| = ﬁ /O (t— )Tt — 8)[£(5, 20+ 23) — (5,2 + 2,)]ds

1 t a-1 - S S, 2s +xs) — f(s,Zs +x5)|ds

< | =TT = Mo ) = s )l
M t a-l -z S

< g | = s = Al
Mk [? aci _

< m/o(t—s) Kbssel[lol?t]|z(s)—z(s)|ds

< Fapl =2 [ e—oras

< R g

= T(a+1) >

Prenons le supremum sur [0,b], nous avons :

MEKb
1P(z) = P(2)[ls < &

< m”z — Z||p.-

Par la condition (3.3) lopérateur P est une contraction et donc P a un unique
point fixe z par le principe de contraction de Banach, alors y = z + x est un point
fize de N qui est une solution intégrale unique du probléeme (3.1) — (3.2). [

Nous présentons maintenant un résultat d’existence basé sur l’alternative non
linéaire de type Leray-Schauder.

Lemme 3.3.1 (Gronwall généralisé). Soient v,w : [0,b] — [0,+oo[ des fonctions
continues. St w(-) est non décroissante et s’il existe des constantes a > 0
et 0 < a <1 telles que :

v(t) <wl(t) + a/o (tz]&ds,

_ 8)01
alors il existe une constante k = k(«) telle que

w(s)

v(t) <w(t) + ka/o =5 ds,

pour tout t € [0, D]
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Preuve 3.3.2. Pour ¢ € C([0,b],R,), définissons l'opérateur linéaire

(To)(t) :== a/o (t—s)"“p(s)ds, t €1[0,b].

Par hypothese, on a v < w + Tv sur [0,b]. En itérant cette inégalité (et en utilisant
la monotonie et la linéarité de T' ), on obtient pour tout N € N*

N-1
v < ZT”w + TN,
n=0

Etape 1 : calcul explicite de T"w :
Posons p1(t) = t~. En utilisant la formule de convolution des fonctions puissances
(fonction Béta)

t
/ (t—s)P*s" ds = B(p,q) "', p,q >0,
0

un calcul par récurrence montre que le n-iéme noyau itéré @, = @,_1 * @1 (convo-
lution de Volterra) s’écrit

_ Pl =) agea)-
(1) F(n(l—a))t '

Par conséquent,

(T™w)(t) = o F(l—a)”) /0 (t — 5)"1=)=1 y(5) ds.

I'(n(l—a)
Etape 2 : majoration par le noyau (t—s)
Remarquons [identité d’exposants

nl—a)—1=—-a+(n-1)1-a).
Comme 0 <t—s<bet(n—1)(1—a)>0, i vient :
(t . 8) n(l—a)—1 < b(n—l)(l—a) (t . S)_a, n>1.
D’ou, pour toutn > 1,

[l —a)"

(T"w)(t) < aan(n(l ~ ) p(n-bli-a), a/o (t —s) “w(s)ds.

Etape 3 : convergence de la série et définition de k(o) :

Posons
o0

o no1 LT —a)"  nyaa
k(o) := Za mb( Y1),

n=1
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Cette série converge pour tout a,b > 0 et a € (0,1) : en effet, par la formule de
Stirling, T'(n(1 — «)) croit plus vite que toute suite géométrique en n, ce qui assure
la convergence par le critére de d’Alembert (le rapport des termes consécutifs tend
vers 0). On a donc

(e}

D (Trw)(t) < k(a)a /0 (t — s)"“w(s) ds.

n=1

Etape 4 : le reste TNv tend vers 0 :
Puisque v est continue sur [0,0], elle y est bornée : V := sup;epy v(t) < 0o. Le
meéme calcul qu’a [’étape 1 donne :

L(1—a)¥
(TNv)(t) < Va (1=a) PR —
toujours en raison de la croissance factorielle de T'(N(1 — ) +1).
N-1
Conclusion. En faisant tendre N — oo dans l'inégalité v < Z Tw + TNv, on

n=0
obtient :
o] t
v(t) <w(t)+ Z(T”w)(t) <w(t) + k(a) a/ (t—s) “w(s)ds, vVt el0,b],
n=1 0
ce qui acheve la démonstration. [ |

Théoreme 3.3.2. Soit f : J x B — E continue. Supposons que :
(H1) Le semi-groupe {T'(t)}ics est compact pourt > 0.
(H2) Il existe des fonctions p,q € C(J,R,) telles que :

|f(t,u)| < p(t) + q(t)||u| s, VteJ et pour u€bB.

Alors le probleme (3.1) — (3.2) admet une mild solution sur (—oo, b].

Preuve 3.3.3. Transformons le probléme (3.1) — (3.2) en un probléeme de point fize.

Considérons Uopérateur P : B) — By défini comme dans le Théoréme (5.3.1).
La démonstration consiste a vérifier que ['opérateur P satisfait les conditions de
lalternative non linéaire de Leray-Schauder.

Nous procédons en quatre étapes :

Etape 1 : P est continu.

Soit {z,} une suite de BY telle que z, — z. Pour tout t € J, nous avons :

i | =T = 9l ozt ) = S+ 2l

t
%/0 (t — 8)* 7 f(5, 2ns + 5) — f(5, 2 + x5)|ds.

[P (20)(t) = P(2)()] <

IN
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D’apres Uaxiome (A2), la continuité de z, — z implique la continuité des trajectoires
dans l’espace de phase B. Comme f est une fonction continue, par le théoréeme de
convergence dominée, nous obtenons :

Mb*
_ < 7 (- — (- :
|P(2,) — P(2)|lp < F(a—l—l)”f( o+ x) = f( 2+ )|y = 0 lorsque n — oo

L’opérateur P est donc continu sur By.

Etape 2 : P transforme tout ensemble borné en un ensemble borné.

Soit p > 0 et considérons la boule B, = {z € By : ||z|lpy < p}. Pour tout z € B,
ett € J, laxiome (A1) permet d’estimer le terme de retard par :

12slls + llsls

lzs + 25l[5 <
< Kboiug |2(7)| + M|l 20|58 + M|l

< Ko+ Myllells = p*.

En utilisant [’hypothése de croissance sur f, il vient :

PG| < % / (t = 52 1 (p(s) + 4(5)] 20 + 4]} )ds
_ M<||p||o;(+a)p*||q||oo> /Ot(t_s)a_lds_
D’ou l’on tire :
1P < MY UPle +plldll) 5

- I'(a+1)
Ainsi, P(B,) est uniformément borné dans By.

Etape 3 : P transforme tout ensemble borné en un ensemble équicon-
tinu.

Soient 71,7 € J avec T2 > 11 et z € B,. Nous évaluons la différence :

|P(2)(m2) — P(2)(1)] < ﬁ /O (72 — $)* " = (11 — )* Y| T (72 — )| f (s, 25 + 25)|ds
+ﬁ /071“1 — )T (o — 5) = T(m1 — s)||| (s, 2 + 25)|ds
+ﬁ /72% — 8)* T (2 — s)||| f (s, 2 + 25)|ds.

Comme 19 — 11, les termes du membre de droite tendent vers zéro. La compacité
de T(t) pour t > 0 assure la continuité dans la topologie uniforme des opérateurs.
En vertu du théoréme d’Arzela-Ascoli (1.1.1), P(B,) est relativement compact, donc
P est completement continu.
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Etape 4 : Estimations a priori.

Considérons l'ensemble €& = {z € B) : z = AP(z) pour un certain 0 < X\ < 1}.
Soit z € £, pour chaquet € J, on a :

Ml , Ml [ o
t—s)” s + 75| pds.
Mot Ta) Jy 797 et asllads

D’aprés laziome (A1), posons v(t) = Kysupgc,<; |2(s)] + M| ¢l|s. L'inégalité de-
vient :

MED [Pl
0 = (e

|2(2)]

+ MngOHB) + %ﬂg”oo/o (t —5)* tou(s)ds.

En appliquant le lemme de Gronwall (2.2.1), il existe une constante A telle que
v(t) < A, dou |||y < AJK,. L’ensemble € est donc borné. Par lalternative de
Leray-Schauder, P posséde un point fize z, ce qui implique que y = z + = est une
mild solution du probléme sur (—oo, b. |

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (3.1) —

(3.2).

Théoréme 3.3.3. Supposons que les conditions du Théoréme (3.3.2 )sont vérifiées.
Supposons de plus qu’il existe une constante positive { telle que :

\f(t,u) = f(t,v)| < Llu—2sg, pourt € J et tout u,v € B.
Alors le probléeme (3.1) — (3.2) a une solution unique sur (—oo, b].

Preuve 3.3.4. Soient y et y deuz solutions du probléme. Pour t € (—o0,0], nous
avons y(t) = y(t) = p(t), donc ||y — G|lp = 0. Pourt € [0,0], on a :

ly(t) 5B < ﬁ/o(t—s)“1HT(t—s)HB(E)|f(s,ys)—f(s,ys)!ds

Mk [
—_— t— )2 |ys — 7s||gds.
s | = = s

En utilisant l'axiome (A1) de l’espace de phase B, et puisque yo = Yo, nous avons :

<

lys — slls < K (s) Sup (&) —u(&)l-

Posons :
w(t) = sup{ly(s) —y(s)[ : 0 < s <t}
Linégalité devient :
MEK, /t 1
w(t) < —— t—s)*w(s)ds.
(1) < oyt | (=9 )

Par une application directe du lemme de Gronwall (Lemme 2.2.1), nous obtenons
w(t) < 0 pour tout t € [0,b]. Par conséquent, y(t) = y(t) pour tout t € (—o0,b|, ce
qui prouve l'unicité de la solution. [ |
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Exemple 3.3.1. Pour valider et mettre en lumiere la portée pratique des résultats
abstraits développés tout au long de ce troisieme chapitre, nous nous intéressons a
[’étude d’une équation aux dérivées partielles fractionnaire fonctionnelle différen-
tielle possédant un retard infini. Le modele se présente sous la forme du systeme
intégro-différentiel suivant :

ot Ox? o
(P2)  u(t,0) = ult,7) =0, t € [0,b],
L u(t, @) = uo(t, z), z € [0,7], t € (—o0,0].
ou :

e P:(—00,0] = R est une fonction de pondération (noyau de mémoire) conti-
nue.

e g:[0,b] x R — R modélise les effets non linéaires cumulés du passé.

e uy : (—00,0] x [0,7] — R représente Uhistorique initial de 1’étatl, supposé
continis.
Cadre fonctionnel et opérateur linéaire :

Le traitement de ce type d’équations nécessite l'introduction d’un espace de Ba-
nach approprié pour l’espace d’état. Nous choisissons naturellement [’espace des
fonctions de carré intégrable E = L*0, 7] muni de sa norme de Hilbert classique :

= ( \w(az>|2d:c)é

On ingjecte dans cet espace lopérateur différentiel linéaire A : D(A) C E — E
défini rigoureusement par Aw = w” pour tout élément appartenant a son domaine
de définition dense :

D(A) ={w € E : w,w" sont absolument continues, w” € E et w(0) = w(w) = 0}

Sous cette formulation, 'opérateur A admet une décomposition spectrale basée sur
ses valeurs propres \, = —n? et la base hilbertienne de fonctions propres associées :

pour n=1,2,... de sorte que :
Z (w, wy)w,, Yw e D(A)

Cet opérateur engendre un semi-groupe analytique {T'(t) }1>o uniformément borné et
compact sur E, dont 'expression explicite est donnée par :

w—Ze (w,wp)w,, YweE

ﬁu(t T) = 8—2u(t,x) + /0 P(9)g(t,u(t+0,2))dd, x€l0,n],tel0,b], ac

(O’ ]')7



3.3 Résultats principaux 53

Etant donné que la premiere valeur propre vérifie Ay = —1, la norme de ce semi-
groupe est immédiatement magjorée par ||T(t)| g < e* < 1. La constante de borne
supérieure est donc M = sup;epoy [|T(t)| ) = 1.

Formulation abstraite du probleme :

Afin de faire correspondre notre systéme d’équations aux dérivées partielles a
Iéquation différentielle abstraite étudiée dans ce chapitre, nous posons pourt € [0,],
0 € (—o00,0] et x €[0,7] :

1. y(t)(x) = u(t, z),

2. ¢(0)(x) = uo(0, ),

0

9. F(to)(x) = / P(0)g(t, 9(0)(x)) df, Vo € B.

A Uaide de ces définitions, le systeme initial se transpose fidelement sous la forme
abstraite condensée :

(3.4)

Dey(t) = Ay(t) + f(t,y), t€][0,0],
Yo=¢EDB.

Vérification des hypotheses :

Pour garantir la régularité du terme non linéaire et appliquer nos théoréemes
d’existence, nous introduisons les deux conditions concretes suivantes :

(i) Le noyau de mémoire P est absolument intégrable sur lintervalle infini, ¢’est-
a-dire : 0
1Pl = [ 1P@)]d0 < .
(ii) La fonction g satisfait une condition de croissance par rapport 4 sa composante
d’état : il existe une fonction continue et croissante v : [0, 00) — [0, 00) telle
que :

lg(t,v)| < ¥(|v]), V(t,v) €0,b] x R.

Démontrons a présent de facon rigoureuse la continuité et la majoration de la
non-linéarité f. En appliquant la propriété de croissance de la fonction 1) combinée
a la définition de la norme de ’espace de phase B, nous pouvons écrire pour tout
zel0,m :

0 0

fto@I < [ PO ot e®@)]a < [ 1PO(e6)E) .
Par définition de la borne supérieure dans l’espace des fonctions continues unifor-
mément bornées, on sait que pour chaque 6 < 0, I’évaluation ponctuelle est dominée
par la norme globale, soit |p(0)(z)| < ||¢l|lz. Comme i est une fonction croissante,
il vient :

0 0

[F(t, ) ()] S/ [PO)v(llels) d9=¢(|l¢lls)/ |P(6)] do

—0o0 —00
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En passant & la norme L? dans E, nous obtenons la majoration uniforme de l’opé-
rateur :

1£ & o)l < [1PIc=v (lells) (3:5)

L’intégrabilité de P (hypothese (i)) couplée a la continuité de g permet, par une
application directe du théoréeme de convergence dominée de Lebesque, d’affirmer que
Uapplication f est continue de B dans E.

Conclusion

Toutes les conditions structurelles requises par le théoréme (3.3.2) du présent
chapitre se trouvent pleinement satisfaites. Par conséquent, s’il existe une constante
L > 0 liée a la dynamique du systeme permettant de valider ["inégalité de contraction
sur lintervalle [0,0] :

Lb~
—(1+M)<1 :
Fagp+A0 <1 (36)
alors le probleme intégro-différentiel fractionnaire a retard infini initial admet une
mild solution unique u € C((—o0,b], L*[0,7]).

3.4 Application en physique : Modele de plaque visco-
élastique avec mémoire infinie

Présentation du probleme physique :

Les matériaux viscoélastiques, tels que les polymeres, les caoutchoucs et les tissus
biologiques, présentent une propriété fondamentale : leur comportement mécanique
actuel dépend non seulement de [’état présent mais de toute leur histoire de déforma-
tion passée [10]. Cette propriété, appelée mémoire infinie, ne peut pas étre modélisée
fidélement par les équations différentielles classiques d’ordre entier [6].

Contexte physique : Considérons une plaque mince en silicone médicale (épais-
seur h = 2 mm, domaine Q = [0,1] x [0, 1] m?), soumise a une charge dynamique. Le
silicone est un matériau viscoélastique dont le temps de relaxation caractéristique est
7 =~ 0.1 seconde. Le comportement de cette plaque dépend de toutes les déformations
subies.

Pourquoi le silicone ? Le silicone médical est utilisé dans les prothéses, les im-
plants mammaires et les valves cardiaques. Sa compréhension mécanique est cruciale
pour la sécurité des patients.
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Modélisation mathématique :

On considére le probléme suivant inspiré de [13] :

t
Du(t, z) + A%u(t, x) = / g(t — 8)A%u(s,x)ds + f(t,ur), = €Q, tel0,b],

u(t,z) = Au(t,z) =0, x €00, t €[0,b],
u(l,z) = ¢(0,z), 0 e (—o0,0], z €,
(3.7)
ou :
e DY est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o € (0, 1),
e u(t,z) représente le déplacement vertical de la plaque au point x et au temps
t (en millimetres),
o A? est l'opérateur de rigidité (bilan des moments fléchissants),
e g(s) = e™*/7 est la fonction de relaxation (noyau de mémoire) avec T > 0

le temps de relazation,
o f(t,u;) modélise les effets non linéaires cumulés du passé,

o ©(0,x) représente I’historique infini des déformations.
t
Interprétation physique : Le terme mtégml/ g(t — 8)Au(s, z) ds traduit

le fait que la contrainte actuelle dans la plaque dépend de toutes les déformations
passées, pondérées par la fonction de relaxation g. Plus le temps écoulé est grand,
moins leffet est important (décroissance exponentielle).

Choix de ’espace de phase B :

Pour modéliser I’historique infini, nous choisissons l'espace de phase B = C, avec
poids exponentiel défini par

0
C, = {¢ 2 (—00,0] = L*(Q) % est continue et bomée} : (3.8)
muni de la norme : ()]
_ L2(0)
[l = po T

oty > 0 est un parametre de décroissance.

Pourquoi ce choix ? La fonction de poids ?° décroit exponentiellement quand
0 — —oo. Cela signifie que les événements tres lointains du passé ont une influence
de plus en plus faible sur l’état présent ce qui est physiquement raisonnable pour un
matériau viscoélastique.

Vérification des axiomes de Hale-Kato :

Soit y : (—o0,b] = E une fonction continue sur [o,0 + b] telle que y, € C,.
Fizons t € [o,0 + b].



56 Plaque viscoélastique

Vérification de (H1)

(1) yi € C,. Par définition de lhistorique, y,(0) = y(t+6) pour tout § € (—o0, 0].
La continuité de y sur [o,0 + b] et Uhypothése y, € C, assurent que y; est conti-
nue sur (—oo, 0] et que la quantité ||y.(0)||/e?® reste bornée lorsque § — —oo. Par
conséquent, y; € C,.

(i1) Majoration ponctuelle. Pour 8 =0, on a :

Nyl llv@®l
||yt||c7—§)t§113 a2 0 = @l

Ainsi |y(t)| < H|yelle, avec H = 1.
(111) Décomposition de la norme. On distingue deux cas selon la position de 0

par rapport a —t.
Cas 1 :0 € [—t,0] (c’est-a-dire t +6 > 0).

t+ 6
IEO o o Jy(s)ll- sup e
e 0<s<t —1<6<0
_ e sup ly(s)]l
0<s<t

Cas 2 : 0 € (—oo,—t) (c’est-a-dire t +60 < 0).

Iy + Ol _ llyCE+ 0l
e T e(t+0)

[yl

< e sup 2
- €§g e"/f

=" [lyollc, -

En combinant les deux cas, on obtient :

Iyelle, < €™ sup [ly(s)ll + €™ [lyolle,
0<s<t

ce qui donne aziome (H1)(i1) avec K(t) = e et M(t) = .

Vérification de (H2) La continuité de 'application t — vy, de [o,0 + b] dans
C, découle directement de la continuité de y sur (0,0 + b] et de la définition de la
norme || - |lc, -

Vérification de (H3) L’espace C,, muni de la norme || - ||c, est complet (c’est
un espace de Banach), comme démontré dans

Remarque 3.4.1 (Constantes associées). Pour b > 0, on définit les constantes :

Ky = sup K(t) = e, My = sup M(t) = e,
te[0,b] t€[0,b]

qui sont finies car K est continue et M est localement bornée sur [0, +00).

L’espace C, satisfait les aziomes de Hale-Kato avec H = 1, K(t) = " et
M(t) = €. Nous pouvons maintenant formuler le probléeme de la plaque dans le
cadre abstrait.
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Formulation abstraite du probléeme :
Afin de faire correspondre notre systeme a l’'équation abstraite étudiée dans ce
chapitre, nous posons :

1. E = L*Q), muni de sa norme hilbertienne classique :

kuz(lﬂw@ﬂam)“7

2. A = —A? avec domaine D(A) = {w € H*(Q) N HZ(Q)}. Lopérateur A en-

gendre un Cy-semi-groupe analytique {T'(t)}i>0 compact sur E, avec :
1Ty < e, Vt>0.

Ainsi, M = sup,oy [|T(8)]| = 1.

y(t)(z) = u(t,z), état dans E au temps t.

ye(0)(x) = u(t + 0, ), historique dans B.

©(0)(z) = uo(0, x), historique initial.
0

f@wwz/‘m4M%@®MmeW-

—00

S T e

Le probleme (3.7) se transpose sous la forme abstraite condensée :

Dy(t) = Ay(t) + f(t,u), t€[0,0], (3.9)
Yo = @ € B. |

Vérification des hypotheses :

Hypothése (H1) — Compacité du semi-groupe : L'opérateur A = —A?
avec conditions de Dirichlet est autoadjoint positif sur E = L*(Q). Il admet une
décomposition spectrale :

Aw = Z A (W, ) on,  avec A, = n* et pp(z) = V2sin(nnz).

n=1

Le semi-groupe associé T(t)w = >>7 e~ (w, p,) ¢, est analytique et compact pour
t >0 car \, = +00. De plus, | T(t)|5E) < e ™t <1, dot M = 1.
Hypothése (H2) — Condition de croissance sur f : Pour le terme de

mémoire, on a :
0
|| scostwal < [ ompauo)o

0
s/ewwwmw

o0

0
= H¢||B/ /) 49

Ainsi, | f(t,0)| < p(t)+q(t)||v]|s avee p,q € C([0,b],R,), ce qui vérifie la condition
(H2) du théoréme (1.4.2)



58 Plaque viscoélastique

Application du théoréme de contraction de Banach :

Pour l'unicité, vérifions la condition de contraction du théoréme (1.4.1).
Etape 1 : Calcul de la constante de Lipschitz k
La fonction f contient un terme intégral avec le noyau g(s) = e~*/". La constante
de Lipschitz est donnée par la norme L' de g :

+o0
k=gl = / e ds = [—re T[T =0 (=) =7 (3.10)
0

Etape 2 : Constantes de l’espace de phase
D’apres [8], les fonctions K et M de l'axiome (A1)(iii) sont :

K(t)=¢e" M(t)=1.
Sur lintervalle [0,b], on a donc :

Ky = sup K(t)=¢€", M,=1. (3.11)
te[0,b]

E’tape 3 : Condition de contraction
La condition d’unicité s’écrit :

k-M-K,-b*
— < 1. 3.12
latl) = (3:12)
En remplacant k=7, M =1 et K, = e :
T-e.
— < 1
Tlat1) ()

E’tape 4 : Vérification numérique
Prenons o = 0.8, 7 = 0.1 s (silicone), v = 0.1. On calcule I'(1.8) ~ 0.9314.

e Pour b=0.5 s : K, = e%% ~ 1.051, %% = 0.5°8 ~ 0.574

0.1 x 1.051 x 0.574
Fact = ~ 0. 1.
acteur 09314 0.065 < ve

o Pour b=1.0 s : K, = e =~ 1.105, *% =1

0.1 x1.105 x 1
F = ~ 0.11 1.
acteur 00314 0.119 < v

e Pour b=2.0 s : K, = e%? ~ 1.221, b°8 ~ 1.741

0.1 x 1.221 x 1.741
Fact = ~ 0.228 < 1.
acteur 09314 < v

Conclusion : Pour une plaque en silicone avec T = 0.1 s, la condition (x) est
vérifiée pour des durées d’observation b < 2 secondes. Le théoréme (1.4.1) garantit
l’existence et 'unicité d’une mild solution.
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Noyau de relaxation viscoélastique Condition de contraction de Banach
(mémoire infinie) (Théoréme 3.3.1)
— ST KMKsb®
10+ gls)=e — @D
175~ == Seuil=1
Zone de contraction

08 - 150 -

0.6 -
L0 - e e e e e e e e e e e e e

g(s)

0.4 - 0.75 -

Facteur de contraction

0.50 -

02-
0.25- ’///

0.0~ T T T T d 0.00 -+ v v
0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

1 2 3 4 5
s (temps retardé) b (durée d'observation)
Fonction de poids de I'espace de phase Evolution de la déformation au centre de la plaque
(poids exponentiel décroissant) (solution mild approchée)
10 — g@)=e"® 0.7 -
0.6 -
0.8 -
2 05-
o
0.6 &
: Q 0.4-
S 5
2 g’ 0.3
0.4 - s
><j
Je,
=1 0.2
0.2 -
0.1
0.0 - 0.0 -
-10 -8 -6 -4 -2 0 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00
6 (temps passé) t (temps)

FIGURE 3.1 — Illustration des résultats obtenus pour le modele de plaque viscoélas-
tique & mémoire infinie.

Interprétation de la Figure

La Figure(3.1) regroupe quatre graphes illustrant les principales propriétés du
modele fractionnaire de plaque viscoélastique a mémoire infinie. Ils permettent de
mettre en évidence le role de la mémoire, de vérifier les hypothéses du théoréme
d’existence et d’unicité et dinterpréter le comportement de la solution du modéle.

Premier graphe : Noyau de relaxation viscoélastique. Le premier graphe repré-
sente le noyau de relaxation
g(s) =",

qui décrit linfluence des déformations passées sur l’état actuel du matériau. On
observe une décroissance exponentielle lorsque le temps retardé s augmente. Ainsi,
les déformations récentes ont une influence plus importante que les déformations
anciennes. Toutefois, puisque g(s) reste strictement positif pour tout s > 0, toutes
les déformations passées continuent a intervenir dans la réponse du matériau, ce qui
traduit la mémoire infinie caractéristique des matériaux viscoélastiques.

Deuxiéme graphe : Condition de contraction de Banach. Le deuziéme graphe
représente [’évolution du facteur de contraction

kM, K, b

I(a+1)
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en fonction de la durée d’observation b. La droite horizontale correspond a la valeur
critigue 1. On constate que la courbe demeure entierement en dessous de cette li-
mite, ce qui montre que ['opérateur considéré est contractant sur l'intervalle étudié.
Cette vérification graphique confirme que les hypothéses du théoreme du point fize
de Banach sont satisfaites et garantit ainsi [’existence et l'unicité de la solution mild
du probléeme.

Troisieme graphe : Fonction de poids de ’espace de phase. Le troisieme graphe
Wllustre la fonction de poids

g(0) = e, 0 <0,

utilisée dans la définition de l’espace de phase. Cette fonction attribue un poids plus
important aux €tats récents qu’auz €tats plus anciens. Lorsque 0 tend vers —oo, le
poids décroit progressivement, ce qui traduit la diminution de ['influence des états
éloignés dans le passé tout en conservant l’effet de mémoire infinie du systeme.

Quatrieme graphe : Evolution de la déformation de la plaque. Le quatrieme
graphe illustre qualitativement [’évolution de la déformation au centre de la plaque
au cours du temps. La déformation augmente rapidement au début sous ’effet de la
charge appliquée, puis sa croissance ralentit progressivement jusqu’a tendre vers un
état quast stationnaire. Ce comportement est caractéristique des matériaux viscoélas-
tiques, pour lesquels les effets de mémoire amortissent progressivement la réponse
mécanique.

En conclusion, la Figure met en évidence la cohérence entre le modéle mathéma-
tique et le phénomene physique étudié. Les résultats obtenus montrent que le noyau
de relaxation décrit correctement l’effet mémoire, que la condition de contraction
est vérifiee, que l’espace de phase est adapté a un systéme a mémoire infinie et que
[’évolution de la déformation est conforme au comportement attendu d’une plaque
viscoélastique.

Bilan des résultats obtenus

Synthese comparative

Afin de mettre en évidence les principales différences entre les deuz cadres théo-
riques étudiés dans ce mémoire, nous présentons le tableau comparatif suivant. Celui-
ci résume les caractéristiques essentielles des problemes a retard fini et a retard in-
fini, ainsi que les outils mathématiques mobilisés pour établir les résultats d’existence
et d’unicité des solutions.
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Critere

Retard fini (Chapitre 2)

Retard infini (Chapitre 3)

Historique du systeme

Mémoire limitée & U'intervalle

[—7,0].

Mémoire  complete

(—o0,0].

sur

Espace de travail

C([=r,0, F) muni de la

norme uniforme.

Espace de phase abstrait B
satisfaisant les axiomes de
Hale-Kato.

Condition initiale

v e C([-r0], E).

v € B avec fonction de poids.

Cadre analytique

Analyse intervalle

borné.

sur un

Analyse dans un espace de
phase adapté a une mémoire
infinie.

Outil principal

Théoremes du point fixe de
Banach et Larey-Shauder et
le lemme de Gronwall clas-
sique.

Théoremes du point fixe de
Banach et Larey-Shauder et
le lemme de Gronwall géné-
ralisé.

Hypothese essentielle

Condition de Lipschitz sur le
terme non linéaire.

Condition de Lipschitz et
axiomes de Hale-Kato.

Application étudiée

Croissance tumorale avec re-
tard fini.

Plaque viscoélastique a mé-
moire infinie.

Résultat obtenu

Existence et unicité d’une so-
lution mild.

Existence et unicité d’une so-
lution mild.

Interprétation

Le comportement du sys-
teme dépend uniquement
d’un passé récent.

Toute I'histoire du systeme
intervient dans son évolution,
avec une influence décrois-
sante des états les plus an-
ciens.

TABLE 3.1 — Comparaison entre les équations différentielles fractionnaires a retard

fini et a retard infini

Le Tableau( 3.1 )met en évidence [’évolution du cadre théorique entre les deux
chapitres. Le passage d’un retard fini a un retard infini permet de modéliser des
phénomenes possédant une mémoire plus réaliste, au prix d’un cadre fonctionnel plus
riche reposant sur les espaces de phase abstraits et les axiomes de Hale—Kato. Malgré
cette généralisation, les deux études aboutissent au méme résultat fondamental : sous
des hypotheses appropriées, le probleme considéré admet une solution mild unique.




Conclusion générale

Au terme de ce travail, nous avons établi un cadre théorique rigoureux pour
[’étude de ’existence et de l'unicité des solutions intégrales d’équations différentielles
fractionnaire semi-linéaires a retard fini et infini. Sous une hypothese de Lipschitz,
le théoreme de contraction de Banach garantit ['existence et 'unicité de la solu-
tion. Lorsque cette condition n’est pas vérifiée, l’alternative non linéaire de Leray-
Schauder assure [’existence d’au moins une solution, pourvu que le semi-groupe as-
socié soit compact. Ces résultats, obtenus dans le cadre de la dérivée fractionnaire
de Riemann-Liouuville, constituent une avancée significative dans la compréhension
des systemes dynamiques héritant d’une mémoire et d’un retard.

La pertinence de ces résultats théoriques a été démontrée a travers deux exemples
concrets 1ssus de domaines applicatifs majeurs. D une part, un modéle de croissance
tumorale a permis d’illustrer le cas du retard fini, mettant en évidence ['apport des
outils fractionnaire pour modéliser la prolifération cellulaire. D ’autre part, un modele
de plaque miscoélastique en silicone médical a validé notre approche dans le cadre du
retard infini, soulignant l’intérét de ces équations pour décrire les comportements
mécaniques des matériauxr a mémoire. Ces applications attestent de la solidité du
formalisme développé et de sa capacité a traduire des phénomenes réels complexes.

Ce mémoire ouvre plusieurs voies de recherche prometteuses. Il serait naturel d’étendre
ces résultats aux dérivées fractionnaire de Hilfer, qui généralisent a la fois les ap-
proches de Riemann-Liouville et de Caputo. Par ailleurs, [’étude de la stabilité des
solutions obtenues, le traitement des équations différentielles fractionnaire a impul-
sions, ainst que le passage auz inclusions différentielles fractionnaire constituent des
prolongements théoriques pertinents. Enfin, il parait particulierement judicieux d’en-
visager ’étude de ces équations a retard dans le cadre de la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo, dont les conditions initiales s’expriment de maniéere plus physique
et mieuz adaptées aux problemes de modélisation en biologie et en mécanique.
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