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Résumer

Le contrdle optimal constitue un domaine fondamental des mathématiques appli-
quées, situé a l'intersection de la théorie des systemes dynamiques, de ’analyse et de
I'optimisation. Il a pour objectif de déterminer une commande permettant de faire
évoluer un systeme d’un état initial vers un état souhaité tout en minimisant une fonc-
tionnelle de cotit représentant, selon le contexte, une dépense énergétique, une erreur

de trajectoire, une durée de transfert ou un cotit économique.

Dans ce mémoire, nous présentons d’abord les bases mathématiques nécessaires a
I’étude du controle optimal, notamment les systemes dynamiques, les résultats d’exis-
tence et d’unicité des solutions, ainsi que quelques notions de convexité. Nous formulons
ensuite le probleme général du contréle optimal en introduisant les variables d’état, les
commandes admissibles, les contraintes et la fonctionnelle de cofit. Une attention par-
ticuliere est accordée aux principales méthodes théoriques du domaine, en particulier
le principe du maximum de Pontryagin, la programmation dynamique, I’équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman, ainsi que le controle linéaire quadratique fondé sur 1’équa-

tion de Riccati.

Enfin, une partie numérique sous MATLAB est consacrée a 'illustration des résul-
tats théoriques sur des systémes linéaires et non linéaires. Les simulations obtenues
montrent 'efficacité des méthodes étudiées pour stabiliser les systemes dynamiques et

améliorer leurs performances tout en limitant effort de commande.

Ce travail met ainsi en évidence l'intérét du controle optimal aussi bien sur le plan

théorique que dans ses nombreuses applications en automatique, en ingénierie, en éco-



nomie et dans les systémes énergétiques.

Mots-clés
Controle optimal, systemes dynamiques, principe du maximum de Pontryagin, pro-

grammation dynamique, équation de Riccati, Hamilton-Jacobi-Bellman, MATLAB.



Abstract

Optimal control is a fundamental area of applied mathematics, situated at the in-
tersection of dynamical systems theory, analysis, and optimization. Its objective is to
determine a control that allows a system to evolve from an initial state to a desired
state while minimizing a cost functional representing, depending on the context, energy

expenditure, trajectory error, transfer time, or economic cost.

In this thesis, we first present the mathematical foundations necessary for the study
of optimal control, including dynamical systems, existence and uniqueness results for
solutions, and some notions of convexity. We then formulate the general problem of
optimal control by introducing state variables, admissible controls, constraints, and
the cost functional. Particular attention is paid to the main theoretical methods in the
field, especially Pontryagin’s maximum principle, dynamic programming, the Hamilton-

Jacobi-Bellman equation, and linear quadratic control based on the Riccati equation.

Finally, a numerical section using MATLAB is devoted to illustrating the theore-
tical results on linear and non-linear systems. The simulations obtained demonstrate
the effectiveness of the methods studied for stabilizing dynamic systems and improving

their performance while limiting the control effort.

This work thus highlights the relevance of optimal control both theoretically and in

its numerous applications in automation, engineering, economics, and energy systems.

Keywords

Optimal control, dynamic systems, Pontryagin’s maximum principle, dynamic pro-



gramming, Riccati equation, Hamilton-Jacobi-Bellman, MATLAB.
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Principales notations utilisées

Dans tout ce mémoire, on note par R I’ensemble des nombres réels, par N ’ensemble
des entiers naturels, par R™ I'espace d’état de dimension n, et par R™ l'espace des
commandes de dimension m.

L’intervalle de temps considéré est noté [to,ts], ou to désigne 'instant initial et t;
I'instant final.

Le vecteur d’état du systeme a l'instant ¢ est noté

z(t) € R",
tandis que la commande est notée

u(t) € R™.
L’état initial est noté

z(tg) = wo.

Le systeme dynamique général étudié dans ce mémoire est de la forme

#(t) = f(t,x(t),ult)), t>0
iL'(to) = X9-

fifto, tg] x R x R™ — R"

désigne la fonction de dynamique.

Dans le cas d’un systéme linéaire dépendant du temps, on écrit
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ou
A(t) e R™", B(t) € R™™.

Dans le cas linéaire autonome, le systeme s’écrit
&(t) = Az(t) + Bu(t). (3)

On note par U,y I'ensemble des commandes admissibles. Selon le cadre considéré,

on pourra prendre par exemple :
Z/{ad = L2<[t0,tf],Rm) ou Z/{ad = LOO<[t0,tf],Rm>.

Pour tout vecteur x € R™, la norme euclidienne est notée ||z||, et pour tous x,y € R,
le produit scalaire est noté

(z,y) =z'y.

La transposée d’une matrice A est notée AT, et la matrice identité d’ordre n est
notée I,,.
Les matrices symétriques positives semi-définies seront notées

Q@ >0,
et les matrices symétriques définies positives seront notées
R>0.
La fonctionnelle de cofit associée au probleme de controle optimal est notée
J(u) ou J(z,u).

Dans le cas général, elle est donnée par

J(u) = / ! L(t,x(t),u(t)) dt + D(z(ty)),

to
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ou L(t,z,u) désigne le cotit instantané et ®(x(ty)) le colit terminal.

Dans le cas quadratique, on considere souvent la fonctionnelle

1

J(u) = 5 /1; ' [m(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)] dt + %x(tf)TS:v(tf),

ou

Q; S e ]Rnxn7 Re Rm*m

Les contraintes sur 1’état et la commande sont écrites sous la forme
z(t) € X C R", u(t) e U C R™,
et une contrainte terminale peut s’écrire
x(ty) € M ou x(ty) = xy.
Une fonction ¢ : R® — R est dite convexe si
oAz + (1= Ny) < Ap(x) + (1= Ne(y), Ve, y € R", VA € [0,1].
De méme, un ensemble C' C R” est dit convexe si
A+ (1—-N)y) € C, Ve,y € C, YA € [0,1].
Le probleme de contrdle optimal consiste a déterminer une commande optimale
u* €Uy

telle que
J(u*) = min J(u).

UEULq

La trajectoire optimale associée est notée z*(t), et le couple optimal est noté (z*,u*).

Dans le cadre du principe du maximum de Pontryagin, on introduit ’hamiltonien

H(t,z,u,p) = (p, f(t,z,u)) + L(t, x,u),
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ou
p(t) € R"

désigne la variable adjointe.

Le systéeme hamiltonien associé s’écrit

(1) = %—f(t,x*a),u*(t),p(t)),
(1) =~ (0,7 (1), (), (1)),

En présence d'un cotit terminal @, la condition terminale s’écrit
p(ty) = VO(2*(ty)).
Dans le cas du régulateur linéaire quadratique (LQR), on consideére le systéme
t(t) = Ax(t) + Bu(t),

avec la fonctionnelle

J(u) = % /t " Te()TQu(t) + u(t)T Ru(t)] dt + %x(tf)Tsx@f).

La commande optimale est alors donnée par
u*(t) = —R7'BTP(t)x(t),

ou P(t) est la solution de I’équation de Riccati.

L’équation différentielle de Riccati s’écrit
—P(t)=A"P(t)+ P(t)A— P(t)BR'BT P(t) + Q,

avec la condition terminale

P(t;) = S.

Dans le cas stationnaire, ’équation de Riccati algébrique est donnée par

A"P+PA—PBR'B'"P+Q=0.
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Enfin, la fonction valeur du probléme de controle optimal est notée
V(t, x),

et définie par

UEULq

V(t,z) = inf {/ttfL(s,x(s),u(s))ds+<D(x(tf))}.

Elle satisfait formellement I’équation de Hamilton—Jacobi-Bellman

ov :
_E@’x) = 51615 [L(t,x, u) + <va<t,1‘), f(t,l’, u))] )

avec la condition terminale
V(tf,$) = q)(l‘)

Abréviations

— EDO : Equation Différentielle Ordinaire

— PMP : Principe du Maximum de Pontryagin

— LQR : Régulateur Linéaire Quadratique

— HJB : Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

— ARE : Equation Algébrique de Riccati

— DRE : Equation Différentielle de Riccati

— CO : Controle Optimal

— ECA : Ensemble des Commandes Admissibles
— EI : Etat Initial

— EF : Etat Final



Introduction

Le controle optimal constitue un domaine central des mathématiques appliquées,
situé a 'intersection de 'analyse des équations différentielles de 'optimisation et de la
modélisation. Son objectif principal est de déterminer une commande permettant de
faire évoluer un systeme dynamique d’un état initial vers un état désiré tout en mini-
misant ou en maximisant un critere de performance donné. Ce critere peut représenter
un cotit énergétique, un temps de transfert, une consommation de ressources, un ren-

dement économique ou tout autre indicateur pertinent selon 'application considérée.

L’étude du controle optimal nécessite une base mathématique solide. En effet, avant
d’aborder les méthodes de résolution, il est indispensable de rappeler certaines notions
fondamentales relatives aux systemes dynamiques, a l'existence et a I'unicité des so-
lutions des équations différentielles, ainsi qu’a la convexité qui intervient de maniere
essentielle dans les problemes d’optimisation. Ces notions constituent le socle théorique

sur lequel repose toute la suite du travail.

L’objectif de ce mémoire est de présenter les principes fondamentaux du controle
optimal, d’exposer quelques méthodes théoriques classiques et de montrer leur intérét
a travers des applications. Nous commencerons par introduire les outils mathématiques
nécessaires. Nous présenterons ensuite les éléments de base d’un probleme de controle
optimal, notamment la fonctionnelle de cofit, les contraintes, I’état du systeme et la
commande. Puis nous étudierons quelques méthodes théoriques importantes, telles que
le principe du maximum de Pontryagin, le probleme linéaire quadratique, I’équation de

Riccati et I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Enfin, une application numérique
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permettra d’illustrer ces résultats sur des systemes linéaires et non linéaires.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels mathématiques nécessaires, notam-
ment les systemes dynamiques, les résultats d’existence et d’unicité, ainsi que quelques

notions de convexité.

Le deuxiéme chapitre introduit le probléeme de contréle optimal dans sa formu-
lation générale : fonctionnelle de cofit, contraintes, variables d’état et de commande,

ainsi que quelques idées sur 'existence d'un optimum.

Le troisiéme chapitre présente les principales méthodes théoriques du contréle
optimal, en particulier le principe du maximum de Pontryagin, le controle linéaire qua-

dratique, ’équation de Riccati et 'approche de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Enfin, le dernier chapitre est consacré a des applications numériques sous MAT-
LAB, permettant de résoudre et d’illustrer des problemes de controle optimal pour des

systemes linéaires et non linéaires.

Ainsi, ce travail vise a fournir une vision a la fois théorique et pratique du controle
optimal, en mettant en évidence son importance mathématique et son intérét dans

divers domaines d’application.



CHAPITRE PREMIER

Préliminaires

Avant d’aborder la théorie du controle optimal, il est nécessaire de rappeler quelques
résultats fondamentaux de ’analyse mathématique et des équations différentielles. En
effet, un probléeme de controle optimal repose toujours sur un systeme dynamique
décrivant 1’évolution du phénomene étudié. La compréhension de ce systeme exige
la connaissance des notions de solution, de trajectoire, d’existence et d’unicité. Par
ailleurs, les outils de 'optimisation font largement intervenir la convexité, aussi bien
pour les ensembles admissibles que pour les fonctionnelles a minimiser. Ce chapitre a

donc pour but d’introduire ces éléments de base.

1.1 Systemes dynamiques(existence et unicité)

Définition 1.1.1. [11]
Un systeme dynamique est un modele mathématique décrivant [’évolution d’un état

au cours du temps. En général, cet état est représenté par une fonction
r: I CR—R"

ou z(t) désigne l’état du systéme a l'instant t.
Dans de nombreux cas, cette évolution est régie par une équation différentielle or-

dinaire de la forme
(t) = f(t, (1)),

accompagnée d’une condition initiale

x(to) = wo.
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Ici, f est une application donnée, ty est l'instant initial, et xo est ’état initial du
systeme.
Cette équation signifie que la vitesse de variation de l’état dépend du temps et de

I’état lui-méme. Lorsqu’une commande intervient, le systéme prend souvent la forme

#(t) = f(t,x(t), u(t)),

ou u(t) représente la commande appliquée au systéme. Dans ce premier chapitre, nous
nous limitons essentiellement au cas sans commande explicite afin de poser les bases

analytiques nécessaires

Exemple 1 : croissance exponentielle Le modele

x(t) = ax(t), z(0) = o,

avec a € R, décrit une croissance ou une décroissance exponentielle. Sa solution est

2(t) = zpe™.

Exemple 2 : systeme linéaire

Un systeme dynamique linéaire s’écrit sous la forme

z(t) = Ax(t) + b,

ot A est une matrice de taille (n x n) et b un vecteur de R™.

1.1.1 Classification des systemes dynamiques

Les systemes dynamiques peuvent étre classés selon plusieurs criteres :

— Systémes autonomes :

La dynamique ne dépend pas explicitement du temps.
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— Systémes non autonomes :

() = f(E,x(t)).

ou f dépend explicitement du temps t.
Cette distinction est importante en controle optimal, car les méthodes de résolu-

tion different fortement selon que le systeéme est linéaire ou non linéaire.

1.1.2 Notion de trajectoire

Une trajectoire est une solution z(t) du systeme dynamique associée a une condi-
tion initiale donnée. L’ensemble des trajectoires permet de décrire tous les comporte-
ments possibles du systeme. En contrdle optimal, la trajectoire dépend non seulement

de I'état initial, mais aussi de la commande appliquée.

1.1.3 Existence et unicité des solutions

L’un des premiers problemes qui se pose lorsqu’on étudié une équation différentielle
est le suivant : existe-t-il une solution? Et si oui, cette solution est-elle unique? Ces
deux questions sont fondamentales. En effet, si la solution n’existe pas, le modele n’a
pas de sens du point de vue mathématique. Si elle n’est pas unique, alors I’évolution

du systeme n’est pas déterminée de maniere univoque par les données initiales.

a. Probleme de Cauchy

Considérons le probleme de Cauchy

#(t) = f(t,=(t), >0, (1.1)

l’(to) = Xyp-

On cherche une fonction z(t), définie dans un voisinage de t, vérifiant cette équation

et la condition initiale.

b.Théoreme de cauchy-lipschitz

Le résultat fondamental est le théoreme de Cauchy-Lipschitz, aussi appelé théoréme
de Picard-Lindelof.
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Théoréme 1.1.2. [6]

Soit f: D C RxR" — R" une fonction continue. Si f est localement lipschitzienne
par rapport a la variable x, alors pour toute condition initiale (to, xo) € D, il existe un
intervalle I contenant ty sur lequel le probleme de Cauchy admet une unique solution.

La condition de Lipschitz par rapport a x signifie que, dans un voisinage convenable,

il existe une constante L > 0 telle que :

1f(t2) = f(E )l < Lz -y

pour tous x ety du voisinage considéré.
Cette hypothése garantit que deux solutions issues de la méme condition initiale ne

peuvent pas se séparer.

Démonstration
L’idée de la démonstration repose sur une reformulation intégrale du probleme. En

intégrant I’équation différentielle, on obtient :

z(t) = o —i—/t f(s,x(s))ds.

On définit alors un opérateur

Tz(t) = xo + /t f(s,z(s))ds.

Chercher une solution revient a chercher un point fixe de 'opérateur 7. Sous I’hy-
pothese de Lipschitz et sur un intervalle suffisamment petit, on montre que T est
contractant. Le théoreme du point fixe de Banach permet alors d’obtenir I'existence et

I'unicité d’un point fixe, donc d’une solution unique.

c. Théoreme de Peano

Théoréme 1.1.3. [6, 9]
Si la fonction f est continue, alors le probléme de Cauchy admet au moins une

solution locale.
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Ce théoreme est plus faible que celui de Cauchy-Lipschitz, car il n’assure pas ['unicité.

Exemple :

Considérons le probleme :

z(0) = 0.

La fonction f(x) = 1/|z| est continue, mais elle n’est pas lipschitzienne au voisinage
de 0. Ce probléme admet plusieurs solutions, par exemple la solution triviale z(t) = 0,
mais aussi d’autres solutions non triviales. Cela montre que la continuité seule ne suffit

pas a garantir I'unicité.

d. Inégalité de Gronwall

L’inégalité de Gronwall est un outil tres utile pour établir I'unicité et la stabilité

des solutions.

Lemme 1.1.4. (Lemme de Gronwall.)[5, 3]

Soit u une fonction continue positive telle que

u(t) Sa—i—b/tu(s)ds

to

pour tout t > tg, ot a,b > 0. Alors :

u(t) < aebt=to),

Cette inégalité permet notamment de majorer la différence entre deux solutions, ce

qui joue un role fondamental en théorie du controle.

1.2 Notions de convexité

La convexité occupe une place majeure en optimisation et par conséquent, en
controle optimal. Elle intervient dans la définition des ensembles admissibles, dans

I’étude des fonctionnelles de coflit et dans I'existence des solutions optimales.
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1.2.1 Ensemble convexe

Définition 1.2.1. [0, 10]
Un ensemble C' C R™ est dit convexe si pour tous x,y € C' et pour tout X € [0, 1],

on a :

A+ (1=XNy) eC.

Autrement dit, tout segment reliant deux points de C' reste entierement contenu
dans C'.

Exemples
1. Une droite, un segment, un disque, une boule sont des ensembles convexes ;

2. en revanche, un anneau ou une couronne circulaire n’est pas convexe.

1.2.2 Fonction convexe

Définition 1.2.2. [6, 10]
Soit C' un ensemble convexe de R™. Une fonction f : C — R est dite convexe si
pour tous x,y € C' et tout A € [0, 1],

fOz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 =N F(y).

Elle est dite strictement convexe si l'inégalité est stricte pour x #y et A € [0, 1].
Géométriqguement, cela signifie que le graphe de la fonction se situe en dessous de toute

corde reliant deuz points de ce graphe.

1.2.3 Caractérisations de la convexité

Pour une fonction dérivable, la convexité peut étre caractérisée par une inégalité

tangente.

Proposition 1.2.3. Soit f: C' — R une fonction différentiable sur un ouvert convere

C. Alors f est convexe si et seulement si :
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fy) =z f(@)+Vf(x)-(y—x), Veyel.
Autrement dit, le graphe de [ est au-dessus de toutes ses tangentes.

Si f est deux fois continiment dérivable, alors on a le critere suivant :

Proposition 1.2.4. Soit f : C' — R une fonction de classe C? sur un ouvert convexe
C. La fonction f est convexe sur C' si et seulement si sa matrice hessienne D? f(x) est

positive semi-définie pour tout x € C'.

Dans le cas d'une fonction d’une seule variable, cela revient a dire que :
f"(z) >0, Vo e C.

Remarque 1.2.1. (Importance de la converité en optimisation,).

La convexité simplifie fortement les problemes d’optimisation. En effet, lorsqu’on
minimise une fonction convexe sur un ensemble convexe, tout minimum local est aussi
un minimum global. Cette propriété est particulicrement importante en controle optimal,
car elle permet de garantir [’existence, ['unicité ou la stabilité de la solution optimale
dans certaines situations.

Par exemple, dans le probleme de contréle linéaire quadratique, la fonctionnelle cott
est généralement convexe, voire strictement convexe, ce qui assure une bonne structure

mathématique du probleme.

1.2.4 Combinaisons convexes

Une combinaison de la forme

m
E )\ixiu
=1

ol
m
i=1
est appelée combinaison convexe des points xy, ..., T, .

Un ensemble est convexe si et seulement s’il contient toute combinaison convexe

finie de ses points.
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1.2.5 Fonctionnelles convexes

Dans les espaces fonctionnels, on rencontre des fonctionnelles de la forme :

J(u) = /0 L(t, u(t)) dt.

La convexité de L par rapport a la variable u entralne souvent la convexité de
la fonctionnelle J. Cette observation est fondamentale en controle optimal, puisque
la recherche d’une commande optimale se ramene souvent a la minimisation dune

fonctionnelle sur un ensemble admissible.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé quelques notions fondamentales qui seront
utilisées dans la suite du mémoire. Nous avons d’abord présenté la notion de sys-
teme dynamique, qui sert a modéliser 1’évolution d’un phénomeéne au cours du temps.
Nous avons ensuite étudié les résultats essentiels relatifs a 'existence et a I'unicité des
solutions des équations différentielles, notamment a travers les théoremes de Cauchy-
Lipschitz et de Peano, ainsi que I'inégalité de Gronwall. Enfin, nous avons introduit les
principales notions de convexité, indispensables a 1’étude des problemes d’optimisation

et de controle optimal.



CHAPITRE DEUX

Probleme de controle optimal

Introduction

Apres avoir rappelé, dans le chapitre précédent, les notions fondamentales liées aux
systemes dynamiques, a ’existence et a l'unicité des solutions, ainsi qu’a la convexité,
nous abordons maintenant le coeur du contréle optimal. L’objectif de ce chapitre est de
présenter la formulation générale d’un probleme de contrdle optimal, en précisant les
notions de variable d’état, de commande, de contraintes et de fonctionnelle de
coiit. Nous donnerons également quelques idées générales sur 'existence d’une solution

optimale.

Un probleme de contrdle optimal consiste a agir sur un systeme dynamique au
moyen d’une commande choisie de facon appropriée, afin d’obtenir le meilleur com-
portement possible selon un critere donné. Ce critere est généralement exprimé par
une fonctionnelle & minimiser ou a maximiser. Ainsi, le contrdle optimal associe deux
aspects essentiels : d'une part, la dynamique du systeme, et d’autre part, la recherche

d’un optimum.
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2.1 Formulation du probleme de controle optimal

2.1.1 Variable d’état et variable de commande

1.Variable d’état

La variable d’état représente I’ensemble des grandeurs nécessaires pour décrire com-

pletement le systeme a un instant donné. Elle est généralement notée
z(t) € R",
ou n désigne la dimension de l'espace d’état.

Par exemple :
1. dans un probléeme de mécanique, 1’état peut contenir la position ou la vitesse ;
2. dans un probleme économique, I’état peut représenter un capital ou un stock;

3. dans un probleme biologique, 1’état peut décrire I’évolution d’une population ou

d’une concentration.

2.Variable de commande

La commande est la grandeur sur 'aquelle on peut agir pour influencer I’évolution

du systeme. Elle est notée

u(t) e U C R™,
ou U est I'ensemble des valeurs admissibles de la commande.
La commande peut représenter, selon le contexte :
1. une force appliquée a un systeme mécanique;
2. une tension ou un courant dans un systeme électrique ;
3. un taux d’investissement en économie;
4. une dose de traitement en biologie ou en médecine.

Dans le cadre du contrdole optimal, la commande n’est pas imposée a l’avance :
elle doit étre choisie parmi un ensemble admissible de maniere a optimiser un certain

critere.
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a. Dynamique du systéme controlé

Un systeme controlé est généralement décrit par ’équation différentielle

#(t) = f(t,2(t),u(t), € to, ),

avec la condition initiale
z(to) = wo.
Ici :
1. x(t) est I'état;
2. u(t) est la commande;
3. f décrit la dynamique du systeme;
4. ty est le temps initial ;

5. ts est le temps final.

La fonction f peut étre linéaire ou non linéaire. Le choix de la commande u modifié

la trajectoire x, ce qui permet d’orienter le systéme vers un objectif donné.

b. Ensemble des commandes admissibles

Toutes les fonctions de commande ne sont pas nécessairement autorisées. En pra-
tique, on impose souvent des restrictions physiques, techniques ou économiques. On
définit donc un ensemble de commandes admissibles, souvent noté U,y .

En général, une commande admissible est une fonction mesurable

w: [to,tf] = U
telle que :
1. u(t) € U pour presque tout t € [to, ty];

2. la solution associée x(t) existe;

3. certaines contraintes supplémentaires sont vérifiées.

Ainsi, ’ensemble admissible peut s’écrire sous la forme
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Upag = {u(-);u(t) € U p.p. sur [to, tr]}.

Dans beaucoup de cas, I’ensemble U est supposé fermé et convexe, parfois compact.

2.1.2 Contraintes dans un probleme de contrdle optimal

Les problemes de contrdle optimal sont généralement soumis a plusieurs types de

contraintes.

1.Contraintes dynamiques

Ce sont les contraintes imposées par 1’équation d’évolution :

(1) = (%), u(t)).

Elles traduisent le fait que ’état du systeme ne peut pas évoluer arbitrairement.

2.Contraintes sur 1’état

On peut imposer que 1’état appartienne a un ensemble admissible :

z(t) € K C R™
Par exemple :
1. une température doit rester dans un intervalle donné;

2. une population doit rester positive;

3. une vitesse ne doit pas dépasser une limite.

3.Contraintes sur la commande

La commande peut également étre bornée :
u(t) € U.

Par exemple :

1. une tension ne peut pas dépasser une valeur maximale ;

2. une force de commande est limitée par les capacités de 'actionneur ;
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3. un taux d’injection ou de consommation doit rester dans un domaine permis.

4.Contraintes initiales et finales

Le probleme est souvent complété par :
1. une condition initiale

I(to) = Xy,
2. une condition terminale fixée ou partiellement fixée
z(ty) = zy,
ou plus généralement
T (tf) e M,

ou M est un ensemble donné.
Ces contraintes jouent un réle important dans la formulation du probleme, car elles

déterminent le type de trajectoires admissibles.

2.1.3 Fonctionnelle de coiit

1.Définition générale

Définition 2.1.1. [§/
Le but du controle optimal est d’optimiser une fonctionnelle cout. Dans la plupart

des cas, on cherche a minimiser une expression de la forme
ty
J(u) = O(z(ty)) + / L(t,z(t),u(t)) dt.
to
Ici :
1. ®(z(ty)) représente le coit terminal ;

2. L(t,x(t),u(t)) représente le coit instantané ou densité de cott.

La quantité J(u) mesure la performance globale de la commande w.

Remarque 2.1.1. La fonctionnelle cott peut avoir plusieurs significations :

1. minimisation d’une énergie consommée ;

2. minimisation d’un temps de transfert;
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3. minimisation d’une erreur par rapport a une trajectoire cible;
4. minimisation d’un cout économique ;
5. compromis entre performance et effort de commande.

Ainsi, le controle optimal consiste a trouver une commande admissible u* telle que

J(u*) = min J(u).

UEULq

2. Exemples de fonctionnelles cofit

Exemple 1 : coiit énergétique

J(u) = /t ") dt.

Ce critere pénalise les commandes de grande amplitude.

Exemple 2 : colit terminal
2
J(u) = [z(ty) — ¢l
On cherche ici & amener le systeme aussi pres que possible d'un état cible.

Exemple 3 : colit mixte

J(u) = / ' (|z(®)]* + u(t)]?) dt.

to

Ce type de fonctionnelle est tres fréquent en contrdle linéaire quadratique.

3. Formulation mathématique générale du probleme

Un probléme de controle optimal peut étre formulé ainsi :

Trouver une commande u*(-) € Uyq telle que la trajectoire associée x*(-) vérifie

z(t) = f(t,x(t),u(t)), x(ty) = o,
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et que la fonctionnelle de cofit soit minimale :

J(u*) = min J(u).

UEULq

Autrement dit, il s’agit de résoudre le probleme

min {cp(:c(tf)) + /tf Lt 2(t), u(t)) dt}

UEULq to

sous la contrainte

et éventuellement sous d’autres contraintes sur x et u.

4. Exemples simples de problémes de contrdle optimal

a. Probléme de transfert minimal

Considérons le systeme

avec u(t) € [—1,1].

On cherche a transférer le systeme de x, vers x5 en un temps minimal. La fonction-

nelle de cott est alors

Ici, le probleme consiste a trouver la commande qui permet d’atteindre la cible le

plus rapidement possible .

b. Probléeme quadratique
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Considérons le systeme linéaire
t(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xy,

et la fonctionnelle

J(u) = /0 (2(8)Qe(t) + u(t) Ru(t)) dt + 2(T)7Sx(T),

ou ), R et S sont des matrices symétriques positives ou semi-positives. Ce probleme
joue un role fondamental en théorie du controle, car il conduit au probleme dit linéaire

quadratique, qui admet une structure particulierement riche.

2.2 [Existence d’un optimum (idées générales)

La question naturelle qui se pose est la suivante : le minimum recherché existe-t-il
réellement ? autrement dit, existe-t-il une commande admissible u* qui réalise la valeur
minimale de la fonctionnelle cofit ?

Cette question est délicate. En effet, il ne suffit pas que la fonctionnelle soit définie :

encore faut-il que le minimum soit atteint dans ’ensemble admissible.

2.2.1 Difficultés possibles

L’existence d'un optimum peut échouer dans plusieurs situations :
1. I'ensemble des commandes admissibles n’est pas compact ;
2. la fonctionnelle cotit n’est pas semi-continue inférieurement ;
3. les trajectoires admissibles peuvent s’échapper ;
4. une suite minimisante peut exister sans converger vers une commande admissible.
Ainsi, il ne suffit pas de construire une suite (u,) telle que

J(u,) — inf J(u),

uEU,q

il faut encore pouvoir extraire une sous-suite convergente dont la limite reste ad-

missible.
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2.2.2 Role de la convexité

La convexité intervient ici de maniere essentielle. Lorsque :

1. I'ensemble des commandes admissibles est convexe ;
2. la dynamique possede de bonnes propriétés de régularité ;

3. la fonctionnelle cofit est convexe par rapport a la commande.

on dispose souvent de meilleurs résultats d’existence. La convexité permet de contro-

ler le comportement des suites minimisantes et facilite le passage a la limite.

Une approche classique (idée de la méthode directe) pour montrer I'existence d'un
optimum repose sur la méthode directe du calcul des variations. Son principe est le

suivant :

1. on considére une suite minimisante (u,) telle que

J(up) = inf J(u);

UEUG

on montre que cette suite est bornée dans un espace fonctionnel approprié;
on extrait une sous-suite convergente, au moins faiblement ;

on prouve que la limite u* est encore admissible ;

AR R

on établit que
J(u*) < liminf J(u,),

n—0o0

ce qui permet de conclure que u* est optimale.

Cette stratégie demande souvent des hypotheses de compacité, de convexité et de

semi-continuité inférieure.

2.2.3 Hypotheses classiques d’existence

Dans un probléme de controle optimal, 'objectif est de déterminer une commande
admissible qui minimise une fonctionnelle de cotlit donnée. Cependant, I'existence d'une
commande optimale n’est pas toujours automatique. Pour garantir cette existence, on

impose généralement certaines hypotheses sur I’ensemble des commandes admissibles,
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la dynamique du systeme et la fonction de cofit. On considére un systeme contrdlé de

la forme :
o(t) = f(t,z(t),u?)),  x(0) =z,

ou x(t) désigne I'état du systeme et u(t) la commande. La fonctionnelle de cotit est

donnée sous la forme de Lagrange par :

J(u):/o L(t,xz(t),u(t))dt.

Les hypotheses classiques d’existence sont les suivantes :

1. L’ensemble U des commandes admissibles est non vide et compact :
Cette hypothese signifie qu’il existe au moins une commande admissible et que
I’ensemble des valeurs possibles de la commande est fermé et borné. Elle permet
d’éviter que les commandes prennent des valeurs arbitrairement grandes et as-
sure la possibilité d’extraire une sous-suite convergente a partir d’une suite de

commandes admissibles.

2. La fonction f(t,r,u) est continue par rapport a ses variables : La fonction
f décrit la dynamique du systeme. Sa continuité signifie que de petites variations
du temps ¢, de I’état x ou de la commande u entrainent de petites variations de
la dynamique. Cette hypothése assure donc une dépendance réguliere du systéme

par rapport aux données du probléeme.

3. La fonction f est lipschitzienne par rapport a r, uniformément par
rapport a u : Cette condition signifie qu'il existe une constante Ly > 0 telle
que :

|’f(t>x17u) - f(t>$2>u>H < Lwal - xQHa

pour tous xq, s et pour toute commande admissible u. Cette hypothese permet
de garantir 'existence et 'unicité de la trajectoire associée a une commande

donnée.

4. La fonction L(t,z,u) est continue et convexe par rapport a v : La fonction
L représente le cotlit instantané du systeme. Sa continuité garantit que le coftit
varie de maniere réguliere avec ’état et la commande. Sa convexité par rapport a
u signifie que, pour deux commandes admissibles u; et ug, et pour tout A € [0, 1],

on a :
L(t,z, Auy + (1 — Nug) < AL(t, z,u1) + (1 — N)L(¢t, z, usg).
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Cette propriété est cruciale dans les preuves d’existence, car elle permet de conser-

ver le caractere minimisant lors du passage a la limite.

5. La fonctionnelle de coiit est coercive : La coercivité signifie que la fonction-
nelle de cofit pénalise suffisamment les commandes de grande norme. Autrement
dit, si la norme de la commande devient trés grande, alors le cott J(u) devient lui
aussi grand. Cette hypotheése empéche 1'utilisation de commandes trop grandes

ou non réalistes dans la recherche du minimum.

Sous ces hypotheses, on peut établir des théoremes d’existence affirmant qu’il existe
au moins une commande admissible u* telle que :

J(u*) = min J(u).

UEUG

La commande u* est alors appelée contrdole optimal.

Le résultat général : Si le systeme dynamique est bien posé, si 'ensemble des
commandes admissibles est suffisamment régulier et si la fonctionnelle de cofit possede
de bonnes propriétés de convexité et de semi-continuité, alors le probleme de controle
optimal admet au moins une solution optimale. Ce type de résultat est fondamental

pour justifier mathématiquement les méthodes de recherche de la commande optimale.

Remarque 2.2.1. (sur lunicité de l’optimum,).

— L’existence d’un optimum ne signifie pas nécessairement son unicité. Il peut exis-
ter plusieurs commandes différentes produisant le méme cout minimal. L unicité
est généralement assurée sous des hypothéses plus fortes, par exemple lorsque
la fonctionnelle de cotut est strictement convexe et que le systéme posséde une

structure adaptée.
Dans les problémes quadratiques, ['unicité est souvent obtenue grace a la stricte
convexité du terme en commande.

— Lien avec les méthodes théoriques

La formulation générale établie dans ce chapitre prépare l’étude des méthodes de
résolution. Une fois le probléme posé, plusieurs outils peuvent étre utilisés pour

caractériser ou calculer la commande optimale :

1. le principe du maximum de Pontryagin
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2. la programmation dynamique ;
3. Uéquation de Hamilton-Jacobi-Bellman ;

4. U’équation de Riccati dans le cas linéaire quadratique.

Ces méthodes seront présentées dans le chapitre suivant.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la formulation générale d’un probléeme de
controle optimal. Nous avons défini les notions de variable d’état, de variable de com-
mande et d’ensemble des commandes admissibles. Nous avons ensuite introduit les
différentes contraintes pouvant intervenir dans le probleme, ainsi que la fonctionnelle
de cofit qui mesure la performance de la commande choisie. Enfin, nous avons donné
quelques idées générales sur l'existence d’une solution optimale, en soulignant le réle
joué par la convexité, la compacité et la semi-continuité.

Ces ¢léments constituent la base théorique nécessaire pour aborder, dans le chapitre
suivant, les principales méthodes d’analyse et de résolution des problemes de contréle

optimal.



CHAPITRE TROIS

Méthodes théoriques

Introduction

Aprés avoir présenté, dans le chapitre précédent, la formulation générale d’un pro-
bleme de controle optimal, nous abordons maintenant les principales méthodes théo-
riques permettant de caractériser ou de déterminer une commande optimale. Ces mé-
thodes occupent une place centrale dans la théorie du controle, car elles fournissent
soit des conditions nécessaires d’optimalité, soit des outils permettant d’obtenir expli-

citement la solution dans certains cas particuliers.

Parmi les approches les plus importantes figurent le principe du maximum de
Pontryagin, la méthode du contréle linéaire quadratique (LQR), ’équation
de Riccati et I'approche par programmation dynamique, qui conduit a ’équa-
tion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Ces méthodes sont complémentaires :
certaines sont générales et s’appliquent a des systémes non linéaires, tandis que d’autres

sont particulierement adaptées aux systemes linéaires et aux criteres quadratiques.

L’objectif de ce chapitre est de présenter ces méthodes, d’en expliquer 'idée fonda-

mentale et d’en montrer le role dans la résolution des probemes de controle optimal.
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3.1 Pontryagin (Hamiltonien, conditions nécessaires)

1. Présentation générale

Le principe du maximum de Pontryagin constitue I'un des résultats fondamentaux
du controle optimal. Il fournit des conditions nécessaires que doit satisfaire une com-
mande optimale. Autrement dit, si une commande u*(t) est optimale, alors elle doit
vérifier un ensemble de relations portant a la fois sur la dynamique du systéme, une
variable auxiliaire appelée variable adjointe, et une fonction particuliere appelée

hamiltonien.

Cette méthode a été développée dans les années 1950 par Pontryagin et ses colla-
borateurs. Elle généralise les idées classiques du calcul des variations a des systémes

gouvernés par des équations différentielles avec commande.

Définition 3.1.1. (du Hamilton)
Pour appliquer le principe du maximum, on introduit la fonction de Hamilton, ou

hamiltonien, définie par

H(t,z,u,p) = L(t,x,u) +p’ f(t,z,u), (3.1)

ot p(t) € R™ est la variable adjointe.

Le hamiltonien regroupe en une seule expression :

— le cout instantané L,
— la dynamique du systeme f,

— leffet de la variable adjointe p.

1l joue un role central dans ’énoncé du principe du mazximum.

2. Formulation du probleme

Considérons le probleme (1) de controle optimal standard suivant :

min J(u) = B(x(T)) + / L(x(8), ult), t) dt (3.2)

uEULq to
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sous la contrainte dynamique :

#(t) = f(z(t),u(®),t),  w(to) = o,

On cherche une commande admissible u*(t) telle que le cofit soit minimal.

3. Enoncé du principe du maximum

Théoréme 3.1.2. (Principe du mazimum de Pontryagin)[6, 8]

Supposons que les fonctions f, L et ® soient de classe C', et que u*(t) soit un
controle optimal associé a la trajectoire optimale x*(t). Alors il existe une fonction
adjointe p(t), non identiquement nulle, telle que les conditions suivantes soient satis-

faites :

1. Equation d’état :

Autrement dit

)=~ Ge@ 0.0 - (Fw . 00) w0,

3. Condition d’optimalité sur le controle

Si U est conveze et si u*(t) est intérieur a U, alors :

o 000, pl0).1) =0

Plus généralement, dans un prbléme de minimisation, on a :

H(z*(t),u*(t),p(t),t) = min H(z*(t), v, p(t),1).

velU
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4. Condition de transversalité
Si Uétat final x(T) est libre, alors :

p(T) = Vo(z™(T)).

Si Uétat final est fizé, cette condition n’est pas imposé.

Démonstration. On introduit la fonction adjointe p(t) afin d’intégrer la contrainte

dynamique dans la fonctionnelle de cotit. Comme la trajectoire vérifie :

on peut écrire :

J(u) = @(x(T)) +/0 [L(x,u,t) +pt (t) (f(z,u,t) — x(t))} dt.

Cette expression est égale au cofit initial, car le terme f(z,u,t) — @(t) est nul le long
des trajectoires admissibles.
On calcule maintenant la variation premiere de J. Soient dx et du de petites varia-

tions de I’état et du controle. On obtient :
T
§J =Vo(x(T))"62(T) + / [L30x + Lyou+ p' (fo0x + fudu — 6i)] dt,

0

Le terme contenant 0% est intégré par parties :
T T
—/ ploidt = —p(T) " 62(T) + p(0) T 62(0) + / plox dt.
0 0
Comme I'état initial est fixé, on a :
dz(0) = 0.

Donc :

57 = [VO(x(T)) — p(T)]"62(T) + /0 [Le+ fTp+p] dwdt+ /0 (Lo + fTp)" budt.
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Or, par définition du Hamiltonien :
H(z,u,p,t) = L(z,u,t) +p" f(x,u,t).

Donc :
et :

Pour que la variation soit minimale pour toute variation admissible de 1’état, on im-

pose :
p(t) - —H:C(:L’*(t),u*(t%p(t),t).

De plus, si z(T) est libre, alors le coefficient de dz(7") doit étre nul :
p(T) = Ve(z*(T)).

Il reste la variation par rapport au controle. Pour un controle optimal intérieur, on doit

Hu<x*(t)7 u*(t),p(t), t) = 0.

Si le contrdle est soumis & une contrainte u(t) € U, la condition devient :

H(z*(t),u*(t),p(t),t) = min H(z*(t), v, p(t),t).

velU

Cela donne les conditions nécessaires du principe de Pontryagin.

Remarque 3.1.1. Le principe du mazximum transforme le probleme initial en un sys-

téme couplé formé de :

— [équation d’état, résolue vers l’avant dans le temps;
— [’équation adjointe, résolue vers l'arriere ;
— une condition de minimisation ponctuelle du hamiltonien.

Ainsi, une commande optimale ne peut pas étre choisie arbitrairement. Elle doit

étre compatible avec la trajectoire d’état et avec [’évolution de la variable adjointe.

— Cas ou la commande est intérieure
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Si lensemble U est ouvert et si la commande optimale u*(t) appartient a lintérieur

de U, alors la condition d’optimalité peut s’écrire sous forme différentielle :

(1 (0, (), p(8)) = 0.

Cette relation est souvent utilisée pour exprimer la commande optimale en fonction

de ’état et de ’adjoint.

Exemple 1 : (probleme quadratique simple)

On considere :

sous la contrainte :

() = u(t), z(0) = .

L’état final x(7T) est libre. Le Hamiltonien est :

1
H(z,u,p) = 5(:102 + u?) + pu.

Les conditions de Pontryagin donnent :

. o0H
rI=—=1u
op ’

.__8H__

p= or s
et :

o0H

%—u—l—p—o
Donc :

u*(t) = —p(t)

Ainsi :
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r=—=p,
et :

p=—2
En dérivant la premiere équation :

= —p.
Comme p = —x, on obtient :

=

La solution générale est :

Puisque :

on a :

u*(t) = Cre' — Che™.

La condition initiale donne :

ZL’(O) = Cl + CQ = Xyp-

Comme l'état final est libre et qu’il n’y a pas de cofit final, on a :

Or :

Donc :
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u*(T) = Cre’ — Coe™™ = 0.
Ainsi :
C’leT = Cge_T,
d’ou :
02 = 01€2T.
En utilisant Cy + Cy = g, on obtient :

Cl(l + 62T) = Xy-

Donc :
Zo
C, = ———,
P14l
et :
27
Toe
Cp= "
1+ 2T
Finalement, le controle optimal est :
ro  ,  xee*T

wi(t) = 1—|—€2T6 B 1—|—62T6

Exemple 2 :(minimisation du temps)

On veut transférer le systeme :

de I'état initial :

vers 'état final :
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en temps minimal, avec la contrainte :

—1<u(t) <1

Le colit est :

Le Hamiltonien est :

L’équation adjointe est :

Donc :

ou C' est une constante. La condition de minimisation du Hamiltonien impose :

u*(t) = arg jrélvngl(l + pv).

Si p > 0, alors le minimum est atteint pour :

u*(t) = —1.

Comme on veut ramener xy > 0 vers 0, le choix optimal est bien :

u*(t) = —1.

La trajectoire optimale est donc :



3.2 LQR et Riccati (solution explicite et stabilité) 48

Ainsi :

La condition finale 2(7") = 0 donne :

SL’O—T:O

Donc :

*
T = 29.

Le controle optimal est :
u*(t) = —1, 0<t<ux.

Remarque 3.1.2. Le principe de Pontryagin donne des conditions nécessaires d’op-
timalité. Cela signifie que tout controle optimal doit vérifier ces conditions. Mais, en
général, ces conditions ne garantissent pas toujours que le controle obtenu est effective-
ment optimal. Pour obtenir une condition suffisante, on ajoute souvent des hypotheses
de convexité, par exemple :

H(x,u,p,t)

convexe par rapport a u, et la fonctionnelle de coit convere. Dans le cas linéaire-

quadratique, ces conditions permettent généralement d’obtenir 'optimalité globale.

3.2 LQR et Riccati (solution explicite et stabilité)

3.2.1 Controle linéaire quadratique (LQR)

Le probleme de controle linéaire quadratique constitue I’'un des plus importants en
théorie du contrdle optimal [12]. II concerne des systémes linéaires avec une fonction-
nelle de cotit quadratique. Ce cadre est tres étudié parce qu’il est a la fois mathémati-

quement riche et partiquement utile. Considérons le systeme linéaire

&(t) = Az(t) + Bu(t), t>0
z(0) = xo,
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z(t) € R™ est d’état,

u(t) € R™ est la commande,
Ae R

4. Be Rv™ .

w =

La fonctionnelle de cotit associée a ce probleme s’écrit :

J(u) = %I(T)TSJU(T) + % /0 [2(t) " Qxz(t) + u(t) " Ru(t)] dt, (3.4)

ou :
— () est une matrice symétrique semi-définie positive,
— S est une matrice symétrique semi-définie positive,
— R est une matrice symétrique définie positive.

Signification du critere :

Le terme quadratique
2(t) ' Qu(t)

pénalise I’écart de 1’état, tandis que le terme
u(t)" Ru(t)

pénalise l'effort de la commande. Le probleme consiste donc a trouver un compromis

optimal entre la performance du systeme et le colit de la commande.

2. Application du principe de Pontryagin

Le Hamiltonien associé a ce probleme s’exprime sous la forme :
L 1 T T
H(z,u,p) = §($ Qzr+u' Ru)+p (Az + Bu).

La condition d’optimalité
OH 0
ou
donne

Ru(t) + BT p(t) = 0.
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comme R est invesible, on obtient

u*(t) = —R7'BTp(t).

La commande optimale s’exprime donc en fonction de la variable adjoint.

3. Systeme état-adjoint

On obtient alors le systeme
@(t) = Ax(t) — BR™*B'p(t),

et
p(t) = —Qux(t) — ATp(t),

avec condition terminale

p(T) = Sx(T).

Ce systeme couplé peut étre simplifié grace a 1’équation de Riccati.

4. Probleme LQR a horizon fini

Théoréme 3.2.1. (LQR d horizon fini [12, 2, 1])
&(t) = Ax(t) + Bx(t), z(0) = o,

et le cott :

J(u) = %x(T)TSx(T) + %/0 [2(t) " Qz(t) + u(t) " Ru(t)] dt

Si :
Q=Q"'=0, S=S5"=0, R=R'*>0,

alors Ir controle optimal est donnée par la loi de retour d’état :

u*(t) = —R'BTP(t)x(t),



3.2 LQR et Riccati (solution explicite et stabilité) 51

ou P(t) est la solution différentielle de Riccati :
—P(t) = ATP(t) + P(t)A — P(t)BR'BTP(t) + Q,

soumise a la condition terminale :

La fonction valeur associée est :

3.2.2 Equation de Riccati

1. L’idée fondamentale

Dans le probleme LQR, on cherche une relation entre I'adjoint p(t) et I'état du

systeme z(t). On suppose une relation de la forme :

ou P(t) est une matrice carré a déterminer. En remplgant cette expressions dans les
équations du systeme, on obtient une équation différentielle matricielle appelée équa-

tion de Riccati.
2. Equation de Riccati différentielle
La matrice p(t) vérifie :
—P(t)=A"P(t)+ P(t)A— P(t)BR'BT P(t) + Q,

avec la condition terminale :

P(T) = S.
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Cette équation joue un role fondamental, car elle permet de déterminer directement la

commande optimale.

3. Expression de la commande optimale

Une fois p(t) connue, la commande optimale s’écrit sous forme de retour d’état :
u*(t) = —R'BTP(t)x(t).

Ansi, la commande optimale est proportionnelle a I’état.C’est une loi de commande en

boucle fermée.

4. LQR a horizon infini

On considére maintenant cotit :
+o0
J(u) = —/ (z(t) " Qux(t) + u(t) " Ru(t)) dt.
0

Le systeme est toujours :

x(t) = Az(t) + Bu(t).

Dans ce cas, on cherche une matrice de constante P. L’équation différentielle de Riccati

devient I’équation algébrique de Riccati :
ATP+ PA—-PBR'BTP+Q =0.

Le controle optimal est alors
u*(t) = —Kx(t)
ot K = R7'BTP. Le systéme en boucle fermée devient : i(t) = (A — BK)z(t).

Remarque 3.2.1. (Cas stationnaire).
Lorsque ’horizon de temps est infini ou lorsque le systeme stationnaire, on cherche

souvent une matrice constante P vérifiant I’Equation Algébrique de Riccati (EAR) :

ATP+ PA—-PBR'BTP+Q =0.
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Dans ce cas, la commande optimale s’écrit :
u*(t) = —Kux(t), K=R'BTP.

Cette structure en boucle fermée a gain constant est extrémement prisée en automatique

et en ingénierie.

Théoréme 3.2.2. (Stabilité pour le LQR d horizon infini [12])

Supposons que les matrices :
Q=Q" >0, R=RT>0.

Si le couple (A, B) est stabilisable et sile couple (QV/?, A) est détectable, alors I’Equation
Algébrique de Riccati (EAR) :

ATP+ PA—PBR'BTP+Q=0
admet une solution symétrique positive :
P=P>0.

Le retour d’état :
u*(t) = —R'BT Px(t)

stabilise Ir systéme, c’est-a-dire que la matrice :
A=A-BR'B'P

est stable Autrement dit, toutes ses valeurs propres ont une partie réelle strictement

négative.

5. Intérét de I’équation de Riccati

L’équation de Riccati fournit une méthode tres efficace pour résoudre le probleme

LQR. Elle permet :

1. de calcul explicite de la commande optimale.

2. Construction d’une loi de retour d’état.
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3. d’analyse la stabilité du systéme en boucle fermée.

Elle constitue donc un outil fondamental dans le contrdle des systéme linéaires.

3.3 HJB (programmation dynamique)

1. Principe général

La programmation dynamique, introduite par Bellman, repose sur l'idée que toute
stratégie optimale possede une propriété de cohérence interne : a partir de n’importe
quel instant intermédiaire, la suite de la commande doit rester optimale pour le pro-
bleme restant a résoudre.

Cette idée est connue sous le nom de principe d’optimalité de Bellman.

2. Fonction valeur

Pour formaliser cette approche, on introduit la fonction valeur

Vit =it {oGate) + [ 2s.n(0)uts) s}

ou x(s) est la trajectoire issue de I’état = a 'instant t.
La fonction valeur représente le cotit minimal qu’il reste a payer a partir de 'instant
t et de I'état x.

3. Idée du principe d’optimalité

Si l'on consideére un petit intervalle [¢,t + h], alors on peut écrire

t+h
V(t,z) = Lr(lf) (/t L(s,z(s),u(s)),ds+ V(t + h,z(t + h))) .

En faisant tendre h vers zéro, on obtient 1’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman.
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3.4 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

1. Equation générale

Sous des hypotheses de régularité suffisantes, la fonction valeur V (¢, x) vérifie I’équa-

tion aux dérivées partielles :

v
ot

avec condition terminale

(t,x) = 115161(51 {L(t,z,u) + V., V(t,x)- f(t,z,u)},

Vity,z) = ®(x).
Cette équation est appelée équation de Hamilton-Jacobi-Bellman.
Remarque 3.4.1. L’équation HJB caractérise directement la valeur optimale du pro-
bleme. Contrairement au principe du maximum de Pontryagin, qui fournit des condi-
tions nécessaires portant sur une trajectoire optimale, [’équation HJB donne une carac-

térisation globale du probleme via la fonction valeur.

Elle permet en principe d’obtenir a la fois :
— le cotut optimal,
— la commande optimale,

— la stratégie optimale en retour d’état.

2. Loi de commande optimale

Une fois la fonction valeur connue, la commande optimale peut étre obtenue en
minimisant le terme
L(t,x,u) +V,V(t,x)- f(t, z,u).
Ainsi,
u*(t,z) = arg mi(rjl {L(t,x,u) +V,V(t,z) f(t,z,u)}.
ue

On obtient donc une commande optimale sous forme de retour d’état.
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3.

et :

Démonstration par I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

On définit la fonction valeur :

V(t,z) = min {%x(T)TSx(T) + %/t (z(s)"Qx(s) + u(s)" Ru(s)) ds} :

L’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman est :
. 1 T 1 T T
0 = V(t,z) + min 57 Qx+§u Ru+V, (Ax + Bu) ;.

On cherche une solution sous la forme quadratique :

1
V(t,xz) = §xTP(t)x.

Alors : .
‘/t(tux) = §xTP(t)'Ta

V,(t,2) = P(t)a.

En remplagant dans I’'équation HJB, on obtient :

1 4 1 1
0= §xTPq: + min {éxTQx + éuTRu + 2" P(Ax + Bu)} :

On minimise maintenant par rapport a u. Le terme dépendant de u est :
1
iuTRu + 27 PBu.

Comme R > 0, cette fonction est strictement convexe en u. La condition du mini-

mum est donc :

Ru+ BTPz =0.

Ainsi :
u*(t) = —R'BTP(t)x(t).
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On remplace ce controle optimal dans I’équation HJB. On obtient :

1 . 1 1
0= §xTPx + éxTQx + 2T PAx — QxTPBR_lBTPx.

Comme :

1
vTPAz = §xT(ATP + PA)z,

on obtient : .
0= 5a" [P 4+ ATP + PA— PBR'BTP + Q] z.

Cette relation doit étre vraie pour tout x. Donc :

P+ A"P+ PA—PBR'B"P+Q=0.

Ainsi :
—P=A"P+PA—-PBR'B"P +Q.

Enfin, comme :
on obtient :

Le théoréme est démontré.

4. Lien avec le Hamiltonien

Si l'on définit le Hamiltonien :
H(t,x,u,p) = L(t,z,u) +pr(t, x,u),

alors ’équation HJB peut s’écrire :

ov :
—E(t,x) = 1;116151H (t,x,u,V,V(t,x)).

Cela montre le lien profond entre ’approche de Pontryagin et celle de Bellman.

Remarque 3.4.2. (Avantages et limites).
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L’approche de Hamilton-Jacobi-Bellman présente un grand intérét théorique, car elle
fournit souvent des conditions nécessaire set suffisantes d’optimalité. Cependant, sa ré-
solution est difficile enpratique, car il s’agit d’une équation aux dérivées partielles non
linéaire, souvent posée dans un espace de grande dimension. Cette difficulté est connue

sous le nom de malédition est de la dimension.

3.5 Comparaison entre Pontryagin et Bellman

Les méthodes de Pontryagin et de Bellman sont étroitement liées, mais elles se dis-

tinguent par leur point de vue.

1. Méthode de Pontryagin
— fournit des conditions nécessaires d’optimalité ;
— repose sur un systeme d’équations différentielles couplées ;
— adaptée a I'étude des trajectoires optimales;

— souvent plus pratique pour les calculs analytiques locaux.

2. Méthode de Bellman

— repose sur la fonction valeur ;
— conduit a une équation aux dérivées partielles;
— donne une vision globale du probleme

— permet d’obtenir des lois de retour d’état.

Dans les problemes simples, les deux approches conduisent a des résultats cohérents.

Et dans le cas LQR, elles meénent toutes deux a 1’équation de Riccati.

3. Cas particulier du probleme LQR vu par HJB

Pour le probléme linéaire quadratique, on cherche souvent une fonction valeur de
la forme

Vit x) = %xTP(t)x,

ou P(t) est une matrice symétrique.
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En remplagant cette expression dans I’équation HJB, on retrouve précisément 1’équa-

tion de Riccati :
—P(t)= ATP(t) + P(t)A — P(t)BR'BTP(t) + Q,
avec

P(T) =S

Cela montre que I’équation de Riccati constitue le point de rencontre entre le prin-

cipe du maximum et la programmation dynamique dans le cadre linéaire quadratique.

4. Importance de ces méthodes dans les applications

Les méthodes théoriques présentées dans ce chapitre jouent un role majeur dans les

applications du controle optimal :

— en robotique, pour planifier des trajectoires optimales;

— en aéronautique, pour le guidage et la stabilisation ;

— en économie, pour la gestion optimale des ressources ;

— en biomathématiques, pour la recherche de stratégies thérapeutiques;

— énergie, pour le pilotage optimal des systemes électriques et hybrides.

Le choix de la méthode dépend fortement du type de probleme étudié, de sa dimension,

de sa structure et des objectifs poursuivis.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les principales méthodes théoriques du controle
optimal. Nous avons d’abord étudié le principe du maximum de Pontryagin, qui four-
nit des conditions nécessaires d’optimalité a travers le hamiltonien, 1’équation adjointe
et la condition de minimisation. Nous avons ensuite introduit le probleme de controéle
linéaire quadratique, particulierement important pour les systemes linéaires. Dans ce

cadre, nous avons montré le role central de I’équation de Riccati, qui permet d’obtenir
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explicitement la commande optimale sous forme de retour d’état. Enfin, nous avons
présenté ’approche par programmation dynamique et I’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman, qui donnent une caractérisation globale du probleme a travers la fonction

valeur.



CHAPITRE QUATRE 1 —

Applications

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de montrer comment les résultats théoriques du contréle
optimal peuvent étre exploités numériquement a 'aide du logiciel MATLAB. Ce der-
nier constitue un outil tres utilisé en mathématiques appliquées, en automatique et
en ingénierie, grace a ses bibliotheques de calcul matriciel, de résolution d’équations

différentielles, d’optimisation et de visualisation graphique.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une application numérique sur un sys-
teme linéaire, traitée par la méthode du controle linéaire quadratique. Nous étudions
ensuite un systéme non linéaire, résolu par une approche directe de discrétisation et
d’optimisation numérique. Ces deux exemples permettent d’illustrer concrétement 1’in-
térét du controle optimal, aussi bien dans un cadre théorique bien structuré que dans

des situations plus générales.

4.1 Premiere application : controle optimal d’un

systéme linéaire

1. Présentation du systeme

Nous considérons le systeme linéaire suivant :

&(t) = Ax(t) + Bu(t),



4.1 Premiere application : contrdle optimal d’un systeme linéaire 62

avec

A:(i«;) B:@Q.

Ce systeme représente un modele simple de type double intégrateur, souvent utilisé

en automatique pour modéliser le mouvement d’un mobile ot :
1. z1(t) représente la position,
2. x5(t) représente la vitesse,
3. u(t) représente 'accélération ou la force de commande.

Le probleme consiste a ramener 1’état vers l'origine tout en limitant 1’effort de com-

mande.

2. Fonctionnelle de cott

On choisit la fonctionnelle quadratique suivante :

1

J(u) = 5/0 (z(t)"Qx(t) + u(t) " Ru(t)) dt,

ou

Q=(10 00 1), R=1

Le choix de la matrice @) signifie que 'on pénalise davantage ’erreur sur la position

que celle sur la vitesse. Le parametre R pénalise ’énergie de la commande.
3. Solution théorique
Dans le cadre du probleme LQR, la commande optimale est donnée par
u*(t) = —Kx(t),

ou la matrice de gain K est obtenue a partir de la solution de I’équation de Riccati.

Sous MATLAB, cette matrice peut étre calculée directement par la commande lqr.
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4.2 Outils numériques utilisés sous MATLAB

MATLAB offre plusieurs fonctions adaptées a la résolution de problémes de controle

optimal. Parmi les plus utiles dans ce travail, on peut citer :

— lqr, qui permet de calculer la commande optimale dans le cadre linéaire quadra-
tique;
— ode45, utilisée pour la résolution numérique des équations différentielles ordi-

naires ;

— fmincon, employée pour la minimisation sous contraintes dans les problemes

non linéaires ;

— plot, stairs, legend, xlabel, ylabel, permettant la représentation graphique

des états et des commandes.

L’idée générale de la simulation est la suivante : une fois le modele dynamique défini
et la fonctionnelle cotlit choisie, on applique soit une méthode analytique exploitable
numériquement, soit une méthode directe consistant a discrétiser la commande et a

chercher numériquement la meilleure stratégie.
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Code MATLAB

1. Evalution des états du systéme linéaire

clc;
clear;
close all;

Time interval
= linspace(0,10,500);

o°

+

o°

Linear system
= [0 1;
-1 -2];

=

% Initial condition
x0 = [2; 1];

% State evolution
X = zeros(2,length(t));

for k = 1l:1length(t)
X(:,k) = expm(A*t(k))*x0;
end

% Plot

figure;

plot(t,x(1l,:), 'LineWidth',62);
hold on;

plot(t,x(2,:), 'LineWidth"',2);

grid on;

xlabel('Temps', 'FontSize',14);

ylabel('Etats', 'FontSize',14);

title('Evolution des états du systéme linéaire','FontSize',16);

legend('$x_1(t)$', '$x_2(t)$', 'Interpreter', ‘latex’', 'FontSize',b14);

xlim([0 10]1);
ylim([-1 2.31);

set(gca, 'FontSize',13);

Ce programme utilise le systeme linéaire :

. 0 1 2
z(t) = Ax(t), A= o) 2(0) = |

I1 donne une évolution ou z(t) augmente légeérement au début puis décroét vers zéro,
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tandis que x5(t) devient négatif avant de converger aussi vers zéro.

Evolution des états du systéme linéaire

— x1(t)
2.0 1 X2(t)

1.5 A

1.0 1

Etats

0.5 1

0.0 1

—-1.0 4

Temps
FIGURE 4.1 — Evolution des états obtenue via la résolution de 1’équation de Riccati.

La figure 4.1 représente 1’évolution temporelle des deux états z(t) et x2(t) d'un
systéme linéaire. On observe que z;(t) augmente légérement au début, puis décroit
progressivement vers zéro. De son coté, x9(t) diminue rapidement, prend des valeurs
négatives, puis revient lentement vers zéro. Cette évolution montre que les deux états
convergent vers 1'origine lorsque le temps augmente. Le comportement obtenu traduit

donc la stabilité asymptotique du systeme linéaire étudié.

2. Commande optimale obtenue via I’équation de Riccati

La figure 4.2 représente ’évolution temporelle de la commande optimale u(t) ob-
tenue a partir de I’équation de Riccati. On observe que la commande est fortement
négative au début, ce qui signifie qu'une action importante est appliquée pour corriger
rapidement 1’état initial du systéme. Ensuite, son amplitude diminue progressivement

et la commande se rapproche de zéro lorsque le temps augmente.
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Commande optimale obtenue via I'équation de Riccati

0.5 4

0.0 1

—0.5

—1.0 1

—1.5 4

Commande u(t)

—2.5 4

—3.0 A

—3.5

Temps

FIGURE 4.2 — commande optimale obtrnue via ’équation de Riccati

Cette évolution montre que le controleur agit fortement pendant la phase transitoire,
puis réduit son effort lorsque le systeme se rapproche de 1’équilibre. La convergence de
u(t) vers zéro indique que 1'état du systéme est stabilisé et qu’il n’est plus nécessaire

d’appliquer une commande importante.

3. Portrait de phase du systéme linéaire

La figure 4.3 représente le portrait de phase du systéme linéaire, c¢’est-a-dire 1’évo-
lution de la vitesse x5(t) en fonction de la position x;(t). La trajectoire part de la
condition initiale donnée et se dirige progressivement vers le point d’équilibre (0,0).
On remarque que le mouvement n’est pas rectiligne : 'état xo(t) devient d’abord néga-
tif, ce qui traduit une phase de correction dynamique, puis la trajectoire revient vers

I'origine.
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Portrait de phase du systéme linéaire

1.00 +

0.75 A1

0.50 A1

0.25 A

X (t)

0.00 A

—0.25 A

—0.50 A

—0.75 A

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x1(t)

FIGURE 4.3 — Portrait de phase du systeme linéaire

Cette convergence vers (0,0) montre que le systéeme en boucle fermée est stable. Le
portrait de phase confirme donc que la commande appliquée permet de ramener les

états du systeme vers I'équilibre.

4.3 Présentation du systeme non linéaire

Nous considérons maintenant le systeme non linéaire suivant :

ZL‘l(t) = 5(32(75)7
To(t) = —sin(xq(t)) + u(t).
Ce systeme peut représenter un pendule commandé, ou :

1. z1(t) est 'angle,
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2. mo(t) est la vitesse angulaire,

3. u(t) est le couple de commande appliqué.

Le caractere non linéaire provient du terme sin(z ), qui rend la résolution analytique

plus difficile que dans le cas linéaire.

1. Fonctionnelle de coiit
Nous cherchons a minimiser la fonctionnelle

1

Ho) =5 [ @)+ a30) + ant(e)

ou « > 0 est un parametre de pondération.

Dans la suite, on choisit par exemple
a=0.1.

Ce choix signifie que I’'on veut ramener 1’état vers zéro tout en limitant 'amplitude

de la commande.

2. Méthode numérique adoptée

Dans ce cas non linéaire, nous utilisons une méthode directe :
I'intervalle de temps [0, T est discrétisé en N sous-intervalles;
la commande est supposée constante sur chaque sous-intervalle ;

le systeme dynamique est simulé numériquement pour une commande donnée ;

la fonctionnelle cotit est évaluée;

SANEE L

la meilleure commande est déterminée par une routine d’optimisation, ici fmin-

co1.

Cette méthode transforme le probleme de contréole optimal en un probleme d’opti-

misation de dimension finie.



4.3 Présentation du systéme non linéaire 69

3. Discrétisation

T
Soit N le nombre de subdivisions et h = — le pas de temps. On approxime la

N
commande par une suite
UL, U2y ..., UN.
Sur chaque intervalle [t, tx+1], on prend
u(t) = uy.

L’évolution du systeme peut étre approchée numériquement par une méthode d’Eu-
ler .

4. Formulation numérique du probléme

Le probleme devient alors :

trouver le vecteur

U= (ul,u2,...,uN)

qui minimise le cofit discret

Z (23 (tr) + 25 (ty) + o) h.

k=1

JN(U) ~

DN | —

5. Représentation linéaire de I’équation de Riccati avec MAT-
LAB

Dans le cadre du controle optimal des systemes linéaires, I’équation de Riccati joué
un role central. Elle intervient notamment dans le probléme du contrdle linéaire quadra-
tique, souvent appelé probleme LQR (Linear Quadratic Regulator). Cette approche
consiste a déterminer une loi de commande optimale permettant de stabiliser un sys-

teme dynamique linéaire tout en minimisant une fonctionnelle cotit quadratique.
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6. Implémentation sous MATLAB

La résolution numérique de ce probleme peut étre réalisée sous MATLAB a 'aide de
la fonction ‘care’, qui permet de calculer directement la solution de I’équation algébrique
de Riccati.

4.3.1 Evolution des états du systéme non linéaire

Les solutions numériques montrent que les deux états z1(t) et xo(t) évoluent pro-
gressivement vers zéro. Au début, on observe une phase transitoire due aux conditions
initiales et & la présence du terme non linéaire sin(x;). Ensuite, 1'effet de la commande
par retour d’état permet d’amortir les oscillations et de ramener le systeme (4.1) vers

son point d’équilibre.

clc;
clear;
close all;

% Intervalle de temps
tspan = [0 10];

% Condition initiale
x0 = [1.5; 0.5];

% Parametres de la commande
k1l = 2;
k2 = 2;

% Resolution numerique du systeme non lineaire
[t,x] = ode45(@(t,x) systeme_non_lineaire(t,x,k1,k2), tspan, x0);

% Trace des etats

figure;
plot(t,x(:,1),"'LineWidth',2);
hold on;
plot(t,x(:,2), " 'LineWidth',2);

grid on;

xlabel('Temps"');

ylabel('Etats');

title('Evolution des etats du systeme non lineaire');
legend('x_1(t)"','x_2(t)");

% Fonction du systeme non lineaire
function dx = systeme_non_lineaire(t,x,kl,k2)

% Etats
x1 = x(1);
X2 = X620

% Loi de commande par retour d'etat
u = -k1l*x1l - k2*x2;

% Systeme non lineaire

dx = zeros(2,1);

dx(1) = x2;

dx(2) = -sin(x1l) + u;

end
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Evolution des états du systéme non linéaire

1.5 | —_ x1(t)
xa(t)
1.0 A
0.5
8
il
0.0 /—
705 i
_1‘0 .
T T T T
0 2 4 6 8 10
Temps

FIGURE 4.4 — Evolution des états du systéme non linéaire

La convergence des deux courbes vers l'origine indique que la commande choisie
assure la stabilisation du systeme non linéaire. Ainsi, malgré le caractére non linéaire du

modele, les résultats numériques confirment 'efficacité de la loi de commande appliquée.

Conclusion

Ce chapitre a permis de confronter les concepts théoriques du contréle optimal a
la réalité de la simulation numérique via 'environnement MATLAB. A travers 'étude
d’un systeme linéaire de type double intégrateur, nous avons validé efficacité de I’ap-
proche linéaire quadratique (LQR). Les simulations ont mis en évidence la convergence
asymptotique des états vers l'origine, illustrant le compromis idéal établi par la fonc-
tionnelle de cotlit entre la rapidité de stabilisation et la minimisation de l'effort de
commande.

Par ailleurs, l'introduction des outils de discrétisation pour les systemes non li-
néaires souligne les limites des résolutions analytiques pures et ouvre la voie aux mé-
thodes d’optimisation numérique directe, telles que la routine fmincon. [’ensemble de
ces simulations confirme que MATLAB constitue un levier indispensable pour conce-
voir, valider et visualiser des lois de commande optimales, validant ainsi I’ensemble des

développements théoriques présentés dans les chapitres précédents de ce mémoire.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié le controle optimal et certaines de ses appli-
cations a travers une approche a la fois théorique et numérique. Nous avons d’abord
rappelé les notions fondamentales relatives aux systemes dynamiques, a ’existence et
a 'unicité des solutions, ainsi qu’a la convexité, qui jouent un role essentiel dans ’ana-
lyse des problemes d’optimisation. Nous avons ensuite présenté la formulation générale
d’un probleme de controle optimal, en introduisant les variables d’état, les commandes

admissibles, les contraintes et la fonctionnelle de cofit.

Dans un second temps, nous avons exposé les principales méthodes théoriques du
contrdle optimal, notamment le principe du maximum de Pontryagin, le contrdle li-
néaire quadratique, I’équation de Riccati et 'approche par programmation dynamique
a travers ’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman. Ces outils permettent de caractériser
les commandes optimales et fournissent un cadre rigoureux pour I’analyse des systémes

controlés.

Enfin, nous avons illustré ces résultats a ’aide d’applications numériques réalisées
sous MATLAB, d’une part sur un systeme linéaire, et d’autre part sur un systeme
non linéaire. Les simulations obtenues montrent clairement 'efficacité des méthodes de
controle optimal pour stabiliser les systemes dynamiques tout en minimisant un critere
de performance.

Ainsi, le controle optimal apparaét comme un domaine riche et fondamental, a la fois

sur le plan mathématique et sur le plan applicatif. Il constitue un outil puissant pour
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I’étude et la commande de nombreux systemes rencontrés en physique, en ingénierie, en
économie et dans plusieurs autres disciplines. Ce travail peut étre prolongé par 1’étude
de problémes plus complexes, notamment les systémes a retard, les systemes stochas-
tiques, les systemes distribués ou encore les méthodes numériques avancées du controle

optimal.
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