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Chapitre 1 Introduction a La Résistance Des Matériaux

Chapitre I:

Introduction a La Résistance Des Matériaux

I.1- Généralités :

La résistance des matériaux (RDM) est 1'une des branches de la mécanique appliquée
adaptée a étudier le comportement des structures sous l'action de différentes charges extérieures
agissant sur le systéme. Cette science a pour but d'étudier les méthodes d'ingénieurs employées
pour le calcul de la capacité d'éléments de construction et des pieces sous I'action de ces charges
qui leurs sont appliquées sans se déformer et aussi a présenter des critéres de base pour des

conditions de sécurité qui jouent un role dans la conception des structures.

I.2-Les hypothéses de la résistance des matériaux :

La résistance des matériaux est imposée par des hypothéses qui obéissent a un certain
nombre mis en évidence la naissance et le développement de la résistance des matériaux, ces
hypotheses sont les suivantes :

a- homogénéité et l'isotropie du matériau :
Un matériau qui possede les mémes propriétés €lastiques en tous points du corps est appelé
homogéne et un matériau qui possede les mémes propriétés physiques et mécaniques dans

toutes les directions en tous points du solide, est appelé matériau isotrope.

b- L'élasticité et la linéarité du matériau :
Dans le domaine élastique les contraintes et les déformations sont proportionnelles et
qu'apres déformation, I'élément revient a son état initial si I'équilibre élastique est stable quand on
¢limine 'action extérieure qui €tait a 1'origine de cette déformation.

c- La petitesse des déformations :
La déformation due a charge est négligeable par rapport aux dimensions de la picce et la

configuration géométrique de ce dernier reste inchangeable.
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d- Hypothese des sections planes :

Les sections droites restent planes et normales a la fibre moyenne au cours de la déformation.
e- Hypothése de Saint Venant :

Tous les efforts qui interviennent dans la théorie peuvent étre schématisés par leur torseur
résultant, cette hypothése simplificatrice conduise a des solutions approchées qui permettent en
général une bonne approximation du comportement des structures soumises a différents types
de charges.

I.3- Convention de signe des axes

On utilise le systéme Cartésien pour toutes les structures. Cependant, pour les structures en
arc, le systeme polaire s'avére plus pratique. Le premier ayant les axes OX, OY et OZ
mutuellement perpendiculaire. Les sens positifs de ces axes obéissent a la régle de la main
droite. Comme indiqué ci-dessous (Fig. I.1), on choisit les sens positifs de deux axes X et Y par
exemple, le sens positif de 1'axe Z est suivant la direction d'un vis tournant vers le haut ou le

bas.

I.4-Action mécanique
1.4.1- Force

On appelle force, I’action mécanique qui s’exerce sur un solide susceptible de crée un

mouvement ou encore de créer une déformation. Une force est toujours appliquée en un point,
elle est modélisable par I’ensemble d’un point et d’un vecteur : (13 ) L’intensité || F || se

mesure en Newtons (N).
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0 0} 90°

90°

Fig. 1.1- Convention de signe des axes

On appelle résultante de deux forces est la somme de deux forces et s’exprime par :

—

F=F, + F, (1.1)

Fig. 1.2-Résultante de deux forces

Dans la plus part des cas, on décompose une force F en deux composantes Fy et Fy suivant

deux axes perpendiculaires entre eux (voir Fig. .3). A partir de cette figure on obtient :

Y

Fy F

\
Q
oo
=
Y

Fig. 1.3- Composantes d’une force.
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Fy=Fcosa ; F,=Fsina (1.2)

F=,F;+F; (1.3)

1.4.2-Moment
Le moment de F par rapport a I’axe OXY (Figure 1.4) est un vecteur perpendiculaire au
plan du solide, son sens dépend de la position de la force par rapport a I’axe X. Le moment est

défini comme suivant:

M=Fx, (1.4)

4

Fig. 1.4- Schématisation d’un moment

I.5- Réaction d'appui

Une structure est reliée au monde extérieur par un certain nombre de liaisons. Ces liaisons

dans le plan sont de 3 sortes :

I.5.1-Appui simple
Un appui simple sert a bloquer un seul déplacement qui se trouve en direction
perpendiculaire a la droite joignant les points de contact. Soit une seule réaction d'appui

(Fig. 1.5).
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v

t,

y

Fig. 1.5- Appui simple

1.5.2-Appui double (articulation)
Cet appui autorise la rotation d'une extrémité de la poutre ou d'un des éléments constituant la
structure. L'articulation introduit deux inconnues, par exemple les projections sur deux

directions du plan moyen.

Fig. 1.6 -Appui double



Chapitre 1 Introduction a La Résistance Des Matériaux

I.5.3-Encastrement
L'encastrement schématisé sur la Fig. 1.7 interdit tout déplacement de la section droite de
I'appui. Ce type d'appui introduit donc 3 inconnues, les deux projections de R sur deux axes du

plan moyen et I'intensité du moment M qui est perpendiculaire au plan moyen.

» X

Fig. 1.7- Encastrement
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Chapitre 11 Traction & Compression

Chapitre 11:

Traction & Compression

I1.1- Généralités :

On dit qu'un solide est sollicité a la traction ou a la compression lorsqu'il est soumis a
l'action de deux forces égales ou opposées coincidant avec 1'axe longitudinal de ce solide. Ces
deux forces tendent a l'allonger s’il est sollicité a un effort de traction ou a se raccourcir s’il est

soumis a un effort de compression.

(a) (b)

Fig. I1.1- un solide sollicité a la (a) traction & (b) compression

I1.2- Effort normal et contrainte normale
Le calcul des contraintes développées et les déformations longitudinales constitue une
étape essentielle dans l'analyse et la conception des structures formées d'éléments sollicités par

des efforts axiaux.

I1.2.1- Effort normal

L'effort normal de compression ou de traction est un effort intérieur. Il est déterminé par

la méthode des sections. Sa valeur dans une section droite quelconque d'une barre est
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¢gale a la somme algébrique de tous les efforts longitudinaux. Dans le cas de la traction

l'effort est pris positif. Il est pris négatif dans le cas de la compression

Ny=tp P+ [q.dx (IL1)

(x : effort longitudinale repartie

P: effort normale

0ol Wt

| qu
|

P

Fig. I1.2- Un solide sollicité par un effort normal de traction (P)
plus une charge longitudinal reparti qx

I1.2.2- Contrainte normale
Soit une barre de section rectangulaire et de longueur L soumise a un effort de

traction P, La valeur de la contrainte normale dans une section droite est égale a:

o=_% (11.2)

Ny : effort normal de traction ou compression dans la barre

S : l'air de la section droite de la barre

La loi de Hooke:
c=Ez¢ (I1.3)
AL
£= — 114
5 (114)
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¢ : La déformation relative longitudinale
E : module de Young ou module d'¢lasticité longitudinal (MPa)
L : longueur initial avant déformation

AL : Allongement

A
v

Fig. I1.3- un solide avant et aprés déformation sollicité par un effort de traction P

I1.2.3-Courbe contrainte -déformation

L'étude des propriétés mécaniques des matériaux s'effectue sur des éprouvettes dont on
mesure les variations des dimensions sous l'action d'une sollicitation. L'essai le plus simple et
le plus pratiqué est l'essai de traction. La Fig. 11.4 présente l'allure typique de la courbe
expérimentale ¢ = f(¢).
- La droite OA et rectiligne, qui définit le domaine linéaire du matériau ou la contrainte c est
proportionnelle a la déformation €. A partir du point A débuté le domaine des déformations non
linéaire mais le phénomene reste toujours réversible.
- Le point B correspond a la contrainte limite d'¢élasticité c'est a dire a partir duquel tout
chargement supplémentaire et déchargement résulte en déformations résiduelles.
- Entre B et C, 1'éprouvette s'allonge sous un effort sensiblement constant. Le palier BC est la
zone d'étirement (écoulement).
- La zone CD est la zone de raffermissement (durcissement) ou d'écrouissage. Le sommet D de

la courbe correspond a la contrainte de la limite de résistance, l'allongement ne se répartit
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plus sur la longueur de I'éprouvette, mais se concentre au voisinage d'une section droite dont

l'aire diminue rapidement jusqu'a ce que se produise la rupture au point E.

A
o
E
Grep -----------------------------
Gec B
Opr |----- C
A
0 > ¢

Fig. I1.4- Courbe contrainte -déformation.

opr: Contrainte de proportionnalité
Occ: Limite d'écoulement

orep: Contrainte de rupture

I1.3- Critére de résistance

Soit une barre rectangulaire de longueur L soumise a un effort de traction P ou de
compression, La valeur de la contrainte normale est prise toujours maximale pour la vérification
a la résistance et le dimensionnement de la piece étudié et sa dans la section dangereuse droite

qui est égale a :

Ope =~ 2% [o] (ILS)

10
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[0]_ - Contrainte admissible de compression

[c] : Contrainte admissible de traction

* Exemple d'application

Vérifier la résistance de la barre métallique schématisée par la figure ci-dessous, sachant que

[6]=20 kN/cm®.

10KN e —— — ISR EE P —_ | -} 20kN

/ 1 5kN<- 3 \33
Si

S1=2.5cm?, S>=4cm?, S;3=2cm’

Nx

Solution:
20kN

Section 1-1 LOKN I

Ni=10kN I *

v
>

0=N1/S1
6=10kN/2.5cm? — 6=40MPa - diagramme de l'effort normal Nx
Section 2-2

N2=10kN-+10kN=20kN Ox

o=N>/S> 100MPa

6=20kN/4em? — 6=50MPa soMpa  OMPa

v
>

Section 3-3
N3=20kN - diagramme de la contrainte normal ox
6=N3/S3

6=20kN/2cm? — 6=100MPa
11
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I1.4- Calcul de La déformation

Soit un solide sollicité a la traction ou compression lorsqu'il est soumis a l'action de deux
forces égales ou opposées. Ces deux forces tendent a l'allonger si il est sollicité a un effort de
traction ou a ce raccourcir si il est soumis a un effort de compression. On distingue deux types

de déformation la premiére est une déformation longitudinale et la deuxiéme est transversales

I1.4.1-déformations longitudinale

AL N AL

e=— ; o=-; o=¢.E = o=(—)E (IL.6)
L S L
NL

AL =— (IL.7)
ES

La rigidité longitudinale ou I'aptitude d'un ¢élément a se déformer longitudinalement dépend
donc des caractéristiques mécaniques et géométriques de 1'élément. Pour une barre composée

d'une section variable, la déformation totale est donnée par :

ON dx

AL=| —— I1.8
s (IL8)

L1
—> L2
«—» L
Sy S, —
Si

Fig. I1.5- Présentation d'un solide de section variable et sollicité
Par un effort de compression P

12
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I1.4.2- déformations transversales
La traction et la compression s'accompagnent d'une modification des sections

transversales de la barre. Les déformations transversales absolues de la barre sont (Aa) et (Ab)

- L |
- | [P .|. ____________________ I_____l
<+——> < »
d - >
L
L +AL

Fig I1.6-Déformation transversale d'un solide sollicité par un effort de traction P

Ab = b-b;

Aa=a-a
- Aa

S (IL9)
a

¢ : la déformation transversale d'un solide

€
u : est appelé coefficient de poisson
& = ue = —u(o/E) (IL11)

I1.5-Systéme Hyperstatique

On appelle structures hyperstatiques les structures pour lesquelles les efforts qui
sollicitent leurs €éléments ne peuvent pas étre déterminés a l'aide des équations statiques. La
résolution de ces systémes s'effectue en considérant les aspects décrits ci-dessous :

1/ Aspect statique : écrire les équations d'équilibre des barres sectionnées.

13
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2/ Aspect géométrique: établir le rapport entre les déformations a partir de la compatibilité
géométrique.

3/ Résolution du systeme d'équations

Fig I1.7-Présentation d'une poutre hyperstatique
doublement encastrée

Exercices

Exercice N°1

Construire le diagramme de 1’effort longitudinal Nz de la contrainte 6, et du déplacement de

section 0, pour la barre représentée dans la figure si dessue

TP

2P

Exercice N°2

Construire le diagramme de 1’effort longitudinal Nz pour la barre soumise a des forces extérieures

comme I’indique la figure suivante avec P =40KN, q=20KN/m

14
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.

qlPl 2a
WA
L dy L

Exercice N°3

Construire le diagramme de I’effort longitudinal Nz et de la contrainte G, pour la barre

représentée sur la figure suivante :

10KN —— — — — —.—. - = — -y 20kN -

SkN A S3
. v

S1=2.5cm?, S»=4cm?, S3=2cm’

Exercise N°4

Vérifier la résistance de la barre métallique schématisée par la figure ci-dessous, sachant que

[6]=40 kN/cm?.

20kN — — — — — — —. I . = 30KN

skN ¥ \ \ S5
- \
S

S1=2.5cm?, S>=4cm?, S;3=2cm’

15
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Chapitre II1:
Caractéristiques Géométriques des Sections
I1.1- Généralités :

La forme et les dimensions d'une section droite d'une poutre jouent un réle prépondérant
sur le comportement aux différentes sollicitations de torsion ou de flexion. Nous allons nous
intéresser dans ce chapitre aux caractéristiques suivantes :

- Centre de gravité ;

- Moment statique par rapport a une droite ;

- Moment quadratique d'une section par rapport a une droite ;
- Moment d'inertie principale ;

- Moment de résistance.

I11.2- Centre de gravité

On appelle centre de gravité d'une section le point a travers lequel si on applique une
force, elle résulte en une pression uniforme sur toute la section.

Les coordonnées du centre de gravité sont données par :

1
1XG=§jjxds (IL1)
1
| Yo =§jsjyds (I11.2)
Y Qs (I11.3)

16
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MR (I1L.4)

G
25

Ya

v

Xe X X
Fig. II1.1- Translation des axes

I11.3- Moment statique

On considére 1'aire d'une section (S) dans le plan défini par le systéeme d'axe XOY
(Fig. IIL.1).

On appelle les moments statiques de l'aire (S) par rapport aux axes OX et OY les quantités :

S, = ”X ds (IIL5)

S, = ”y ds (11L.6)

Par analogie avec le moment d'une force par rapport a un axe quelconque, le moment statique
de l'aire d'une section par rapport a un axe situé¢ dans son plan est égal au produit de la surface
de la section par la distance de son centre de gravité a I'axe considéré.

S,=S. X, (I1L.7)
S,=S.Yg (11L.8)
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Chapitre 111 Caractéristiques Géométriques des Sections

Pour les surfaces complexes discrétisées en n aires simples, les moments statiques par rapport

aux axes Oy et Ox seront respectivement égaux a :

S, =Y.8:x, (11L.9)
i=1

S, =28y (II1.10)
i=1

I11.4- Moment d’inertie

I11.4.1- Définition
On définit le moment d’inertie ou moment quadratique d’une section comme le degré
de résistance de cette section aux efforts extérieurs appliqués, en tenant compte de la forme de
cette section. Ainsi, les moments d'inertie d'une surface (S) quelconque par rapport a OY et

OX sont les suivants :

1, =[[x>ds (1IL11)

Lo=[[y>ds (I1.12)
I11.4.2- Moment d'inertie polaire
Le moment d’inertie polaire d’une section par rapport a tout point de cette section est
¢gal a la somme des moments d’inertie par rapport a deux axes perpendiculaires passant par ce

point.

Fig. II1.2- Représentation descriptive d’une section circulaire
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Ipzjjrzds (111.13)
r2=x24y? (IIL.14)

: (IIL.15)

R (IIL.16)

I11.4.3- moment d'inertie centrifuge
On appelle moment d'inertie centrifuge, l'intégrale des produits des aires élémentaires
par leurs distances comptées a partir des axes de coordonnées x, y le moment produit Iy peut

étre positif, négatif ou nul.

Ixy:”xyds (111.17)

II1.5- Transformation des moments d'inertie

I11.5.1 Translation d'axes le théoréme d'Huygens

Le moment d'inertie d'une surface par rapport a un axe quelconque est égal au moment
d'inertie de cette surface par rapport a I'axe paralléle passant par le centre de gravité augmenté

du produit de l'aire par le carré de la distance mutuelle des deux axe.
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R A Y
Y,
yi
b D¢
o
1 1
o
1o
(I
] ! >
O a X Xl

Fig II1.3- Moment d’inertie d’une section et translation des axes.

Les formules définies ci-dessous permettent la détermination des moments d'inertie par rapport
a des axes X1, Y1 paralléles a des axes centraux X, Y dont les moments sont supposé€s connus.

- les moments par rapport a X, Y

IF”deS Ix=”y2ds = [y ds (IIL.18)

- les moments par rapport a Y1, Zi

Ly =[x ds o= f[yids 1= [fxvds (I11.19)

Translation d'axes : y1=y+b  xj=x+a

I, =[[(x+a)ds =1, =[[(x*+2ax+a>) ds (I11.20)
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”az ds=a%$ (II1.21)

[[ax ds=0 s [[x? ds=1, (1I1.22)

S

donc en conclue que:

[ =1+a 28 (111.23)

vl

On aurait de méme:
I, =1+ b2.S (I11.24)

(I11.25)

[,,=1,+tab.S

xlyg

I11.5.2-Rotation d'axes

yi

O X

Fig. I11.4- Moment d’inertie d’une section et rotation des axes

Les moments et produits d'inertie sont supposés connus dans le systéme d'axes OXY. Les

moments et produits d'inertie par rapport au systéme d'axes OX;Y obtenu par une rotation o

22
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des axes initiaux sont donnés par:
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-1
I +1 X
=2+ = teos20 -l 04 (I11.26)
2 2 w
L+1, L1y
L, == > 3 cos 2a *+1 sin 2a (IIL.27)
L-1, .
Lay ——5 " 20+ 1 cos 20 (I11.28)
L+1 =1,+1, (IT1.29)
I=1, (111.30)

II1.6- Moments d'inertie principaux

Les équations de transformations expriment les variations des moments d'inertie en fonction
de l'angle de rotation o. le moment d'inertie centrifuge Iyz = 0 en détermine Les valeurs
maximales et minimales moment d'inertie I; et I».

On obtient ainsi :

21,
tg2o, = (IIL.31)
L-1,

Pour déterminer (Imax) et (Imin), on peut utiliser le cercle de Mohr. Pour tracer le cercle de

Mohr, on suit les étapes suivantes:

1- tracer un repere orthogonal et orthonormé (O, 1Q, IQR)
2- placer les points A(Ix, Ixy) et B(ly, -Ixy) dans ce repére
3- déduire le point C, point d’intersection de la droite AB et 1’axe des abscisses

4- déduire du cercle de Mohr 1; et I:

2

I +1 I -1)
[y =— \/( X : YB +12, (111.32)
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L 1) (111.33)

L = x2 y_\/( .
\

Ixy

Tmax

Tmin

[ Bl

> Ix, Iy

Fig. IIL.5- Cercle de Mohr
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Exercices

Exercice N°1
Soit la section représentée ci-dessous. Calculer :
1-le centre de gravité de la section .

2-le moment statique de la section

y 4
3cm Tem
2cm
3cm
> x
la ale |
8cm 2cm

Exercice N°2

Soit la section représentée ci-dessous. Calculer :
1-le centre de gravité de la section .

2-le moment statique de la section

v
e

26



Chapitre 111 Caractéristiques Géométriques des Sections

Exercice N°3

Soit la section en forme de L représentée ci-dessous
1- Déterminer les moments d'inertie principaux

2- Déterminer les moments d'inertie centraux

e
=

10cm

P8

NN\

10cm

[

/1

<>
[
()
=i

Exercice N°4

Soit la section en forme de L représentée ci-dessous
1-le centre de gravité de la section .

2-le moment statique de la section

3- Déterminer les moments d'inertie principaux

4- Déterminer les moments d'inertie centraux

120cm

4 A 1 10cm

A
v

120cm

 MINN

10cm
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Chapitre IV Torsion

Chapitre 1V:

Torsion

VI.1- Généralités :

Une poutre droite est sollicitée en torsion chaque fois que les actions aux extrémités (A et
B) se réduisent a deux couples M et —M égaux et opposés par rapport a son axe longitudinale
. Ce type de sollicitation est trés répandu dans les structures de mécanique et surtout au niveau des

arbres trainés par les moteurs.

YA <><M

Fig IV.1- Une poutre droite sollicitée en torsion aux extrémités(A et B)
deux couples M et —M égaux et opposés

VI .2-Contraintes et déformations

Lorsqu'une poutre est soumise a un moment de torsion on constate qu'une section
quelconque tourne dans son plan d'un angle proportionnel a son abscisse. Si I'angle de rotation
est petit, alors la longueur de la barre et le rayon de la section restent inchangé.
On appelle do l'angle de rotation entre les deux sections droites. La distorsion qui en découle
sur une surface cylindrique quelconque est représentée sur la figure 2. C'est une quantité locale

dépendant du point dans la section.
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tgy = b (Iv.1)
ab
bb'=rdp et ab=dx (IvV.2)

do/dx : est la rotation relative

- -

dx
Fig IV.2 -Isolement d'un disque de longueur dx [9]

vy est l'analogue pour la torsion de la déformation & pour la traction. C'est une grandeur

sans unité que 1'on appelle soit distorsion soit déformation de cisaillement

En reprenant la figure IV.2, et comme on travaille sous I'hypothése des petites perturbation
(HPP), on peut alors aisément calculer la valeur de y qui est petite. Au premier ordre, on a
donc :

tany =vy (IV.3)
qui traduit une relation locale entre déformation et rotation. On introduit alors la grandeur :

ye r|f dcp\l (IV.4)
\dx )
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appelée angle unitaire de torsion qui est une grandeur globale ne dépendant que de x. Ainsi on

a.

=Gy (IV.3)

G r|f do W (IV.4)
\ )

La relation entre le moment de torsion et I'angle ¢ peut étre obtenue sachant que les contraintes

tangentielles T réparties sur la section sont statiquement équivalentes a un couple égal et opposé

au couple de torsion Mx:

“d

Fig IV.4-Element de surface ds en coordonnées polaires

szjt rds (Iv.5)

(IV.6)
dx
s U )
d_(p _ M
dx G, av.7)

La quantité Glp est la rigidité a la torsion

l'expression du moment quadratique polaire:
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IP:Irzds

Torsion

(IV.8)
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Chapitre IV Torsion

En remplagant (d¢/dx) par sa valeur dans 1'expression (IV.4), on obtient:

(IV.9)

Cette dernicre expression permet de calculer la valeur de la contrainte en fonction du moment

-

de torsion et du moment quadratique de la section par rapport a ( G, x ). En particulier, la

contrainte tangentielle maximale dans une section droite est obtenue pour r = R, soit:

Pourr=R T = MIX R (IV.10)
P
IP
W= = (IV.11)

W, estappelée module de torsion

L'angle de rotation d'une poutre de longueur L peut étre obtenue de I'expression (IV.7)

¢= M (IV.12)
[k |
ML (IV.13)
GI, '

VI .3- Calcul de résistance a la torsion
lors du calcul des barres a la torsion, on vérifie deux conditions:

M,R
max IX < [T] (IV14)

T

P

M L
9= <[o] (IV.15)
GI,

[1]: Contrainte de cisaillement admissible
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[¢]: Angle de rotation admissible
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Chapitre IV Torsion

Exercices

Exercice n°1

Un cylindre est sollicite par un couple de torsion de 2000 mN, le diametre exterieur D et de
diametre interieur d, de longueur L=120cm.l’angle de torsion total est de 20°+ 0.5°. La
contrainte maximal admissible en torsion est de 400 MPa. Le module de COULOMB du
materiau vaut 80 GPa.

1) Calculer la distorsion angulaire maximum en radians en appliquant la loi de HOOKE.

2) En deduire le diametre exterieur D en mm .

3) Quel est alors le diametre interieur d en mm .

4) calculer la contrainte maximum de torsion en MPa et 1'angle de torsion des sections

extremes (en °).

f%“ """"" o,
4

L=1200mm

Exercice n°2

Un cylindre est soumis a un couple de torsion M = 2.5 kNm. Le module de COULOMB du
matériau vaut 78 GPa et de diamétre D=50mm Calculez:

a) la contrainte tangentielle maximum dans le cylindre.

b) la distorsion des génératrices en rd et en °.

c¢) ’angle de rotation des sections extrémes en rd et en °.
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_1 .............. — .
2.5KNmﬂ \ \ *SKNm

\ 4

L=500mm

Exercice n°3

a) Calculez le couple M qui provoque une rotation des sections extrémes du tube de 2°
sachant que G = 27 GPa. En déduire la contrainte tangentielle maximum.

b) Calculez, pour un cylindre de méme poids que le tube et qui supporte le méme couple,
l'angle de rotation des sections extrémes et la contrainte tangentielle maximum.

le diameétre extérieur D=100mm et de diameétre intérieur d=80mm

Exercice n°4

Le diamétre extérieur vaut 20 mm, le diamétre intéricur 16 mm. La barre AB est encastrée en
A et B.

- Calculez les moments d'encastrement en A et B.
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120Nm

N

AP

\\
Qv

A
v
A

\ 4

L=125mm L=125mm
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Chapitre V Flexion

Chapitre V:

Flexion

V.1- Généralités :

Une poutre droite est sollicitée a la flexion lorsque les forces qui lui sont appliquées
tendent a faire varier sa courbure La déformation résultante de ce genre de sollicitation est
connue sous le nom de la fleche. Lorsque I'effort tranchant n'est pas nul, en ce cas la

sollicitation est dite flexion simple.

s G

la fléche

Fig V.1- Courbure d’une poutre sollicitée a la flexion

V.2- Contraintes normales en flexion

Des contraintes normales se développent dans les sections transversales d'une poutre soumise a

un moment fléchissant. Dans la zone comprimée en (haut) les fibres se raccourcissent tandis que

dans la zone de traction elles s'allongent.

dx=R db ; e=y/R (V.1)

&=

° V.2
T (V.2)
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o=—> (V.3)

i
fdg
/
/
/
/
/
i
/!
.."f R
/
/
/
/
M ~
I I|.' R T et
AN { / MM C
e WY L
%/ AT
d
X

Fig V.2 - Elément de poutre isolé non chargé[9].

La condition d'équilibre qui lie les contraintes et les efforts internes dans la section

transversale d'une poutre est :
[Joyds=M (V.4)

En Introduisant la valeur de ¢ de I'équation (V.3) dans l'expression (V.4) on obtient:

M =" [[yds (V.5)
R S
EL

M = - (V.6)

En introduisant I'équation (V.3) dans (V.6), la contrainte normale en tout point de la section

de la poutre distante de y de I'axe x a pour valeur:
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c=My V.7)
I,

ods

v
>

y

Z//

Fig V.3 - Présentation de la contrainte dans une section d’une poutre

V.2.1-Cas d'une section ayant un axe de symétrie horizontal

partie comprimée

o max

partie tendue 0 max

Fig V.4- Présentation de la contrainte dans une section droite d’une poutre
ayant un axe de symétrie horizontal

y =y (V.8)
My
‘G;ax = G;lax max = j}]& (V'9)

we L L (V.10)
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max

W, Module de résistance

Flexion
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Flexion

V.2.2- Cas d'une section n'ayant pas un axe de symétrie horizontal

- +

y Yy
My
|6 | =Lmst
I X
M v+
G;ax — Dma)?/
I

Omax. 1@ contrainte normale maximale

partie comprimée

partie tendue

O max

o max

Fig V.5- Présentation de la contrainte dans une section d’une poutre
n'ayant pas un axe de symétrie horizontal

V.3- Contraintes tangentielles en flexion

(V.11)

(V.12)

(V.13)

(V.14)

Quand une poutre est soumise a l'action simultanée d'un moment fléchissant et d'un effort

tranchant, des contraintes tangentielles apparaissent aussi au niveau des sections droites. Aux

contraintes tangentielles d'un ¢lément unitaire FigV.6 sont associées des contraintes
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tangentielles égales sur les facettes horizontales (réciprocité des contraintes tangentielles).
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Pl
A

R SR

a '\ T

la fléche

Fig V.6 - Présentation de la contrainte tangentielle
dans une section d’une poutre

Soit un trongon de poutre de longueur dx soumis a un effort tranchant T et un moment

fléchissant variant de M a M+dM .

) o+do

y @ _________ i % I - *:é?i_;_y}___

c o+do |

Fig V.7 -Représentation descriptive des sollicitations
et de leur diagramme de contrainte

La partie supérieure de 1'élément dx a une distance y1 de 'axe neutre est en équilibre sous
l'action des contraintes ¢ a gauche de 1'é1ément dx, c+do a droite de I'é1ément et de la contrainte

tangentielle horizontale t.

1'équation d'équilibre:

”S ods —.Us (c+do)ds + Ir bds=0 (V.15)

En supposant que les contraintes tangentielles sont constantes dans la section bdx:

tbdx=”s1dcsds:”SIdTMyds (V.16)
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tode= [y as (V.17)

1 S1

whdx = M g (V.18)

I 1
la valeur de la contrainte tangentielle est déterminée par:

M . _TS® (V.19)

1

S
dx bl ! Ib

T=

b : Largeur de la section dans la couche considérée.

Iz : Moment d'inertie.

S*,: Moment statique de l'aire située soit au-dessous soit au-dessus de la couche considérée.
T : L'effort tranchant

1 : Contrainte tangentielle.

V .4- Calcul de resistance

Pour la flexion pure, la condition de résistance s'écrit:

- = _l_xy <[o] (V.20)

On devra aussi vérifier:

*

TS
t = "i[q] (V.21)
max Ib

Exercices

Exercice n°1

Vérifier la résistance de la poutre ci-dessous si la contrainte admissible [6]=160 N/mm?.

a-Construire le diagramme des moments
40
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b- Calculer la contrainte maximale
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el
UffoffA

Exercice n°2

Vérifier la résistance de la poutre ci-dessous si la contrainte admissible [6]=120 N/mm?.

a-Construire le diagramme des moments

b- Calculer la contrainte maximale

12 cm

6cm

g S
lm 4m

Exercice n°3

Vérifier la résistance de la poutre ci-dessous si la contrainte admissible ( P1=P2=20kN, a=1 m
[6]=100 N/mm?).
a-Construire le diagramme des moments

b- Calculer la contrainte maximale
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Exercice n°4

Vérifier la résistance de la poutre ci-dessous si la contrainte admissible [6]=110 N/mm?.

a-Construire le diagramme des moments

(P=40 kN, g=20 kN/m, a=1 m)
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Chapitre VI Cisaillement

Chapitre VI:

Cisaillement

VI.1- Généralités :

Une poutre subit une sollicitation de cisaillement lorsqu'elle est soumise a deux forces
¢gales et directement opposées . Sous l'action de ces deux forces la poutre tend a se séparer en
deux morceaux, les deux plans tendent a se glisser entre eux sous ’effet de la contrainte

tangentielles dite contrainte de cisaillement.

B :

Fig VI .1 - Poutre soumise a deux forces avant et apres cisaillement

VI1.2- Déformation en cisaillement
Lorsqu' une poutre est soumise au cisaillement, la section subit un déplacement latéral
d’une valeur dy. Chaque section de la poutre subit un glissement latéral par rapport a la section

voisine, donc la ligne moyenne s’incline d’un angle y appelé angle de glissement relatif.

d
te(y) === (VL1)

dx
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Hooke a établit la loi linéaire exprimant la contrainte «T » en fonction de I’angle de

cisaillement relatif « y » par la relation suivante:

t1=Gy (VL.2)

E
G= o) (V13)

G : module de cisaillement
E : module d’¢lasticité longitudinale

u : coefficient de poisson

Fig VI.2- schéma descriptive d'une Sections droites sollicitées au cisaillement

VI1.3- Condition de résistance

Pour vérifier la condition de résistance de la piece étudiée qui est soumise a des forces de

cisaillement il faut vérifier :

P
-l [] (VL4)

S: Section transversale

P: Effort tranchant
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V1.3.1- calcul au cisaillement

La condition de résistance au cisaillement du boulon s'écrit:

P T
1= gﬁ [<] avec S= Zd ’ (VL5)

(a) (b)

7,228

€

Fig VI.3- schéma descriptive (a) Assemblage par boulon
(b) Assemblage par rivet

VI1.3.2- calcul de froissement
En dehors du cisaillement au niveau du boulon , il existe le froissement des surfaces en contact

,on entend par froissement la déformation plastique qui se produit sur la surface de contact.

o = S [ ] (VL6)

&

Fig VI1.4- schéma descriptive d'une Sections droites
sollicitées au froissement
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V1.3.3- Vérification de traction compression

Dans le cas d'un seul boulon, la condition de résistance s'écrite:

o="<[s] (VL7)
S

S=(b-d)s (VI.8)

Fig VI.5- schéma descriptive d'une Sections droites
sollicitées au traction-compression

VI1.4- Assemblage par plusieurs rivets et boulons

V1.4.1-calcul au cisaillement

ee <[] (VL9)

n: nombre de rivets

1: nombre de sections cisaillées

| | | F

- | | E] -

F T T T

@y YUY WY

Fig VI1.6- Présentation d'une Sections droites sollicitées a la traction
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Assemblé par plusieurs rivets

Cisaillement
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V1.4.2-calcul de froissement

6y =——=<[04] (VL10)
o dn

V1.4.3-Vérification de traction compression

P
o= [c] (VL11)
S=(b-n'd)5 (VL.12)
P
o= s S [6] (VL13)

—

&

a]ﬁﬁ
a @

Fig VI.7- Présentation d'une section assemblé par deux rivets
sollicitées au froissement
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Exercices
Exercice n°1

Déterminer le diamétre du boulon et vérifier la résistance a 1’écrasement du boulon et a la

traction de la tole, sachant que : b et e la largeur et 1’épaisseur des tdles

= 1

ZZ%%

it

|

<

Données : 6 =15mmetb =10 cm
P =60 KN, [c]r = 150 MPa ,

[1]=100 MPa, [c]+= 300 MPa

Exercice n° 2

deux profilé de largeur b=150mm et d'épaisseur 6 = 8§ mm, sont assemblé par deux tole de

largeur b=150mm et d'épaisseur 6mm le diameétre des rivets d=18mm.

-calculer P maximale de cette assemblage.

Données : [c]ir = 140 MPa, [t] = 120 MPa, [c]r = 250 MPa

4 S 4 4

I | I | F

|
«— -

T T e T
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Exercice n° 3

Déterminer le nombre de rivets de 1'assemblage de deux cornieres d'épaisseur d=12mm sur un

gousset le diamétre du boulon d=14mm .

Données : [c]r = 120 MPa , [c] = 120 MPa, [c]r = 220 MPa
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Chapitre VII Flambement

Chapitre VII:

Flambement

VIIL.1- Généralités
Lorsque une barre et soumise a un effort de compression elle peut se rompre par un

phénomene d'instabilité de grande amplitude appelé flambement.

v

Fig VIL1- une barre soumise a un effort de compression flambé

La condition de stabilité s'écrit donc :

P <[P]s avec [P]s = Per / s (VILT)
ns : le coefficient de la marge de stabilité

VII.2- Force Critique

d 2v(x) B

El——==-M(x) M(x) = P.v(x) (VIL2)
dx
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E.Im +Pv(x)=0 (VIL3)
dx 2
d v(x) FKvx) =0 (VIL4)
dx 2 '

La solution générale de cette équation est

v(x)= A sin(kx) +B cos(kx) (VILS)
v(0)=0 et v(L)=0

La premiere condition B = 0 et la seconde donne:

AsinkL =0

Si sin kL # 0, on doit avoir A=0etv=0.

Si sin kL = 0 Alors A peut étre quelconque

La solution est alors: kL. =nx

k212 = n2n2
p Bl (VIL6)
Cr L2
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Fig VIL.2- Représentation des différents modes de flambement
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Chapitre VII Flambement

La charge critique fondamentale correspond a n=1

po= T E T (VIL7)

Cr

VIIL.3- Longueur effective: (condition de fixation)
On écrit alors I'équation d'Euler sous la forme:

p =T BT (VILS)

Cr 2

L eff

Avec Lesr = pL, la longueur effective ou longueur libre de flambement

encastré articulé articulé libre
R e I -
L
o A ! - W o -
encastré articulé encastré encastré
nu=0.5 n=1.0 u=0.7 u=2.0

Fig VIL.3- Représentation des différentes condition de fixation
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Chapitre VII Flambement
VIL.4- Contrainte critique de flambement
2
p ! (VILY)
R,
P 2
6 = e T B (VIL10)
S S eff
rayon de giration de la section S
I .
L min (VIL.11)
min s
°E.i?
Ce =5 ™ (VIL12)
Leff
En définissant I'élancement A
L
A= o (VIL13)
1
©’E
Ou= 73 (VIL14)

v
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AC

Fig VIIL.4- Représentation de la contrainte en fonction de 1'élancement A

53



Chapitre VII Flambement

Le phénomene de flambement est observé aussi au-dela du domaine élastique. Dans ce cas, la
valeur de la contrainte critique est calculée d'apres les données expérimentales de F. Yassinski.
Pour différent matériaux elle est donnée par la formule empirique suivante:

Gax=a-bA+ch? (VIL15)

VII.5- Calcul a la stabilité

La vérification de la stabilité des barres comprimées est ramenée a remplir la condition

suivante:

oer < [0]s (VIL.16)
[c]s: contrainte admissible de stabilité est égale a:

[6] =% (VIL17)

S
n

S

ns: le coefficient de stabilité est pris toujours supérieur au coefficient de sécurité:
Acier 1.8a3
Fonte 5a5.5

Bois2.8a3.2

I'expression de la contrainte admissible de stabilité cette méthode utilise la contrainte
admissible de compression [o-] minorée par un coefficient ¢ dont la valeur est défini a partir :
n : coefficient de sécurité

od : contrainte dangereuse = cec matériaux ductiles

o)y _(oc\n (VIL1S)

| g |

q
=
Ju—
=
—

Q
U
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|(GCr\ n —
It

[O-]S

- )|0_d [o] (VIL19)

[k =¢lo] (VIL20)

avec
(JC}*D”
Q= —
K ns )Gd

Exercices

Exercice n°1 :

Déterminer la charge admissible P et le coefficient de stabilité ng; de la barre comprimée

sachant que : L =2.0 m, d =10 cm, [6] = 10 N/mm?, Alim = 70 E = 10* N/mm?2.

P

S

AN

Exercice n°2 :

Dimensionner, d'apres le critére de stabilité, la barre comprimée ci-contre sachant que
nge =2, E=2.10° N/mm? et opr = 200 N/mm?, P=100KN , L=2m
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Chapitre VII Flambement

Exercice n°3 :

Dimensionner, d'apres le critere de stabilité, la barre comprimée ci-contre, sachant que :

E = 10* N/mm?, P = 100 kN, [o-] = 70 N/mm? L = 2.0 m.
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