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Chapitre 1

Les espaces L”

Un espace L est un espace vectoriel de classes des fonctions dont la puissance d’expo-
sant p est intégrable au sens de Lebesgue, ot p est un nombre réel strictement positif. Le
passage a la limite de 'exposant aboutit & la construction des espaces L des fonctions
bornées. Les espaces LP sont appelés espaces de Lebesgue.

Cet espace constituent un outil fondamental de ’analyse fonctionnelle en permettant
la résolution d’équations par approximation avec des solutions non nécessairement dé-

rivables ni méme continues. Pour ce faire nous nous basons sur les références suivants

11,6, 1, 3, 2, 9, 10].

Dans toute la suite 2 désigne un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue du. On
désigne par L'(Q) I'espace des fonctions intégrables sur 2 a valeurs dans R muni de la

norme :
fllzr = z)|dzx.

Quand il n’y aura pas d’ambiguité on écrira souvent L' au lieu de L'(Q2) et [ f au lieu
de fQ f(z)dz. Comme d’habitude on identifie deux fonctions de L' qui coincident p.p. =

presque partout (= sauf sur un ensemble négligeable).

1.1  Quelques résultats d’intégration

Dans cette section, on rappelle quelques définitions et théorémes, sans démonstrations,

qui seront utiles dans la suite.
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Théoréme 1.1.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi) Soit (f,)
une suite croissante de fonctions de L' telle que sup, [ f, < cc.

Alors f,(x) converge p.p. sur Q vers une limite finie notée f(x); de plus f € L' et

| fn — fllor — 0.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,,) une

suite de fonctions de L. On suppose que

2) fule) — f(x) p.p. sur Q.
b) Il existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(x) p.p. sur Q) .
Alors f € LYQ) et || fn — fllzr — 0.

Lemme 1.1.1 (Lemme de Fatou) Soit (f,,) une suite de fonctions de L' telle que

1. Pour chaque n, fn(x) >0 p.p. sur )

2. sup, [ fn < 0.
Pour chaque x € Q on pose f(x) = lim, ., inf f,(x).
Alors f € LY(Q) et
/f(x) < lim inf [ f,.

n—oo

Notation. On désigne par C,(£2) 'espace des fonctions continues sur €2 & support com-

pact, c’est-a-dire C,.(2) = {f € C(Q); f(z) =0 Ve € Q\K ou K CQ est un compact}.

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de densité) L’espace C.(R2) est dense dans L*(S); c’est-
a-dire

Vfe LYQ) et Ye >0, 3f; € C.(Q) tel que ||f — fillz < e.

Ensuite, nous présentons deux théorémes qui sont utilisés dans la suite.

Soient €27 C R™, Q5 C R™ des ouverts et soit F : 21 x {25 — R une fonction mesurable.
Théoréme 1.1.4 (Tonelli) On suppose que
|F(z,y)|dy < oo pour presque tout x € §

951

et que

/ de | |F(x,y)|dy < oo.
Q1

Qo

Alors F € L' () x Qy).
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Théoréme 1.1.5 (Fubini) On suppose que F' € L'Y(Q x Q). Alors, pour presque tout

x €,
Ploy) € L) e [ Floydy e L)
Qo
De méme, pour presque tout y € €)s,

F(x,y) € LL(Q) et /Q F(x,y)dx € L ()

De plus on a
/ d:p/ F(x,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:// F(z,y)dxdy.
2 Q2 Q2 Q1 Q1 xQo

1.2 Les espaces L? : définitions et propriétés
Dans cette section, nous allons présenter quelques définitions et propriétés des espaces
LP.

Définition 1.2.1 Soit p € R avec 1 < p < oo. On appelle espace de Lebesgue LP(S)
[’espace

LP(Q)={f:Q—R; f mesurable et |f|’ € L'(Q)}

Pour toute fonction f € LP(Q)), on pose

I = [ [ 17@Pas] ™

Q
Définition 1.2.2 L’espace de Lebesgue L™(2) est défini par
L>*(Q)={f:Q —R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f(x)| < C p.p. sur Q.}
Pour toute fonction f € L>(Q2), on pose
[fllzee = mf{C; [f(2)] < C p.p. sur Q}

Remarque 1.2.1 Si f € L>* on a

[f(@)] < [[fllzee p-p. sur Q.

En effet il existe une suite C,, telle que C,, — ||f||r~ et pour chaque n, |f(x)| < C, p.p.
sur Q. Donc |f(x)| < C,, pour tout v € Q\E,, avec E, négligeable. On pose E =, E,, de
sorte que E est négligeable et Uon a |f(z)| < C,, pour tout n et pour tout x € Q\E. Par
conséquent | f(z)| < || fllLe pour tout x € Q\E.
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Notation. Soit 1 < p < oo ; on désigne par g 'exposant conjugué de p i.e. % + % =1.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Hoélder) . Soient f € LP et g € L? avec 1 < p < 0.
Alors f.g € LP et

/ ol < Il gl (11)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p = co. Supposons donc que 1 < p < oo.

Rappelons I'inégalité de Young

1 1
ab < —a? 4+ =b?, Ya>0, Vb>0 (1.2)
p q

la démonstration de (1.2) est évidente, par concavité de la fonction log sur |0, oo, nous

avons pour a et b strictement positifs

1 1 1 1
log <—ap + —bq> > —loga? 4+ —logb? = logab
p q p q

et donc
1 1
|f(@)llg()] < ]3\f(l’)|p + a\g(ic)lq, p-p. x €Q
IT en résulte que fg € L' et que
1 p 1 q
fg] < 1—9||f||Lp + 5||g||Lq (1.3)
En remplacant dans (1.3) f par Af ou A > 0, il vient
>\p—1 p 1 q
[fgl < THfHLp + /\_quHLq (1.4)

et si on choisit A = || f[|7}[lg]|%? (de maniére & minimiser le membre de droite dans (1.4)).

On obtient alors (1.1). "
Théoréme 1.2.2 L7 est un espace vectoriel et ||.||z» est une norme pour tout 1 < p < co.

Preuve. Les cas p = 1 et p = oo sont évidents suite & la remarque 1.2.1. Supposons que

1 < p < oo et soient f,g € LP. Nous avons

[f (@) + g(@)P < (If () + g(=)])? < 2°(|f ()" + |g(2)]")

Par conséquent f + g € LP. D’autre part on a

I+ gl =/|f+g|”‘1|f+g| < /|f+g|”‘1|f|+/|f+g|”‘1|g|
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Or |f + g[P~! € L7 et grace a I'inégalité de Holder on obtient

l.e

If+ 9% < I1f+ gl% e + 1L F + gl gl e

1f +9lze < [1fllzellgllze

Théoréme 1.2.3 (Fischer-Riesz) L est un espace de Banach pour tout 1 < p < co.

Preuve.

1. Traitons d’abord le cas p = co. Soit (f,) une suite de Cauchy dans L. Etant donné

un entier k£ > 1 il existe Ny tel que
1
||fm_anL°° < - pour m,n > Ny
Ceci implique qu’il existe E} négligeable tel que

@)~ R@] <7 VeEME  Vmn> N (1.5)

Enfin, posons E = |J, Ex (E est négligeable), on voit que pour tout z € Q\E la
suite f,(x) est de Cauchy dans R. Soit f,(x) — f(z) pour x € Q\FE. En passant a

la limite dans (1.5) quand m — oo on obtient

£(2) — ful)] < % VreO\E  ¥n> N

par suite f € L>® et || f — fullze < % Vn > Ny, et par conséquent || f — f||p~ — 0

. Supposons maintenant que 1 < p < co. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans LP. Pour

conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans LP. On extrait
une sous-suite (f,) telle que

1

||fnk+1 - fnkHLP S % VEk 2 1

pour m,n = nq;

lon procede comme suit : il existe ny tel que || fn — fullzr < 2

on prend ensuite ny > ny tel que || fr — fullr < 2% pour m,n > ng, etc...]. On va
montrer que f,, converge dans L”. Pour simplifier les notations on écrit f; au lieu

de f,,, de sorte que 'on a

1
[ frer = frllzr < ok Vk =1 (1.6)
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Posons
(@) =D | farr(@) = fu(@)]
k=1
il vient
[gnllzr <1

Du théoréme de la convergence monotone on en déduit que g,(x) converge vers une

limite finie notée g(x) avec g € LP. D’autre part, on a pour m > n > 2
[fm () = fu(@)] < |fin(2) = frma ()] < o < fnga ) = ful@)] < 9(2) = gna (@)

Il en résulte que p.p. sur €2, (f,(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f(x).

On a p.p. sur 2
[f(z) = fulz)| < g(x)  pour n>2 (1.7)

Il en résulte que f € LP. Enfin ||f,, — f|lzr — 0; en effet on a |f,(z) — f(z)|? — 0 p.p. et
|fn(z) — f(2)|P < gP(z) majorante intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue.

1.3 Reéflexivité. Séparabilité. Dual de L?

Dans cette section nous présentons des résultats trés importants concernant la réflexi-
vité, la séparabilité et la dualité des espaces LP, pour cela nous allons distinguer 1’étude

des trois cas :

- 1l<p<o
—p=1
-~ p=o0

1.3.1 Etude de L? pour 1 < p < oo

Il s’agit du cas le plus " favorable" : L? est réflexif séparable et le dual de LP s’identifie

a LP

*

Théoréme 1.3.1 LP est réflexif pour 1 < p < oo
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Preuve. Pour la démonstration du théoréme nous envisageons trois étapes.
Etape 1 (Premiére inégalité de Clarkson).
Soit 2 < p < oo;ona
f—gpp _1
|1S2AE + 152, = 5 + gy vf.g e L7 (1.8)
Lp 2 2

En effet, il suffit de montrer que

‘a—l—bp

)a—bP
2

1
— p p R
[ < SGar+ 1) Vabe

+OP< 2 (Ia|2+!ﬂ| P2 Yo, >0

se ramener au cas oil 3 = 1 et noter que la fonction (22 4+ 1)?/2 — 2P — 1 est croissante sur

a+b a=b| 1 <
[0, 00[. En prenant a = %) et = |%7| il vient
a+bp ja—0bjp a+0b2 |ja—bj2\r/? a? VA2 1
< = —_— — — p bp
2 =% 1) = (1515 151)" <l + ||

cette derniére inégalité résulte de la convexité de la fonction z + |2[P/2 car p > 2.

Etape 2. L? est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < co.

En effet, soit € > 0 fixé. On suppose que

[fllzr <1 llglle <1 et [If =gl > €

On déduit de (1.8) que

1—(£>p et donc Hﬂ’ <1—=9¢
2 2 e

Lpr

avec

o1 (1 (3)) o

Par conséquent LP est uniformément convexe, et donc réflexif.

Etape 3. L? est réflexif pour 1 < p < 2.

Soit 1 < p < 2. On considére opérateur T': LP — (LP")* défini comme suit :

Soit u € LP fixé; 'application f € LP" — [ uf est une forme linéaire et continue sur L

notée Tu de sorte que

<Tu,f>:/uf VfelLr.
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D’apres 'inégalité de Holder
| <Tu, [ > ] < [lullwoll fll o
et par suite
1Tull oy < lullze (1.9)
D’autre part, posons
folz) = Ju(@)[P"*u(z) (folz) =0 si u(z)=0).

Ona fo€ L7, ||foll = llullf,’ et < Tu,fo>=|lulf, .

Donc
< Tu, fo >
ITullzoey 2 = = llull (1.10)
I.foll
et en comparant (1.9) et (1.10) on obtient ||T'u||(zo*y+ = [[ul|rs. Il en résulte que T est une

isométrie de LP sur un sous-espace fermé (puisque LP est complet) de (LP")*. Or LP" est
réflexif (2éme étape) et donc (LP7)* est réflexif. Il s’en suit que T'(LP) est réflexif et donc

aussi LP. -
Théoréme 1.3.2 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit 1 < p < oo et soit
@ € (LP)*. Alors if existe u € LP unique tel que
<(p7f>:/uf VfelP
De plus on a
[ull o = llepll(zr)-

Preuve. On définit 'opérateur T : LP" — (LP)* par

<Tu,f>:/uf Vfel?
et 'on a

ITullzey = lJullppr Vue L

pour cela on procédera comme dans la démonstration du théoréme 1.3.1, 3éme étape, on
doit avoir dans ce cas T surjectif. On pose alors E = T'(LP") Comme F est un sous-espace
fermé, il reste & montrer que E est dense dans (LP)*. Soit h € (LP)** [= LP puisque L? est

réflexif| tel que < Tw, h >= 0 pour tout u € LP; vérifions que h = 0. Nous avons
/uh =<Tu,h>=0 Yuel?”

On conclut que h = 0 en choisissant u = |h|P~2h. n
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Remarque 1.3.1 Le théoréeme 1.3.2 est trés important. Il exprime que toute forme li-
néaire continue sur LP avec 1 < p < oo se représente a laide d’une fonction de LP.
L’application ¢ — u est un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identi-

fier le dual de LP avec LP". Dans la suite on fera systématiquement lidentification
(LP)* = L.
Théoréme 1.3.3 (Densité) L’espace C.(2) est dense dans LP(2) pour 1 < p < 0o

La définition et le lemme suivants sont essentiels pour la preuve de notre théoréme de

densité.

Définition 1.3.1 Soit 1 < p < 0o ; on dit qu’une fonction [ : Q@ — R appartient a LY (Q)

loc

si flg € LP(Q) pour tout compact K C §.

Lemme 1.3.1 Soit f € L} (Q) tel que

loc
/fu:O Vu € CL(Q). (1.11)
Alors f =0 p.p. sur ()

Preuve. du lemme : On procéde en deux étapes :

1. Supposons que l'on ait, de plus, f € L'(Q2) et || < co. Etant donné ¢ > 0 il existe
f1 € C.(Q) tel que ||f — fi|lzr < e. D’aprés (1.11) on a

[

K, = {z€Q, fi(x)>¢e}

<celulle Yue Q) (1.12)

Soient

Ky = {z€Q, fiz)<—¢}

Comme K et K, sont des compacts disjoints, on peut construire une fonction ug €

C.() telle que
—|—]_, St xGKl
ug(x) =
-1, si z€ Ky
et

lup(z)| <1 Vo € Q)
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Posons K = K; U K5 il vient

/fluoz fluo—l-/ fiwo
Q O\K K

et donc, grace a (1.12)

/ ‘fl’:/ f1U0§5+/ | f1uol §€+/ |1l
K K Q\K Q\K
Par conséquent

/Q|f1!=/Q\K\f1I+/K|f1!§s+2/Q\K|f1\§e+2ng|

Ifil <e sur OQ\K

puisque

Donc
[ fillr < If = filler + N fille < e+ 2e]Q

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0 on conclut que f = 0 p.p. sur €.

2. Considérons maintenant le cas général. On écrit 2 = J, , avec Q,, ouvert, Qn
compact, Q, C € [Prendre par exemple Q, = {z € Q;dist(z,0Q) > L et |z] < n}].
En appliquant ce qui précéde avec €, et fio, on voit que f = 0 p.p. sur 2, et on

conclut que f =0 p.p. sur €.

n
Preuve. du théoréme 1.3.3 : On sait déja que C,(f2) est dense dans L'(Q2). Supposons
donc que 1 < p < co. Pour prouver que C,(2) est dense dans LP(€2) il suffit de vérifier que
si h € LP"(Q) satisfait [ hu = 0 pour tout u € C.(£2), alors h = 0. Or h € L}, () puisque
J Ik | < [l o

h =0 p.p. [

K|'? < 00 et on peut donc appliquer le lemme 1.3.1 pour conclure que

Théoréme 1.3.4 LP(Q) est séparable pour 1 < p < oo.

Preuve. On désigne par (R;);cs la famille dénombrable de pavés R de la forme

R:
k

lag, br[ avec ap, by € Q et R € Q.
1

n

On désigne par E l'espace vectoriel sur Q engendré par les fonctions Ig,. (i.e. les com-

binaisons linéaires finies a coefficients rationnels des fonctions Ig,), de sorte que E est
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dénombrable. Montrons que E est dense dans LP(2). Soit f € LP(£2) et soit ¢ > 0 fixés.
Soit fi € C.(Q) tel que || f — fill» < & (théoréme 1.3.3). Soit ' un ouvert borné tel que
Suppfi C Q' C Q, comme f; € C.(Q), on construit aisément une fonction fo € E telle
que Suppfo C Q' et que |fo(z) — fi(z)] < W p.p. sur €. On commence par recouvrir
Suppfi par un nombre fini de pavés R; sur lesquels l'oscillation de f; est inférieure a ‘Q,ﬁ

Il en résulte que || fo — fi|lp» < € et donc ||f — fol[zr < 2e. u

1.3.2 Etude de L!

Théoréme 1.3.5 Soit ¢ € (L')*. Alors il existe u € L™ unique tel que

<g0,f>:/uf VfelLl

De plus, on a

[ullzee = Nl

Preuve. Commencons par prouver 'existence de u. Pour cela, on fixe une fonction w €
L?(Q) telle que pour tout compact K C Q, w > ex > 0 p.p. sur K. Il est clair qu'une
telle fonction existe : prendre par exemple w(z) = a,. Pour x € Q, n < |z| <n+1, et
ajuster les constantes «,, > 0 pour que w € L*(Q). L’application f € L? —< @, wf > est
une forme linéaire et continue sur L2. D’aprés application du théoréme 1.3.2 avec p = 2,

il existe une fonction v € L? telle que

<<p,wf>:/vf VfelL? (1.13)

v(z) .

w(z)’

Posons u(z) = ce qui a un sens puisque w(x) > 0 pour tout = € 2 et u est mesurable.

Montrons que u € L™ et que ||ul/ze < [[¢/(z1)-. D’apres (1.13) on a

wfl|p  VfeL? (1.14)

| / vf] < el

Soit C' > ||¢||(z1)«- Montrons que ’ensemble
A={z€Q; |u(zx)|>C}

est négligeable, il en résultera que u € L™ et que ||ul|z~ < ||¢||(z1)+. Raisonnons par

I’absurde.
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Si A n’est pas négligeable il existe A C A mesurable tel que 0 < |2ﬂ < o0. On reporte
dans (1.14) la fonction
+1, si z€A et ulz)>0;
fl@)=3 =1, si z€A et u(x)<0;
0, si xe€Q\A.
IT vient [5lulw < |||l [w, et par conséquent C [zw < |l¢|| 1)+ [zw, ce qui est
absurde puisque [ Fw > 0.

Récapitulons : on a construit u € L>(£2) avec [[ul[z < [[¢]|z1)- tel que

<p,wf >:/uwf VfeL? (1.15)
Il en résulte que
<p,g>= /ug Vg € C.(Q) (1.16)

En effet si g € Ce(Q), alors f = £ € L? (puisque w > ¢ > 0 sur Supp g) et on peut
reporter f dans (1.15). comme C,(92) est dense dans L' on déduit de (1.16) que

<<p,g>:/ug Vge L!

Enfin, on a

<9< [lugl < lulelgl Vg e L
et donc |||z < JJul[ze. Par conséquent |[ul|z~ = |l¢||(z1)«. L'unicité de u est une
conséquence immeédiate du lemme 1.3.1. [

Remarque 1.3.2 Le théoréme 1.5.5 affirme que toute forme linéaire et continue sur L' se
représente a l’aide d’une fonction de L. L’application ¢ — u est une isométrie surjective

qui permet d’identifier (L')* et L>. Dans la suite on fera systématiquement I'identification
(Ll)* — >

Remarque 1.3.3 Lespace L' n’est pas réflexif. En effet, supposons pour fizer les idées

que 0 € Q. Considérons la suite f, = anlpg 1y avec n assez grand pour que B0, }L) cQ

1
et o, = ‘B(O, D de sorte que || fo|lzr = 1. Si L était réflexif il existerait une sous-suite

extraite (f,,) et une fonction f € L' tels que f,, — f pour la topologie faible o(L*, L*).

Donc

/fnkSOH/fgo Yo € L™ (1.17)
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Lorsque ¢ € C.(Q\{0}) on voit que [ fn, o = 0 pour k assez grand. Il résulte de (1.17)
que

[re=0 veocumo)
En appliquant le lemme 1.3.1 en considérant ouvert Q\{0} a la fonction f (restreinte a

O\{0}) on obtient que f =0 p.p. sur Q\{0}. Donc en fait f =0 p.p. sur Q. Par ailleurs
si Uon prend ¢ =1 dans (1.17), il vient [ f =1 ce qui est absurde.

1.3.3 Etude de L™

Le théoréme 1.3.5 nous montre que L> = (L')* et plus encore L'(2) est séparable.
De ce fait, I'espace L posséde quelques propriétés qui méritent d’étre soulignées. Entre
autres, on a :

— La boule unité fermée Br~ est compacte pour la topologie faible xo(L>, L')

— Si (f,) est une suite bornée dans L*™ on peut en extraire une sous-suite qui converge

dans L*> pour la topologie faible xo (L, L')
Toutefois remarquons que L n’est pas réflexif.

Comme L*® = (L')*, on a L' C (L')* C (L*)* et donc le dual de L> contient L.

De plus, il est strictement plus grand sinon L! serait réflexif. Donc il existe des formes ¢

linéaires et continues sur L> qui ne sont pas du type

<907f>=/9<pf VfeL®

pour un certain v € L!. Fabriquons un exemple explicite. Supposons que 0 € € et soit
©o : C.(2) — R définie par po(f) = f(0), pour f € C.(€). Il est clair que g est une forme
linéaire et continue sur C,(£2) pour la norme infinie. D’aprés le théoréme de Hahn-Banach,

©o se prolonge en une forme linéaire et continue sur L*°, notée ¢. On a

<, f>= f(0) Ve C.(Q). (1.18)
Supposons qu’il existe une fonction u € L' telle que

<<,0,f>:/Q<pf VfelL™.

Alors, on a

/Q wf=0  VYfeCQ\{0)).
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Ceci entraine que v = 0 p.p. sur Q\{0}, soit v = 0 p.p. sur 2. Par conséquent,
<, f>=0 Vfe L™,
ce qui est contraire a (1.18).

Théoréme 1.3.6 L’espace L*> n’est pas séparable.

Lemme 1.3.2 Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;)ier

telle que

i) Pour touti € I, O; est un ouvert non vide de E.
ii) O,NO0; =@ sii#j

iii) [ n’est pas dénombrable.

Alors E n’est pas séparable.

Preuve. du lemme : Raisonnons par 1'absurde et supposons que FE est séparable. Soit
(Un)nen une suite dense dans E. Pour chaque i € I, O; N (up)neny # & et on choisit
n(i) tel que u,;y € O;. L'application i +— n(i) est injective; en effet si n(i) = n(j) alors
Un(i) = Un(j) € O; N O; et donc ¢ = j. Par suite I est dénombrable - ce qui est contraire a
(i) "
Preuve. du théoréme : Montrons maintenant que L* n’est pas séparable. Pour tout

a € 2 on fixe r, < dist(a,CQ) ; on pose u, = Ip(4,,) €t
o 1
Oo={f € L™ ||f — a1 <§}

On vérifie aisément que la famille (O,)qcq satisfait (i), (ii) et (iii).
On conclut donc que L n’est pas séparable. [

Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP.

Reéflexif | Séparable Espace dual
IP1<p<oo OUI OUI LY
Lt NON OUI L™

L>® NON NON Contient strictement L!
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1.4 Convolution et régularisation sur R"

En présentant dans cette section le produit de convolution et leur propriété, la régula-

risation et les supports dans la convolution, on prend dans tout ce paragraphe 2 = R".

Définition 1.4.1 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™. On dit que le produit
de convolution de f par g existe au point © € R", et dans ce cas on le note f % g(x), si

Vintégrale [5, f(x —y)g(y)dy a un sens. Dans ce cas, on pose :
(fxg)(z) = | flz—y)g(y)dy.
Rn

Proposition 1.4.1 Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™ et x € R". Si f*g(x)

existe, alors g x f(x) existe aussi et fxg(x) = g* f(z).

Preuve. Supposons que f * g(x) existe, alors la fonction y — f(z —y)g(y) est intégrable
sur R", cest-a-dire [, f(z —y)g(y)dy < oc.

On pose ¢ : u — x—u =y qui est un difféeomorphisme de R” — R". Alors par application
du théoréme de changement de variable & la fonction h définie sur R™ par h(y) = f(x —

y)g(y) on obtient,

n

[ e =iy = [ neyiu= [ rgte = win

Donc f x g(z) = g * f(z) Vo € R™. n

Remarque 1.4.1 Soient f, g et h trois fonctions mesurables positives sur R™, pour tout

z€R" ona:[(f+g)*h](z)=[f*(g*h)(z).

Théoréme 1.4.1 Soient f € L' et g € LP avec 1 < p < oco. Alors pour presque tout

x € R™ la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable sur R™ et fxg € LP, de plus on a :

1f % glle < Al llglze

Preuve.
Pour p=o00:
Soient f € L' et g € L*. Montrons que la fonction mesurable y — f(z — y)g(y) est

intégrable sur R™.
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Nous avons, f € L' alors || f||1 = [4. |fldz < o0, g € L™ donc 3C > 0 tel que [g(z)| < C

p.p- Par conséquent,

[ A= llswlr <€ [ 1= way

Comme la mesure de Lebesgue est stable par translation, alors fRn |f(x—y)ldy = || fllL:-
Ainsi

. |f(z = y)llgw)ldy < C[ fllzr < o0,

ce qui donne y — f(x — y)g(y) est intégrable sur R, par suite f * g(z) existe presque
partout.

Montrons I'inégalité :

Ona:|frg(x)=]|[en flx—1y)gW)dy| < [g |f(x—y)llg(y)|dy,

et on sait que |g(y)| < ||g||L=, on obtient alors,

Rn\f(x—y)\\g(y)!dy < Rnlf(fc—y)ngHLoody

lollo= | 15—yl

< lgllzellfllzr,

IA

et par suite | % g(z)] < lgll<l|flls p-p. Done |f % g(z) o < lgllz=[Lfllz: par definition

de la norme |||z

Pour p=1:

On pose F(z,y) = f(xr —y)g(y), alors I est mesurable et pour presque tout y € R" on a :
. |F(z, y)|dz = |g(y)] : |f(z = y)ldz = gl fll:

Comme f € L' alors ||f||zr < oo, et g € L' donc A({g = +o0}) < oo par suite

L9 fllr < 0o p.p. Done [g, [F(z,y)|dy < oo pour presque tout y € L.

D’apres le théorémé de Fubini, on a :

[ [ Pawias = [ gy [ 1rte = plas

R
= Ngllzl[fllzr < o0,

et par application du théoréme de Tonelli on voit que F' € L'(R™ x R"), et par le théorémé

de Fubini nous obtenons [, |F(z,y)|dy < co; donc y — f(z —y)g(y) est intégrable sur
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R"™ et :
1f*gll < Rn\f*g(x)]d:c
< [ ar [ (Pl
.
< [fllzligllz

Pour 1 <p<oo:

Supposons que f € L' et g € LP, alors |g[P € L' et par suite pour presque tout xz € R",
la fonction y — |f(z — y)|g(y)|? et intégrable sur R™. On a : |f(x — y)||g(y)|P € L; donc
f(@—y)*lgy)] € L,

Soit g €]1, +00] tel que %—i—é = 1l alors f € L' implique que |f|% € L9d’on ]f(x—y)ﬁ € Ly

et donc :

@ =y)llgw)] = |f(x =) 7]g(y)

— | f(@—y)|7lg)||f(z — )1,

S

Par utilisation de I'inégalité de Hélder, nous obtenons :

B =

[t =wgtlay < [ [ (it@=ntol) ][ [ e =wl]’

[én <|f(a7—y)||g(y)|p>} [ 5 |f(x—y)|r’

alors | Frg(@)] < [ (1f1x1g(2)) |1 7112 ce aqui donne : | fxg(x)” < (| flxlgl())1F]: € L
ainsi fxg € LP et :

IN

Frg@pPde < [ / (171 % lgP(2))de
Rn
< A1l

[walyon it

R

A

IN

ce qui donne |[f +glle < [ fllz:[lgllze- .

1.4.1 Supports dans la convolution

La notion de support d’une fonction continue est bien connue : c¢’est le complémentaire

du plus grand ouvert sur lequel f est nulle ou encore c’est 'adhérence de 1’ensemble
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{z; f(x) # 0}. Quand on travaille avec des fonctions mesurables il faut étre plus prudent,
puisque ces fonctions sont seulement définies presque partout. La définition appropriée est

la suivante :

Proposition 1.4.2 ( et définition du support) Soit Q C R" un ouvert et soit f une
fonction définie sur Q a valeurs dans R. On considére la famille de tous les ouverts
(wi)ier,wi; C Q tels que pour chaque i € I, f = 0 p.p. sur w;. On pose w = |J;c;wi,

alors f =0 p.p. sur w et par définition, Suppf = Q\w.

Preuve. La famille d’indices I est quelconque, pour se ramener au cas dénombrable on
procéde de la maniére suivante :

Soit (K;)ien- une suite de compacts tels que w = (J;oy. K, on peut prendre :

}(i::{x ch,d(xJR”\aO >

<L =

et ||z <4}

ona K; Cw= Uie[ w; puisque K; est compact il existe I; C I fini tel que K; C Ujeli wj.
Posons J = | J;oy I; donc J est dénombrable et comme K; C | J;¢;, w; alors :

LJ‘K%(: LJ LJ wj = LJ W

i€EN ieNjel; JEUsen

donc w C |, ; w; et puisque J C I, alors :

LJU@ Cw

Jje€J

jeJ

Comme f = 0 p.p. sur w; alors IN; C w; tel que N; est négligeable et Vo € N¢ f(z) =0
on prend N = J;c; N; et on a:

AN) =MJMN) <D A =0

jeJ jeJ

donc N est négligeable, et par suite IN C w tel que Vz € N¢ f(z) = 0 donc f = 0 p.p.

sur w. |

Remarque 1.4.2 1. Si fi et fy sont deux fonctions telles que fi = fo p.p. sur Q2 alors
supp(f1) = supp(fa), on peut donc parler du support d’une fonction f € LP.

2. Si f est continue sur ) on vérifie facilement que cette définition coincide avec la

définition usuelle.
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Proposition 1.4.3 Soient f € L' et g € LP. Alors

supp(f * g) C supp(f) + supp(g).

Preuve. Soit © € R" fixé tel que la fonction y — f(x — y)g(y) soit intégrable. On peut

o) = [ Sty
= /S flxz—y)g(y)dy + (z —y)g(y)dy

Se
ol
Se ={y € R", y € supp(g) et ©—y € supp(f)}.

Nous avons alors [, f(z —y)g(y)dy = 0, ce qui donne,

(fxg)(z) = . flx—y)g(y)dy = . f(x—y)g(y)dy.

Si x n'est pas dans supp(f) + supp(g) alors (z — supp(f)) N supp(g) = O; sinon Jy tel

que y € (z — supp(f)) et y € supp(g) donc z —y € supp(f) et y € supp(g) et par
suite . = x — y +y € supp(f) + supp(g), ce qui contredit le fait que x n’est pas dans

supp(f) + supp(g) et donc (f * g)(z) = 0 p.p. sur (supp(f) + supp(g))¢ en particulier

sur int((supp(f) + supp(g))°) = supp(f) + supp(g) ot int(B) est I'interieur de B, et par

conséquent supp(f * g) C supp(f) + supp(g). n

Remarque 1.4.3 Bien entendu si f et g sont tous deux a supports compacts, alors f xg
est a support compact. En général, si ['un des supports seulement est compact, alors f xg

n’est pas a support compact.

Proposition 1.4.4 Soient f € C.(R") et g € L, .(R™). Alors

loc
f*xge CR").

Preuve. Notons d’abord que pour tout z € R" la fonction y — f(x—y)g(y) est intégrable

sur R™ et donc (f x g)(x) a un sens pour tout = € R". Soit x,, — x et posons
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de sorte que F,(y) — F(y) p.p. sur R". D’autre part, soit K un compact fixe tel que
(x, — Suppf) C K pour tout n. Donc f(x, —y) = 0 pour y qui n’est pas dans K et
par suite |F,(y)| < ||fllz<lk(y)g(y), majorante intégrable. On déduit du théoréme de
Lebesgue que

(Fx)an) = [ Futwidy [ Fl)dy = (5 9))

Notations

C*(9) désigne I'espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur €

C=(Q) = (¢4

k

CHQ) = CMQ)NC(Q)

CX(Q) = C®(Q)NC.(Q)
Théoréme 1.4.2 Soient f € C™(R™) et g € L} (R™) (m € N). Alors

fxge C™R"™) et DY(fxg)=D"f*g avec |a| < met.

En particulier, si f € C(R") et g € L}, (R™) alors fx g € C*(R").
Preuve. Soient zy € R", r > 0 et h la fonction définie sur f(xg,r) x K’ par : h(x,y) =
flx —y)g(y) ot K' = {a—bja € B;(0,n) et be K} avec K = suppf alors K’ est un
compact car K’ = 7(8;(0,7) x K) ou T est I'application continue définie par 7(a,b) = a—b.
Pour tout = € ((z0,n), la fonction y — h(x,y) est intégrable sur K’. Pour presque tout
y € K', x — h(z,y) est de classe C™ sur ((xq,n) et pour tout multi-indice «a avec |a| < m,

on a pour tout (z,y) € B(zo,n) x (K'\N) ou N est un ensemble négligeable sur lequel g

n’est pas définie, on a :

|D*h(z,y)| 1D f(x —y)g(y)|

sup [D*f(z)llg(y)]

z€R™

< max|[Df(2)[lg(y)]-

IN

Comme g € L,.(R") alors g k est intégrable et par le théoréme de dérivation sous le
signe intégrale, la fonction « — [, h(z,y)dy = f » g(x) admet des dérivées partielles sur
B(xo,n) et D*(fxg) = D*f % g sur 3(zg,n) pour tout |a| < m, ce qui donne que fx g est
de classe C™ sur (xqg,n) d’on le résultat puisque zq et n sont quelconques. En particulier

si f e CX(R") et ge L (R"), alors fxg € C®(R"). n
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1.4.2 Suites régularisantes

Définition 1.4.2 On appelle suite régularisante toute suite (pp)n>1 de fonctions telles

que :
1. p, € CX(R™)
2. supppn C 3(0, 1)
3. [pn=1

4. pn >0 sur R"

Remarque 1.4.4 Dorénavant, on utilisera systématiquement (p,)n>1 pour désigner une

suite régularisante.

Une application sur la suite régularisante est présenté par l’exemple suivant :
Exemple 1.4.1 Soit u: R — R la fonction définie par :

expt, si x <0
u(r) = ’

0, st x>0
alors u € C®(R"),u® (z) = Py(L)expl siz < 0 ot Py sont des polynomes définies par

récurrence :
P(](I) = 1
Piii(z) = —xQ(P,:,(:I:) + Pi(z)) VE €N
De plus :

lim v®(z) =0

z—0~

donc u € C®(R) et supp(u) = R™. Posons :

1
ell?-1  si |lz|]| <1
0, si|lz|| >1
ot x € R" et

(norme euclidienne)

Alors :
p:rER" = [[z]? —1€Rw— p(x) €R
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est de classe C* sur R"™ | supp(p) = £5(0,1), p(x) >0 Ve € R*, p >0 sur 5(0,1) donc :

/n p(x)dx > 0.

Posons alors ¢ = (g, p(x)dx)™" et prenons pp(x) = ck"p(kx) k € N; alors (p)ren est

une suite régularisante.

Proposition 1.4.5 Soit f € C(R™) alors p, = f converge uniformément vers f sur tout

compact de R™.

Preuve. Soit K un compact de R”. f étant continue sur R"” elle est uniformément continue

sur K d’apreés le théoréme de Heine. Par suite :
Ve>03n>0Ve,ye K: [z -yl <nlf(z) - fly)l <e

pour y € 5(0,n) et z € K, on a

lyll=llz —y+yl|l <n=|fle—y) - fly)| <e

et donc

(pux @) = F@I = | [ f@=y)only)dy - f()]

‘ Rn

[ F@ ety = | @ty

= [ U@ =)= s@loao)dy
8(0,:-)

Finalement, pour € > 0 et pour E(%) on a pour tout n > % > E(%) et pour tout v € K

on ait |(pp* f)(z) = f(z)] <€ .

Théoréme 1.4.3 Soit f € LP(R") avec 1 < p < 1. Alors p, x f converge vers f dans
LP(R™).

Preuve. Soient f € LP(R") et ¢ > 0. Comme C.(R") est dense dans LP(R™) alors 3f. €
CL(R") tel que ||f — .|| < 5.
D’aprés la proposition précédente p, * f. converge uniformément vers f. sur tout compact.

D’autre part on a :

supp(pn * fe) C supp(pn) + supp(f:)
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et

1
Supp(pn) - ﬁ(ov E)

donc

supp(pn 1) € (0, )+ supp(f2) € K

ot K est un compact fixé. K étant compact donc borné et mesurable donc A(K') < 0o en

plus p, * f. converge uniformément vers f. donc :

1
lpn * fo — fellp tend vers 0 avec —
n

(on* [)(@) = f(x) = (pon* [) () = (pn* f) (@) + (o * fo) (@) = fe(z) + fe(z) — f(2)
= pur (f = [)(@) + (o * f) (@) = fo(@) + fe(2) = f().

Alors :
lon* f = Fllp < llon* (f = f)llp + lon* fo = Fellp = 1 fe = Fll-

Or d’apres le théoréme 1.4.1, nous avons,

lon o (f = Jllp < llpnllallf = Fellp = 1f = fellp
d’ou,

lon*f=Fllp < I = Sellp + Mlon* fo = Sellp + [1fe = fll
2||f - fa”p + ||pn*fa - fa”p

e
S 2§||pn*f€ - faHP‘

IN

Soit ¢ > 0 AN, € N :Vn > N, on a ||p, x fo — fel|, < § par suite Vn > N, on a

llpn * f — fllp < € c’est-a-dire :

Jim lpn % f = fllp = 0.

Corollaire 1.4.1 Soit Q C R"™ un ouvert quelconque. Alors C°(Q) est dense dans LP(§2)

pour 1 < p < oo
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Preuve. Soit f € LP(2), montrons qu’il existe une suite (f,)nen C CX(Q) telle que

(fn)nen converge vers f dans LP(2). Posons

f(z), si ze)
0, st x € RM\Q

alors f € LP(R"). Posons f,, = p, * f avec (p,)n>1 est une suite régularisante. D’aprés le
théoréeme 1.4.2 nous avons f, € C°(R") Vn > 1 et en vertu du théoréme 1.4.3 la suite
(fa)n>1 converge vers f dans LP(R™), par suite f,/o converge vers 7/9 = f dans LP(Q).

Par conséquent C2°(2) est dense dans LP(€2). n



Chapitre 2

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques, du
développement en série de Fourier des fonctions périodiques. La transformation de Fourier
associe a une fonction intégrable, définie sur I’ensemble des nombres réels ou celui des
nombres complexes, une fonction appelée transformée de Fourier dont la variable indépen-
dante peut s’interpréter en physique comme la fréquence ou la pulsation.

Lorsqu’une fonction représente un phénomeéne physique, comme 1’état du champ électro-
magnétique ou du champ acoustique en un point, on I'appelle signal et sa transformée de
Fourier s’appelle son spectre. Pour ce faire nous nous basons sur les références suivants

6, 4, 8].

2.1 Définitions et Exemples

Définition 2.1.1 Soit une fonction f(t) absolument intégrable sur R telle que f(t) et sa
dérivée f'(t) sont continues (éventuellement par morceaux) sur tout intervalle fini de R.

La transformée de Fourier de f(t), notée F(f(t)) est définie par :

Fla) = fla) = F(f(t) = f(t)e~=metdt.

1

Définition 2.1.2 La transformée inverse de Fourier, notée F~', telle que si F(a) =

F(f(t)), alors f(t) est la transformée inverse de F(«). Autrement dit, on a l’équivalence :

F(a) = F(f(t)) & f(t) = F(F(a)).
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La transformée inverse est définie par :

£(#) = FY(F(a)) = /_ " Pla)e®tda,

o0

Remarques 2.1.1 1. La condition f(t) absolument intégrable est une condition suffi-
sante mais non nécessaire, certaines fonctions non absolument intégrables ont tout

de méme une transformée de Fourier.

2. Si la fonction f(t) est discontinue en to, la transformée de Fourier est définie en

considérant les intégrales a gauche et a droite de f(t), par :

to +o00
F(a) = /_ f(t)e 2mtdt + ft)e =2mtdt,

to

Dans ce cas, la transformée inverse de F(«) coincide avec f(t) partout sauf en to.
En ce point particulier la comparaison n’a pas de sens étant donné que f(t) n’est pas

définie.

Exemple 2.1.1 Soit la fonction porte définie par :

1, si0<t<T;
ft) = (2.1)

0, sinon.

La transformée de Fourier est donnée par :

F(Oé) — f(t)e—z%roatdt — / 6—227ro¢tdt
—00 0
67i27rat T 67i271'aT -1
- [—@27?@] 0 B —12TQ

= Te ™ Tsinc(ral).

Ou la fonction sinc (pour sinus cardinal) est définie par sinc(x) = sin(x)/z, si x # 0, et

sinc(0) = 1.

Exemple 2.1.2 Soit la fonction f(t) définie par : f(t) = e~
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La transformée de Fourier est donnée par :

—+00 —+00

F(O&) = f(t)e—izﬂ’oétdt _ / e—|t|e—i27roztdt

—00

0 ) +o0 )
— / e—te—’LZTl’Oét dt 4 / ete—zZTroat dt
—0o0 0

0 ] +o00 ]
_ / et(17127ra) dt + / eft(1+127ra)dt
- 0

(e 9]

et(l—i27ra) e—t(1+i27ra)

0 +o0
B [1 — i27ra} o [—(1 + 2'27ra)}0
2
1+ 47202’
Exemple 2.1.3 Montrer que la transformée de Fourier de impulsion de Dirac centrée
en to, notée oy, (t) = d(t —tg) est F(a) =1, pour ty = 0. La transformée de l'impulsion de
Dirac est donnée par :

+o0
F(Oé) — / 5150 (t)efi%ratdt — efi27rato )

On peut en particulier noter que s’il s’agit de l'impulsion centrée en l'origine, la transfor-

mée est F(a) = 1.

2.2 Cosinus et Sinus- Transformées de Fourier

Définition 2.2.1 Si la fonction f(t) est réelle et paire, la transformée de Fourier de f(t)
est une fonction réelle et paire. On appelle cosinus-transformée de Fourier de f, la

fonction :
+00

Fla) =2 f(t) cos(2mat)dt.

En effet, en séparant le domaine d’intégration en R = R~ U R™, il vient en faisant le

changement de variable u = —t dans la seconde intégrale ;
F(a) = f(t)e 2 tdt 4 / f(t)e ™ dt
0 —00
+m . O .
— f(t)e—z%roztdt _ f(_u)6127raudu
0 +o00
+o00 ) +o00 )
— f<t>e—127ratdt + f(t) ezQTratdt
0 0

= 2 +Oof(t)cos(27rat)dt.
0
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La fonction cosinus étant paire, on a bien F(—a) = F(«), et de toute évidence F(«) est
réelle.
Un raisonnement analogue, permet de conclure que si f(t) est imaginaire et paire, alors

F(a) sera imaginaire et paire.

Définition 2.2.2 De la méme maniére si f(t) est réelle et impaire, alors la transformée
de Fourier de f(t) est imaginaire et paire. On appelle sinus-transformée de Fourier

de f, la fonction :
+0o0o

F(a) =2i f(t) sin(2rat)dt.

En effet :
+oo ) 0 )
F(a) = f(t)e ™ tdt + / f(t)e ot
0 —00
+o0 ) +00 )
— f(t>efz27ratdt . f(t)ez%ratdt
0 0
“+oo
= 2 f(t) sin(2wat)dt.
0
La fonction sinus étant impaire, on a bien F(—a) = —F(«), et F(a) est visiblement
imaginaire.

Un raisonnement analogue, permet de conclure que si f(t) est imaginaire et impaire,

alors F'(«) sera réelle et paire.

2.3  Propriétés des transformées de Fourier

Quelques propriétés utiles de la transformée de Fourier seront établies dans cette sec-
tion. Pour cela on considére une fonction f(¢) telle que sa transformée de Fourier F'(«)

existe, et que la transformée de Fourier inverse de F'(«) est f(¢). Autrement dit :

F(a) = F(f(t) et f(t)=F (F(a)).

2.3.1 Linéarité

La transformée de Fourier (et son inverse) est définie par une intégrale. L’intégrale
étant linéaire, la transformée de Fourier (et son inverse) est linéaire. Pour tout couple de

scalaires av et 3, on a :

Flaf(t)+Pg(t) = aF (f(t) + BF(g(t)).
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De méme pour la transformée inverse, on a :

F N af(t) + Bg(t)) = aF (1) + BF L (g(t)).

2.3.2 Transformée de Fourier de la translation

La transformée de Fourier d’une fonction translatée de a est donnée par :

F(f(t —a)) = e "™ F(f(1)).

Preuve. Avec le changement de variable : w =t — a, on trouve

+oo
Fift-a) = [ fa-aeia

+0o0
_ f(u)e—i27ra(u+a) du

+oo
— 67i27raa f(U) (t)efi27raudu

—00

= emRE(f(r).

2.3.3 Transformée de Fourier de I’homothétie

La transformée de Fourier d’une fonction dont la variable subit une homothétie de
rapport £ > 0 est donnée par :

F(f(k) = 1 F(5).

Preuve. Par le changement de variable : © = kt on obtient :

+oo

F(f(kt)) = f(kt)e 2™ qy
+oo , du
_ —i2ra($) 27
[ fujeenen
1 [t
— E f(u)e zkaudu
1 _«
- R
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2.3.4 Conjugaison

La transformée de Fourier du conjugué d’une fonction f(t) est :

Le conjugué d'un produit étant le produit des conjugués, on a :

+oo

f(%) _ / m pi2mat gy

o0

_ /_ " ftyematay

o0

= F(—a).

2.3.5 Transformée de Fourier d’une fonction modulée

2imat

La transformée de Fourier d’un signal f(¢) modulé par e est donnée par :

F(e2m™ot f(1)) = Fa — ag).

Cette propriété se montre en reconnaissant la transformée de Fourier de f(t) ou « est

remplacé par a — .

2.3.6 Transformée de Fourier de la dérivée d’une fonction

La transformée de Fourier de la dérivée f’(¢) d'une fonction f(¢) est donnée par la

relation suivante :

F(dfd_(tt)> = 2iraF (a).

Preuve. Pour établir ce résultat, il faut intégrer par parties l'intégrale définissant la

transformée de Fourier de la dérivée :

df (t) I

J—"(T) = [f(t)e*%mt} +: + /_ . 2imauf (t)e > d. (2:2)

La fonction f(t) étant intégrable sur R, cela implique que sa limite est nulle pour ¢ — —o0
et t — 400. De ce fait, le premier terme du membre de droite de (2.2) est nul, et il vient :

“+00

d .
F (%) = 2ina [ f(t)e Tt = 2inaF (a)
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n
Généralisation : Ce résultat se généralise pour les dérivées successives de f(t) a condi-
tion qu’elle vérifient les conditions d’existence de la transformée de Fourier. En effet, on

démontre facilement par récurrence que :

f<d2€£t)> = (2ira)"F(a).

Cette propriété est fondamentale car elle permet de résoudre simplement certaines équa-
tions différentielles. En particulier, si on considére une équation différentielle linéaire a

coefficients constants d’ordre n ot y(t) est inconnue et ou le terme forcé est u(t) :
any™ () + any™ V() + o+ ary D () + aoy(t) = u(?).

La transformée de Fourier étant linéaire, la transformée de Fourier de cette équation est

un polynome d’ordre n en « :
an (2i7a)"Y (@) + ap_1(2ima)" Y () + ... + a12i7Y (o) = U(t).

Il est alors facile de déduire Y (a) et d’en déduire, a 'aide d’une transformée inverse, la

solution y(t) de I'équation différentielle.

2.3.7 Dérivation de la transformée de Fourier

La dérivation de F'(«) par rapport a la variable o donne :

%S‘) — F(=2imtf(1)).

Il suffit de dériver sous le signe d’intégration la transformée de Fourier.
Ce résultat se généralise aux dérivées successives de F'(«) par :

d"F(a)

da™

= F((=2imt)" f(1))-

2.3.8 Convolution

Définition 2.3.1 (Produit de convolution) . Soient f(t) et g(t) deux fonctions abso-
lument intégrables. Le produit de convolution de f(t) et g(t), noté f(t) x g(t) est défini

par .
“+o0

f(t)*g(t) = f(r)g(t = 7)dr.

— 00
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Il est évident que le produit de convolution est linéaire en f(¢) et en g(t), car il est défini
par une intégrale.
La transformée de Fourier d’un produit de convolution de deux fonctions est le produit

usuel des transformées de Fourier de chaque fonction :

FF@) +g(t)) = F(f(1))-F(g(t)).

Preuve. Ce résultat se prouve par des changements de variable successifs, dans un premier

temps on pose u =t — 7 , ensuite on fait v = ¢ — u. Il vient alors :

F(F(#) #g() = / T gt — r)dre-rmaty

+oo +oo ]
— / f t— U) ( ) 7217ra(t7u+u)dudt

—+00 +oo )
_ / f ( ) 7217ra(v+u)dudv

= ([ sy ([

— —00

= f(f(t))-}"(g(t)).

g(u)e‘zim“du>

]
On peut démontrer de maniére analogue que la transformée de Fourier d’un produit

de deux fonctions est le produit de convolution des transformées de chaque fonction :

F(f)g(t) = F(F 1) x F(g(t))-

2.4 Théoréme de Parseval-Plancherel

De maniére similaire on montre au cas des séries de Fourier, I’énergie d'un signal
temporel est égale a 1’énergie de sa transformée de Fourier. Ce résultat est connu sous

I’appellation de théoréeme de Parseval.

Théoréme 2.4.1 Soit f(t) une fonction a énergie finie et F(«) sa transformée de Fourier,

également o énergie finie. Les fonctions f(t) et F(«) ont la méme énergie :

[ Ciswpa= [ p@pa
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Preuve. Pour prouver ce résultat, on peut commencer par remarquer, la valeur particuliére

de F(«a) quand a =0 :

Fla=0)= - f(t)dt.

En considérant la fonction f(¢)f(t), il vient :

+oo -

| Swimd = [F(s070)]

a=0

On sait que f(t)f(t) = |f(t)|?, et on a établi que la transformée d'un produit est le

produit de convolution des transformées, et que la transformée du conjugué de f(t) est

f(f(t)) = F(—a), donc :

. -
/ R = [Frw)«FT®)]

o0

or F(7)F(1) = |F(7)|?, ce qui achéve notre preuve. "
De fagon similaire on peut prouver que pour deux fonctions f(t) et g(t) et leurs transfor-
meées de Fourier respectives F'(a) et G(a), lorsque les intégrales suivantes sont définies, on
a:

" p g - / ™ F(0)Gla)do.

[e.9]

2.5 Applications

2.5.1 Equations différentielles ordinaires

La transformation de Fourier permet de résoudre explicitement une équation différen-
tielle linéaire en la transformant en une équation plus simple. Par exemple, si ’équation
du départ est a coéfficients constants, la transformée de Fourier de cette équation est une
équation algébrique. La transformation de Fourier est a utiliser lorsque I’équation est po-
sée sur tout R. Si les données de I’équation sont périodiques, on utilise plitot les séries
de Fourier. Si ’équation est posée sur une demi-droite avec conditions initiales pour la

solution recherchée, on utilise plitot la transformation de Laplace.
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Pour la résolution des équations différentielles linéaires a coéfficients constants, on

utilise les propriétés suivantes de la transformation de Fourier :

Proposition 2.5.1 Soient f,g : R — C intégrables, f —" F, g —7 G et ¢;,c, € C.
Alors

d,
a —7 (2ira)F(a)
dt
d*f .
pre) —7 (2ina)*F(a) = —4n%a*F(a)
d3
d_tg: —7 (2ira)?F(a) = =8it*a’F(a)
ete...
Preuve. Utiliser la définition de F et la formule d’intégration par parties. [

Lorsque les coéffcients de I'équation différentielle dépendent de ¢ de facon linéaire (voir

polynémiale), on utilise également la caractérisation suivante :

Proposition 2.5.2 Soit f : R — C intégrable, f —" F. Alors

i dF(a)
tf(t o
f&) — 21 da
N 22 _ 2
iy (L)EFE) 1R
27 da? (2m)?  da?
Preuve. Utiliser la définition de F et la formule te=%7! = L 2 (e=2imt) of les propriétés

des intégrales dépendant d'un paramétre. [

Exemple 2.5.1 Trouver une fonction f : R — C intégrable sur R telle que

d*f

—— O+ f() = e, teR

La transformée de Fourier de l’équation ci-dessus s’écrit
4720 F (o) + F(a) = Fe ),

ot l'inconnue est F' = F(f). On en déduit que

1
1+ 47202

F(a) Fle ) = 5Fe " F(e ),
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la derniére égalité étant une conséquence de el —7 H(fw (voir 'ezemple (2.1.2)).

Donc

1 1
F= 5.7:(6_“‘ *€_t2> = f(t) = 5 <6_‘t| * e_tz),
puisque F est injective.

Exemple 2.5.2 A laide de la transformation de Fourier trouver une solution particuliére

de l’équation différentielle d’ordre deux suivante :
(E) y" + 2wty + 4wy = 0 (2.3)

Supposons que Y («) est la transformée de Fourier de y(t). Alors La transformée de Fourier

de léquation (2.3) s’écrit

F(E)=0 & (2ira)’Y(a)+4nY(a)+ 2%(%) [2i7rozY(oz)}/ =0
& Y(a)| —4r’a® + 27r] —2maY’(a) =0

& —aY'(a)+ (—2ma® +1)Y(a) = 0.
Cette derniére équation différentielle est linéaire sans second membre. La solution est

V(o) = kae ™ = y(t) = F{(Y(a)) = K(e™) = K'te™ .

2.5.2 Equations différentielles aux dérivées partielles
Equation de la chaleur

Transformer par rapport a x I’équation de la chaleur suivante,

du _Pu—0, () €0, +oo[xR;
u(0,2) = ug(z), uo € L'(R).
En effet :

]—“(%) - %]—"(u(t, z))

F(28) t.x) = @ima F(utt. ).

Alors la transformée de Fourier de I'équation (2.4) s’écrit

O F (u(t, x)) — (2ima)* F(u(t,z)) = 0,
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est une équation du premiére ordre en ¢ I'on sait intégrer

OF (u(t,z)) = (2ima)>F(u(t,z))

In F(u(t,x)) = (2ira)*t + ¢

F(ult,x)) = ke®m™,

on a :

u(0,2) = ug(x) = F(u(0,2)) = F(up(x))
F(u(0,2)) =k = k= F(up(x)),

par suite,

Flu(t,z)) = Flug(x))e®m™,
Remarquons que 'on a :
Flu(t,z)) = Flug(z) » f(t)  avec  f(t) =™,
et par injectivité de la transformée de Fourier on obtient,

u(t,z) = ug(z) * f(t) = ug(x) % e ™",

2.6 Transformée de Fourier des fonctions usuelles

Le tableau suivant présente l’expression des transformées de Fourier pour quelques

fonctions usuelles.
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f(t) F(a) f(t) F(a)
e a>0 \/gexp(—”ifﬂ) Ar(t) | T(sinc(aT))?
e~ a>0 (12431% sine(t) 1T ()
e %u(t), a>0 —— 6(t — to) e~ 2imato
T I g~ 2malol 5 (¢) (2ima)™
Iy Tsinc(aT) g2imaot d(a — ayp)
La fonction Iy est la fonction porte : Ip(¢) = u(t + L) — u(t — ).
La fonction Ar est lafonction triangle : Ar(t) = (1 — %)u(T — |t]).
La fonction sinc est la fonction sinus cardinal :t — sinc(t) = %
Lecture inversee de la table : Si F(a) = F(f(t)) et F € L', alors : F(F(t)) = f(—a)

et F7!(f(a)) = F(-1).
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Transformation de Fourier




Chapitre 3

Transformation de Laplace

L’intérét de la transformation de Laplace est d’offrir sensiblement les mémes propriétés
que la transformée de Fourier, mais dans un cadre moins restrictif. Ainsi de nombreuses
fonctions dont les transformées de Fourier n’existent pas (car l'intégrale sur un support
infini de ces fonctions ne sont pas définies) admettent une transformée de Laplace. Comme
on le verra, pour obtenir ce résultat, I'intégrale comprend un terme supplémentaire, ten-
dant vers 0 lorsque ¢t — oo afin de forcer la convergence de I'intégrale.

La transformée de Laplace est trés utile pour résoudre des équations différentielles. En
effet, on s’apercevra quune équation différentielle linéaire devient un polynéme. De plus
les conditions initiales des problémes différentiels sont trés facilement prises en compte

lors de la résolution par transformée de Laplace.

3.1 Définition et transformée inverse

La transformée de Laplace est essentiellement utilisée dans un cadre physique, c’est
pourquoi on considére uniquement des signaux dits causaux, c’est a dire nuls pour ¢ < 0.
Un grand nombre de fonctions usuelles f(¢) non intégrables sur R croissent moins vite
que la fonction exponentielle lorsque ¢ — oo, autrement dit méme si I'intégrale fR L fdt
n’existe pas, l'intégrale suivante est bien définie, pour un réel positif ¢ > 0 suffisamment
grand :
+o0

f(t)e “dt.
0

Dans ce cas, la transformée de Fourier du produit f(¢)e™, avec @ > a existe. La trans-
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formée de Fourier de f(t)e™*" est donnée par :

F(f(t)e ) = +Oo f(t)e e 2mot s,

Sachant que f(t) est nulle pour t < 0, et en notant p = o + iw = « + 27, il vient :

+00
Fy= |/ (t)edt.

Définition 3.1.1 (Transformée de Laplace) La transformée de Laplace de la fonction

causale f(t), notée F(p) = L(f(t)) est donnée par :

+00
F(p) = f(t)e Pdt,
0
ou p, appelé variable de Laplace, est tel que 'intégrale existe (R(p) > a).

Comme dans le cas de la transformée de Fourier, on peut définir une transformation

inverse, notée £, telle que :

F(p) = L(f(t)) & f(t) = L7 (F(p)).
Cette transformation inverse est définie comme suit.

Définition 3.1.2 (Transformée inverse de Laplace) La transformée inverse de La-

place de la fonction F(p), notée f(t) = L7 (F(p)) est donnée par :

f(t) = —— / " Fp)erap,

2 )
ou p, appelé variable de Laplace, est tel que l'intégrale existe (R(p) > a).

On utilise trés peu cette définition mathématique pour calculer des transformées in-
verses. Dans la plupart des applications on parvient a se ramener a des formes répertoriées

dans des tables ol sont consignées des fonctions usuelles et leurs transformées de Laplace.

3.2 Propriétés des transformées de Laplace

Une fois établies quelques propriétés pratiques de la transformée de Laplace, on étu-
diera les propriétés fondamentales qui permettent de relier les opérations de dérivation
(respectivement, d’intégration) par rapport au temps ¢, a la multiplication (respective-

ment, la division) par la variable p.
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3.2.1 Linéarité

De par la linéarité de l'intégration, la transformée de Laplace est linéaire, autrement
dit, pour tout couple de fonctions fi(t) et fa(t) telles que leurs transformées de Laplace

convergent, et pour tout couple de constantes « et 3, on vérifie :

Llafi(t) + Bfa(t) = aL(f1(1) + BLIf2(1))-

Il en est évidemment de méme pour la transformée inverse. Pour tout couple de constantes

aet 3,on a:

L7 (aFi(p) + BFy(p)) = aL(Fi(p)) + BL(Fa(p)).

3.2.2 Translation dans ’espace de départ

La transformée de Laplace de la fonction f(t) retardée de 7 est donnée par :

Lft—=7)) =e L) = e F(p).

Preuve. Cette égalité se prouve en posant le changement de variable u =t — 7, du = dt,
dans le calcul de la transformée de Laplace :

o= = [ s e

= fu)e Pt dy
0
+oo

= e P (u)e P*du
0
= ¢ ""F(p).

3.2.3 Dilatation ou contraction dans ’espace de départ

Pour un réel positif &, on a :

ciro) = 17 (Y).

Cette égalité se prouve en posant le changement de variable u = kt, du = kdt, dans le

calcul de la transformée de Laplace.
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3.2.4 Transformée de Laplace d’une fonction modulée

a

La transformée de Laplace de la fonction f(t), modulée par e~ est donnée par :

Le™f(t)) =F(p+a).

Le terme de modulation étant constant par rapport a la variable d’intégration, on peut le
déplacer dans l'intégrale et faire apparaitre la transformée de Laplace en (p 4+ a) au lieu

de p.

3.2.5 Transformée de Laplace de la dérivée d’une fonction

Si on note f(0) la valeur initiale de la fonction f(¢), la transformée de Laplace de la

derivée L2 est donnée par la relation :

(T~ pr) + £(0)

Preuve. Cette relation se prouve en intégrant par parties la transformée de Laplace de la

dérivée de f(t) et en se souvenant que R(p) > 0.

(L) - [ ()

—+00

= o] Ten [ e
= pF(p) + f(0).

3.2.6 Transformée de Laplace de la primitive d’une fonction

La transformée de Laplace de I'intégrale d’une fonction f(t) est donnée par :

E(/Ot 4 (u)du) = %F(p).

Preuve. Pour prouver cette relation, notons f(t), la primitive de f(¢) nulle en I'origine

(i.e. %Sf) — f(t), et f(0) = 0), en intégrant par parties il s’ensuit :

e /0 tdf(u)du) _ O+Oof(t)eptdt
= s [ e
= 1F(p)
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3.2.7 Dérivation de la transformée de Laplace

En dérivant la transformée de Laplace dans 'intégrale, on obtient,

dL(f(t) _
“a L(—tf(1)).
Plus généralement, en dérivant n fois, on a :
d"L(f(t)) _ n
o L(—t)"f(1))-

3.2.8 Théoréme de la valeur initiale

La valeur initiale d'une fonction f(t) peut étre obtenue a partir de la transformée de
Laplace de la fonction & partir de la relation connue sous le nom de théoréme de la valeur
initiale.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de la valeur initiale) . La valeur en t = 0 de f(t) est

donnée par :

lim f(¢) = lim pF(p).

t—0 p—00
Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p — oo dans 'expression de la trans-

formée de Laplace de la dérivée de f(¢). On a :

]}Lxgoc(dfd—f)) = lim (pF(p) - f(O)),
et
lim E(d);_(:)) = lim /+OO dfd—(tt)e_ptdt =0,
p—o0 p—0 Jo
d’on

lim (pF(p) ~ £(0)) =0 = lim pF(p) = (0) = lim f(1)

p—00 t—0

3.2.9 Théoréme de la valeur finale

La valeur finale d’une fonction f(t) peut étre obtenue & partir de la transformée de
Laplace de la fonction en utilisant la relation connue sous 'appellation de théoréme de la

valeur finale.
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Théoréme 3.2.2 (Théoréme de la valeur finale) . La limite pourt — oo de la fonc-
tion f(t) est donnée par :

lim f(t) = lim pF(p).

t—o0 p—0
Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p — 0 dans I'expression de la trans-
formée de Laplace de la dérivée de f(t).

1im£(m> — lim / m %(;)e—ptdt
0

p—0 dt p—0

o [Tedft) o0
= /0 76175 = [f()]o

= lim f(t) - £(0),
et on trouve,

lim £<dfd_§t)> = lim (pF<p) - f(0)>

— limpF(p) — /(0

= lim £(t) - £(0),
d’ou

lim f(t) = lim pF(p).

t—o00

3.2.10 Transformée de Laplace d’un produit de convolution

Le produit de convolution de deux fonctions causales f(t) et g(t), noté f(t) x g(t), est

défini par :
+oo

f(t) *g(t) = f(r)g(t = 7)dr.

0
La transformée de Laplace du produit de convolution de deux fonctions est égale au produit

usuel des transformées de Laplace des fonctions :

L)% 9(t) = L{f(1))-L(g(t))-

Preuve. En effet on peut calculer :

e o= [ (

+0o0

i f(m)g(t — T)dT) e Ptdt,
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en posant le changement de variable v = t —7 (donc : dv = dt), et en séparant les variables

des deux intégrales, nous aurons,

LOF() *g(t) = / T ) gw)e e drdy

= / T)e pTdT/ g(v)e Pdv
0

= L(f 9(t)).

3.3 Applications

3.3.1 Transformée de Laplace de ’échelon unitaire

La fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Heaviside et

notée I'(t), est définie par :

0, st t<0;
L'(t) =

1, si t>0.

\

La transformée de Laplace de 1’échelon unitaire est donc donnée par :
+o0o
L) = / T (t)e " dt
0

“+o0o
= / e Pldt
0

e Ptq+oo
N [—p]o '

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢ — oo de e P est nulle. Finalement ;

L(T(t)) = 219.

3.3.2 Transformée de Laplace de la fonction sinus

La fonction sinus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponentielles complexes :

ezwt _ e—zwt

sin(wt) = 5
i
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Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

1 +oo A
E(Sin(wt)) = 2_ eWwt=pt _ o—iwt—pt J4
tJo
1 ei‘*’t_l’t e—iwt—pt +00
= il }

; + =
W —Dp w+plo

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢ — oo de e P est nulle. Il vient donc :

. -1 1 1
Elsin(wt) = 2 [iw —-p - 1w —I—p}
B w
w? +p?

3.3.3 Transformée de Laplace de la fonction cosinus

Comme pour la fonction sinus, la fonction cosinus peut s’écrire sous la forme d’une

somme d’exponentielles complexes :

eiwt + e—iwt
cos(wt) = ———

Donc la transformée de Laplace du cosinus se calcule comme suit :

1 +oo '
E(COS(Wt)) = 5/ e’“"t*Pt + e*lwtfptdt
0
1 rewt—pt e iwt=pt 1 o0

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢ — oo de e est nulle. On obtient donc,

L(cos(wt)) = %[— o

1 1 P
LT PR
—p  w+pl  w?4p?
On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation de la fonction sinus

donne :
dsin(wt)
dt

En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d’une fonction dérivée,

= wcos(wt).

il s’ensuit alors,

L(cos(wt)) = —(pL(sin(wt)) — sin(0))
w p

AP W4 p?

EIRE |~

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.
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3.3.4 Transformée de Laplace de ’exponentielle

La transformée de Laplace de la fonction f(t) = e~ se calcule directement par :

+o00
Le™™) = / e e Pt
0

|: e_(a+p)t :| +00 1

a+p lo  p+a

3.3.5 Reésolution d’équation différentielles avec la transformée de

Laplace

Exemple 3.3.1 On cherche la solution x(t) de ’équation différentielle :
o (t) + 42/ (t) + 3x(t) = 2%, (3.1)
avec les conditions initiales suivantes :
z(0)=0 et 2/(0)=1. (3.2)

Prenons la transformée de Laplace de chaque membre de [’égalité. Le terme forcé est une
exponentielle, dont on a déja calculé la transformée de Laplace. Donc la transformée du

membre de droite est :

2
L(2e7?) = ——.
(2¢77) p+2

Notons X (p) la transformée de Laplace de la fonction x(t). Par linéarité, la transformée

de Laplace du premier membre est :
L(2"(t) +42'(t) + 3x(t)) = L(2"(t)) +4L(2'(t)) + 3L(x(t))

= pL(2'(t)) — 2'(0) + 4(pL(2(t)) — z(0)) + 3L(x(?))

= p*X(p) — pr(0) — 2(0) + 4pX (p) — 42(0) + 3X (p)

= (PP+4p+3)X(p) - 1.
En remarquant que p* +4p +3 = (p+ 1)(p + 3), on obtient I’équation suivante, donnant
Pexpression de X (p) en fonction de p :

(P’ +4p+3)X(p) — 1= ——

2 1
(P+2)(p+1)(p+3) " (p+1)(p+3)

& X(p) =
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Une décomposition en éléments simples de chaque fraction rationnelle en p donne :

) ) 1 1
= — + +
p+2)(p+1)(p+3) p+2 p+1 p+3
1 3 3

(p+1(p+3) p+1 p+3
Autrement dit, il vient :
2 ; ;

——— 4 2
p+2 p+l p+3

X(p) =

Reste a déterminer la transformée inverse de cette expression, par linéarité on sait que :

:dﬂ::—ZE1<5%§>%—g£1<;%7>—%%£1(553).

at

On a déja établi que la transformée de Laplace de e~ est 1/(p + a), la solution est

finalement donnée par,
3 1
z(t) = =22 + St 4 —e73
(t) toe g

On vérifie aisément que la solution trouvée satisfait les conditions initiales (3.2), et est

solution de l’équation différentielle (3.1).

Etapes de la résolution d’équations différentielles avec la transformée de

Laplace

Cet exemple montre comment résoudre un probléme différentiel au moyen de la trans-

formée de Laplace. Cette méthode comporte trois étapes :

- Dans un premier temps on applique la transformée de Laplace au probléme posé. Une
équation différentielle linéaire & coeflicients constants devient alors une simple équa-
tion polynomiale en p. Les conditions initiales se traduisent aussi par des termes en
puissance de p, sans compliquer notablement la forme de I’équation. Le terme forcé

fait apparaitre un second membre en p.

- Dans un second temps on résout le probléme en p, autrement dit on détermine X (p) qui
est la transformée de Laplace de la solution.

- Enfin, il suffit d’effectuer la transformée inverse (ou de consulter des tables) pour obtenir
la fonction x(t) solution du probléme différentiel.

Malgré la succession des étapes il est souvent moins complexe de résoudre ainsi les équa-

tions différentielles linéaires, surtout pour un ordre élevé.
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Séries d’exercices

Dans cette partie, nous exposons une série d’exercices d’application dans le but d’en-

richir le cours.

3.4 Espaces L*

Exercice 3.4.1 Inégalités de Young et de Hélder

1. Soit a,b >0 et soit p,q € (1,+00) tel que %—i—% =1 (on dit que p et q sont conjugués

au sens de Young). Montrer l'inégalité de Young :

1 1
ab < —aP + b7-.
p q

Idée : Considérer la fonction 0 : Rt — R définie par 6(a) = %ap + bq% — ab.
2. Soit p,q € (1,+00) tel que % + é =1letfell(u),ge Li(n)

a) En utilisant l'inégalité de Young, montrer que pour tout A > 0

AP A4
/ Fold < X / Pdu+ 2 / lgl7du.
Q P Ja q Ja

b) Optimiser cette inégalité par rapport a \ et montrer l'inégalité de Holder :

1fglly < 1 fllpllglly-

c) Cette inégalité est-elle vraie pour p=1 et ¢ = o0 ?

3. Soient p et p' dans [1,+00[ (pas nécessairement conjugués). Montrer que si f ap-

partient o LP(u) N LY (i), alors f appartient o L (i) pour tout r compris entre p et

/

p.
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4. Montrer que si i est une mesure finie alors

L*c ()L
p=1
et, pour tout f,
Jim £l = 11flloo-

5. Montre que si f € LP, g € L? avec % + % = %, alors fg € L et
19l < 1 Fllpllglq-

6. Soient p et q dans [1,+00[ avec ¢ < p ( pas nécessairement conjugués). Montrer que

si f e PN LY alors f € L pour tout r € [q,p|, et on a :

£l < A1,

ou a € [0, 1] est définit par X = i I_TD‘.

Exercice 3.4.2 Différentiabilité des normes |||,

Soient f et g deux fonctions de LP(u) avec 1 < p < +o00. Montrer que la fonction N :
R — R définie par

N(t) = [ 1f@) + b gla)Pdn
Q
est différentiable et que sa dérivée en t = 0 est donnée par :

=7 [ @@

ou par convention | f(x)|P~2f(x) =0 lorsque f = 0.

Exercice 3.4.3 Inégalité de Hardy

Soit p €]1,+o0l, soit f € LP. Pour x €]0,400|, on pose
1 [T
F(z) = - f(t)]l]07m[dt.
T Jo
1. On suppose que f € C(]0,+oc[) (¢’est-a-dire que f est continue et a support compact
dans |0, + oo[).

a) Montrer que F' € C'(]0,00[) N LP.
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b) Montrer que xF'(x) = —F(x) + f(x) pour tout x > 0.

2. On suppose, dans cette question, que f(x) > 0 pour tout x €]0, 00[. Montrer que
/ FP(z)dx = P FPrY(z) f(x)d.
0 p—1Jo
3. Montre que

p
1E]l, < pTlllfllp‘

Exercice 3.4.4 Relations entre les espaces LP

Soient la mesure de Lebesgue est finie (u(2) < +00) et 1 < p < +00.

Montrer que si ¢ < p, alors LP(Q) C L1(Q). En particulier, pour 1 < ¢ <2 < p < 00, on
a:

L>®(Q) C LP(Q) C L*(Q) C LY(Q) c LY(Q).

3.5 Transformation de Fourier

Exercice 3.5.1 Déterminer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :
1. t— H[—T,T] (t)

sint
2. t— n

3.t exp(#)

1 1
4. t’—);1+t2

Exercice 3.5.2 Soit f : R — C intégrable et f sa transformée de Fourier. Pour tout

T > 0 et pour tout t € R, on définit

fr(t) = / j (1 - %>ezmxf(x)dx.

1. Démontrer que

52

fr(t) = L /;Oo M(f(t +5)+ f(t — s))ds.




64

3. Supposons [ bornée. Montrer qu’en tout point t € R ou f(tT) et f(t7) existent, on

a !

lim_fr(t) = S (F(£7) + (7).

T—+oco

Exercice 3.5.3 Soit I’équation intégrale, pour 0 < a < b et f € L'(R) :

f(®) 1
/R (x—t)Z—i—ant_ x2 4+ b2 (3.3)

~

Ezxprimer (3.83) sous forme d’une équation de convolution, déterminer f(v) et en déduire

f(t).

Exercice 3.5.4 Soit f(t) = exp(—nz?). Déterminer (f(l/))’ En déduire une équation
différentielle en ]? que l'on résoudra. [On rappelle que [ exp(—ma?)dx = 1].

Exercice 3.5.5 Soient f,g € L*(R™), on note ]? la transfomée de Fourier définie par

~

f) = [ fla)e ™" dg,
Rn

ou (.,.) désigne le produit scalaire de R™. Montrer que

L Jou f(@)G(@)de = [ F(@)g(x)da.

2. [xg=fg.
Exercice 3.5.6 On rapelle que la tronsformée de Fourier de la fonction f(z) = (32£)2
est la fonction
Fla) = w(1 = w1 1 (a).

On en déduit par l’égalité de Parseval Plancherel la valeur de ["intégral I avec

+o0 3 4

I / (smx) .

e x

Exercice 3.5.7 Résoudre [’équation de Laplace % + % =0 ouy > 0, avec % — 0

et ¢ — 0 quand ||(x,y)|| — +oo, ¢(x,0) = 1 pour |x| < 1 et ¢(x,0) = 0 pour |z| > 1.

(Utiliser la transformée de Fourier par rapport a ).
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3.6 Transformation de Laplace

Exercice 3.6.1 Calculer les transformées de Laplace des fonctions temporelles suivantes :

Exercice 3.6.2 Trouver la transformée de Laplace inverse des fonctions suivantes :

a) Flp) = 22

Exercice 3.6.3 Résoudre les problemes aux valeurs initiales :
1. ¥ +y=1 avec y(0) =0
2. y" 42y 4+ 5y = 0 avec y(0) = 2, y'(0) = —4
3. y" + 3y = sin(t) avec y(0) =1, y'(0) =2

4- y" +5y" 4+ 6y = 0 avec y(0) = 3, y'(0) = =2, y"(0) =7
Exercice 3.6.4 Résoudre [’équation intégrale

y(t) =t+ /Ot y(7) sin(t — 7)dr.

Exercice 3.6.5 En utilisant les théorémes des valeurs initiales et finales, calculer s(t —

0%) et s(t — o0) pour les fonctions suivantes :

2
__ _p°+2p+4
1. 5(p) = p3+3p?+2p

3 2
__ p°+2p°+6p+8
2' S(p> - p3+4p
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Correction des séries d’exercices

3.7 Espaces L”

Exercice 3.7.1 Inégalités de Young et de Hélder

1. Soit a,b > 0 et soit p,q € (1,+00) tel que %—l—% = 1. La fonction 6 : R™ — R définie

par 6(a) = %ap + bq% — ab est dérivable et :
0'(a) = a” ' —b.

1 1
Cette dérivée s’annule lorsque a = br=T | et est négative pour a < br=1 et positive
1
pour a > br=1 . On a

1 1
O(bi1) = Ebpj + qu — " =0,

Ainsi 0(a) > 0, i.e.

1 1
ab < —aP + =b1.
b q

2. a) Soit f € LP(u) et g € LUu). D’apres la question précédente, pour tout X > 0 et

pour u-presque tout T :

) = @) A2 < X+ g
Ainsi
il p E q
/Q’f9|dlt§;/ﬂ|f| dp + p /Q|g| dj.
b) Posons

NP A4
o) =2 [ 1spdu+ 22 [ fglra
P Ja q Ja
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La fonction ® est dérivable et :
'(A) = N HFIR = A gl

llgllg
I1£17

pour A > \y. Ainsi le minimum de ® vaut :

o = (|’|‘}qf’\‘|z>p+q”f”p <|'|'?‘|'|Z>”*"” i

= —Hgll FFIE - ||gH FUFIE = 1Nl

Cette dérivée s’annule pour \; = (

On en déduit l’inégalité de Hélder :

1fglly < [fllpllgllq-

c) Sife Ll n) etge L>®(u), alors |g(z)| < ||glle pour presque tout x € Q et

d o du,
/Q Faldu < gl / Fldu

e |l falle < llgllsoll f1]1-

. Soient p,p’ € [1,400). On suppose p <p'. Soit p <r <p'. On a

I = 1A g1 + 1A < < FP s + P p<a,

Jisrdus 157 dus [ 1frau < +oc,
Q Q Q

donc [ appartient o L" ().

il en découle,

. Supposons que p soit une mesure finie et soit f € L>(u). Alors

|f(@)] < M flloos
pour presque tout x € £ . Ainsi pour tout p
[ 1spdi < fI [ 1dn =111t < o0,
Q Q

ce qui implique que f € LP(p). En particulier, f appartient a intersection ﬂp>1

De plus, pour tout p, on a :

1y < 11 lloore(Q)7,

1
> T est négative pour A < \1 et positive

LP(p).
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ce qui 1mplique que
lim [ fllp < [[f]loo-
p—+oo
D’autre part, pour tout € >0, on a

/ |fPdp = / [f1Pdp = (| flloo = €)P (S > ([[fllc = €))-
9 111> lleo—2)

Ainsi pour tout p, il vient

Q=

1fllp = ([flloe = &)ullf1 > ([ fllec —€))

Puisque

3=
|
\.}—‘

Jim ([ f]> (| fllee =€)

il en TéSUlt@,
lim Hf”p Z ||} ||oo €.
p—+o00

Comme € peut étre choisi arbitrairement petit, on a

m [ fllp = [[f]loe-
p—to0
Donc finalement lim,,_, o0 || f1l, = || f]]oo
5. Posons fi = fletgr=9g". Ona f; € Lg(Q) et g1 € L%(Q). Notons que l'identité
141l % entraine que 2,1 > 1 et que les nombres 2 et 1 sont conjugués au sens de

p q

Young. Par ["inégalité de Hdélder on en déduit,

[toran= [ notues ([ sfan)'( [ataw) = ([ ran)*( [ oan)”

Finalement,
£l < 1 fllpllgllq-
6. Sir=q (lea=1)ou, r=p (i.ea=1), il n’y a rien a montrer.

Supposons donc que q < r < p, on écrit :

I = Lo fr e,

et par application de l'inégalité de Hélder avec les exposants conjugués = et T(%a),
on trouve

q ra (1107 ) r(l—a)

/|f|rdﬂ < (/ <|f|ra>mdlu> q (/ (|f|r(1—a)>r a du) )
Q Q Q
ra r(l—a)
< ([1redn) ([ 1rran) 7 < voo
Q Q

LA < WA IAl .
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Par conséquent, f € L™ et || f]» < HngHfH;_a.

Exercice 3.7.2 Différentiabilité des normes |.|,
Soient f et g deux fonctions de LP(p) avec 1 < p < +00. La fonction ¢(t) = | f(x)+tg(z)|P
est de classe C* sur R et sa dérivée vaut

i e (@) +tg(x) + hg()]P — | f(z) + tg(2) P
At) = Jim 0

= plf(@) +tg(@)"*(f(2) +tg(x))g(),

lorsque f(x) et g(x) ont un sens, c’est-a-dire pour presque tout x. De plus, d’apres le
théoréme des accroissements finis, on a

() + tg(@)[” — |f (=)[”

; = ¢'(t)

= plf(@) +tog(@)"*(f(2) + tog(x))g(),

pour un certain to compris entre 0 et t. Ainsi pour |t| <1,

() +tg(@)” — |f(x)]”
t

= plf(x) + tog(x) [P~ g(x)|
< pf()| + g(z)])?

< 27p(If @) + lg()I"),

ot la premiere inégalité découle de [inégalité triangulaire et de la majoration

l9(2)] < ([f(@)] + [g()]),

et ot la deuzieme inégalité provient de la convexité de la fonction x +— xP pour p > 1

impliquant en particulier :
u—+v uP P
P 4
2 )< 2 + 2

(

. 1l en découle que

[f(z) +tg(@)[” — |f(=)[”
t

t—

est uniformément bornée par une fonction intégrable. Le théoréme de convergence dominée
permet alors de dériver sous le signe somme et

dN

%“:0 = p/ﬂ |f(£lf)]p_2f($)g(g;)du.
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Exercice 3.7.3 (Inégalité de Hardy)

1. a) On pose G(x) = f0+oo F()oz(dt pour x €]0,00[. Comme f est continue, la fonc-
tion G est de classe C* sur]0,00[ (et G' = f). On en déduit que F est aussi de
classe C' sur )0, oo].
Comme f est a support compact dans |0, 00, il existe a, A €]0,00[, a < A, t.q.
f(x) =0 six < aoux > A. La fonction f est bornée (car continue sur le
compact [a, A] et nulle en dehors de ce compact), on note M = sup{|f(x)|;x €
la, A]}. On a alors |F(z)| < Wﬂ]am[(x) pour tout x €]0,00[. On en déduit
que F' € LP carp > 1 (et on aussi F € L™).
b) Comme xF(z) = G(x), on a bien xF'(z) + F(z) = G'(z) = f(z) pour tout

x €]0, 00].

2. Soit n € N* En intégrant par parties (entre FP et 1) sur 0, n[, on obtient :

/an(x)da; = —/onplF’(x)xdx—i-Fp(n)n
0 0
= [ wPraids = [ pFr e + Fan,
0 0

et donc :

(p—1) /On FP(x)dr = /n pFP~L f(2)dw — FP(n)n.

0
Comme 0 < FP(n)n < =L M (A — a) — 0, quand n — oo (ot a, A, M sont définis a
la question précédente) et que F, f € LP, on en déduit :

= P _L > pflaj )dr
/0 F(x)dac—p_l i FP—(x) f(z)dz.

3. En utilisant Uinégalité de Holder (entre f € LP et FP~1 € L#1 ) on déduit de la
précédente inégalité :
p—1

| Fr@as < Lo ( [ )

et donc (comme F € LP) |||, < S| fll,-

Exercice 3.7.4 Relations entre les espaces L

St q < p, alors LP C L9. En utilisant [inégalité de Holder pour les réels conjugués : r

SRS
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6tr’:p%qtelle que%—k%:l. Soit f € LP , ona

I = [ L

= /!fqudu /lpfqdu)pqq
= [ Fl8G() 7,

p—q

ce qui implique : £y < £l ((2) 5
Si f € L™, alors

1l = / Py < | FIE (),

ce qui signifie : || fl|, < ||f||oo(u(Q))% < 00, (i.e f € L®). Dot L™ C LP.
En conclusion, pour 1 < ¢ <2 <p<oo : L®(Q) C LP(Q) C L*(Q) C LYQ) c L ().

3.8 Transformation de Fourier
Exercice 3.8.1 1.

F(lrmy (1)) (@) = /T tirat g, _ [ezfmtrT

—ima |

1 622'7rTa _ 672i7rTa Sin(Qﬂ'TOé)

e’ 21 T

2. On sait que Ii_pq(t) = %f::o sin(2nTa) J2imta g,

T
En prenant T = 2=, on a donc
27’

1 [T sina it 1 sin x
[ () = —/ ——emt daz—f( )(—t),

353r ™ e’ s x

o0

donc ]—"(%) (t) =7ml_1 1)(=1) et par parité de I_L 1y, on aura donc,

27027

F(E) (@) =7y g (o).

0 +00
F(e_ltI/T)(CY) _ / 6%—2i7ro¢tdt_{_/ 6%—2i7ratdt
0

— o0
|: eT—chxt :|0 eT—2z7rat —+o0
= |\ + |0 )
T — 2dira] _ T — 2irae]

T N T B oT
1—2i7Ta 1+ 2irTa 1+ 4727202

en conséquence,

F(e M) a) =
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. _ + .
4. On sait que e”!V/T = [T 2L e%mieda. En prenant T = 5=, on a alors

—o0 1447272 2
oo ] - 1
—2alt|  _ 217rtad _ f( ) ¢
‘ /_oo 1+a2° 71+ 22 (=),

et, comme t — e~2 est paire. On a donc

.7:<l L >(a) — ¢~ 27lal,

ml4+ 22

Exercice 3.8.2 1. fr(t) = f_TT (1 — %)ezmm Jp €2 f(w)dudz. On peut appliquer le

théoréeme de Fubini car

/ [ (1= EDrwtauas =1 [ 11wan

est fini. On a alors, avect —u = s,

)= [ ( / i (1—'%')e%<fu>xdx)f(u>du: / ( / :; (1_|£T’)e2mdx)f<t—s>ds.

Puis
xr . 0 €x .
T>62z7rsmdx 4 /_T (1 4 T)emﬂsxdaj
0
1— %>€2iﬂsa§d$ . /T (1 . %)e—%wszdx
T xT
= 2/ <1 — — | cos(2msx)dx
0 T

z\ sin(2rsz)]” T
= |(1- —) orsr)d
[ T TS L * Tﬂ'S/O sin(2msz)dz

1 [ @ )} T 1 —cos(2wsT)  sin*(msT)
= — —cos(2msx)| = = :
2727 's? Rt 272T's? w2152

On parvient ainsi a

27T g2

Falt) = /R S (m5T) ¢y gyas

Or avec s — —s,

/ sin (WST)f(t _s)ds = / sin (FST)f(t+s)d(—s)

oo T2 too  TTs?
+o0 gin?(7sT)
0

et
fr(t) = /;OO M(f(t +8) + f(t — s))ds.

2T 52
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2 sin u cos u sin(2u)

) . A
Agin?u sin® u A oo
du = | — +2 ———du =04+
15 € 5 Uu 0 U

u? U

du,

et, avec le changement de variable t = 2u,
+oo 3 2 +0o0 3 t
/ Mdu —/ wdt, donc I = T
0 u 0 t 2

erOO gr(u,t)du ou

3. D’apres 1) et 2), fr(t) — %(f(t*) + f(t7)) = % 0

) sm(f(H L)+ a(i- ) -5 - 1)

gl t —
(u’ ) u? T
im gr(u,t) =0 et |gr(u,t)| <4M "

ot M = supy; |f|. Ce qui achévera notre démonstration grace au théoréme de conver-

gence dominée de Lebesgue.

Exercice 3.8.3 Posons g.(t) = ﬁ . On a alors f x g, = g, donc f/g\a = gp. Grice aux

tables de transformées de Fourier, on a
—_—

1 _ ,—27|a|
=R ICC
d’ot
L " o2l L ~arjeal _ T ,~2mlcal
—_ T t _ Tlea| T|ca )
(1 +t2)(04) 026 e (1 (£)2> () =c . e -
On a alors f = & — %e*%(b*a)la\
Ja
On procéde par transformées inverses successives :
ge—27r(b—a)|a\ _ 9 1 % 1 7
b bﬁ(1+(ﬁ)2> b—a
d’otu
(1) = a(b— a) 1
b w((b—a)?+t2)

Exercice 3.8.4 f'(z) = —2wxf(x) donc F(f') = —2nF(tf(t)) (existe cart — tf(t) €

L'). Il vient alors
N 1 -
(2ira) (o) = 25— (7Y (a).
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Soit (f)’(a) + 27r04]?(0z) = 0. La solution générale de cette équation s’écrit
2

f(a) = Ke ™.

Sachant que K = f(0) = Je e ™ dx =1, on en déduit

Exercice 3.8.5 1.

| 1@ -

Je ) dy = / dye >0 [ fy — 2)g(2)dz
Rn R~

[ £t

_ / / —27i(z,y—2) —27ri(:t,z)f(y . Z)g(Z)dZ
b
fla

®

—27i(z,u) du / 6—27ri(:c,z)g(z)dz

Exercice 3.8.6 L’égalité de Pareseval Plancherel, nous dit que pour une fonction de carré

intégrable, ce qui est le cas pour (22£)?

, on a la formule de conservation de [’énergie :

/R fa)2ds = /R FN)2dA
/f d)\—7r/(1—7r\)\])

Pour une intégration de ce type, on doit absolument se débarasser de la valeur absolue,

il suffit donc de calculer

soit en séparant en deux cas, A > 0 et A < 0, soit comme ici, par un argument de parité.

En effet, la fonction (1 — w|\|)? est paire, donc

1 1
/ FN2N = 272 / (1 — 7\)2d\ = 272 / (1 — 27\ + 72\2)dA
R 0

0

1 1
2 2
o | = 2w
51 1 1 2
= 27?[——— —}:—7?.
T 7w 37 3
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Exercice 3.8.7 Soit ¢(c, y) = [p o(x, y)e > **dx. Alors
e 82¢(1L', y) —2iTax 62 oo —2iTax 625
/_OO 8—?/26 do = @_yQ( - o(z,y)e dx) = a—yQ(a,y).

+8¢>

0o 072

+oo 92 +oo Yoo
/ @(QS, y)e—2i7raxdx — |:% (,CI?, y)e—inax:| + 2i7ra/ %@3, y)e—Zimmdx

D’autre part, f (z,y)e 2™ dx peut étre intégré par parties

oo 022 Ox o Oz
= 2T« {gzﬁ(x, y)e‘mmm] — 47%a? Bz, y)e ™ dy

= —Ar’a?d(x,y).

On a utilisé la condition que ¢ et sa dérivée partielle par rapport a x tendent vers 0 quand

x — Foo. Alors si on prend la transformée de Fourier de l’équation de Laplace, on obtient

e 82¢ 62¢ —2iTax _
/_ (@ + W) (xz,y)e dx = 0.

Soit giy‘g(x, y) — 47?2042&5\(% y) = 0. Comme gg — 0 pour y grand, la solution est

Blay) = Cemlow

On applique alors la condition pour y = 0

400 1 2iTa —2iTa 3

~ ) A e —e sin 27w
o(a,0)=C = / o(z,0)e 2™ dy = / e~ AT dy — . =

oo 1 i T

et donc
sin 27wy ~ sin 27ma
C= et ola,y) = ———e 2y,
T T

Or on a e>rlel — F(1515) () et 22222 — F(g(2,0))(a).
On sait que F(F).F(G) = F(F = G) donc

1
Y dr 1 xr—1 r+1
P(x,y) 71_/_1 (z —7)2 + 12 ﬂ_(aI‘C an( y )—i—arc an( ” ))




3.9 Transformation de Laplace

79

3.9 Transformation de Laplace

Exercice 3.9.1 1.

L(fi)(t) = L(cos’t) = %/O+Oo(1 + cos 2t)e Pidt

1 -1 +oo
e P (p?cos2t + p® — 2psin 2t + 4
2p<p2+4>[ (v pe )

1 -1 9 9
—— (PP +4
2p(p2+4)(p v
1

2

1 P
—_ _+ .
<p p2+4)

+oo
L(f)(t) = E(te_tcost):/ te " coste Pidt
0

0

1
— —(p2 T 2P |:e_(p+1)t (p2t +2p(t+ 1)+ 2(t + 1)) sin t

“+00
—p*t+p*(3t + 1) + p(4t + 2) + 275}

0
p*+2p

(p2+2p+2)2'

+o0
L(f3)(t) = E(coshat):/ cosh ate Pt dt
0

+oo
L(f1)(t) = L(sinhat) / sinh ate P'dt
0

< - 2]

e
p—a p+a

a

| = N =

p2_a2'
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+o0o
L(fs)(t) = £(t")=/0 t"e Pt

S {t”e_pt} + 2 / e Py = L
p 0 P Jo p
nn—1

= Sl

n! n!

Exercice 3.9.2 a) F(p) = pQQfTJ;{HS. Par fraction simple on a :

pn+1 ’

2p+1 A B

- +
(p+3)(p+2) p+3 p+2
5 3

p+3 p+2

F(p)

Alors
0 = () ()
= 5e 3t — 37,

b)

Alors

fit) = £t <]92—)) =u(t—3)[e"? —1—(t —3)]
= u(t—3)[e? —t

c) L(f) = m, puisque L7 (inwQ) = Lsinwt, alors

- 1 Lt
L 1(W) = f(t):;/o sinwrdr

1
= E(l — coswt).
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d) L(f) =e ™S5 = F(p). Alors

L7 (F(p)) = wu(t—m)cos(2(t —m))

(

0, st 0<t<nm

cos(2(t —m)), si <t

\

Exercice 3.9.3 On note L(y) =Y (p)

1. ¥y +y =1 avec y(0) = 0, on transforme l’équation différentielle :

pY(p) —y(0)+Y(p)=L(1) = (p+1)Y(p) = ]1)
= Vi) =
SERNTPESY
11
RIS

par la transformée inverse de Laplace on obtient :

LY)(p)=y(t) =1—e¢".

2. y" 42y 4+ 5y = 0 avec y(0) = 2, y'(0) = —4, on transforme ’équation différentielle :

= pY(p) = py(0) — y'(0) + 2(pY (p) — py(0)) + 5Y (p) =0
= p’Y(p)—2p+4+2pY(p) —4+5Y(p) =0
= Y(p)(p*+2p+5)=2p

2p 2p _ 2p+2-2
= Y= Pr2p+s5 pPr2prdtl (pr1)?+2?
N Y(p):2(p—|—1) 2 _ 2p+1) 2

(p+1)2+22 (p+1)2+22 (p+1)2+22

On a donc par la transformée inverse :

y(t) = 2e " cos 2t — e "sin 2t.
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3. y" + 3y = sin(t) avec y(0) =1, ¥/'(0) = 2, on transforme l’équation différentielle :

= p’Y(p) —py(0) — ' (0) 4 3Y (p) = L(sint)

1
= p’Y(p)—p—2+3Y(p) =

P+l
Y 243)= 2
= YW +3)=p+2+ 577
p+ 2 1 p+3/2 1 1
= Y(p) = + = -
(p) P?+3 (pPP+3)(p*+1) p?+3  2p2+1
V3 V311

p
= Y(p) = — - .
W= st T s Tt

Finalement

y(t) = cos(V/3t) + ? sin(v/3t) + %sin(t).

4. y" 4+ 5y" + 6y = 0 avec y(0) = 3, ¥/ (0) = =2, y"(0) = 7, on transforme l’équation
différentielle :

= PY(p) =3P+ 2T+ 5(p2Y(p) ~3p+ 2) + 6(pY(p) . 3) )
3P+ 13p+15  3p*+13p+15

= Y(p) = =
®) p(p*+5p+6) plp+2)(p+3)
51 1 1 1
= Yp)=-=--—--"—" 4+ —
W) =5 5,2t 053
Finalement
y<t>=§—1€_2t+6_3t
2 2 ’

Exercice 3.9.4

y(t) = t+/0 y(7)sin(t — 7)dr

= t+yx*sint.

Donc par la transformée de Laplace on obtient

Y(p) = 5 +Y(p)

Enfin
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Exercice 3.9.5 En utilisant les théoremes des valeurs initiales et finales, calculer s(t —

0%) et s(t — o0) pour les fonctions suivantes :

2
_ _p°+2pt+4

e Calcul de s(t — 07) :

2
. . . p°+2p+4
t_1>r(?+ s(t) pggop () pggoppi% + 3p? +2p

e Calcul de s(t — o0) : Avant de calculer s(t — 00), il faudrait verifier que les

conditions necessaires a cela soient valides :

P+22p+4  pP+2p+4
P sty Yot D re)

pS(p) =

p.S(p) a3 poles (0,—1,—2) placés dans le demi-plan gauche du plan compleze.
Donc aucun pole sur laxe imaginaire (a lexception du pdle a l'origine), et
aucun pole dans le demi-plan droit. Dans ce cas, on peut calculer s(t — o) :

2
. s . P H2p+4
Jim (1) = Jim () =l -

3 2
__ p°+2p°+6p+8
2' S(p> - p3+4p

e Calcul de s(t — 07) :

5+2p°+6p+38
lim s(t) = lim pS(p) = lim pp T AopTe

0o. ( cause de l'implusion
t—0+ p—00 p—00 p3+4p ( b )

e Calcul de s(t — o) : Avant de calculer s(t — o0), il faudrait verifier que les
conditions necessaires a cela soient valides :

3 2 3 2
+2p® 4+ 6p + 8 +2p® 4+ 6p + 8 2
P48 p it bpS L, 2

S —
PSp) =p p>+4p b p(p? +4) p?+4

= s(t) = L7(S(p)) =6(t) +2+sin(2t), t>0

= lim s(t) = 0+ 2+7 =7. ( cause du sinus qui varie continuellement)

t—o0
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