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Introduction

INTRODUCTION

Le présent polycopiée intitulé « Mécanique Rationnelle » (physique 04) est élaboré et
présenté en conformité au canevas officiel du ministére de I’Enseignement Supérieur et de

la Recherche Scientifique.

Il est destiné aux étudiants de la deuxieme année LMD (L2), relatif a la formation Licence
LMD-S3 dans le domaine ‘ Science de la matiére (SM) et Science de la Technologie (ST)’

des universités Algériennes.

Ce polycopié présente un cours détaillé, avec des exercices résolus. Grace a un
enchainement logique aussi bien qu’une méthode simple entreprise dans ce polycopié,
I’¢tudiant aura une meilleure assimilation et pourra allez plus loin et étudier des probléme

d’un caractére plus avancer.

La mécanique rationnelle est une science qui étudie le mouvement de la matiére dans ces

formes les plus simples.

Dans ce polycopié ce cours est structuré par six chapitres, ou chaque chapitre est enchainé

par des exercices résolus:

Le premier chapitre porte sur des rappels mathématiques, les vecteurs et les opérateurs

vectoriels.

Le deuxieme chapitre traite la statique des points matériel ainsi que la statique des solides
avec des lois et des méthodes de résolutions.

Le troisieme chapitre est consacré a la géométrie des masses, il traite le calcul des centres

d’inertie et des torseurs d’inertie des solides.

Le quatrieme chapitre, traite la cinématique qui étudie le mouvement des corps matériel de

point de vue géomeétrique (sans tenir compte des causes qui engendre le mouvement).

Le cinquieme chapitre décrit la cinétique du point matériel et la cinétique du solide

indéformable (La quantité du mouvement, le moment cinétique, et 1’énergie cinétique).

Le dernier chapitre, est consacré aux théoréeme généraux de la dynamique. Pour étudier le

mouvement des corps matériels en liaison avec les forces qui s’exercent.

Vi
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Chapitre | : Rappel Mathématique

Introduction
En mécanique les vecteurs sont fondamental, ils représentent les positions, vitesses et

accélérations d’un point matériel en mouvement, les forces appliquées a un systeme

matériel et leurs moments.

l. Caractéristiques d’un vecteur
La représentation et les caractéristiques d’un vecteur sont obtenues a partir d’un repére

convenable avec un systeme de coordonnées qui simplifie les calculs.

I.1. Vecteur unitaire :
Soit un vecteuri appartenant a un espace vectoriel (E), Si son module |u|=1, ¢’est-a-dire

que U est un vecteur unitaire (norme).

|.2. Représentation d’un vecteur sur un axe :

Un vecteur est une droite ayant une origine A et une extrémité B, est définit par :
-Son point d’application (point d’origine).
-Son module.
-Son support qui est ’axe (A).

- Son sens.

(4)

=1
td

=l

Figure 1.1. Représentation vectorielle sur un axe (A).

Soit U le vecteur unitaire de I’axe (A), et o, un nombre réel (a € R) :
> SizetV sont parallele et ont le méme sens, donc :

V=a.1 et |I7|= a— V= |I7| i
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> SiUetV sont paralléle et n’ont pas le méme sens, donc :

—

V=—a.i et|V|=a - V=|V|.u

1.3 Représentation d’un vecteur dans un plan :

Considérons quel que soit un vecteur?/ appartenant au repére plan R (O,x,y) dans la base
orthonormé (O, 1,j) posant V,Q,V;Ies vecteurs de projection deV sur le plan R, et x,y les

composantes du vecteur V sur ce plan, par projection V est définit comme suite :

—

v+,

%

|

|

|

i *
V.
Figure 1.2. Représentation vectorielle sur un plan.

|.4 Représentation d’un vecteur dans ’espace :
Considérons quel que soit un vecteurV/ appartenant a un repére d’espace R (O,x,y, z) dans

la base orthonormé directe(O, 7], k), ¢’est-a-dire que :
o 7471 k
o [2=171=k]= 1

> >

o 1], k doivent respecter la régle de tire-bouchon

Régle de tire-bouchon :

On place un tire-bouchon le long de I'axe OZ, et on le faittourner dans le sens
trigonométrique (contraire d’aiguilles d’une montre), qui ramene 1’axe Ox vers 1’axe Oyce

qui donne le sens del’axe 0Z qui se dirige vers le haut.
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T sens de 0Z

tire-bouchon

Figure 1.3. Représentation de la régle tire-bouchon

— -

posant Vx’ v, Vz’les vecteur projections de V' sur le repére R et x,y,z les composantes du

- —

vecteur V sur cet espace, par projection V est définit comme suite :

—

V="V, +V, +V,

Figure 1.4. Représentation vectorielle dans 1’espace.

Remarque :

SoitV/un vecteur non unitaire dans I’espace (E), pour rendreV/ un vecteur unitaire il

| <t

suffit de divisé ce vecteur par sa norme (son module) i =

=l

1. Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs U etV de (E), faisant entre eux un angle 6 est le

scalaire réel définit par :




Chapitre | : Rappel Mathématique

u.v :|l7| |I7|.c059

Et définit aussi par la projection de U sur V fois lanorme de V :

U .V =AH.|V|
U
e
v
Figure 1.4. Représentation 8 = (U , V)
Remarque

Ona: U .V :|l7|.|l7|.c050

Sio <6 <§ alors:cos® >0et: U .V>0
-Si§<9 <T alors:cos@<0et: U.V<0
Sig=1=Z alors U LV  et: U.V =0

2

Soit (x,y,2) et (x',y',z") les composantes des vecteurs V et U respectivement dans la

base orthonormé directe (O, 7,, E), donc le produits scalaire de ces deux vecteur est :
U.V=(T+ yJ+ 2k).(xT+ yj+ zk)=x'x+y' y+72 z
(Car:t.i=]j=kk=1 eti.j=Tk=7k=0)

—

Le produits scalaire du méme vecteur V :
—_ —_ — 2 . — e = .
V . V=x2+y2+22=|V| c’est-a-dire que la norme |V|est définit comme suite :

V| = Ty 5 72
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I1.1. Propriétés du Produit scalaire :
e Le produit scalaire est commutatif : U .V =V . U

e Le produit scalaire n’est pas associatif : (7 . I7) W nexiste pas

e Le produit scalaire est distributif par rapport a 1’addition vectorielle
T.+W)=(T.V)+ (T.W)

M. Produit vectoriel :
Le produit vectoriel des deux vecteurs U~ et Vest le vecteur W définit par :

—

W="UaVou W=V AU

e La direction du vecteur W est une droite (A) perpendiculaire au plan (7, 17) (figure 1.
5\DouW LU etWLV.
e Le sens du vecteur ¥ suit la régle de tire-bouchon tel que (7, v, W) soit directe.

e Lanorme du vecteur W est: |W| = |U[.|V|sing (ou8 = (77)).

Posant (x,v,z),(x',y',z") et (x",y",z") les composantes des vecteurs VU et

Wrespectivement dans la base orthonormé directe (O, 7,], E), donc le produits vectoriel

de ces deux vecteur est :

W=UnV=|x y 7|=0z-yz)—&'z-—xz)+&'y—xy)k
X vy z

D’ou:

X" = (y'z = yz)

y"'=(x'z—xz")

z"'= (x'y —xy’)

Le produit vectoriel représente la surface d’un parallélogramme: S =h. |I7|

avec h = |L_f| .sin@ (Figure 1.5)

Onalarelation: |U A V| = |U|.|V].sin8 =h.|V|
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Donc : |U A V| =5

@)
v _
= T
R
V

Figure 1.5. Parallélogramme formé par les deux vecteurs U et V

I11.1. Propriétés du Produit vectoriel :

e Le produit vectoriel est anticommutatif : U AV =— V AU

e Le produit vectoriel est distributif par rapport a 1’addition vectorielle
(F+I7)/\I/_V) = (FAV_V))‘F (V)AV_)V)
e SiU etV sontcolinéaire U //V doncU AV =0
(inl = jaj = kak =0)
o SiU etV sont perpendiculaire ULV donc [U A V| = |U|.|V]

e Le produit vectoriel est linéaire : (aU )A (BV)=aB (U A V) avec a, B : des scalaire.

IV.  Produit mixte :
Le produit mixte des trois vecteurs U , V et West le scalaire :

U.VAW)=W.UAV) =V.(W aTU)

Le produit mixte représente le volume d’un parallélépipede formé par ces trois vecteurs U,

L Bt
s
Il
S
N © O
N~
&S~y o~
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X\ /Y2y L
U.(VAW) :<O> . < 0 >f = xyz = Volume du parrallélipipéde
k

w

<

x &

Figure 1.6. parallélépipede formé par les trois vecteurs U, Vet W

V. La dérivée des vecteurs :

aUv) _du = , = dvV

o p” JV+U "I
dA®TV) _dr@) = av
pra . T+ A (t).

avec A (t): est une fonction scalaire qui dépent de t

a(UAV av. = = dv
ATHT) _ 4T 5 7 4
dt dt dt

VI. Le moment d’un vecteur :

VI.1. Par rapport a un point (O):
Le moment d’un vecteurﬁpar rapport & un point (O) est un vecteur défini comme suite :

¥, (BC) = OBABC

V1.2. Par rapport a un autre point (A) :
Le moment d’un vecteurB_C’par rapport a un autre point (A), ou le moment de ce vecteur

par rapport au point (O) est connu, donc :

#,(BC) = ABABC = (40 + OB)BC
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= AOABC + OBABC
MA(EE)): A_O-)/\B_C-: + Mo(EE)

V1.3. Par rapport a un axe (A) :
Le moment d’un Vecteurﬁpar rapport a axe (A) ayant un origine O et vecteur unitaire U’

est le produit mixte des vecteur (@,Fﬁ etw):

MA(B_C-:): Mo(B_E) u_) = (O_BS)/\EE) ﬂ_)

VIl. LesTorseurs :

VI11.1. Définition :

Le torseur [z]est un outil mathématique privilégié de la mécanique, il présente un systeme

de vecteurs défini par :

e Sarésultante: R = YN,V
e Son moment résultant en un point (O) donnée : M}, = OPLAI_/}
(P; les points d’application de 171)

D’ou:

La propriété la plus importante des torseurs est la régle de transport des moments (ou

distribution des moments) qui caractérise un champ des vecteurs antisymétrique.

VI1.2. Propriétés des torseurs :

. R, R,
Considérant :  [t], = {_} et [t]g= {_?
My Mg

e Addition :

L’addition de deux ou plusieurs torseurs est juste la somme des résultantes et la somme des

moments (exprimés en méme point).
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R{+R;

[7] = [tla + [l = {MA ‘i,

e Egalité:

Deux ou plusieurs torseurs sont dit équivalent s’ils ont la méme résultante et le méme

moment.

[tla= [t]lg ® R =R, et M, = My

e Torseur nul :

Un torseur est dit torseur nul si ses éléments son nul.

[T]A=0=>{Iil=0
MA=0

e Multiplication d’un torseur par un scalaire

La multiplication d’un torseur par un scalaire f est définit comme suite :

_[BRS
:8' [t]A - {ﬁMA

e Produit scalaire de deux torseurs

Le produit scalaire des torseurs [1]4 et [T]g est:

[ela- Iels = (i) (i) = i My + Ry,

Ma)  \Mp
e L’équiprojectivité :

Le produit scalaire des éléments d’un torseur en deux point différente est invariant.
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 01. Considérons deux vecteurs :

U =-8l+ 2j+ 5k
V=31+ -9+ —1k
Calculer:
1) Les modules des deux vecteurs
2) Leur produit scalaire.
3) Leur produit vectoriel.

4) Les cosinus directeurs de leurs vecteurs unitaires.
Solution:

1) Les modules des deux vecteurs :

[U| =V (=8)% + (2)2 + (5)2 = 9.64

7] = V32 + (=9)2 + (-1)? = 9.53

2) Leur produit scalaire :

—

U . V== (-8)x(3) + (2)x(-9) + (5)x(-1) = -47.

3) Leur produit vectoriel :

B T -]k .
UAV==|_g 2 5 |=@3)7T+ )]+ 66)k
3 -9 —1

4) Les cosinus directeurs de leurs vecteurs unitaires :

1 = C0S 6,1 + cosf,] + cos 6, k

v _ 1
Ul ~ 9.64

Le vecteur unitairede U : &’ = (—8+ 2]+ 5k)

Les cosinus directeurs : @ =-0.82{ + 0.207 + 0.51k

| <t

Le vecteur unitairede V : 7’ = =L (37-97-1k)

| 953

<

10
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Les cosinus directeursv’ = 0.317 — 0.94 7 — 0.10k

Exercice 02. Soient U etV deux vecteurs définit dans un repére orthonormé R(O, 7,], K),

comme suite U =al+ bj+ cketV=di+ ej+ fk

Déterminer les produits scalaires : (U . V), (U .U) et (V .V)?

Ondonne : U (3,-2,6)V (—4,2.5,—7)W (=6, 5,2).

Calculer: U .V et

U AV ?

Calculer les produits suivants U. (V. AW) et Ua(V AW)?

Déterminer la surface du triangle formé par les deux vecteurs Vetw?

Solution:

Les résultats des produits scalaires sont :

.V =ad+Dbe+cf

<l

.U=a?+ b? + c?

V.V=d?+ e?+f2

<l

!

Le produit scalaire : U.V= 3%x(-4) + (-2)%x(2.5) + 6x(-7) = -59.

Le produit vectoriel : U AV=[3 _2 ¢ |=CDi—-@B)+(-05)k
-4 25 -7
les produits mixte :
e 3 T -]k 3\ /40
U.VaAW) = <—2 J=4 25 —7|1=|1-2].{50 )= —-10
6/ [-6 5 2 6 —5
UANV AW )=(=2]r|l-4 25 -7[=|-3 -2 6
6 -6 5 2 40 50 -5

= (—290)7 + (225)] + (=70) k

11
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4) la surface du triangle formé par les deux vecteurs V et W :est donner par la moitié de la

surface d’un parallélogramme :

S=|V AW|=/(40)2 + (50)% + (=5)? = 64.22

=1

: 64.22
la surface du triangle = > = ===

W
=32.11(unité module d’un vecteur)?

Exercice 03. On donne les deux vecteurs 7(3, —4,6)V (4, y,—3):

» Déterminer y pour que U et ; soient perpendiculaire.
Solution:
Puisque TV — T .7 =0
U .V =3x(4) + (-4)x(y) +6x(-3) =0 - y= -15

Exercice 04. Considérons un  repére

orthonormé directe R (O, X, y) = (O, 1)), soit ' YV oa

E——

W (x,y)un vecteur unitaire tel que (Ox ,7i) = 7 =
T 4

6, et v’'un deuxiéme vecteur g8 *’E' a =4
|
N

'ﬂ'

unitaire perpendiculaire a w'tel que (W' ,?) =

A

>

du dv’
1) Calculer ==,
dt * dt

Un point M est repéré par : oM =r(t).w

doM . d?0M
2) Calculer puis .
dt dt?
Solution:
) & a7,
dt ’ dt’
w=xi+yj
cosfO = é ===y
[w] 1

12
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sinf =
U =cosOT+sinf]

Par la méme méthode :

v =—sinfi+cosfj
d_) d_) dG . — -\ A A—> d—> —
22 2 (—sinf@ T+ cos B j)6=0v avec =7
at ~ de "dt o
dv _ dv df 5y Y= g @ _ _
E‘E'E__H—COSBL-I_SIHBDB_ Ou avec — = —u
doM
2) —
dt
OM =r(t).w

doM _ d(r®x) _ dr(t)

dt dt dt

— aw
u+ r(t).d—t

=7 U+ rfv

d’oM _ d (dOM
atz = dt

T) = %( U+ rov)
= U+ 707 + 70V + 16V + —r %W
=(#-r 62w + (210 + rO)v

Exercice 05.

Soient les points A(3, 7, -2), B(0, 5, 1) et C (-2, 2, 4).

-Déterminer le point D(x, v, z) tel que CD est le vecteur unitaire de AB ?

Solution:

. X+ 2 . -3
On CD = <y—2>,AB = (—2)
z—4 3

Le vecteur CD est le vecteur unitaire de 4B :

_’_A—B)_ 1 - - 7>
CD_E_\/T_Z(_gl_2]+3k)

-3 -2 3
>0z =@

13
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Exercice 06.
Considérant les vecteurs suivants 04 = 3ai, OB = 4aj et OC = 5ak
e Déterminer le torseur en O des vecteursAB et CB ?
Solution:
Calculons d’abord les vecteursAB et CD:
AB = a(4j—30) et CA = a(31—5k)
M, (AB) = 0AnAB et  My(CA) =0CrCA
Donc:
M, = (0ANAB) + (OCACA)

. {ﬁ:ﬁ+a:a(4f_sz)
Tlp = . 5
? M, = a?(15] + 12K)

14
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Chapitre Il : STATIQUE DES SOLIDES

Introduction
La statique des solide est I’étude des actions mécanique d’un solide (ou un systéme des

solides) indéformable ou au repos, c¢’est-a-dire c’est I’¢tude des conditions d’équilibre des

systémes matériels soumis a des forces.

l. Description d’un solide :
Un solide est un ensemble des points matériel, possédant une masse constante et un

volume dont les limites peuvent varier lorsque ce dernier est soumis a des actions

mécaniques. Le solide peut étre déformable ou indéformable (rigide),

e Le solide indéformable est le plus simple des systemes complexes, le hombre
de particules (point matériel) sont situées a distances fixes ¢a veut dire que tous
les points étant fixes par rapport au barycentre ou centre de masse (CDM).

e Le solide déformable, A l'opposé d’un solide indéformable, ou la position du
CDM varie avec la déformation entrainant une variation relative par rapport aux
autres points du solide. On appelle un ensemble de solides connectés entre eux

par des liaisons, un mécanisme ou un systéme de solides.

1. Action mécanique :
Une action mécanique est toute cause physique susceptible de maintenir un solide au repos,

de créer ou modifier un mouvement de ce dernier ou de le déformé. Il existe deux type
d’action mécanique qui s’exerce sur un solide : les forces (mouvement de translation) et les

moments des forces (mouvement de rotations).

11.1. Force :
Les forces exercées sur un solide sont de deux types: les forces extérieures qui sont

exercées par d’autres corps et appliquées aux points du solide donné, et les forces
intérieures sont les forces d’interaction, qui se développent entre les points matériels du

solide donné, dont leur résultante est nulle.

L’action de la force sur le corps est déterminée par un vecteur-force ayant les propriétés

génerales des vecteurs :
- un point d'application (A),

-Une direction (A),

15
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- un sens (de A vers B),

- une (4) norme|F| = |AB| en Newton (N)

Figure 11.1. Représentation vectorielle d’une force F

11.1.1 Résultante d’une force :
La résultante est la somme de toutes les force qui appartienne au solide, on la symbolise

par R (Figure 11.2) :
R=Yr,Fi=F +F+ ... +F,

—

Fy

Figure 11.2. Résultantes de deux forces
11.1.2 Composantes d’une force dans un plan:
Soit une force appliquée a I’origine O d’un plan (O,x y). Les composantes de cette force
sont définies par :

_— —

F=F +FE, = |Flcos@T+ |F|sin]

Figure 11.3. Composantes plan d’une force

16
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11.1.3 Composantes d’une force dans I’espace:
Soit une force appliquée a I’origine O d’un repeére orthonormé R (O, x, y, z). Les

composantes de cette force sont définies par :

F= E;+17;= Fsing + Fcos@ = ﬁsin@cos<p+ﬁsin95in<p+ﬁcos€
F = |F|sin® cose T+ |F|sin6 sing J + |F| cos Ok
F =FEi+Fj+Fk

Figure 11.3. Composantes d’une force dans I’espace
11.2 Moments :

11.2.1 Moment d’une force par rapport a un point :
Le moment d’une force est la capacité de cette force qui fait tourné un corps. Soit B le

point d’application de la force F, Aetun point quelconque (exemple Figure 11.2) , le

moment vectoriel de la force F par rapport au point A est noté par E(ﬁ) qui se détermine

par la relation suivante :

W, (F) = 4B a F

Figure 11.2. Le moment pour une clef plate

11.2.3. Moment d’une force par rapport a un axe :
Le moment d’une forceF par rapport a un axe de rotation (A) (Figure I1.3) est le produit

entre la norme de la force et le bras de levier (d) comme suite:
Ma(F) = |F]|.d

Ou

17
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d est toujours perpendiculaire sur la droite de la force F

Figure 11.3. Moment par rapport & une porte

Si la droite d’une force F coupe (ou étre paralléle) a I’axe de rotation (A) donc I’effet de
rotation est nul sur le solide.
Si I’axe(A) est défini par un point A ou son moment E(ﬁ' )de forceF est connu et d’un

vecteur unitaire @, donc le moments My, (F )est :
My (F) = (M;(F) .4)

11.2.4. Moment d’une force analytiquement :
La force(ﬁ) a pour composantes (E, Fy) E) dans un repére orthonormé R(O, X, Y, z), soit

(c_l)) le vecteur de position du point d’application de cette force par rapport a I’origine O il

a pour composantes d(d,, d? d,):

Tk
My(F)=dnrF=|d, d, d,
F, F, F

Mo (F) = (dyF, = d, ) 1= (dyF, — d,E)] + (dy B, — dyF)k

Mo (F) = Mioxy(F)T + Moy, (F)] + Moz (F)k

Moxy M(oyy, Moz sONt les composantes du vecteur moment M, (F), et ils représentes les

moments des axe Ox, Oy, Oz respectivement.
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I11.  Classification des actions mécanique :

I11.1. Actions mécaniques a distance :
Une action mécanique a distance est une action mécanique exercée par deux ou plusieurs

systémes mécanique sans qu’il y ait contact entre eux.

Par exemple, l'action de pesanteur(P) est une action mécanique exercée par notre planéte
terre sur un solide de masse (m), on 1’appel action mécanique a distance car elle ne résulte

pas d’une liaison mécanique entre la terre et le solide (Figure 11.4).

=

v

Figure 11.4. Action de pesanteur

111.2. Actions mécaniques de contacte :
Une action mécanique de contact est une action mécanique exercée par deux ou plusieurs

systemes mécanique ayant un intermédiaire de leur surface de contact. Le contact peut étre
ponctuel (la zone de contact est un point) ou réparti (la zone de contact est une ligne ou une
surface). L'action mécanique de contact ponctuelle est localisée en un seul point, par

exemple un ballon posé sur une surface (Figure 11.6.a)

L'action mécanique de contact répartie est répartie sur un ensemble de points. par exemple

un cylindre sur une surface(Figure 11.6.b)

z

Figure 11.4. Actions mécaniques de contacte a) Ponctuel, b) Linéaire.
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V. Liaison des solides :

IV.1. Liaison sans frottement :
Dans une liaison sans frottement, I’action mécanique transmissible par obstacle entre deux

solides (réaction ﬁ) ne peut étre en tout point que normale au contact (perpendiculaire au

plan tangent commun du contact).

R

F T T T

Figure 11.4. Représentation des réactions sans frottement

IVV.2. Liaison avec frottement :
Une action mécanique transmissible par obstacle entre deux solides (réaction ﬁ) peut

prendre une autre direction, il y a nécessité d’une composante normale (N)et d’une

composante tangentielle(f) qui ne sera pas transmise par obstacle mais par frottement ou

adhérence.

IV.2.1. Coefficient de frottement statiquepu, :
Le coefficient de frottement statique indique la valeur maximaled’une résistance au

mouvement fournie par une surface (donc valeur a dépasser par la force appliquée pour

réussir a bouger un solide), le symbole utilisé est yu, , cette grandeur n’a pas d’unité, elle

représente un rapport entre la tangentielle(T’) par la normale (N) :

#_m
LT

IV.2.2. Angle de frottement ¢ :
L angle de frottement statique est un angle qui existe entre le vecteur de la normale (IV) et

le vecteur de la réaction ().

g ¢ =po

Figure 11.4. Représentation de la réaction avec frottement
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V. Equilibre statique :

V.1. Le principe fondamental De La Statique (PFS):
Un solide est en equilibre statique si et seulement s'il vérifie le principe fondamental de la

statique (PFS) c'est a dire il a une vitesse constante et ces deux conditions d'équilibre sont

effectué :

-Premiére condition (Théoreme de force), la somme des forces extérieures appliquées a un

solide en équilibre est nulle (résultante est nulle) :

—

R=YN.E=0

-Deuxiéme condition (Théoréeme des moment), la somme des moments des forces

extérieures appliquées a un solide en équilibre est nulle :

N

Donc, un solide est en équilibre statique, si et seulement si le torseur de toutes les forces

extérieures qui lui sont appliqué est nul.

R = Z?’=1E =0
M/o = Z?I=1M

@0 =0

V.2. Equilibre statique dans I’espace :
Soit un repere d’espace orthonormé R(O, x, Y, z), la projection des éléments du torseur

permet d’obtenir en général six équations scalaire, trois équations liées a la résultante des

forces extérieures et trois équations liées au moment des forces par rapport aux axes du

repére :
N = (Mog =3\ M~ 0 =0
Ry =Xi=1Fx =0 J R

- - — —_ - VI -~ j— N ——)

R=0=1Ry =il Fy =06t Mgy, =04Moy = Liza M 5,0 = 0
Rz=2§v=1[';z=0 M—02)= ﬁlM@/O:B

V.3. Equilibre statique dans un plan :
Dans le cas d’un repére plan par exemple R(O, X, y), on aura un systéme réduit a trois

équations d'équilibre seulement, deux équations liées a la résultante statique et une

équation pour le moment des forces par rapport au centre O :
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. - (Re=YN,F,=0 _— . __, _
R=0:>{x U et Mo, =My, =Y M_—~, =0
- g )/0 0z i=1 12)/0
R, =3N.F, =0 )/ (Fz)/
VI.  Réactions aux appuis et aux liaisons:

Les appuis ou liaisons sont des obstacles, empéchant ou limitant la liberté de mouvement

du solide en ces endroits.

VI1.1. Appui simple (glissant ou rouleau) :
C’est un appui qui permis au systéme matériel de tourné librement autour d’un point de

contact. La solide repose sans frottement sur un plan d’appui fixe, ou la réaction d’appui

est normale a la direction de déplacement (Figure 11.5)

Ra

§

AR

Figure 11.5. Appui simple

V1.2. Appui rotule (Double ou solide articulé) :
Cet appui également offre la possibilité de rotation mais la translation est bloquée dans

deux directions, ce qui a pour conséquence de crée deux réactions d’appuis (selon x et y).
On rencontre tres souvent ce type d’appui : assemblages de contreventement en acier,

éléments de charpente en bois, poutres de pont en acier.

On trouve deux types d’articulations, une articulation cylindrique ou la réaction suivant
I’axe de I’articulation est nulle (Figure I1.6.a) et une articulation sphérique ou la réaction au

point A de I’articulation a trois composantes (Figure 11.6 b).

Figure 11.6. Appui articulé a) cylindrique b) sphérique
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V1.3. Encastrement d’un solide :
Cet appui ne permet aucun mouvement entre les solides. Il y a donc ’apparition d’une

réaction d’appui au point A de I’encastrement qui a deux composantes et d’un moment dit

d’encastrement « M » bloquant la rotation (Figure 11.7)

Figure 11.6. Encastrement

Type de liaisons Composantes de la réaction

Appui simple rouleau ou surface lisse | R : La réaction est normale au point

sans frottement d’appui

Appui simple avec frottement (Sol | R et R, : deux composantes dans le

rugueux) plan de contact
Articulation cylindrique d’axe (0z) R, et R—y) avecR, =0, la composante

suivant I’axe de ’articulation est nulle

Articulation sphérique R., R, et R, : les trois composantes
Encastrement R_x)R_y’R_Z’ et M,, . Trois composantes

plus un moment au point d’encastrement

V1.4. Symbole des appuis :

I- Appui simple (glissant ou roulean)

do TR

II- Appui rotule (Double ou solide articulé) :

o

Rx .

L T LT ¥

III- Encastrement :

N .
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EXERCICES RESOLUS
Exercice 01. Soit le mécanisme formé de :

-une barre AE de poidsP; = 2P, articulée en A
- une barre BC de poidsP, = P, encastrée en B
- une barre CD de poidsP; = P, soudée en C
et contacte sans frottement avec AE en D
Une charge F=P est appliquée a ce systéme en E.
e Déterminer en fonction de P les réactions de liaisonsen A, Bet D ?
On donne AE= 2a, BC=CD=a et a = 30°.

1
I
L

_F~ '
A \\_:
ﬂ:‘—"" E
o o
-
Figure 11.7
Solution :

Dans ce systéme on a cing inconnues, on décompose le systeme en deux :

-Premier systeme la barre AE (Figure 11.7.a):

Rp

:>{ R,+P,+Ry+F=0
EAE)-FEAR_D)-F EAF =0

Projection sur les axes:
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Rax 0 0 Fsina 0
[ R4y + |—Py + |Rp + |—Fcosa = |0
0 0 0 0 0
a 0 a + asina 0 2a Fsina 0
OA(|-P+ 0 AN [Rp+|[0 A|=Fcosa= |0
0 0 0 0 0 0 0
Ox/= Ry, = — Fsina = Ry, = —Psina

={0y/= R4y — P + Rp —Fcosa = 0= Ry, = P, + Fcosa — Rp
—aP; + Rpa(1 + sina) — 2aFcosa = 0
__ 2P(1+cosa)

=R, = ~tsing) et Ryy =2P + Pcosa —

2P(1+cosa)
(1+sina)

-Deuxiéme systéme les barres BC et CD (Figure 11.7.b) :

—
RB}'
—
ME/z
Figure 11.7.b
{ Zév=1ﬁ=6
N _—)
i=1 Mgy = 0
z{ Rg+ P, +Ps+Rp =0
BG,AP, + BG3AP; + BDARp, + My, = 0

Projection sur les axes :

( Rpy 0 0 0 0
RBy+_P2+_P3+_RD: 0
0 0 0 0 0
a .
=9 a/2 0 a+-osina 0 a + asina 0 0
| 0 0 o 0 0 0 Mg,
Ox/= Rg, =0

= Oy/:RBy_PZ_P3_RD=O:R3y=P2+P3+RD

—%PZ — aPs —P3%sina—aRD —aRpsina+ Mg, =0

2P(1+cosa)
(1+sina)

=Rpy, = 2P + et MBZ=EQP+%Psina+2aPcosa
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Exercice 02. La barre AB=L est liée en A par une articulation cylindrique et a son
extrémité B elle repose sur un appui rouleau. Une force de 200 N agit en son milieu sous

un angle de 45°dans le plan vertical. La barre aun poids de 50 N. (Figure 11.8)

> Déterminer les réactions aux extrémités A et B.

Tl
=
o

i X
FIgUI’e ||8 P AL SIS,

Solution :
Toutes les forces agissant sur la poutre sont situées dans le plan (xoy). Le systéme est en
équilibre statique (Figure 11.8.a), nous avons alors :

Figure 11.8.a

—

:>{ Ri+ Rg+F+P=0
ABARg + AGAF + AGAP = 0

La projection sur les axes :

( Ry 0 —F cos45° 0 0
R4y + |Rp + [—Fsin45° + |-P = |0
o lo 0 o o
il 0 |L/2 —Fcos45° |L/2 0 [0
0 n |[Rg+|0 A |-Fsinas°+|0 A |-P=|0
0 o lo 0 0 o o
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Ox/= Ry, = Fcos45°
Oy/= Ryy + Rpy — Fsin45°—P =0
FV2 P

LR —5Fcos45°—~P=0= Ry = > —2

=

>Ry = 95.7IN, R, =14142N, et Ry, =9571N

D'ou R, = /Rsz + Ry, *=170.76 N

Exercice 03. Soit le systéme composé d’un barre rigide AB, de poids P;, articulée en A et
reposant au point C (sans frottement) sur une sphére de poids Q.

La sphére repose sans frottement sur le sol au point D et sur le mur au point E.

Au point B est fix¢é un fil inextensible s’enroulant autour d’une poulie de masse
négligeable et supportant un poids P,(Figure 11.9).

On donne : P=500N, P;=400 N, Q =300 N.

1- Déterminer les réactions de I’articulation ainsi que la réaction au point de contact C ?
2- En déduire les réactions du sol sur la sphére au point D et du mur sur la sphére au point

E?

Figure 11.9

Solution :

1) Le systeme est en équilibre statique :

» Premier systeme la barre AB (Figure 11.9.a) :
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—
Figure 11.9.a
{ Zév=1_z) = 6
N _ —_
i=1 M50 = 0

=>{ Ry+P +R.+Ty =0
GAE)+RAR_C)+Z§AT_B)=(_))

o Fil inextensible +polie de masse négligeable =T = P

La projection sur les axes :

( Ra, 0 —P; cos 30° 0 0
Ryy + |R + |—Py sin30° + |—T = |0
o lo 0 0 0
=9 a —P,cos30° |AC 0 |4B 0 [0
o N |=Psin30°+[0 A |Re+|0 A [-P=]0
Ul o 0 0 o lo o o
( Ox/= Ry, = P;cos30°
) 0y/= Ray = Psin30°+ P =R =0
~22P,sin30°+ ACR, —ABP =0

\

SRux = 346.41N, Ry, =—200N, et R,=900N

» Deuxieme systeme réaction du sol sur la sphéere (Figure 11.9.b) :

Figure 11.9.b
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SN = 0B+ Ry + Ry + G =0
La projection sur les axes :
R, cos 30° —Rg 0 0 0
—R;sin30°+| 0 +|Rp+|-Q= |0
0 0 0 0 0

Ox/= Ry = R cos30°
Oy/= Rp = R;sin30° + Q

Exercice 04. Soit le systeme, constitué de deux masses ponctuelles, liées entre elles par
une tige homogene de longueur AB=L et de masse négligeable. Le systéme est soumis a

deux liaisons sans frottement en A et O. on donne mg= 3m,= 3m,(Figure 11.10).

1. Trouver I’angle 6y qui détermine la position d’équilibre en fonction de m, d, L.
2. En déduire les modules des réactions aux points A et O.

3. Calculer 8y, les réactions R et Ra pour L =20 cm, m = 0,1 Kg et d = 5¢cm.

y

T

—}X B

o A,

Figure 11.10

Solution : Le systéme est en equilibre statique :

{E+E+§+E=6
EAR_O)-FEAP_B):E))
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La projection sur les axes :

( R, |—R,sinf, 0 0 0
0 +|R,cos0y +|—P4+|—Pg= |0
0 0 0 0 0
=3 .
d —R,sinf, |L cosf, 0 0
dtgby ~ |R,cos8, +|Lsinf, A |—Pg= |0
\ 0 0 0 0 0
Ox/= R4y = R,sinf,
N Oy/= R,cos8y, — Py, — Pz =0
d R, cosf, + dR, S:::g;’ —PgLcos8, =0 = d R,(cos?8, + sin?6,)—PgLcos?6,

3mgL 2
6o

4d 4d L
cos cos36, = 5 = 00 = arcos ()3

PpL
=R, = %605290 =

2) R, = AR o ST R, = 4mg tgH,

cosfy  cosfy
3) Pour g=10 m/s?:
0, =46.1°, R, =58N, R, = 42N
Exercice 05. Deux cylindre (1) et (2) reposent sur deux plan inclinés comme le montre la
Figure 11.11. Le cylindre (1) pese 100N et le cylindre (2) pése 300N.
1) Calculer I’angle 8 a I’équilibre ?
2) Calculer les réactionsen Aeten B ?

3) Calculer les réactions entre les deux cylindres ?

Figure 11.11

Solution :
On décompose le systeme

» Premier systeme la sphere A (Figure 11.11.a):
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|

— —

l:0:>RA+RC+PA:0

=

N
Zl:l

La projection sur les axes :

R4sin60 |—R.cos@ 0 0
=|Ryc0s60 + | R.sinf + [—P,= |0
0 0 0 0

= 0x/= Rysin60 —R.cosf = 0
Oy/= R4cos60 + R.sinf — P, =0

» Deuxiéme systéeme la sphére B (Figure 11.11.b):

Figure 11.11.b
ILiF, =0=Rg +R;+P; =0
La projection sur les axes :
—Rp sin 30 R.cosf 0 0
=| Rgcos30 + [—-R.sinf + |—Pg = |0
0 0 0 0

= 0x/= —Rpsin30+ R.cosf = 0

Oy/= Rgcos30 —R.sinf — P =0
= Rz = V3R,, Rs= %(PA+PB)=200N, Ry = 346N
tg6=0=0=0
R, = 173N
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Exercice 06. Soit le systtme mécanique, composé d’une barre coudée ADE reposant sur
deux appuis cylindrique A et B, et un disque de rayon R et de masse négligeable fixé a la
barre en C. Le disque est relié a un cable inextensible qui forme avec la verticale un angle

a = 60° suspendue au point G.

La force F appliquée au point E est inclinée par rapport a la verticale d’un angle f=30°,

elle se trouve dans le plan paralléle au plan XAZ, (Figure 11.12).

1- Ecrire les équations scalaire d’équilibre du systéme ?

2- Déduire les réactions au appuis A et B, ainsi que la valeur de la tension du cable ?

Figure 11.1

Solution :

Systeme présenté en Figure 11.12.a est en équilibre :

YL E=0 Ri+Ro+Ty+F=0
N = = —_— — —_— — —_— > —
i=1M@/A:0 ABARg + AHATy + AEAF =0
La projection sur les axes :
( Ryy |-Tysina |Rg, |—Fsinf 0
0 + 0 +[ 0 + 0 =10
Ry, Ty cosa Rg, |—=Fcosp 0
= Rcosa —Tysina 0 R, a —Fsinf 0
a A 0 +12a A 0 +1|3a a 0 = |0
\|IR sina Tycosa 0 Rg, 0 —F cosp 0

{0x/=> R4y + Rpy = Ty sina + Fsinf
0z/= Ry, + Rg, = Fcosf3 —Tycosa
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aTycosa+ 2aRg,—3aF cosfp =0
> —RTy +aFcosf =0
aTysina —2a Rg, +3a Fsinf =0

_3aFcosf —aTycosa

Bz — Za
aF cos
Ty = ——
H R
aTysina + 3aF sinf
Rpy =

2a
Ryy = Tysina + Fsinf — Rg,

Ry, = Fcosf — Ty cosa — Rg,

Figure 11.12.a
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Chapitre 111 : GEOMETRIE DES MASSES

Introduction
La géométrie des masses permet de nous déterminer le centre d’inertie (ou de gravité), le

moment d’inertie d’un solide et aussi la matrice d’inertie d’un solide.

l. La masse :
En mécanique classique qui considere la vitesse des solide tres petites par rapport a la

vitesse de la lumiere(v «< c), considere aussi que la masse est une grandeur positive,
additive (extensive) et invariante par rapport a tous les références (R),et qui mesure la

quantité de matiere contenue dans un corps donné.

I.1. Masse d’un Systéme discret :
Considérant un systeme discret (ou discontinue) (S) de N points matériels (qui ont une

distance entre eux) de masse (m;) Figure 111.1. Donc la masse totale d’un systéme discret

est la somme de toutes les masses des points matériels qui le constitue :

_ VN
mg = Yz My

. M1 (ml)
M7 (m2)
M3 (m3) *

Mi ()

Figure 111.1

|.2. Masse d’un Systéme continue:
Soit un systeme continue (S) de N points matériels qui n’ont pas de distance entre eux. On

affecte une masse élémentaire (dm) pour le point M, Figure I11.2. Donc la masse totale

d’un systéme continue s’€écrirait sous la forme d’une intégrale continue :

ms= [ dm

« M (dm)

Figure 111.2
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1.2.1. Distribution volumique de la masse :
Soit (S) un systeme continue volume de point M qui est entouré par un élément de masse

(dm). Cet élément de masse existe dans un élément de volume (dV) Figure 111.3.

La densité de masse volumique (p) au point M est déterminée comme suite :
am

En intégrant, on obtient la masse totale de notre systéme (S) qui est :

ms = [ff, pdv

Si le systeme (S) est homogene, c’est-a-dire que p est constant alors :

mg=pV

dv
M (dm)

Figure 111.3

1.2.2. Distribution surfacique de la masse :
Considérant (S) une plaque (systéme continue de surface), soit M un point de cette surface

entouré par un élément de masse (dm). Cet élément de masse existe dans un élément de
surface (dS) Figure I11.4. La densité de masse surfacique (o) au point M est déterminée

comme suite :
dm
o= —>=>dm=0dS
as
En intégrant, on obtient la masse totale de notre systéme (S) qui est :
m, = [[, odS
Si le systéme (S) est homogéne, ¢’est-a-dire que o est constant alors :

mg=0S
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()

ds

M (dm)

Figure 111.4

1.2.3. Distribution linéique de la masse :
Considérant (S) une ligne (AB), soit M un point de cette ligne entouré par un élément de

masse (dm). Cet élément de masse existe dans un élément linéaire (dl) Figure II1.5. La

densité de masse linéique (4) au point M est déterminée comme suite :
1= Lo dm=2dl

= — =
En intégrant, on obtient la masse totale de notre systéme (S) qui est :
mg = fl Adl

Si le systéme (S) est homogene, c¢’est-a-dire que A est constant alors :

mg =211
B
dl
M (dm)
A
Figure 111.5
Remarque :

Si le systeme (S) est composé de plusieurs systémes, alors la masse totale de ce systeme est

la somme des masses de chaque systeme.

Exemple : si on a un systéme qui se compose d’une sphére, d’une plaque et d’une barre
(Figure 111.6), donc :

ms = Mgq + Mgy + M3

me=[ff, pdV+[[; odS+[ Adl
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=2

(S3 D

Figure 111.6

1. Centre de masse d‘un Systéeme Matériel:
Le centre de masse, le centre d’inertie ou le barycentre d‘un systéme matériel (S) est un

point unique noté (G) tel que :
N.m;GM, = 0 (Pour un systéme discontinue)

J; GM dm = 0 (Pour un systéme continue)

11.1. Composantes du barycentre G :
Si on repere notre systeme (S) dans un repére galiléen R (O, X, Y, 2) :

11.1.1. Systeme discret :
soit un systéme (S) de N points matériels de (m;) (Figure 111.7) ou :

= ZLym; (GO +0M,) =0
=>—YN m;0G+¥Y, mOM, =0
=>yN 1mlOM —OGZL 1my
=>yN 1m10M1=mm5

: =_Zl lml

Soit les composantes : de G (x;, y¢,z¢) et de OM, (x;,y;, z;) donc :

> - 7 1 > - >
=>xcl+ Vo] + Zgk :Ezyz1mi(xil+ yi] + zik)
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1 oN
X = — MM X;
{ G mle—l it
1 N
=>4 Ye :m_SZi=1mi Vi
|
kz

1 N
=—),i=1M,; Z;
G mle—l i 4i

M1 (ml)
G .2 ()
1

M3 (m3)

Figure 111.7

11.1.2. Systéme continue :
Soit un systéme continue (S) de N points matériels. On affecte une masse élémentaire (dm)

pour le point M, (Figure I11.8) ou :
Js GM dm= 0

=[, (GO+0M)dm= 0

= - 0Gdm + OMdm=10
= [ O—M)dm=mfs dm

= [, OM dm = 0Gmyg

—_— 1

= 06 =— [, OMdm

m

Soit les composantes : de G (xg, y¢, z¢) et de OM, (x,y,z) donc :
>x.0+ Yol + zok =mifs (xT+ y] + zk)dm

(x(,-:misfs xdm

1
:>ch.- = ls ydm

1
Zc=—1|. zdm
G msfs
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e —
7c .-__1[ P (de) ]
\‘_\‘_-‘ '1' L§] /_';’
.-'ﬂ_._____h : ’__l'
I R y
Figure 111.8

11.2. La symétrie :
La symetrie facilite le calcul de barycentre G. Soit un systeme (S) homogene posséde un

élément de symétrie (un point, un axe ou un plan), si la densité de masse (D :p, o ou 1) de
point matériel (M) est égale a la densité de masse de point image (M”) de (M) par rapport a
I’¢lément de symétrie :

D(M)=D(M")

Dans cecas le centre de masse G se trouve sur 1’élément de symétrie (Figure 111.9).

Svmétrie [ point O Symétrie / axe (D) Svmétrie / Plan (G)
(D)
M’ ) M M i ©) M M (G} M
—w & ” - - l - - -
Figure 111.9

11.2.1. Exemple d’application:
Soit un demie disque homogene de rayon (R) appartient au plan (O, X, y) présent dans la

Figure 111.10, donc :

o(M)=a(M”)

Alors I’axe (Oy) est un axe de symétrie ¢a veut dire que le point G est sur I’axe (Oy).
En calculant les composantes de G (x¢, v¢, z¢) :

On peut dire que par symétrie : x; = z; =0

Donc il reste a calculer y;; :
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ygzmisfs ydmoumg;=0S =a§R2

Et dm=0dS avec dS=rdrdo

dm =ogrdrdo
0<f<m
O<r<R
y=rsinf
:yG—U ~Jf, rsinfrdrdo = Y6 == F 2 Jy sin 6 d@
ﬁyG_O'TL’RZ[_] COSH
4R
=Ye =3 = Y6 =3,
yF— ds
G 9’!
0 X ®
Figure 111.10
Remarque :

Si le systeme (S) est composé de plusieurs systemes (S;) de masses (m;) et de centre

d’inertie (G;), alors le centre de masse du systeme (S) est donnée par:
= _Zl 1 ml
Ou:mg = YN, m;

fo = _Zl 1M; Xg;
Et {Y¢ = —21'\’—17"1' Yai

= _Zl 1M Zg;
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I1l.  Théoremes de Guldin :
Une seconde méthode pour la détermination des centres d’inertie des solides linéaires ou

surfaciques homogenes fut trouvée par Guldin

I11.1. Premier théoréme de Guldin :
Soit (AB) une courbe homogéne de longueur (1) et de masse mg, est située dans un plan (O,

X, Y) et ne coupe pas les axes (Ox, Oy) Figure I11.11. La rotation de (AB) autour de I’axe
(Oy) engendre une surface (S, )et la rotation de (AB) autour de I’axe (Ox) engendre une

surface (S,.).

D’ou : ds, =xdé dl

=S, = [1"d6 [, xdl=2m [, xd Ona:dm = idi=dl = =
= Sy=27n ff xdm Ona:x; = misfs xdm= ff xdm = xgmg
=S, xgms  avec mg = Al = % =

=S5, =2mxgl

= X¢ = %

De méme : ds, =ydo dl

=S, = [ d6 [, ydl=2m [, yd Ona:dm=dl=dl = =

21 B 1 B
= Sx:%fA ydm Ona:y; = m_sfS ydm= fA ydm = ygmg

2
= Sx:fyams avec my=A=>"5=

i
=S, =2my;l
Sx
=Y6 =5,

Donc les coordonnées de centre d’inertie G (xg, y;) sont:

S

Yy
Xg=——
G 2ml
Sy
Y6 = 2ml
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~——4---_B )

(S%) 255 B
T EEEEPN i

it et (S MA
0 x X O :hl I X
7
(AB) Tourne autour de {(Ov) (AB) Tourne autour de (Ox)
Figure 111.11

111.2. Deuxieme théoréme de Guldin :
Soit (S) une surface homogene de masse my située dans un plan (O, X, y) et ne coupe pas

les axes (Ox, Oy) Figure 111.12. La rotation de (s) autour de 1’axe (Oy) engendre un volume

(V )et la rotation de (S) autour de I’axe (Ox) engendre un volume (V).

D’ou : dv, =xdo ds
21 dm
>V, = [, do [[, xdS=2m [[ xdS Ona: dm = odS=dS = —
:>Vy:%nffs xdm Ona:x(;:misffs xdm= [[. xdm = xgm

_2m _ ms
:»Vy—?xcms avec m5—05=>7—5

ﬁxa=ﬁ
Deméme: dV,=ydédS

=V, = [7d0 [f, ydS=2m [f, ydS Ona:dm = gdS=ds = =

2 1
= V;c:?nffs ydm Ona:yG =m_sff5 ydm=> ffs ydm:meS

2
:>Vx:7”ycms avec mszaS:%:S
|4
=>J’G=$

Donc les coordonnées de centre d’inertie G (x¢, y;) sont:
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v
Yy

x —
G~ 2ns
_Vx
Y6 = 345

av

Figure 111.12

Exemple d’application:
a) - Déterminer le centre d'inertie d'un demi-cercle (Figure 111.13 a).

b) - Déterminer le centre d'inertie d'un demi-cercle (Figure 111.13 b).

b)

iy

Figure 111.13
a) Le centre d'inertie d'un demi-cercle :
Par raison de symétrie G se trouve sur I’axe (Oy) =x; = 0

D’apres le premier théoréme de Guldin, la rotation d’un demi-cercle autour de 1’axe (Ox)

engendre une sphére vide (surface S,.) dela:
Sx _ 2
V¢ = ﬁavecsx—er
Et [=nR
2R
=Y6¢ =
b) Le centre d'inertie d'un demi-disque :

Par raison de symétrie G se trouve sur I’axe (Oy) =>x; =0
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D’aprés le deuxieme théoréme de Guldin, la rotation d’un demi-disque autour de 1’axe

(Ox) engendre une sphere pleine (volumeV,) dela:

- Y= =4 p3
Ye = 5 savech,=-mR

Et §= §R2
4R
=Y6 = 3,

V. Moment d’inertie, Opérateur d’inertie, Matrice d’inertie :

1V.1. Moment d’inertie d’un solide :
Soit (S) un solide continue, M est un point de ce solide d’'une masse ¢lémentaire (dm).

a) Le moment d’inertie de (S) par rapport a un point O quelconque est le scalaire
positif :
Isjo = [, r?dm
Ou
r : représente la distance entre O et M, r :|W| (Figure 111.14.a).
b) Le moment d’inertie de (S) par rapport a un axe (4) est le scalaire positif :
Isja = [, r?dm
Ou
r: représente la perpendiculaire depuis le point M sur I’axe (4) ,r = |W|(H > est la
projection orthogonale de M sur (4)), (Figure 111.14.b).
c) Lemoment d’inertie de (S) par rapport a un plan (P) est le scalaire positif :
I)p= [, r?dm
Ou

r: représente la perpendiculaire depuis le point M sur le plan(P) - = [HM|(H : est la

projection orthogonale de M sur (P)), (Figure 111.14.c).
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(S)

0 M (dm)

Figure 111.14

Remarque : Le moment d’inertie d’un systéme discontinue par rapport a un point, un axe

ouunplanest: I =YN, mr?
- Si r =0, le moment d’inertie par rapport a un point, un axe ou un plan est nul (I=0).

- Si r =cst, le moment d’inertie par rapport a un point, un axe ou un plan est :

I=1r?[ dm=r’mg

IV.1.1 Relation entre les moments d’inerties par rapport a un (point, axe ou plan) :
Soit un repere fixe orthonormé direct R (O, X, Yy, z), (S) est un systeme continue, M est un

point de ce solide (S) qui a comme composante M(X, Y, z) voir Figure 111.15 :

Le moment d’inertie par rapport au plans (O, x, y), (O, x, z) et (O, y, z) est :
Is/0xy) = [, 2°dm,
Isj0x) = |, y?dm

IS/(oyz) = fs xzdm

Le moment d’inertie par rapport aux axes (0x),(Oy) et (Oz) :
Isjo) = | (y? + z%)dm
IS/(oy) = fs (xz + Zz)dm

Is/00) = |, (x* + y*)dm

Le moment d’inertie par rapport au point O :
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IS/(O) = fs (xz + y2 + Zz)dm

Figure 111.15

En résulte que :

1) le moment d’inertie par rapport a un point O est la somme des moments

d’inerties par rapport aux plans qui se croisent en ce point (O) :

Is;0) = Isj0xy) T Isj0x2) T+ Is/(oyz)

2) Deux fois le moment d’inertie par rapport a un point O est la somme des

moments d’inerties par rapport aux axes qui se croisent en ce point (O) :

2Is/0) = Isjox) + Isj0y) + Is/oz)

3) Is/ox) = Isjoxy) + Isj0x2)
Is/c0y) = Isjoxy) t  Isjoyz)
Is/0z) = Isjoxz) + Isycoyz

4) Iss) = Isjox) t Isjoy)
Isj0) = Isjoy) t Isjoxz)
Isj0) = Isjony + Is/(oxy)

IV.2. Opérateur d’inertie par rapport a un point O:
Considérant une droite (A) appartenant a un repere R(O, X, Y, z), passant par le point O et a

un vecteur unitaire 1 (A (0,%)) . (S) un solide continue appartenant au méme repére R ou

M un point de ce solide d’une masse ¢lémentaire (dm) (figure I11.16)

Le moment d’inertie de (S) par rapport a (A) :
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ly/s = f rdm  avec [inOM| = |OM|.sin6 = r
s

(in0M|" = r2=|in0M)|. |in0M| = 12

=ii. (OMA(iinOM) ) = r?

=I5y = [, 1. (0MA(1nOM)) dm

=>ls/0 = U J, (WA(QAW)) dm

On pose ;

oG = | (0M(#n0M)) dm

N

:>Is/4 = l_l:.lo(s, ﬁ)

Figure 111.16

L’opérateur d’inertie d’un solide (S) en un point O est une application notée J,(s), qui a
tout vecteur i fait associé un vecteur J, (s, @).
D’ou fo (s, 1) est linéaire et symétrique donc on peut I’écrire sous forme d’une matrice .

IV.3 Matrice d’inertie d’un solide par rapport a un point :
La matrice d’inertie ou le tenseur d’inertie du solide (S) au point O est représenté dans la

base R(O, X, y, Z) par une matrice notée M.

On pose % (aZ + B] + yk) le vecteur unitaire de(A) déja vue en IV.2 :
Donc

Jo(s, %) = Jo(s, (@i + BT +vk)) = afo(s,0) + BJo(s,]) + Vio(s,k))
Oou:

jo(s;?)=j (O—IW)/\(?AO—]VI)))dm
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X 1 X
=f; ({y » (oA ) dm
Z 0 Z

=[; * +2z%)dm T~ (xy)dm ] — (xz)dm k

]0 (5' D :I(ox)?_ I(xy)j_ I(xz)k

De méme :

Jos.D) = =i+ lon] — lynk
]0 (5; k) :_I(xz)?_ I(yz)]_) + I(Oz)k
Alors :

Jo(s,W=(@ltox) = Blixy) = V)T + (=@ixy) + Blioy) = YIey))J + (—@laz) —
Bl + vion)k
On 1’écrit sous forme d’une matrice :

Jos, W= ~1yx Ty —Ion||B =M .U

Lowy —lyy —Iaz) <a>
Iy —l@yy lon ) \Y

Iowy Iy —Ixz
M, g = -1 (yx) I (oy) -1 (y2)
Ty —Izy) lor)

M3est une matrice symétrique.

Posant :
(4= Iox) = [, O* +2%)dm
!B = I(oy) = fs (x? + z®)dm
C =1y = [, (* +y*)dm
A, B, C : représentes les moments d’inertie de (S) par rapport aux axes (Ox), (Oy) et (Oz) ;

sont toujours positifs ou égal a 0.

Posant :

!{D = lay) = Igm) = Jg (xy)dm
E =1z = Iz = fS (xz)dm
F =1y =Iuy = g (yz)dm

D, E, F : représentes produits d’inertie de (S); peuvent étre positifs, négatifs ou égal a 0.
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M= Ty oy —lyz -D B —F

Ioxy Iy —Ixg) (A -D —E>
ey @y len —E -F ¢

IV.4. Matrice principale d’inertie :
Si les produits d’inertie sont nuls (I(xy), I(xz), I(y2))=0, On dit que la matrice d’inertie est

diagonalisable est sous forme :
A 0 O

Mi=|l0 B 0
0 0 C

Ou:

A, B, C : sont les moments principaux d’inertie de (S).

IV.5. Symétrie Matricielle :

IV.5.1 Plan de symétrie :
» (O, x,y) un plan de symétrie : Soit un solide (S) appartenant au repére R (O, X, y,

z), ou la répartition de masse de (S) en haut(S1) par rapport au plan (O, x, y) est la

méme répartition en bas de ce plan (S2) voir Figure 111.17.a

M (x, v, z) est un point du solide (S) dont son image est M’(x, y, —Z).
Ou:
I(yz) = f51(yz)dm — fsz(yz)dm =0 = I(yz) =0
I = [, (xz)dm — [ (x2)dm = 0= I(4;) =0
Donc la matrice d’inertie s’écrit :

A -—-F O
My=|-F B 0

0 0 C

De méme ;
> (O, X, z) un plan de symetrie : I(yyy = I(,,0
Donc la matrice d’inertie s’écrit :

A 0 -F
M5=<0 B 0)

-F 0 C
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> (0,Y, 2) un plan de symétrie : I(yy) = I(x,)0
Donc la matrice d’inertie s’écrit :

A 0 0
M5=(0 B -F

0 -F C

1VV.5.2 Axe de symétrie :
» (0z) un axe de symétrie : Soit un solide (S) appartenant au repére R (O, X, Y, 2),

M (X, Yy, z) est un point de ce solide (S) dont son image par rapport a 1’axe (Oz)est

M’(-X, -y, z),voir Figure 111.17.b

Ou:
Iy = f51(yz)dm - fsz(yz)dm =0 =14, =0
I = [, (xz)dm — [ (x2)dm = 0= I(4;) = 0
Donc la matrice d’inertie s’écrit :

A —-F 0
My=|-F B 0

0 0 C

De méme ;
> (O, x) un axe de symétrie : Iy = I (40
Donc la matrice d’inertie s’écrit :
A 0 0
My=(0 B -F
0 -F C
> (O,y) un axe de symétrie : Iy = I(y,0
Donc la matrice d’inertie s’écrit :

A 0 -F
Mi=0 B 0

-F 0 C
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Remarque :

Si un systeme contient au moins deux plans de symétries, ou contient au moins deux axes
de symétrie, dans ces deux cas le systéme aura un repére R(O, x, y, z) principale d’inertie

et une matrice principale d’inertie (diagonale).

3]. Z b} i,

Figure 111.17

IV.6. Symétrie de révolution :
Soit (S) un solide invariant par rotation autour d’un axe (Oz) (exemple : cylindre, cercle,

disque, corne...), donc (Oz) est un axe de symétrie de révolution. Tout plan contenant cet
axe ((Oxz) et (Oyz)) est un plan de symeétrie, dela on aura une matrice principale d’inertie.
Donc pour que R (O,X, vy, z) sera un repére principal d’inertie et avoir une matrice principal

d’inertie, il suffit d’avoir un seul axe de révolution dans le systeme. Dans ce cas ou (Oz)

est un axe de révolution, si le repere R (O, X, Y, z) fait une rotation d’ un angle g il devient

R’(0O, vy, -X, 2) :

— — 2 2
A_I(ox)_fs (¥ +z%)dm -4

=B
B =1,y = [, (x* +2z%)dm
Si (O2) est un axe de révolution=
A 0 O
M§=(0 A4 0
0 0 C
De méme :
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Si (Ox) est un axe de révolution=
A 0 O

Mj=|0 B 0
0 0 B

Si (Qy) est un axe de révolution=
A 0 O

My=|0 B 0
0 0 A

Remarque :

Si notre systeme est une sphere, donc les trois axes (Ox, Oy et Oz) sont des axes de

symétrie, dans ce cas On a une matrice principale d’inertie avec A=B=C ce qu’on appelle

A 0 O
symétrie Sphérique.G M3 = (O A 0)
0 0 A4

V. Théoréme de HUYGENS :
Le passage d’une matrice d’inertie défini au centre de gravité G d’un solide (S) a la matrice

d’inertie en P un autre point de solide est définit par :

b>+c¢*> —ab —ac
My= M¢g+m| —ab a®+c¢® —bc
—ac —bc  a? + b?
ou
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 01. Soit une plaque demi-circulaire de rayon R (Figurelll.18), I’axe Ox coupe la

plaque en deux morceaux identiques.
1)- Déterminer la position de son centre d’inertie G ?
2)- Déterminer sa matrice d’inertie au point O ?

3)- En déduire sa matrice d’inertie au point G ?

Figure 111.18
Solution :
1) Centre d’inertie G :

Par raison de symétrie= y; =0

xG=misfS xdm avec m=o.S (S=§R2 et dS = r dr df)

m=($.§R2 Y
dm=crdrdf
O<r<R
X
_E<9<E
2 2

1

f: r2 dr [*:cos 6 df
2

XG= 11;2

O'.ER
. = IR
G~ 3;
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4R
2) Matrice d’inertie au point O :
Ona:

» y6=2=0=20,=1,,=1;,=0

> Une symétrie de plan (zox)=1I,, = I,

Z=0:
Iow = J, y*dm = o [} r3dr [%sin®6 d6
2

= cstR r3dr f_EE—l_COZS(ZQ) do
2

RZ
I(ox) = mT :on

Iy = [, (* +y?)dm = o [, v3(cos®0 + sin?6) dr df

o, r3dr [ d6
2

2
m&® o0 ow
4
2
M= 0o m&¥ o
RZ

0 0 m—
2

3) Matrice d’inertie au point G :

Théoreme de Huygens :

b?+c* —ab —ac

M= MZ+m ( —ab  a*+c¢* —bc
—ac —bc  a?+ b?

b?+c* —ab —ac

MZ = Mg—m( —ab  a?® + c? —bc
—ac —bc  a?+ b?

Ou:
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@ik
RZ
mE 0 0 \ 0 0 0
! R? &Rz 0
=>Mg = 0 m— 0 —m 9m?
4 16R?
R?2 0
0 0 m; 912

B ) 0 \
4
R?  16R?
Mg=m| 0 ———= 0
0 0 R_2 _ 16R2/

2 92

Exercice 02. Soit une barre (AB) homogéne de longueur L, de milieu O, portée par 1’axe
Ox. (Figure 111.19).
» Déterminer le tenseurs d’inertie en O relativement au repere orthonormé R (O, X, y,

z) de cette barre.

Figure 111.19

Solution :

Les axes (Oy) (Oz) sont des axes de symeétrie

=1

yZ:IZXZO

:>Iyx

Iox =J (y?>+zH)dm= 0
s

Avec :

m=A.1
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dm=21.dl = Ad.dx

-1 l
—<x<:
2 2

2
I oy =J; (x? + z®)dm =f_lxzﬂ.dx

2
_ M,z _
Ioy) = S 1 =l(oy)

(0 00
Mf,=;12010

0 0 1

Exercice 03. Soit une plaque circulaire d’angle o et de rayon R (Figure I111.20).
1)- Calculer la surface de la plaque ?
2)- Déterminer les coordonnées de centre de masse G ?
3)- Déduire le centre de masse d’un :
- Quart de disque.
- Demi disque.

- Un disque.

T a /

Figure 111.2
Solution :
1) Lasurface de la plaque :
dS=rdrdé avec: O<r <R

0<f<a

S=[[frdrde = [ rdr [’ do
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2) Les coordonnées de centre de masse G (xg, V¢, Z¢):

ZG=0

1 R?a
x¢=— /. xdm avec m=oc.S=0c.—
mg¥S 2

dm=ocrdrdf
1 2 R a
xG—E ) rcos 6 crdrd9=mj; rzdrj; cosO db
)
_ 2R
xg = 3z sina
1 1 , 2 Rz @
YG=EL ydm=ﬁ ) rsin 6 0rdrd9=m Or drjo sinf do
2
__ 2R 1
¥ = 3 (1—cosa)

3) Le centre de masse d’un :

- Quart de disque : (@ = g)

2R . 2R . m 4R
X = —Sina =—sin—=x; = —
3a 3a 2 3
2R 2R 7 4R
= — (1—cosa)=— (1 —cos—)=>y; =—
Yo = = ( )= ( =Y =3
- Demi disque : (a = m)
2R . 2R .
X = —Sina =—sint=x; =0
3a 3a
2R 2R 4R
= — (1—cosa)=— (1 —cosm)=>y; = —
Yo = = ( )= ( )=y =1

- Undisque : (ax = 2m)

2R . _2R .
X = —Sina =——sin2n=>x; =0
3a 3a

Ve = % (1 —cos a):% (1—cos2m)=>y;=0
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Exercice 04. On considere une plaque rectangulaire sans épaisseur et de cotés (a) et (b)

présente dans la Figure 111.21.

1) Déterminer la matrice d’inertie au centre O de la plaque ?

2) Déterminer la matrice d’inertie au coin C de la plaque ?

¥

Figure 111.21
Solution :
1) Matrice d’inertie au centre O :
Par raison de symétrie =1, = I,, = I,, =0

Z=0:

a b

Iow = fs y?dm = affgdx f_EEyZ dy
2 2

avec:m=o0.S (S=a.betdS = dxdy)
m=oc.a.b

dm = odx dy
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m

loy) =159

a
a b a b
2 2 2 2

Ion =f (x? + y¥)dm = af xzdxfb dy+af dxfbyzdy
; + Tl PT

m_, 2
I(oz) = E (a +b )
. bz 0 0
Mop=210 a*> 0
0 0 a%+b?
2) Matrice d’inertie au coin C de la plaque :

Théoreme de Huygens : (G= 0)

b®>+c*> —ab —ac
M= Ms+m| —ab a?+c? —bc
—ac —bc  a®+b?
ou:
a
a 2
€0 = <b> _ (%
¢/ @ik 2/
0/ @ik

Exercice 05. Soit un cylindre plein homogene, de rayon (R), de hauteur (h) et de masse
(m). (Figure 111.22).

1)- Calculer la matrice d’inertie au centre O de cylindre ?

2)- Déduire la matrice d’inertie au centre O du disque ?
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Figure 111.22
Solution :

1) Matrice d’inertic au centre O de

cylindre :

Par raison de symétrie=1,,, = 1I,,, = I,, =0

(Oz) est un axe de révolution=1,, = I,y # I,
Ou :

m=p.V (V=hnR?

dm=p.dV  (dV=rdrdzdf)
dm= p.rdrdzdo
O<r<R

0<6<?2rm

-h h
—<z<-c
2 2

I o) =f (v? + z»)dm
s
R 21 % R 21 %
= pf r3drf sin?@ dé?f dz+pf rdrf dGJ z%dz
0 0 -2 0 0 -2

RZ hZ
oy =m <T + E) = Ioy)
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Iy = f (x2 + y?)dm = f r2(cos?0 + sin*6)dm
s

N

h
:pfORr3dr fozndﬁ J*ndz
2

mR?
Iop = =
RZ  h2
f;+;§ 0 0\
S _ R%2  h?
M§=m| o =+ 0 |
0 0o &

2) Matrice d’inertie au centre O du disque :
Le disque n’a pas de hauteur h (h=0) dela :
2
(700
4
M5 =m| 0 0 |

RZ
2.

o =%,

0

Exercice 06. Considérant un cbne plein de densité volumique p, de masse (m), de hauteur

(h) et de rayon de base par rapport a son sommet (R) voir Figurelll.23.

1)- Déterminer le centre d’inertie de ce cone ?

2)- Déterminer le tenseur d’inertie en O relativement au repére orthonormé R (O, X, Y, 2).

¥ o

Figure 111.23
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Solution :
1) Le centre d’inertie :
Par raison de symétrie =>x; = z; = 0
Ve =misfs ydm avec m=p.V (V:%”th etdV =
rdr df dy)
m= p%nth
dm = prdrd6 dy
0<r<m
0<n <R

0<606<2rm

O0<y<h

Ve = Jg yrdrdédy = thf [f yrdr]dy

th
2
thf yr dy_thf y (tga) dy
_sh
Ye =7

2) Le tenseur d’inertieen O :

Par raison de symétrie de révolution(Oy) =1,, = I,, # I,y

A=1I,y = ] (% + z%)dm
s

B = I,y =L (x2 + z%)dm =L r2dm

C=1Ip,= j (x2 +y»)dm
s

B=p [, r3drd6 dy= pfozn do foh[foryr3dr]dy

YV .
R
x =r cosfl
vie d =
iy b z=r smmf-
bl
f
x X
r=ry fgﬂ’
R
tgﬂrzh
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— h h pR* rh
= Jy ity =7 [J (rega)tdy == [ y*dy =

3 2
B = I(oy) = EmR

A+C=B+2[; y*dm= 2 A= B+2[; y*dm= A=+[ y*dm
h Ty
f yzdm=pf y2rdr dg dy = anf U ryzdrldy
S S 0 0

h R? (h 3
=np [) y*ridy = np [ y*dy = cmh?

3 2 3 2
A =1,y =--mR*+_-mh

20 5
3 2 2
2 mR? + 2mh 0 0 \
s _ 3 2
M$ = | 0 MR 0 |
3 2,3 2
0 0 20mR +5mh
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Chapitre 1V : CINEMATIQUE

Introduction
La Cinématique du point matériel est I’étude du mouvement du point matériel (vitesse,

accelération, équations périodique) indépendamment des causes (forces, énergies) qui

produit ce mouvement.

Un point matériel en mouvement est toujours référé un référentiel ou un repere d’espace

qui est aussi un repere de temps.

I. Systéemes de coordonnées :

I.1. Coordonnées cartésienne :
Soit un point M en mouvement par rapport a un repere R(O, X, y, z) fixe qui a une base

-

orthonormé direct (O, 71, ],E).(F ) S'appelle trajectoire du mobile par rapport au
référentiel(Figure 1V.1).

Ou:

OM = xi+yj + zk
X

OM = (y)
Z7 @jk)

(X, y, z) sont les coordonnées cartésiennes du point M dans la basecartésienne fixe (O,

-

17,k).

Figure 1V.1
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1.2. Coordonnées cylindriques :
Considérant un point M en mouvement circulaire par rapport a un repere cartésien R(O, X,

y, z) fixe qui a une base orthonormé direct (O, 1,J, E). Le point de projection de M sur le

plan (O, x, y) est noté m, Figure 1V.2.a.

Les coordonnées cylindrique (p, ¢, z), ou :

v p le rayon de la base circulaire ou p = [Om|, (0< p < +).

v ¢ I’angle entre 01 et Om,(0< ¢ < 27).
vz laprojection de M sur I’axe (0z),(—o < z < +).

(p , @, z) sont les coordonnées cylindriques du point M dans la base cylindrique mobile

(O, e, e, €,)

—

R.(0,e,,e,, e,) est une base mobile orthonormé direct = e_p’J— e, le,
|ep| = |e¢p| =le,l=1

e, e, =e,

e, ne;=e,
e,Ne, =e,

La relation entre les coordonnées cartésiennes(X, v, z) est les coordonnées cylindriques (p ,

@, z)Figure IV.2.b est :

{xzpcos<p p =+x%+ y?

Y=PpSiNQ =134 = Arctg (i)

zZ =12
zZ =12

La relation entre la base cartésienne fixe(?j,ﬁ) et la base cylindriques mobile(

e, e, e,)Figure IV.2.best:

-

o - - =g - . -
e, =Ccos @i+ singj L =Ccos@e, —sing e,
—_— _ x - - = . — —_—
€y = —SINPL+ COS P]=<{] =SInY e, + cos pe,

e, =k k=e,

Le vecteur position des coordonnées cylindriqueOM = Om + mM
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=pe,+tze,
= pcos o1 + p sin @] + zk

=XI +yj + zk

a) b)

N I
= fﬁ’;;
N 1-““
e,

AW

|

Figure IV.2

1.3. Coordonnées sphérique :
Soit un point M en mouvement sphérique par rapport a un repére R(O, X, Yy, z) fixe qui a

une base orthonormé direct (O, 7,7, ﬁ).Le point de projection de M sur le plan (O, x, y) est

noté m, Figure IV.3.a.

Les coordonnées sphériques sont (r, 8, ¢), ou :

v rest lanorme du vecteur OM, r =|OM|,(0< r < +oo).
v 0 est I’angle entre ’axe (Oz) et le vecteur OM, (0< 8 < m).

v' ¢ l’angle entre 01 et Om,(0< ¢ < 27).

(r, 6, @) sont les coordonnées sphériques du point M dans la base sphérique mobile ( O,

&.6,%)).

Rs(0,€;, e, €,) est une base mobile orthonormé direct= e, &5 1 €,
& = legl = |e,| =1

e neg=¢e,

€5 e e,

66



Chapitre 1V : CINEMATIQUE

—

e, Ne. =eg

La relation entre les coordonnées cartésiennes(X, y, z) est les coordonnées sphérique (r,
6, ) Figure IV.3.b, est:

X = pcos @
{yzpsin(p Avec: p =rcos 0
zZ=rcos0

y =1cos 0 sin ¢

X = 1rcos Ocos @
=
Z=r1rcos@

La relation entre la base -cartésienne fixe(?,j,?) et la base sphérique mobile
(e, eg,e,)Figure IV.3.b, est:

—

e, = cos Ok + sin fe,
eg = cos 6 e—p’ — sin@ k Avec: e, = Cos QL + singj

e, = —singi+cos ¢ j
€, = sin 0 cos @1 + sin Osingj + cos 6k
=1 &g = cos Ocos @I + cos Osingj — sinb k

e, = —sinpi+ cos @ j

Le vecteur position des coordonnées sphériqgueOM = r e,

S b)

Figure IV.3

I1. Vitesse et accélération dans différents Systémes de coordonnées :
Une vitesse d’un point matériel en mouvement par rapport a un repere est une derivede

position de ce point par une dérivée de temps.
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Une accélération d’un point matériel en mouvement par rapport a un repereest une dérivé

de sa vitesse par une dérivé de temps.

Soit M un point matériel en mouvement par rapport au repére fixe R (O, x,y, 2) :

. P . doM
-Sa vitesse estnotée vou:v = —
dat /R
N [ o N av
- Son accélérationestnoté aou : a = E/
R

I1.1 Vitesse et accélération par les coordonnées cartésiennes :
Soit un point M en mouvement par rapport a un repére R(O, X, y, z) fixe (ne dépend pas de

temps) qui a une base orthonormé direct (O, 7,7, k).

Ou:

—_—

OM = xi+yj + zk

La vitesse :

SR _ dOM _ d?+dy%+ df_l_dzE_'_ dk
v(M/R) = dt/R_dtl AP TP T A PR P
_dx>s dys  dz7yp

_EL+E]+EI(

=>B(M/R) =xXi+yJ]+zk

L’accélération :
QMR_dU(M/R) _d .—>+.—>+.E
a(M/R) = & g de X1+ yj+zk)

=>d(M/R) = ¥l + yJ + 2k

11.2 Vitesse et accélération par les coordonnées cylindriques :
M est un point matériel en mouvement par rapport a un repére R(O, X, v, z) fixe (ne dépend

pas de temps) qui a une base orthonormé direct (O, 7,7, E). Et R.(M, p , @, Z)qui a une base

orthonorme direct( e, e, e,).

Ou:

OM =0m+mM
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La vitesse :

dOM dp_, de, gﬁﬂd_ﬁ

S T e P e T PT

—

. L de, -
v(M/R;))=pe,+p E+Zk

Avec :
e, = cos 1 + sin @j

dep

=>—L= ¢(=sin ol + cos @))

B(M/R) = pe, +p pe, + 7k
L’accélération :

dv(M/R,) d

QMR === = 3 (08 +p 92+ 7B)

= e, +2p @, + pie, — p ¢re, + ik
=>d(M/R.)=(p — p p2)e, + (2p @ + pp) e, + ik

11.3. Vitesse et accélération par les coordonnées sphériques :
M est un point matériel en mouvement par rapport a un repere R(O, X, v, z) fixe (ne depend

pas de temps) qui a une base orthonormé direct (O, 7,7, E). Et R,(M, 7, 0, @) qui a une base

orthonorme direct ( e, €g, €,,).
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Ou:

OM=re,

La vitesse :

S _ doM _ dr_, de;
v(M/Ry) = — R ar er+r —

Avec :

e, = cos 0k + sin e,

:o% = —6sin 0k + Gcos Oe, + sin O¢e,

de_,: n—> . . —
> =
7 Oeqy + ¢sin fe,,

De méme :

devé _ n—> . —
o —0e, + @cosbe,

de, . — . —-
d—:’ = —¢ (cosfOegq + sinbe;)

Donc :
U(M/R;) = 1 e, + 1 0e, + 1 ¢sin be,

L’accélération :

a(M/R,) = %/R =2 (7 + 1 0eg +r gsinde,)
S

=¥e, + 1 (Oeg + ¢sin Oe,) + 7 0e, + rfeg + 1 0(—0e; + ¢cosbe,) + 7 ¢sin Oe, +

r¢ sin e, + 1 @0 cos Oe, + 1 ¢psind (—¢(cosbeg + sinbde;))

A(M/R;) = (i — 10% — r¢p*sin0)e, + (27 0 + r0 — r@*sinb cosO)e,

+ (2r0pos0 + r@sind + 21 ¢ sin )0e,,

I11. Coordonnées curviligne :
Soit un repére fixe R(O,x vy, z) et une trajectoire quelconque curviligne (€), M est un point

appartenant a cette trajectoire a un instant (t) et M’ est un point appartenant a cette méme

trajectoire a un instant (t + At) voir Figure IV 4.
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D’ou:

MM’ = MO0 + OM’ = OM' — OM
=AOM = OM’ — OM
=dOM = OM’ — OM

dOM=dS.z avec S=R d@

La vitesse :

- doM dS— _ | 1=
'U(M/R) = ?/R = ET_ |'l7|’l'
L’accélération :

. _ /Ry _ d dS,
a(M/R) = ac g dt (dt 7)
S A8 _dvo | 4T

T dtz dtdt  dt dt
Avec :

at _ aids

dt ~ do dt

dt

== 7 (n: vecteur unitaire perpendiculaire au vecteur T)

ds _dods _ v

dt dsdt R

at
dt

n

=l RN

2
>d(M/R) =27+t

=d(M/R)=dr + dy

=[d(M/R)| =/ (ldr|? + |dy]?)
Avec :

N sz . - - dv > - dv
dr : accélération tangentiel, dr = —7 et |dr| = —

- I V4 - -> Vz — -> v
ay : acceleration normal, ay = i et ldy| = -
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~ nla,)

R4 | !
M ;
ds M

T(dr)

N

Figure IV .4

VI.  Mouvement uniforme (uniformément varie) :
Le mouvement uniforme est un mouvement qui a une vitesse constante (v = cst) :

| =

- d > - — — — —
:v2=cst:av2=0:25 v=0=27.d=0=>vL+d

QU

t

Donc un mouvement uniforme indique que la vitesse et 1’accélération sont perpendiculaire.

VI1.1. Mouvement uniformément accéléré :
Le mouvement uniformément accéléré a une vitesse qui augmente au coure du temps.

4 d—) —)d—) o —_
v2>0:5v2>0:2vav>0=>v. a>o

V1.2. Mouvement uniformément retardé :
Le mouvement uniformément retardé a une vitesse qui diminue au coure du temps.

> d—) —)d—) bd —
v2<0:5v2<0:2vav<0:v. a<o

V. Cinématique du Solide :
La Cinématique est I’é¢tude du mouvement des corps solides indépendamment des causes

(forces, énergies) qui produit ce mouvement. Les grandeurs les plus étudier sont: Le
déplacement, la vitesse et I’accélération.

V.1 Solide Indéformable (rigide) :

Soit un solide (S) en mouvement par rapport au repére fixe R(O,x y, z), tel que A, B sont

deux points quelconque du solide (S) voir Figure IV.5.

Si la distance entre les deux point reste constante (|AB| = cst) au coure du temps alors on

a un solide indéformable.

|ﬁ| = cst = AB? = cst
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L AB2 = 24BL 4B = 0
dt dt

AB.“E _ o
dt

z (S)
.
/0 Y
x

Figure IV.5

V.2 Champ des vitesses d’un solide :

V.2.1 Formule fondamentale de la cinématique du solide (Relation de Varignon):
Considérant un repere fixeRy(O,x Yy, z) et un repére mobile Rq(s, xs, Vs, Zs) relié au solide

indéformable (S) qui est en mouvement par rapport a R,. Soit A et B deux point de ce
solide (Figure 1V.6) :

—— dAB — _dOB dOA
AB.— =0=2AB.(— —— =0
dt /Ro ( dt /Ro dt /Ro)

=AB. ( aB/Ro — 13A/R0)=0
ﬁA_B)']_}B/RQ = AB"T;A/RO

Donc le champ des vitesses d’un solide par rapport aR, (S,g,) est un champ équiprojectif

et antisymétrique.

Dela, il existe un vecteur de rotation du solide (S) par rapport au repere fixe Rynoté ﬁ(S/RO)

tel que :

Da/r, = Us/r, + Ps)ry NBA  (Relation de Varignon)
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Figure IV.6
V.2.2 Torseur cinématique :
le champ des vitesses d’un solide par rapport aR, (S/g,) est un champantisymétrique, donc
c’est un torseur appelé torseur cinématique de ce solide et dont la résultante est unvecteur

de rotation instantanée () g, ,Ce torseur est note [V g ] tel que :

2(s)/r,
UBe(s)/Ro T{2Rs/R, N BA

Ds)/r
Womo = |, ]=
Vae(s)/Ro

Ou
Vae(s)/R, - Vitesse du point A qui appartient a (S) par rapport au repere fixe Ry.

Le torseur cinématique ou le torseur des vitesses définit le mouvement du solide a chaque

instant.

V.3 Champ des accélérations d’un solide :
Le champ des accélérations d’un solide n’est pas un torseur, il permet d’écrire

I’accélération d’un point A du solide en fonction de celle d’un autre point B du méme

solide :
- - = A - - dﬁ(S/Ro) 5 A = dﬁ
Va/Ro = VB/Ro T {d(s/r) N BA=Aa/r, = ap/r, + —3— A BA+ Qes/roy N1

- - d!_j(S/Ro) =t = - -
=>aa/R, = Apjry +— A BA+ Q5 ry) N (Vasr, = VB/Ry)

— — dﬁ(S/Ro) e — — — A
=>aA/R0 = aB/RO + T/\ BA + 'Q(S/RO) A ('Q(S/RO) A BA) (FOFmUle de RIV&'S)
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V.4. Mouvement d’un solide :

V.4.1. Mouvement de translation :
Si A, B deux point du solide (S), ou le vecteur ﬁgarde le méme sens, la méme direction

et la méme norme donc il est constant (ZE =cst ) au coure du temps, c.a.d que solide (S)

est en mouvement de translation par rapport au repére fixeR,.
AB =cst 0B — 04 = cst

=V a/r, = VUs/R,
Dela On obtient que
La relation de Varignon : Bz, = Up/r, + A(s/r,) A BA
donne : Gs/r,) A BA=0= @s/g,) =0

La relation de Rivals : d/r, = dp/g,

— N dﬁ(S/R ) SR — — N
aA/RO = aB/RO + —ar “ABA + 'Q(S/Ro) A ('Q(S/Ro) A BA)

Donc un solide est en mouvement de translation si et seulement si tous les points de ce

solide ont la méme vitesse et méme accélération, et que le vecteur de rotation instantanée

Qs)/r 8t nul.

Alors dans le cas du mouvement en translation le torseur cinématique est un Couple:

0 0
V. = =
WVs/ro] lvAe(s)/Rol L’Be(s)/Ro l

V.4.2 Mouvement de rotation autour d’un axe (A) fixe :
Soit un repere fixe R (O, x, y, z), le solide (S) est en rotation par rapport a 1’axe (Oz)

confondue avec I’axe (A).o est la vitesse angulaire de rotation de (S)/R qui est la méme

vitesse en tous point de (S). Figure IV.7. Le vecteur de rotation instantanée )z = o. k.
M est un point quelconque de (S) ou :

OM =re; avec |O—M| =r =cst

P est un point appartenant a I’axe (A) et au solide (S) =Vp,gr = 0
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Ona:
1) Buyr = Bpsm + fismy A PM = Os/py A PM =Q(s/ry A (PO + OM)

=>Vy/r = 2s/r) N OM

—

de

2) OM =re > byp=r1 d—tr =rde, = rpe,ne; = ge;rre;

=>T;M/R = 'Q(S/R) ANOM

—_ -

=0 R = 0. k=¢e,

-

12 p| = w=¢

¢
e,

e

=>|1_])M/R| = |'Q(s)/R|r =Tr.w= r.('p

Alors dans le cas du mouvement en rotation par rapport a (A), le torseur cinématique est un

Glisseur:

25)/r

VRl = l — [‘Q(S_)/ R"l(par rapport & un point appartenant (S) et a (A))
0

| Vpe(s)/R

[ 0
[Vs/rl = (s)/R l(par rapport a un point appartenant a (S) et pas a (A))
_vMe(s)/R

(&)

Figure IV.7

76



Chapitre 1V : CINEMATIQUE

V.4.3 Mouvement hélicoidal autour d’un axe (A) fixe :
Un mouvement hélicoidal est une combinaison d’un mouvement en translation le long de

I’axe (A) et d’un mouvement de rotation toujours autour de cet axe (A).

Exemple d’un cylindre (S) de base circulaire de rayon r, ou 1’axe (Oz) est confondue

avec(A). Un point M € au cylindre qui a une trajectoire hélice sur ce dernier, Figure 1V.8.
Soit M; la projection de M sur le plan (O, x, y).

Et M, la projection de M sur I’axe (A).

OM = OM; + MyM = OM; + OMy=%Vy g = By, /g + Diy/r
ou
M, est en mouvement de rotation autour de I’axe (A).
M,est en mouvement de translation autour de I’axe (A).
Unm/r = VR + ﬁ(S/R) A W

=Up,/r + ﬁ(S/R) A OM;
D, r = Bs/r) A OM;(vitesse de rotation)
Soit A un point appartenant a 1’axe (A) et au solide (S) :
Va/r = Vmy/r + 5(5/12) A M,A
Ou:
fgs/ry 1 MzA=0
Donc :
Var = Um,r (Vitesse de translation)

Alors dans le cas du mouvement hélicoidal par rapport a (A), le torseur cinématique est :
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Figure IV.8

V.4.4. Composition des mouvements :

V.4.4.1. Formule de Boor :
Un solide (S) est en mouvement par rapport a un repere fixe R (O, X, Y, 2).

Le repére R, (s, x4, ¥4, 2;) relié au solide (S).

A, B deux point appartenant a (S) :

dAB

dt /Ry
dﬁ - - =g =t
Tar g VB/R T VA= fhry/my N AB

Par conséquence :

diy . —
PTRRGVORES
dj;. R —
ae p = easm M
dk—l> _ - —_—
dat /R - 'Q(Rl/R) /\kl

A, B deux point qui n’appartiennent pas au solide (S) et sont en mouvement par rapport a

R; eta R avec:
AB = X1l + Y1 + Zlk_l)
d AB

T/Rl = x'1l_1> + Y1ﬁ + Z1 kg
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dAB  dAB s i .\ d7; .\ dk,
dt . dt g, otdt e OVt e CVdt g

d AB - B ~ ~ .
- 7/R + Q(Rl/R) AX1ly +'Q(R1/R) AyqJq t Zl'Q(Rl/R) Nz1kq
1
d AB - . _ _
= T/Rl + 'Q(Rl/R)/\ (2111 + Y11 + z1k1)
dAB _ dAB

4 R = dt m, + 2 g, /r) NMB(Formule de Boor)

V.4.4.2. Composition des vitesses :
Soit un repere fixe R (O, X, y, z) appelé aussi repere absolue, et un repere mobile R,(0,,

X1, V1, Z1) ou repere relatif. Figure IV.9.
(S) est un solide en mouvement par rapport au deux repéres R et R;.

M est un point appartenant au solide (S).

OM = 00, + 0, M

d OM d00, doM
= +
dt /R dt /R dt /R

d oM
dt /R4

6M/R = 1_}01/R + + ‘Q(Rl/R) /\01M

1_7)M/R = 1_7)01/R + 1_7)M/R1 + 2, /r) NOLM

La vitesse Absolue de M(v,(M)) est la somme d’une vitesse Relative de M(v,.(M)) et

d’une vitesse d’Entrainement de M (%, (M)).

V(M) = V,(M) + V(M)

Avec :
o d OM
Va =Um/r = dt
v =v =—
T M/R1 dt /Rl

Ve (M) = Vg, /g + Qr, /5y NOIM
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zl

(R1)

(5)

z ¥l
®) o
Xl
O
X /
Figure 1V.9

V.4.4.3. Composition des accélérations :
Concluant I’accélération absolue, on a :

ﬁM/R = 1701/12 + ﬁM/Rl + Q(Rl/R) ANOM

v dv dv aa —_— M
M/R  _ 2V04/R M/Rq (R1/R) NOM + -Q(R R /\d 01
dat /R at /R at /R dt /R 1 at /R

d 0M
dt /R4

— N dﬁ _ -
+ Qr, k) Nousr,) + —<§;/R)/R NOLM + Qg, jry A(
1

dBM/R1
dt /R

dyr = do,r + (

Q2r,/ry NO1M)

ARy /R)
dt /R

du/r = Gur, + Aoy r + 2 Qryry  Nmyr + NOIM + Dryry N (Lwryyry
N0, M)

L’accélération Absolue de M(d,(M)) est la somme d’une accélération Relative de
M( @,(M)),d’une accélération Coriolis de M (a.(M))et d’une accélération d’Entrainement
de M(d.(M)).

d,(M) = a,.(M) + d.(M)
Avec :

dbyr _ d?0M
dt /R_ dt? /R

C_ia(M) = aM/R =

dbsm, ~— d*O.M
dt /Ry dt? /Ry

C_ir(M) = C_iM/Rl =

dc(M) = 2 0, /r) "Nouyr,
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df(r, /R)
d

do(M) = dg, /g + e NOM A+ Dy N iy ry 701 M )

V.4.4.4 Composition des vecteurs rotation :
(S) est un solide en mouvement par rapport au deux repéres R (O, X, vy, z) fixe et

R, (04, x1,y1,21) mobile.
A, B deux points du solide (S).

Soit le repére R’(O’, x°, y’, z°) lié¢ a (S), Figure .IV.10

Ona:

d AB d AB = - .dAB
7/12 = F/R’ + -Q(RI/R) NABAvec : T/Rl =0
Donc

d AB

“ar Qrigy MB...... (1)

Et

dAB _ dAB

7/R1 = 7/12/ + Qrijr,) NMB =01 /r,) NAB

dAB dAB - —
Tar g at g, T easm MB

dﬁ — —_— — —_—
“at g~ wyry MB A+ Oy yry NMB

= (Q(Rl/Rl) + ‘Q(Rl/R))AAB ....... (2)

(1) =(2) =L2wi/r) = Lri/Ry) T L(Ry/R)

On a aussi :

(d AB d AB = —

< _dt /R - _dt /R, + ‘Q(Rl/R) NAB
dAB  _ dAB

(ar jr, = ar g T 2ery MB

( dAB d AB = —
) o Tar ey Qr,/ry MB
d AB d AB

(a jr " Tar gr, = Prsr) MB
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=>82(R,/R) = ~L2(R/Ry)

Ry

Figure 1V.10

V.5 Repérage d’un solide :
Un solide (libre) peut se déplacer librement par des translations suivant les axes (Ox, Oy,

Oz) et par des rotations autour des axes (Ox, Oy, Oz). Donc ce solide posséde six

mouvement possible (six degré de liberté) :

- Trois translations : Ty, T, T,
- Trois rotations : R,, Ry, R,

Ces degrés de libertés permettent de définir la position et 1’orientation de ce solide par

rapport a un repere fixe.
Sa vitesse aussi a six degrés de libertés :

- Trois vitesses de translation : v,, v, v,

- Trois vitesses angulaire : wy, wy, w,

Le nombre de degrés de liberté change (diminue) par des liaisons mécaniques :
a) Liaison plan sur plan (Appui plan) :
Cette liaison contient trois degrés de libertés :

- Deux vitesses de translation : vy, vy, 0

- Une vitesse angulaire : 0,0, w,

b) Liaison glissiére :

Cette liaison contient undegré de liberté :
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- une vitesses de translation : v,, 0,0

- pas de vitesse angulaire : 0,0,0

c) Liaison pivot-glissiére :
Cette liaison contient deux degrés de libertés :

- Deux vitesses de translation : 0,0, v,

- Une vitesse angulaire : 0,0, w,

V.5.1 Angles D’Euler :
Le mouvement de rotation d’un solide (exemple : une toupie), par rapport a un repere fixe

R (O, x, y, z) est repéré par les trois angles d’Euler (¥, 8 et ¢)Figure IV. 11.
R'(0’,x,y’,2") est un repere mobile lié au solide, ou O’est confondue avec O (O’= 0).
Notre solide fait trois rotations :

-La premiére rotation se fait autour de (Oz) avec un angle de précession¥ ou nous donne le

premier repére intermédiaire R, (0, x4, Y1, Z)-

-La deuxiéme rotation se fait autour de (Ox,) avec un angle de nutation8 ou nous donne le

deuxiéme repére intermédiaire R,(0, x4, y,,2).

- La troisieme et la derniere rotation se fait autour de (Oz’) avec un angle de rotation

propreg ou nous donne le repére lié au solide qui est R'(0’, X, y’, Z).

Dela le vecteur rotation du solide par rapport au repére fixe R est définit comme suite :
Qipymy = V7

ﬁ(Rz/Rl) = 935—1)

ﬁ(RI/RZ) = ﬁb?

Qg = 2RiRy) + LRy/ry) + Liryp=927 + 0% + V7
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P ¥
(1) 2
Z ‘Mj W
(3}
‘P 1_]_
g
~
W
o 2,
Y oNe
<
X
2)
xl
Figure 1V.11

Le vecteur de rotation du solide par rapport au repere R définit par

coordonnéesR; (0, x4, ¥4, 2) :

Beriyry=97 + 637 + W7

Qiriyry=¢(cos 8 7 — sin 6y7) + 6x; + W7 =¢ cos 7 — ¢sin y; + 6x; + Y7
=0x, — @sin Oy, + (¥ + ¢ cos 0 )Z

Le vecteur de rotation du solide par rapport au repere R, définit par

coordonnées R (0,x,y,z):

ﬁ(R,/R)=¢(cos 07Z—sinf (cos¥y—sin¥x))+60(cos¥ % +sin¥y)+ ¥z

les

les

Qriyry = (O cos ¥ + @sin O sin P)% +(Osin¥ — @sin 6 cos P)y + (¥ + ¢ cos )z

Le vecteur de rotation du solide par rapport au repére R, définit par les coordonnées
R}(Ol’ X}’ y}’ Zl) :

:¢?+9(cos¢;’)—sin¢7) + ’i’(cost97+sin@(cos<p7+sin<p?))
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Qriry = (0cosp + WsinOsing)x’ + (¥sin@cosp — Osing)y +(p +

¥ cos )z

V.6 Cinématique de contacte :

V.6.1 Vitesse de glissement :
Soit deux solides (S1) et (S2) en contacte ponctuel (Figure 1V.12) et sont en mouvement

par rapport au repére R (0, x,y, z) fixe. Le plan () est tangent & (S1) et (S2).
I; : un point matériel appartenant a (S1).

I, > un point matériel appartenant a (S2).

| : point géométrique localise le contacte, non lié.

1,1, 1 : sont confondue a un instant (t).

1,1, 1 : ne sont pas confondue a un instant (t + dt).

Le repére R, (04, x4,y1,2,) €st lié a (S1).

Le repere R,(0,,x,,,,2,) est lié a (S1).

La vitesse des trois points n’est pas la méme=7v, /R F vy, /R

(R1)
(51)

¥1
) o1
< I1
1
T ZE'*t Iz I
o2 ¥a2

X2 (Rl:} (S 2)

Figure 1V.12

La vitesse de glissement d’un solide (S1) sur (S2) au point | est la vitesse du point I; par

rapport au repere (R,)note :

7_7)9 (s1/s2) = 7_7)11/122
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Considérant :

R (0, x,y,z) Repére Absolue

R,(0,,x5,V,, Z,) Repére Relatif

Ou :

V() =V, (1) + V. (I;) = 511/1? = 511/1?2 + ﬁe(ll)
AVeC : Do(ry = Vo, r + Ber, )02l

D’apreés la relation de Vrignon :

ﬁoz/R = 17IZ/R + 5(R2/R)Am

Donc : Bogryy = V1, /- + Biry N 1207 + 0517)
Alinstant () : I, =L, =1 = LI, =0

Dela : U,y = Vp, -

Et: v g = V1, /-, VL, R

Alors :

1_7)g(51/52) = 1_7)11/R - 1_7)12/R

Siv,(s1/s2) = 0= mouvement sans glissement

V.6.2 Roulement et pivotement au point | :
Soit (N) la normale et (T) la tangente au plan () en (1), présentent dans la Figure 1V.13.

Le vecteur de rotation ﬁ(Rl /R,)PEUt-étre décompose en deux composantes :

-composante normale Q2 : caractérise le pivotement (S1) sur (S2) autour de la normale (N)

- composante tangentielleﬁT: caractérise le roulement (S1) sur (S2) autour de la tangente
(T).

Ou:

DR, /ry) = 2n+07
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Ona:
Qw, sy = Dirysry + Dirsry)
Donc :
5(R1/Rz) = 5(R1/R) - ﬁ(Rz/R)
Soit un point M appartenant a (S1) Figure IV.13 :
Um/r, = VU1, /r, + ﬁ(Rl/RZ)A LM
= 59(51/52) + ﬁN A I1—M + ﬁTA I1—M
Avec :
Uy (s1/52) : Vitesse de glissement de (S1)/(S2) au point I,
Oy A I, M :Vitesse de pivotement de M/(R,)

Orn T, M : Vitesse de roulement de M/(R,)

M By
(S1)
) ﬁj‘?‘
n R, (R,
Iz I

L

- (52)
M 2. @™
9 piv
Roulement N votement
Figure 1V.13

87



Chapitre 1V : CINEMATIQUE

Oy =0 GOy #0 Oy =0 Oy # 0
Gy =0 Gr %0 Gr %0 Gy =0
¥,(s1/52) = 0 Pivotement
avec roulement Pivote
roulement
B, (51/52) # 0 | Glissement | Pivotement Roulement Pivotement

roulement avec avec
Glissement Glissement Glissement

V.7 Mouvement Plan sur Plan :
Le mouvement d’un solide (S) par rapport aR (O, x, y, z) repére fixe est un mouvement

plan sur plan si le plan mobile de ce solide (w(04,x4,y;)) reste en coincidence avec le

plan fixe (7, (0, x,y)) du référentiel R. Figure IV.14.

Dela tous les points se déplacent dans les plans paralléles au plan(m,) et les vecteurs

vitesses des points du solide sont tous paralleles a ce plan.

R1(04, x1,y1,21) mobile lié au solide (S).

A
v1 (m)
x1
(o
(7r5)
o O :;x
Figure 1V.14

Pour 1’étude on définit :

e Le centre instantané de rotation (CIR) : c’est I’intersection de I’axe de rotation
(A) et du plan fixe (1), (4-+ my).
e Labase et I’ensemble des points occupés par le CIR dans le plan fixe(my).

e La roulante est ’ensemble des points occupés par le CIR dans le plan mobile

(m).
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 01. Un point M est repéré, par rapport au repére R (O, x, y), a I’instant (t) par les

coordonnées suivantes :

{x(t) =§t2 —t+2
y(t) =3t

1) Déterminer I’équation de la trajectoire du point M.

2) Calculer les normes des vecteurs position et vitesse a I’instant t=1.5s

3) Donnez I’expression de 1’accélération du point M et en déduire la nature du mouvement
du point M.

4) Déterminer les composantes tangentielles et normale de d. En déduire I’expression du
rayon de la courbure R de la trajectoire en fonction du temps (t).Calculer R a I’instant t
= 1.5s.

Solution

1) L’équation de la trajectoire du point M :

_ 1.2
ona: {x(t)—3t t+2

- 12,
YD) = 3t = t—3=> X=y +3+2

2) Les normes des vecteurs position et vitesse a I’instant t=1.5s :

- Norme de vecteur position :

—_—

OM = xi+y] =Gt —t +2) T+ (3t)] =1.251 + 4.5]

|OM| = /(x? + y?=4.6Tm

- Norme de vecteur vitesse :

— dx

2t 1

>S
I
|
I

=% = vi+v,] = Gt —1)i+3]

At=15s:0 =07+ 3]

1] = /(v + vy,2=3m/s

3) L’expression de I’accélération du point M :
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a_>_dvx_2
X~ gt 3 - -

d={__ dﬁ; 324 = 0.67 7= a= 0.67 m/s?
ay=?=0

Nature du mouvement : a. v> 0= Mouvement uniformément accéléré.

4) Les composantes tangentielles et normale de a :

dv _ 2 _ |4 4
ar = — avec v=/(n?+ v, —\/(gt—l)2+32—\/;t2—gt+10
=2~ %+ 100
9 3

2, Gt-1)

ar ==X ———
3 ,i 2_4%
9t 3t+10

d=arT + ayni=a? = ar? + ay’=ay = a? — ar?

Rayon de la courbure R de la trajectoire

4 4
2 2 5t2_§t+10
aN = E = R = — =

an ,1 2 4
gt 3t+10

_ 14 4 2
R=—(t? — -t +10)

Pour t=1.5s > R=13.5m

Exercice 02. Les coordonnées cartésienne d’un point matériel a I’instant (t) est données

dans le repere R (O, X, y) par :

{ x(t) = 2t
y(©) = 4 - 12

Trouver 1’équation de la trajectoire du point M et préciser sa nature.
Donnez I’expression du des vecteur vitesse et son module
Calculer I’accélération tangentielle dy et normale ay de la trajectoire

En déduire les composantes cartésiennes du vecteur d’accélération

En déduire que le module de I’accélération est indépendant du repére étudié.
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Solution :

1) L’équation de la trajectoire :
x(t) =2t :{ x2(t) = 4t
y(©) =41 —t* () =41 -t?)

Nature : la trajectoire est un cercle de centre O(0, 0) et de rayon R=2m

=>x2+y*=4

2) Vitesse et son module :

- 7 1
b= o S =v i+ =20-2t(1-t2)72)]

vy =2 =2t (1-t?)

1
1] = J(? +vy2=2(1—-t*)2

3) L’accélération tangentielle dr :

3
ar =2 =2t(1—t?)7:

L’accélération normale dy :

4) Les composantes cartésiennes du vecteur d’accélération :

— dvx_O

a =
= X dt
T )— _ dyy 2_5
a, =——=-2(1-t 2
vy = ( )

5) Déduire que le module de I’accélération est indépendant du repére étudié :

4

Aci g2 — 2 2—
Dans la base cartésienneona: a” = a,” + a,*= REGE

. 4
Dans la base de Freinetona: a? = a;? + ay? = oy

3
Pour les deux cas nous avons obtenues le méme a? > a = 2 (1—t?)"z

D’ou le module de d est indépendant du repére étudié.
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Exercice 03. Soit une tige (T) homogene de longueur (R), d’extrimité O et A. Cette tige est

en rotation autour d’un axe fixe (O, z;), par un angle de rotation 6, dans le repére fixe

R,(0,x1,v4,2,). Le repére Rp(A,u, v, z,) est lié & la tige, tel que 04 = R .

- Déterminer les vecteurs vitesse et accélération du point A, en utilisant la

méthode de dérivation directe et la méthode de distribution des vitesses.

Figure V.15
Solution :
OA=R7u

U =cosf x;+sinfy;
U= —sinf x; + cosfy;

1. Méthode de dérivation direct :

— . dOA _ pdi
Varre = 00 T Ry
d(cosO x7+sinfy;) _dcosf df_—, dsinf dO _,
:R = —X +—_
dt o dt "1 a9 ar ot

Va/r, = RO (—sin6 X7 + cos0y;) = ROV

a _ dvar, aov
A/Rq dt dt

TN . dsinf df _—  dcos6 dO —,
=ROV+ RO(— 5=+ o Y1)

a4/r, = ROV — RO*(cos 0 X7 + sin0y;) = ROV — RO*U

2. Meéthode de distribution de vitesse :
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Uasry = Vosr, + Ler /e,y 04
Avec :
Uo/r, = 0( O est un point fixe)

Donc :

Vasry = (ry/ry) 04

0 R
=10 A O
] 0

I_J)A/Rl = RG 1_7)

On peut déduire le torseur cinématique au point A :

Qp./R 07z,
- [} 03]
A/Rq ROV
_ dvor, , d0 7 , = dOA
Aa/ry = dt1+EAOA+QA?

di — = doA
=— ANOA+ 0D A—
dt dt

0 R| |0 0
=10 A O|+|0 A RO
2 ol 1o 0

Ap/r, = Re”l_} - RBZﬁ

Exercice 04. On considére le roulement d’un disque de centre C et de rayon r sur un axe

(O,x7) . Le repere R(C,x,,z,) est lié au disque. Figure IV.16.
1-Ecrire le torseur cinématique au centre C du disque.
2- Déterminer les vecteurs vitesse, accélération du point M sur le périphérique du disque.

3. Ecrire la condition de roulement sans glissement au point de contact I avec I’axe (O,

X1).
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|
|
{
I

z, &

Figure 1V.16
Solution

1) Le torseur cinématique au centre C

)
Ve/ro = [ o
Ve/ry

Avec:0C =01+ IC = x % + 1y,
X =cosfOx; +sinf y;

y = —sinf@x; + cos0 y;

—

Ny

CM=r%¥=rcos0% +rsinfy,
Ona:

., doc

vC/Rlz_dt IRy = XXq

Dsyr, = 671

0z,
Vs/r,] = _{]
[ S/Ro] X_xl

2) Les vecteurs vitesse, accélération du point M :

Lois composition des vitesses :

UM/Rl = UC/Rl +"QR/R1 A CM
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XX, 0 rcos 0 x; . .
=10 +[0 A rsingy; = (X—rfsin@)x;+rbcosf y;
0 10z] 0

Lois composition des accélérations :

_ dQg/R - dCcM
aM/Rl —_— aC/R1 + Tl/Rl N CM + QR/Rl A\ T/Rl
¥x; |0 rcosfx; 0 —r @sin 0 x;
=10 +{0 Arsindy + [0 A rdcoso yy
0 0z, 0 0z, 0

am/r, = (¥ —rHsin@ —rb%cos0)x; + (rf cos 6 — r sin 0 )y;

3) La condition de roulement sans glissement au point de contact I :

_ _ 3 _ _ . A\ —
Pourque (M=1) =0 = ~ = Vg, = vM/R1(9=37n) =(x+r6)x;

Sans glissement v, = 0 donc v; 5, = 0=>= X +r 6 =0 ( condition de roulement

Sans glissement).

Exercice 05. Un cone de rayon R, de hauteur h et demi angle au sommet a, en contact avec
le plan horizontal (0, x,, y,)suivant I’'une de ses génératrices, Figure 1V.17, le cone roule

sans glisser sur ce plan ouR, (0, x,, Vo, Zo)est un repere fixe.

1) Déterminer la vitesse de rotation du cone O, p, dans le repéreR, (0, x4, V1, Z1).
2) Ecrire la condition de roulement sans glissement ;

3) En déduire la relation Iiant,!)RZ/R0 et a;

4) En déduire R, g, N fonction de¥’ . R et h.

On donne : wvecteur unitaire € ﬁ 04 € plan (0,x4,v,) ,a = (ﬁ, ﬁ), Y =
(0, 1),
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A
Zy

Figure 1V.17

Solution :

R1(0,x1,y1,2;) en rotation tel que : 2p, . = Yz,

Ry(C,x3,¥2,2,) Lié au cone tel que :x; = x3; 0, , = ¢X1

1) Lavitesse de rotation :

QRZ/RO = QRZ/R1 + QRl/RO = ¢x; + lI.'Z_o)

Avec :

Zo = sinax; + cosa z;

m = (¢ +¥sina) x; +¥ cosa z;

2) Condition de roulement sans glissement :
Uik = Voyre + 2, /re A OA = 00rvg =0
Donc :

Onne n OA = 0= (g, ./ /04

—_— e R
Et 0OA —'—Z_0> = .QR_Z ‘LZ—0)$.QR_2 . Z_0)=0
Ro Ro

= (¢ +¥sina) x;z, +¥ cos a z; Z; =0
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Avec .

[—— —_—— —_ — T .
X1Zo = |x1|1zo| cos(xy,zg) = cos (5 — a) =sina
212y = |z1||Zg| cosa = cosa

14

sina

=(¢ + ¥sina) sina+¥cos ?a =0 =¢ = —
3) Relation liant O, . et a:

Remplagant ¢ par I’expression de DRy py -

14

sina

cosa — —>
—X1 + z)

+¥sina)x; +¥ cosaz; =¥ cosa( —

'QRZ/ROZ (_

sin

4) Qg, . en fonction de¥ .Reth:

R h
Onaoc—\/W et oS = =
Donc:

h

Crasre ~Vrzemz T ("Xt 71)

Exercice 06. Un systeme de ventilation automatisé et composé de deux barres identiques et
homogenes, soudées entre elles au point A et d’une hélice de rayon R.
On donne OA= AB= L, hélice : BM= BN=R.

Le systeme est en mouvement comme le montre la Figure 1V.18, R,(0, x4,y1,2,) €st en
rotation par rapport a R, (0, xo, yo, Zo) autour de I’axe z, = z; = z, dans le sens positif.
R, (A, x,,y,,2,) de centre A, R;(B, x3,y3,23) €st en rotation par rapport a R, autour de

l’axe y, = y; dans le sens négatif.
R,est le repére de projection. Ondonne : ¥=cst et ¢ = cste.
Déterminer :

1) La vitesse de rotation instantanée du repere R par rapport a R,,.
2) La vitesse et I’accélération absolues du point B par dérivation.

3) La vitesse et I’accélération absolues du point M par la cinématique du solide.
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4) La vitesse et 1’accélération absolues du point N par la composition de

mouvement,R, étant le repere relatif.

Figure V.18
Solution :

1) Lavitesse de rotation instantanée 2, IRy

"QR3/R0 = 'QR3/R2 + 'QRZ/Rl + 'QR1/R0

0 0 |0 0
=|-gy;+[0+| 0 = [~PY2
0 0 ¥z, Yz,

2) La vitesse et I’accélération absolues du point B par dérivation :

0 0 0
OA=|0, AB=|Ly,=»0B=|LYy;
Lz, 0 Lz,

X, = cos¥ x; + sin¥ y,

Yy, = —sin¥x, + cos¥y,

Zy = Zg
——— dOoB _ g 402+%)
B/R dt /R, dt /Ry

= [ LSin¥Roteos Yotz 4 (cosW x, + sin¥ yg)
dt /R 0 0
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—Lg X2
VB/R, = 0
0
N dvg/r, . dx, .
a5/, = % = —L¥ =2 (¥=cst)

dcosW d¥ —, dsin¥ dll’_>)

= —L¥( av  dc X0 av  at )0

Ggjr, = —LY2(—sin¥ % + cos ¥y;) = — L¥%y;

3) La vitesse et I’accélération absolues du point M par la cinématique du solide :

VM/Ry = VB/Ro T {Rs/R, N BM

BM = Rx3 = R(cos ¢ X, + sin 9 ;)

—L¥x, 0_) R cos ¢
Um/R, = o + —fP)’z A R sin @
0 Yz, 0

Um/r, ——L¥ —R¥singx; + R¥cos@y, + Rpcospz;

an
aM/RO = aB/RO + % N BM+'QR3/RO N (‘QR3/R0 /\BM)

dt /R,
dQRr3/R __ dOpg/r iy . —
TO/RO = TO/RZ + Ora/ry Mgz/r, =Y 93
. __, |¥¢x;  Rcosex; .
Qr3jpy NBM=| 0 A Rsingy, = —R¥Y¢singy;
0 0
0 0 Rcosox,

Qr3/ry N (L2rz ABM) = |=PY2 A(“PY2 ARsin @ y3)

"o Yz, Yz, 0

—R¢?cosp — R¥? cos o X,
—R¥¢singy,
—R¢?singz,

ayr, = —R@*cos ¢ — RP? cos o X; — LY? — 2R @ singy, — R¢p*sin @z,

4) La vitesse et I’accélération absolues du point N par la composition de mouvement :
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UN/RO == 1.71\]/R2 + UA/RO +‘(2R2/R0 A m
AN = 4B + BN=Ly; + Rz3 = Ly, + R(—sin @ X, + cos 9 73)

=—Rsingpx, + Ly, + Rcospz,

—R@ cospx, 0 —Rsingx;
vN/RO = 0 + 0 A LE
—R¢singz, ¥z, Rcos¢@z,

Un/ry = (—L¥ — R@ cos ¢)x, — R¥ cos ¢ y; — R sin ¢z,

_ dfQgra/rR -, A = S
/Ry = On/Ry T Qasmy t g o NN 8Dy oy Y240 (ko) MOk,
—R@?sinpx,
ay/R, = 0y,
—R@?cos @z,
—R¥?singx,
d-QRZ/RO /\m !—2> _ P00,
aa/r; * r, ANt Lryrey = | —L¥y;
0 7
0 x;
20((r, /Ro) NPN/R, = | ~2R¥ P cos @y,
0 7,

an/Ry =

(—R¢?sin g — R¥?sin@)x; — (L¥? + 2R¥ ¢ cos ¢ )y —

Rp?*cos ¢z,
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Chapitre V : CINETIQUE DU SOLIDE

Introduction
La Cinétique est I’étude du mouvement des masses indépendamment des causes qui le

produisent. Donc la cinétique est une étude qui réunit les chapitre précédents (cinématique

et géométrie des masses). La cinétique traite en général :

- Laquantité de mouvement
- Le moment cinétique
- La quantité d’accélération

- L’énergie cinétique et le moment dynamique
Principe de conservation de la masse :

Soit un solide (S) de masse (m)constante au coure du temps par conservation de masse, la

fonction vectorielle f = (M, t)est une fonction affecté a un point M appartenant au solide

(S) avec une masse (dm).

f%.dm =%ff(M, t).dm (Puisque la masse ne dépend pas du temps, on peut

permuter entre la dérivé et I’intégrale)

I Torseur cinétique :

I.1. Eléments d’un torseur cinétique :

1.1.1. Torseur cinétique d’un point matériel :
Soit un point matériel M de masse (m) en mouvement par rapport a un repére R (O, X, Y,

Z)avec une Vitesse ¥y g).Le torseur cinétique d’un point matériel est définit par :

- Quantité de mouvement noté Py gy s’¢écrit :
Pausry = m Yaausry
- Moment cinétique en « O » noté &,s’écrit:

O_ZO(M/R) = OM AP(M/R)z OM am ﬁ(M/R)

1.1.2. Torseur cinétique d’un solide:
Soit le point M de masse (dm), de vitesse ¥y /gy Un point du solide (S) de masse (m;) est
en mouvement par rapport a un repére R (O, X, y, z) Figure V.1. Le torseur cinétique d’un

solide est définit par :
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- Quantité de mouvement :, la quantité de mouvement noté ﬁ(S/R) est définit

comme suite :
- > _ d oM
Pesiry = I PYuymdm=[; — d
_d —
= Zn Jo OM dm
Avec: 0G = — [ OM dm
msJs

doG

=P =ms Y

=P(s/r) = Ms.V(g/R)

- Moment cinétique en « O » noté g,s’écrit:

O_-)O(S/R): fS oM AT?(M/R)dm

Quel que soit un point A quelconque (appartient au solide ou non) :
O_-)O(S/R): fS 0OA A 1_5(M/R)dm +fS AM A ﬁ(M/R)dm

=0A /\fS 17(M/R)dm +&A(S/R)
=0A AP(S/R) + &A(S/R)

:>6-)0(S/R):6-)A(S/R) + ms.i_f(G/R) A AO

Le champ des moments cinétique par rapport a R est un torseur cinétique noté [C; ] tel

que ?(S/R) représente la résultante cinétique et @, (s, g, représente le moment cinétique:

P/
[Cy/r] = [J / >]
O A(S/R)

fS 1_7>(M/R)dm = ms.i_}(G/R)

Js AM AWy pydm = Gps/g) + My V(gr) n BA
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z
|
(8)
M G
OM
a = 3
S ®
Figure V.1

|.2. Moments cinétique d’un solide en I’un de ces points :
Soit un solide (S) de masse (m;) est en mouvement par rapport a un repere R (O, X, Y, z),

M (dm) et A sont deux points qui appartiennent au solide (S) :
O_-)A(S/R): fS Im AT})(M/R)dm = fS m A (UA/R +'QS/R N m) dm

:fs mdmAUA/R + fS m N ('QS/R A\ m) dm
Dans les chapitres précédents, on a obtenu :

_ 1

- 0G = st OM dm=m;.0G = [, OM dm

m

- Jo(s,@) = [, (0Mn(unOM))dm = M3 .ii

Donc :

Oacs/R) = Ms AG Am’+fA(s,F/R)
Gacs/p)= M; .A—G)Am + M .W/R
Remarque :

Si A= GZ}EZG(S/R) = Mg --QS/R = fs (GMA vM/R)dm

— > d_)

Si A est fixe dans R =8 4(s/r) = M3 . 25z
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1. Energie cinétique d’un solide :

11.1. Energie cinétique d’un point matériel :
M est un point matériel en mouvement par rapport a un repere R (O, X, vy, z), de masse (m)

et de vitesse ¥y gy, SON énergie cinétique est définit par un scalaire comme suite :

—

1 2
Ecm/ry = 3 MVuyr)

AVeC : By p) = 1B m ||

11.2. Energie cinétique d’un solide :
(S) est un solide en mouvement par rapport a un repéreR (O, X, Yy, z), M est un point de ce

solide de masse (dm), 1’énergie cinétique de ce solide est un scalaire définit comme suite :

1 —2
Ecisiry = 5J5 Vimm dm

11.3 Energie cinétique d’un solide en fonction des torseurs cinétique et Cinématique :
M (dm) et A sont deux points qui appartiennent au solide (S), On a:

1 3 1 - -
Ecsim = 3 J; Vi /r) dM= 5 Js Pousm)- Bausry dm
= 2 E¢ s/r)= [5 Douyry- (Wajr + 2s/p 1 AM) dm
= [ Dasry- Vasr A+ [, Vusry s/ A AM) dm

=Var J¢ Vusry dm +Qs/p [ (AMA Ugysry) dm

=Va/r-Ps/p)t+ 2s/r - Gacs/r)

Pisr Og/r
=2E;(s/p) = Iq GBI [ZS7R
OA(S/R) Va/r

=2 E¢(s/r) = [Cs/rla X [Vs/rla

Donc le double de 1’énergie cinétique est le comoment des torseurs cinétique et

cinématique.
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11.4 Energie cinétique d’un solide « Forme matricielle » :
(S) est un solide en mouvement par rapport a un repere R (O, X, y, z), M est un point de ce

solide de masse (dm), de vitesse ¥y /gy, le pointA est aussi un point qui appartient au

solide (S),Ona:

2 Ec (s/ry= Pis/ry- DasR + sy - s /m
Avec :

Pis/ry = Ms- Bayr)

Gasypy = Ms-AG ATy R + My Q55
Donc:

2 EC (S/R)st.ﬁ(g/R).vA/R +( mg AG A vA/R + M;g “QS/R)“QS/R

—_ — _— R T
:ms.(vA/R + ‘QS/R A AG).'UA/R + mS.QS/R(AG A vA/R) + 'QS/R MAS‘ '-QS/R
N e — —_— — _ —T _—
:mS'v(ZA/R)+mS'vA/R'('QS/R N AG)+ mgllg/p (AG A vy R) + Qs M3 . QOs/p

> — T _ —_— — _
:mS.U(ZA/R) + 'QS/R Mj "'QS/R +2 ms.Qs/R (AG N UA/R)

E.s/p) = Ems-v%A/R) + E-QS/R M . Qg + MmO (AG AV /R)

—T —_—
Qg/p :estletransposéde Qg

Remarque :

— T ——

: _ 1 -2 1——T s 7
'SIA: G:>EC (S/R) = Ems.v(G/R) + E‘QS/R MG "QS/R

105



Chapitre V : CINETIQUE DU SOLIDE

EXERCICES RESOLUS

Exercice 01. Soit une plaque homogeéne (S) rectangulaire de largeur 2a, de longueur 2b et
de centre de masse G. Elle est en rotation a une vitesse angulaire fixe autour de point A
dans le plan (x,, V), Figure V.2. tel que z, = z; = 7z, =73 et (x],x3) = (y1,y3) =¥. Le
point A se déplace sur I’axe (O,xg) tel que: OA = xxgetGA = g%. On prendra

R,(0,x7,y1,2z;) comme repére de projection. Déterminer :

1- Lavitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repére : Ry: ?z@’
2- Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G : v4(G) et ay(G)
3- Le moment cinétique de la plaque au point A ;

4- L’¢énergie cinétique de la plaque.

A 0 O b2 2
5- Ondonne:Mi = (0 A O Avec: A=——, C=— (a+b?)
0 0 Clp,
e X -
™ Yz
Y
o ya - > —
Xy =X

Figure V.2

Solution :
1- La vitesse de rotation instantanée de la plaque par rapport au repere : Ry: ng
05 =02+ 01 +05 =¥z Avec =cste
2 - Les vecteurs vitesse et accélération absolues du point G : v,(G) et ag(G)

- Le vecteur vitesse:
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Par la cinématique du solide nous pouvons écrire: ¥(G) g, =17(A)/R0+.Q39AA—G)

X
Nous avons : 04 = <0> ’
0 /R1
— Zsiny
— b b, > Y; )
AG= —Zys=—Z(sin¥X +cos¥y) = | _ 2w
3
0 /R1
b . . _ by
i 0 —gsm‘}’ x—g'{’cos'{’
V(@ = (0) *{ O Al = 2cosw =| Z¥sinv
0//r, =¥/ g, ’ i 0
/R1 /Ry

- Le vecteur accélération:

A H - dv(G dv(G
Par dérivation : d(G) g, = U(az/RO/R = "(dz/Ro/R
0

+ 09 A B(6) r,
1

b . .
R /x——(WCOSW—Wzsin‘I’)\
dv(G)/Ro 3

dt /Rl_\ g(fi’sin‘}’—‘i’zcos‘}’)/
0 /R1

a(G)/RO =

4. Le moment cinétique de la plaque au point A :

O_ZA(S/R) =m.AG Aﬁ(G)/Ro + MGS .Qg

- Ssin‘}’ X — SIPCOSIP A 0 0 0
=m. —gcosll’ A gli’sinl}’ +10 40 {0
O O 0 C /R3 _l{l /Rl
/R1 /R1

. 2, :
= [ C¥ —m = Wsin®¥ +m Zcos¥ (x — 2 ¥ cos¥)] 7,
__ ; b2 b . >
=[-C¥Y—-m ?‘1’ +m gxcos'{’]z1

5. L’énergie cinétique de la plaque :

E. (s/rR) = 7M. (V(G)/Ro)z + Eﬂg Mg _[239
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A0 0 0
=m (& — 2% cos¥)? +-m C¥sin¥)? +3 (0,0,—¥)[0 4 0 (0)
0 0 Clp, \=9/ .
1 (., b2.  2b 1
EC(S/R)zim X +?‘P —?x‘i’cos‘i’ +§ 4

Exercice 02. Soit une barre mince homogeéne (S), de masse (m), de longueur (L), astreinte

a glisser dans le plan (xQy) tout en étant en contact permanent avec un point O d’un bati

fixe. Le centre d’inertie G de ce solide (S) est: 0G = x()%;.

—_— — —>

Ry(0,%0,50,20) est le repére fixe lié au bati et R,(0,x;,y{,z;) est un repere lié¢ a (S) ou

Zo = z, (axes confondus) ( Figure V.3).
On considere R; le repere de projection.

1- Donnez le vecteur de rotation du repére R, par rapport a R,,.

2- Déterminez la vitesse du point G par rapport a R.

3- En déduire la vitesse du point O par rapport a R.

4- Déterminez la matrice d’inertie de (S) au point G dans le repére R;.
5- Calculez le moment cinétique (s r,) -

6- Déterminez I’énergie cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a R.

Mo
}Fl Al
Bt %
G
0 v 6 2 x,
Figure V.3

Solution :

1- Le vecteur de rotation Qg4 /g, :

-QR1/R0 = 92—1)
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N
1

La vitesse vg g, :

_doG _ doG LT AT
VG/Ry = dt g, = dt IRy R1/Rg N

X 0 x(t) X
(1), + ), (), (o)
O/1'31 6 /R1 0 /R1 0 /R1

La vitesse v /g, :

w
1

Vo/Ry = VG/Ry T {2r1/R, N GO

X 0 —x(t) X
(o) (), () A
0 /R1 6 /R1 0 /R1 0/ /r,

4- La matrice d’inertie M3 :

0 0 0 ]
mil?
mi=|0 T 0
ml?
lO 1z /R1

5- Le moment cinétique G sz ) :

50(5 /Rgy = - OG A Va/r, + M§ Qs /g,

. [0 0 0 ]
x(t) . X 0 mi? 0 0
=m < 0 A <9x(t) + 12 <O
0 /R1 0 /R1 0 0 mit 6 /R1
12 /Ry
0
0

Go(s/Ry) = 2 .
m(;+ x%)6 n
1

1- L’¢nergie cinétique de (S), E¢ (s/r,) -

1 - 2 1—T s A —
Ec (s/rp) = 3m- (V(G)/ry)* *+ S L2r1/R, Mg - Qg1yr,
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) ] [0 0 0 ]
. X X . <o mi? 0 0
=-m.|6x(®) | .|bx(@®)| +5(0,0,6). R
0 /R1 0 /R1 0 0 % IR 6 /R1
1
1 . . 1mi?
Ec (S/R0)=Em(x2 + HZX(t)Z) + 5"11_292

Exercice 03. Une tige mince AB, de longueur (I) et de masse (m)est fixé sur un disque (1)

en rotation a la vitesse wq opar rapport a un bati fixe (0). (Voir Figure V.4).

1- Déterminer le moment cinétique de la tige par rapport a A.
2- Calculer son énergie cinétique.

3- Calculer les actions d’encastrement en A (Forces de réaction).

Figure V.4

Solution :

1- le moment cinétique de la tige par rapport a A, O-ZA(S/RO)

. _—> ——)_i_) _)—>_ i_)
Ona.wl/O—QS/RO,OG— 2y+aZ,AG— 2y

G acs/ry) =M -AG A Vg R, + Mg w10

mi?
S ? 0 0 0 .
MG"QS/ROZ l() 0 Ozj .| W10 =0
mi 0
0 0 12 p, /Ro
., doG _ doG

0 0 a wq/o
l
0 a 0 /R1

/Ry /R1
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a (1)1/0
A 0
0 /R1
2 — 0
Tas/Ro) =\

—Ema W10

oONI~O

/R1

2- Energie cinétique E; (s/r,) :

1 4 1— T _
Ec(s/rg) = ;M- (V(G)R,)? + 5 @170 M3 @1/

L a (1)1/0 a (1)1/0 .
EC (S/Ro) = Em 0 . 0 +0
0 /R1 0 /R1

1
EC (S/RO) = Em az (1)1/02

3- Les actions d’encastrement en A

—s_ dVG/Rg avg/Rr, N
= = + W1/0 NVG/R
G at /R, dat /R, /0 G/Ro

0 a w1/ 0
0 0 /,r \7C w1/0°

R= —m(—aw12+g>2

0

/R1 /Ry

Exercice 04. Une sphére de masse m, de centre G, de rayon R, est mobile autour d’un
point fixe O de sa surface. Elle roule sans glisser sur un plan horizontal P, P est situé a la

distance R du point O, et | le point de contact de la sphére avec le plan (P) (Figure V.5).

1- Déterminer I’axe instantané de rotation de la sphere.

2- Le taux de rotation autour de cet axe étant Q, déterminer la quantité de

mouvementPs .
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3- Déterminer le moment cinétique en O. Calculer son module et 1’angle qu’il fait avec

1 0 0
0 10
/R

0 01

0G. Sachant M3 = %mR2

4- Calculer I’énergie cinétique de la sphere.

(P)

Figure V.5
Solution :

1- L’axe instantané de rotation de la sphére :
Ona:vo,r =0 (O estun point fixe)
vi/r = 0 (I point de contact de la sphére et le plan, et on a un roulement sans glissement).

Donc le vecteur 0] formé des points O et | de vitesses nulles est lI'axe instantané de

rotation de la sphére, les cosinus directeurs de ce vecteur :

01 = cos 6,% + cosf,y + cos 6, Z

0059:@=L=1
*“Joil T RVZ V2
cosf, =0
COSHZ__%:—%
O_I):%f_%g

2- La quantité de mouvementPs g, :

P(s/ry = M. V(g/r)

Vasm = 25n A OG (La sphére est rotation)
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_ /9_22
— ol
'QS/R - Qﬁ—\ 0 _
—-N—
2 /R

(75} F
VG/R = 0 A <0>
\__Q_z 0//r
2 /R
0
Vom = | —RQY
0 /i
0
Pis/ry =m. —Rﬂg
0 /g
0
Pes/ry = —mRﬂg
0 /s

3- Le moment cinétique en O :
Goes/py =M -0G A Vg /Ry + MG . 0g)p,

0

R 1

:m.(0> A —Rng +§mR2[0
/R

0 0/ 0

2
5 V2

> __ V106 2

4- L’énergie cinétique de la sphére :

15 P
Ec (s/ro) = 590(s/R) 25/R

_ 9 202
EC(S/RO) —EmR 0]
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Exercice 05. Considérant le systeme matériel(X) composé des solides suivants: (S1) est un
coulisseau de masse (m,), de centre de masse (G,) lié au repere R,(0,x1,v;,Z;) €n
mouvement de translation rectiligne par rapport a un repere fixeR,(0, x,, Vo, 2,) Suivant
I’axez, . (S2)est une barre uniforme de longueur 2b, de masse (m,), de centre de masse
(G)lié a R,(0,x3,y5,2,). (S3) est un disque homogeéne de rayon R , de masse (m3),de

centre de masse(G3)lié a R5(0,x3,Y3,23).

A, 0 O A; 0 O
On donne les tenseurs d’inertie : ngz 0 B, O ] , Mé:z 0 C; O ]
0 0 Gl 0 0 G IRy

1- Déterminer les vitesses et les accélérations des points G; avec i =1,2,3
2- Calculer les moments cinétiques 5Gz(5z/Ro) des (S;) en G; aveci=1,2,3

3- Calculer I’énergie cinétiqueE, /g, du Systeme par rapport a R,.

1
1
L

[
[=]

— Il

b
o
o

(sY

AR

G,

Figure V.6

Solution :

Q. /r,= —Bx_o)

_ O
0G, = 0 )
R+ 2bcosa/ jg,
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. 0
0G, = ( b sina >
R+ bcosa/ g,
_ 0
0G; = <2b sin a)
R /Ro

. 0
Ol =|bcosa
0 /Ro

1- Les vitesses et les accélérations des points G; :

o 0
doG,
v = - )
G1/Ro at /R, (—Zbd sin a>/R
0

: 0
. _d .
VG, /Ry = Zfz/R = ( ba cos a )
0 —basina/ g,
doG 0
e 3 _ .
V6s/Ro = " ; Ry Zbagosa
/Ro

0
4Gy /Ro d = 0
£ /R —2bd sina — 2ba? cos a/ g,

av, 0
—— G2 /R . . .
ag,/R, = % = | bdcosa—ba?sina
R . .
/Ro —bd sina — ba?® cos a/ sg,

, 0
. a ) o
AGy/Ry — VGd_3t/R°/RO = (Zba cosa — 2bd? sin a)
0 /Ro

N
1

Les moments cinétiques ;. (s /-

-

- _ e S1 A~ —
O-Gl(sl/R) =mq . GlGl AN VGI/RO + MGi "Qsl/RO =0

4, 0 0 &
- _ -V S —_— _
O, (s,/R) =Mz - G262 AV, Ry + Mg> Qs = 0 By 0] . (0)

0 0 0/ /&,
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Ayd
06,(5,/R) = 8
/Ro

N _ A — S3 A~ _
0-63(53/R) —m3 . 6363 A VGS/RO + MG: 'QSS/RO -

i —A3p
OGyss/R) —| 0
0

3- L’¢nergie cinétiqueE, (z/r,)

A4; 0 0 g
0 C 0] ( 0)
0 0 C, 0

/R3
/Ro

Ecs/Rp) = Ec(si/Rp) T Ec(s,/R) T Ec (s3/R0)

Bo s my = L. o )? + o M3 Ty
C(51/R0)_5m1'(v01/R0) 2°“S1/Ro Gy ***S1/Ro

1 . ,
= 5m14b2a25m2a

_1 = 2,1 T 1S
Ec (s,/Rg) = 3M2- (V6,/Ry)" *+ 5805, /Ry Mg, - L5, /R,
1 . 1, .
=-m,b?a? + - A,d?
2 2
E = Iy (B )2 + 05 M5 .10
€ (S3/Ro) = 5 "1*3-\YG3/Ro 2°“S3/Ro Gs ""“S3/Ro
1 . 1, 4
= Em34b2azcosza + ;A3ﬁ2

1 .
Ecs/ry) = 3 (b2(my4d?sina + mya® + mgdd®cos?a) + A,a? + A3B?)

Exercice 06. Soit le roulement sans glissement d’un disque mince de masse M, de rayon r

sur un anneau fixe de rayon R. (Figure V.7).

1- Trouver la relation entred et ¢ (@est la vitesse angulaire du disque).

2- Trouver le moment cinétique en C.

3- TrouverTet Nles composantes de la réaction de contact en I.

4- Montrer qu’a partir d’une certaine valeur 6,de 6, le disque quitte 1’anneau.

On prend: 8(0) = H,etd(0) = 0.
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2
Mo 0
4
. 2
Ondonne: Mg *™ =10 == 0
Mr?
0 0 —
l 2 /Ry

Figure V.7

Solution :

Ona:

0C=(R+1)x;

IC =rx;

6 est I’angle de rotation du disque autour de I’axe (Oz) :avec un vecteur de rotation6z
@ est I’angle de rotation du disque autour de I’axe (Iz) : avec un vecteur de rotationgZz
La vitesse angulaire totale du disque est égale &: 2g,5que = (6 + )7

Roulement sans glissement: vi g’ = 0

1- La relation entref et ¢ :

__doc dx;  _ .
VC/Rl = ?/Rl = (R +r ?/Rl = (R + T)Hyl

VI/Ry = VC/Ry + 'lesque/\ CI=0

0 0 —r
=>((R+r)9) +('0 ) A(O) =0
0 /R4 0+ ¢ /Ry 0 /R1

SRO=r1r¢
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2- Le moment cinétiqueen C:

Ona C= G:>O_ZG(S/R) = Mgisque --lesque
T o0 0
4 0
4 \ 4
2 0+ ¢
lo o 2 I
2 /Ry
0 0
Mr? . Mr? (. RO
T(@‘I‘(ﬂ) IRy > (6+ r) IRy
0
— 0

Mr -
79(7"+R) /

Ry
3- Tet N les composantes de la réaction :

T+IV+I3=MaC/R1

_ )2
_ B dVC/R1 B (R + T')e
C/Ri = ¢ IR, = (R -|(—)r)9

/R1

En projetant :

{N—Mgsin@ =-M (R+r)92=>{N=Mg sind —M (R +1r)6?
T—Mgcos@=M(R+r1)d T=Mgcos@+M(R+r)d

— > d?G(S/R)
2 Me(F) ==

0
SCIAT = . 0
—6O(r+R)
2 /Ry
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0 0
:>< 0 > =\ ur . 0
—rT Ry 79(T+R) R

1

>T=-26(+R)
M..
T=——6(0+R ..

Doncona: 2 0 ) ) =>9+32gR cos@ =0

T=MgcosO+M(R+1)0 (r+R)
. n2
=0do + —2 c059d9=0:>9—+ 29 sin@ = cst

3(r+R) 2 3(r+R)

En utilisant : 6(0) = 6,etd(0) = 0:

On obtient : —2— sin §, = cst
3(r+R)

62 2
=>4 —2
2 3(r+R)

(sin@ —sin 6y) =0
= T= % Mg cos 6
=>N= % Mg(7sin 68 — 4 sin 6,)

4- Le disque quitte I’anneau quand N=0, d’ou sin 8 = % sin 6,
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Introduction
La dynamique du solide permet d’étudier le lien entre le mouvement d’un solide et les

causes qui le provoque.

. Torseur dynamique :

Le torseur dynamique d’un point matériel ou d’un solide est définit par deux vecteurs :
- La résultante de forces extérieures appliquées a ce systéeme.

- Le moment de cette résultante des forces par rapport a un point quelconque de

I’espace, est appelé moment dynamique du solide en ce point.

I.1. Torseur dynamique d’un point matériel :
Soit un point matériel M de masse (m) en mouvement par rapport a un repére R (O, X, Y,

Z)avec une Vitesse ¥y ry.Le torseur dynamique d’un point matériel est définit par :

- Quantité d’accélération noté Yy gy s’écrit:
Vusr) = M- Aeu/r)
- Moment dynamiqgue au point O, noté S‘O(M/R) s’écrit:
50 (M/R) = OMAm -5'(M/R)
1.1.2. Torseur dynamique d’un solide :
Soit M de masse (dm), de vitesse ¥y gy Un point du solide (S) de masse (ms) est en

mouvement par rapport a un repereR (O, X, y, z).Le torseur dynamique d’un solide est

définit par :

- Quantité d’accélération Noté y s gy s’écrit :

dV(m/R)

Ysm) = fs du/r) dm = fg dt dm

/R

d -
= E fS U(M/R)dm

— 4P/p)
at /R

_d, o
- @ (m V(G/R))/R
Ys/m=M dg/r)

- Moment dynamique au point O, noté 5(5/R) s’écrit:

120



Chapitre VI : DYNAMIQUE DU SOLIDE

50 (S/R) = fs OMn C_i(M/R)dm
Quel que soit un point A quelconque dans I’espace (appartient au solide ou non) :
5, (S/R) = fs OAn dau/rydm + fS AM A dou/rydm
= &, s/R) T 04 fs dou/rydm
= 5, s/R) T 04 Am d(G/r)
8o (s/m) = Sasyr) + M dgg/my A AD
30 (S/R) = ‘—S)A s/R) T Y(s/r) A A0
Donc le champ des moments dynamique d’un solide par rapport a un repere (R) est un
torseur appelé torseur dynamique noté [Ds/g] tel que y(s/r) représente la résultante

dynamique et 30 (s/r)représente le moment dynamique :

Ys/R)
[D s/R] = l—’ l
8as/m)

Jg @mr) dm = mdg g,

Js AMA Gy pydm = 8 (s/g) + m d(g/p) A BA

1. Relation entre le torseur cinétique et le torseur dynamique :

11.1. Relation entre les résultantes F(S/R) et ¥(s/r) :

dP(s/ry  _ - dVs/R)
dt /R dat /R

Ps/ry = M. V(g /ry =

dP(s/k)
dt /R

= )7(5/R) =

I1.2. Relation entre les moments @ 4(s/g) et EA (S/R) -

Oas/my= Jg AM AT pydm

——

do dAM
BN (C] S R— fs

aam VR
dt /R dat /R

dm

Aﬁ(M/R) dm +fS AM A IR

= fS (1_7)(M/R) — ﬁ)(A/R)) A ﬁ(M/R) dm + fS AM /\c'i(M/R) dm

= —Dumn J Dayr) A+ 84 (s/m)
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=—V(asr) APs/r) + Oa(s/r)

2 doacs/r)
= ba(s/p) = dt

IR + ?(A/R)/\ m. i;(G/R)

Remarque : Quel que soit un point A quelconque dans 1’espace :

doacs/r)

- Si Acest fixe dans R = 84 (s/p) = —= .

. = da
-SIA=G > 66 (S/R) = %/R
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EXERCICES RESOLUS

Exercice 01. On considére un cone (S) d’axe de systéme de révolution (OZ) dont le point
O reste immobile sur le plan (), Figure V.3. tel que Ry(0, Xy, Vo, Zo) lié au plan (r),et

R(0,%,y,Z) lié au solide (S).

La position de la base de (R) par rapport a (R,) est définit par les angles d’Euler (¥, 6, ).

Comme le montre la Figure V.3.

1- Montrer que la matrice d’inertie du solide (S) au point O est sous la forme :
A 0 O
M5=1(0 4 0
0 0 Cly

2- Déterminer le moment cinétiquecs,z,) -

3- Déterminer le moment dynamique§0 (S/Ro)

4- Trouver I’énergie cinétique E; (s/g,)-

F
E:;
£
) v
e
C#‘“\
N
o = ¥y
T e
Y \ =
i X
u
o a Zy
v ] £ g W |y o X
B & e
=y Xg L . z u
Figure V.3
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Solution
1- La matrice d’inertie du solide (S) :
—_— — —> k4 i - 5> —> 0 - — > P - -
On a:Ry(0,x4,¥4,29) = R'(0,U,V,zy) » R, (0,4,W,2) > R(0,X,y,Z)

(Oz) est un axe de symetrie de révolution (systtme cylindrique), alors

R(0,%,y,Z)et R(0,u,w, Z)sont des repéres principales d’inertie = A=B# C

A 0 0 A 0 0
Mi=10 A Ol =|0 A ©
0 0 Cclr Lo 0 cClg,

2- Determiner le moment cinétique 6 s /g,

—_

- A - R
Avec : ¥(0) g, = 0

Donc :

- _ S R
O-O(S/RO) —_ MO .QRO

—_

0F° = Y7, + 0+ @7 =W(cos O 7 + sin O W) + 0 + @7

A 0 0 6
Oois/rg) — [0 4 O .‘I’s.inH
0 Clg, \¢ +W¥cosH

/R1
Gocs/ry) = AOU+AY sinO W + C(¢ + ¥ cos 0)7

3- Le moment dynamique 50 (s/r) -(O est fixe)

§ _ d90(s/Rp)
o (S/RO) - dt /RO

§ _2%os/R) PRI
0(S/Ro) = g4¢ Ry O0(S/Ro)

/R1

Avec :

—_ 5 —_

Ro _ AR/ Ro
'QR1 = -QR1 +.QR,
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=01 + ¥z,

= 60U+ Y¥cos 0Z + WsinOw

. . A0 0 Ab
S0 (s/rp) = | A(¥sin® + ¥ 0coso) +<l{'fsin9> al A¥sing
C(p+¥cosO—Y0Osinb IRy VY cosB/ g C(p +W¥cosH) /Ry
AB + C¥sinf (¢ + ¥ cosh) —A¥?cos B sinh
5, (s/ry) =| A(P'sin® + ¥ fcos8) — OC(¢ + ¥ cos 0) — AGY cos 0)
C(p+W¥cosO —W¥0Osinb

4- L’¢énergie cinétique E; (s/g,)

—_

—T
1 > 1 R R
EC (S/Ro) — Em (U(O)/RO)Z + E‘QRO Mg ..QRO

1 " Re' +.s ARe
-2 0 S 0
—ZQR Mz .12,

L . A 0 0 6
= (6,¥sind,9p+¥cos6)[0 A 0 ¥ sin O
0 0 Clg \@+%cosh

/R1
Ec (syry) =5 [AB% + AW2sin?6 + C(¢ + ¥ cos 0)]
Ou:

1 [ P(s/Ro)

7]

0

50(5/1?0)

15 =4

Ec(s/Ro) = 3%0(s/Re) (5/R0)
Af ]
=§ AY¥ sin 0 Ysin @

C(<p+‘i’c059) IR @ + ¥ cosh IRs

1 ; T , ; 2
Ec(s/ry =7 407 + A¥2sin?6 + C(¢p+W¥cosh)]
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Exercice 02. Par rapport a un repére fixe orthonormé direct R, (0; Xq; Yo; Zo), Une sphére
pleine (S) homogéne, de rayon a, de centre d’inertie G et de masse m est mobile de fagon a

ce que :

e Un point de sa frontiere soit fixe en 0,

e (S) roule sans glisser sur le plan () fixe par rapport a (R,), paralléle au plan
(O—X(;, O—Y(;) et de cote (-a). On définit trois reperes orthonormés direct
Rl(O;)?, Y, 17,2_0)) tel que Y = (O—XO),W) ol 0X est un axe de (9), RZ(O;)?, 7,2)
tel que ¢ = (W,W) et RS(G;)?, Y, f) li¢ a (S) obtenu a par...du repére R, par
translation de vecteur OG = aX. Tout les résultats sont exprimés dans la base
associée au repére R;.

1) Déterminer le vecteur rotation instantanée, ?i(RS /Ry), de (S) par rapport a R,.
2) Traduire la condition de roulement sans glissement de (S) par rapport au plan ().
3) Déterminer les éléments de réduction du torseur cinétique Q[R,, 5 (S/R,)], en O, de la

sphére (S).

4) Donner les éléments de réduction du torseur dynamique, A[RT,,%(S/RO)] en O, de la

sphére (S).

5) Donner I’expression de I’énergie cinétique, T(S/R,), de (S) par rapport au repere Ry,.
Solution

1) Le mouvement de (S) par rapport au repére R, se décompose en deux rotations et une
translation :
1° Ro(0; X0, Yo, Z0) — R1(0; X, v, Z,)

Yy
A

>

\w

)
N
o

v
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Le vecteur rotation instantanee, K_i(Rl /Ry), du repére R, par rapport au repere R, est :

Q(Ry/Ry) = YZ,.

- -

2) R.(0;X,9,Zy) — R,(0;X,Y,2)

Zo
A

~!

Ny

\IIJ

>
(@]
v
<N

Le vecteur rotation instantanee, (_i(Rz /R1) , du repére R, par rapport au repére R, est :
Q(R,/Ry) = YX.
3) R,(0;X,Y,Z;) — Ry(G; X,Y,Z)

Le vecteur rotation instantanée, (_i(RS /R3), du repere R par rapport au repére R,, est :
G(Rs/R,) = 0.

Le vecteur rotation instantanée, Q(Rs/R,), du repére R, par rapport au repére R, est :
Q(Rs/Ro) = WZo + YX.

Or zg = sin @Y + cos ¢Z

Donc: ﬁ(RS/RO) = (p)? + Y sin (p? + Y cos <p2

Remarque

Il ne peut y avoir de nutation car la sphere (S) quitterait le plan fixe ().

4) Le point de contact de (S) avec le plan tangent commun de contact () est tel que :

—

OI=0—G)+EI)=a)_()—aZ_O)za[)_()—singo?—COS(pZ].

Le vecteur vitesse de glissement de (S) par rapport au plan () est tel que :
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B(1 € S/Ry) = B(0 € S/Ry) + Q(R/Ry)NOI.
Comme O est un point fixe, alors (0 € S/R,) = 0 et donc :
B(l € S/Ry) = Q(Rs/Ry)NOI
= [(p)(7 + 1 sin (pl_/) + 1) cos wf]/\a[)? — sin (p? — cos wf]
= alcos (@ + )Y — sin (¢ +1))Z]
= a(@ + ) (cos Y — sin @)

La condition de roulement sans glissement de (S) par rapport au plan () est obtenue en
annulant la vitesse de glissement : (I € S/R,) = 0, ce qui se traduit par : ¢ + 3 = 0.
5) Les éléments de réduction du torseur cinétique, Q, en G de la sphere (S), sont :
1° R, = mB(G/R,) = m[B(0/R,) + Q(R;/R,)ANOG]. Comme O est un point fixe,
$(0/R,) = 0 et donc :
E = mﬁ(Rs/RO)/\m = m[(p)? + 1 sin <p17 + 1) cos @f]Aa)?

= may[cos qa? — sin ¢Z]

2° Comme GX est axe de symétrie de révolution de (S), le repére R, est central

principal d’inertie ; la matrice d’inertic en G de (S), dans la base associé au repére Ry,

s’écrit donc :

2 1 0 0
l'IG(S)zgmaz 0 1 0
0 0 1

35(S/Ro) = Nz (S)A(Rs/Ry)
D’ou:

X 1 0 0
=-ma®|l0 1 0

- [¢)?+1bsin¢?+t/)cos<pﬂ
0 0 1

= %ma2[¢)? + 9 sin Y + 9 cos pZ].
2° Le moment cinétique de (S) en O par rapport au repére R, est :

56(S/Ro) = 6(S/Ro) + mB(G/Re)AGO
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= %ma2 [(p)(7 + 1 sin <p17 + 1 cos ¢Z] — may[cos (p? - sin wf]/\a)?

= %maz(j)}? + Emazl[) sin @Y + gmazlj) cos pZ
Les éléments de réduction du torseur dynamique, A, de la sphere (S) sont :
Ro =ma(G/Ry) =m |[£5(G/Ro)] +0(R/RINGG/Ro)|
= m[alﬁ(cos (p? —sin ¢f) + ag(— sin <p17 — cos wf) + ((/'))? + 1 sin (p? +
¥ cos ¢Z)/\a1ﬁ(c05 <p17 — sin Z)]
= ma[—lﬁz)? + P cosp¥ —Psin @Z]

2° comme G est le centre d’inertie de (S), alors :

— d d -
56(S/R) = [0S /Ro)| = |76 Ro)| -+ R/ RN (S /Ro).

Comme:
[dﬂm] - d[z (@R +1bsin ¥ + 3 cos p2)|
dtac( /Ro) o) = la £ ma (¢X + 1 sin @Y + 1 cos pZ) R
2 o . L o
= [gma #X + (P sing + Y@ cos @)Y + (P cos ¢ — ¢ sin (p)Z]
Et

Q(R;/RyNGZ(S/Ry) = [(p)? + P sin@Y + Y cos ¢2]A§ma2[¢)? +ysingY +
Y cos (pZ] =0

Alors :

6_0)(S/R0) = %maqu)? + [ sing + Y@ cos go]? + [ cos ¢ — P sin <p]Z

1° Le moment dynamique de (S) en O par rapport au repére R, est :

8o (S/Ro) = 85(S/Ro) + md(S/Ry)AGO
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2 - " . - . . o

= gmaz[(bX + (1/) sinp + ¢ cos (p)Y + (1/) cos @ — Y@ sin (p)Z]
— ma(—?X + ) cos @Y — P sin @ Z)AaX

= %mang)? + E ma?iy sin ¢ +§ ma? @y cos (p] Y + E ma?iy sin @ +

% ma?@iy cos (p] Z

Remarque

Comme O est un point fixe, on vérifie que :

6(S/Ro) = To(S)TA(Rs/Ry) et 55 (S/Ry) = %@(%)]R

7) Déterminons I’expression de 1’énergie cinétique, T(S/R,), de la sphére (S) au repére
R, .
T(S/Ry) = 5mv?(0/Ro) +50(S/Ry) . Wi (S/Ry).

T2
Comme O est un point fixe, #(0/R,) = 0 et donc T(S/R,) = %S_i(S/RO). 60(S/Ry)
T(S/R,) = % [@X + Y sing Y + 4 cos @ Z]. Emang):’ + %mazlp' sing Y +
%mazll) cos @ Z]
1[2 L ;
== [Emaz(fp +9P) + mazzpz].
L’énergie cinétique compatible avec la condition de roulement sans glissement (Y = —¢)

est: T(S/Ry) = —ma?¢?.

Exercice 3.
1) Rappeler la formule suivante : V¥ A € solide (S), de masse m et de centre d’inertie G

G4(S/Ro) = mAGAB(A/Ro) + T (S)A(S/Ro)
Ou Ry (0; )?0, ?O,ZO) est un repére fixe orthonormé direct.

2) Une spheére pleine (S) de centre G et de rayon a, roule sans glisser sur
le plan (0X,, 0Y,) du sphére fixe orthonormé direct R, (0; Xo, Yy, Z,). Soit I* la particule
de (S) qui se trouve en |, point géométriqgue de contact. On définit quatre reperes
orthonormés directs, R,(0; X, 7, Z, ) tel que ¢ = (0X,, 0X),R,(I; X, Y, Z,) obtenu & partir

du repére R, par translation de vecteur O = xX, + yY,, R3(G; X, %, Z,) obtenu & partir du
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repére R, par translation de vecteur GI = aZ, et R3(G;X,Y,Z) lié a (S) tel que ¢ =

(Ov, 0Y).

Tous les résultats seront exprimés dans la base associée au repére Rs.

a) Déterminer le vecteur rotation instantanée, Q(Rs/R,), de (S) par rapport & R,.

b) Déterminer les vecteurs moments cinétique et dynamique, ;(S/R,) et 5(; (S/Ry),en G
de la sphere (S) par rapport au repere R,,.

c) Déterminer les vecteurs moments cinétique et dynamique, a;<(S/R,) et 5,* (S/Ry) , en

I”, de la sphére (S) par rapport au repere R, en utilisant la question b.

Solution.

1) Par définition, ¥ P, 3,(S/Ro) = f, AP AB(P/Ro)dm(P)
VA € solide (S), 3(P/R,) = B(P/R,) + Q(S/Ry)NAP ol Q(S/R,) est le vecteur rotation

instantanée du solide (S) par rapport au repere R,,.
Il vient alors : 64(S/Ry = [, AP A [B(A/Ry) + Q(S/Ry) A AP| dm(P)

G4(S/Ro) = [; AP NB(A/Ro) dm(P) + [ AP [(i(S/Ro) A AP)dm(P)

= [ I ﬁdm(P)]Aﬁ(A/RO) + [, AP A[Q(S/R,) A AP)dm(P)
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= G,(S/Ry) = mAG A B(A/R,) + T (S)QA(S/Ry).

—  Remarque

e Si A est fixe par rapport au repére R, alors ¥(A/R,) = 0 et donc:
34(S/Ro) = I4(S)A(S/Ry).
° Si A est confondu avec le centre d’inertie G du solide, alors AG =0 et

donc : 6. (S/Ry) = M (S)Q(S/R,).

2)
a) Le mouvement de (S) par rapport au repére R, se décompose en deux rotations et deux

translations :

Ro(O;)_()(), ?0, Zo) — Rl(O, )_(), ‘l}), Zo)

>

\IIJ

v

© 0

Z,
Le vecteur rotation instantanée, K_i(R1 /Ry), du repére R, par rapport au repere R, est:
Q(R1/Ro) = ¥ Zo.

R, (0;X,8,Zo) — Ry(I; X, %, Zy)
Le vecteur rotation instantanée, (R, /R,), du repére R, par rapport au repére R, est :
G(Ry/R,) = 0.

Ry(I; X, 0, Zy) — R3(G; X, 9, Zo)

Le vecteur rotation instantanée, ?i(R3 /R>), du repére R4 par rapport au repére R,, est :

Q(R3/R,) = 0.

R:(G; X, %,Zy) — Ry(G; X, B, Z,)
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Le vecteur rotation instantanée, Q(R,/R3), du repére R, par rapport au repére Rs,est :
O(Rs/Rs) = §X.

A

=<l

Ny

¥
A\ >

Ox 0
Le vecteur rotation instantanée, (R, /R,), du repére R par rapport au repére Ry, est :

ﬁ(Rs/Ro) = l/.)Zﬁo + f/")?-

Remarque

Il ne peut y avoir de nutation car la sphere (S) quitterait le plan fixe (S).

b) Déterminons les vecteurs moment cinétique et dynamique, 64 (S/R,) et 8;(S/Ry), en

G, de la sphére (S) par rapport au repere R,.
Calcul de 6,(S/Ry) :

Le repere R; est central principal d’inertie car ses trois axes sont des axes de symétrie de

révolution. La matrice d’inertie en G de la sphére (S) s’écrit alors:

, 1 0 0
HG(S)=Ema20 1 0}
0 0 1

Comme G est le centre d’inertie de (S), alors :

G5 (S/Ro) = Nz (S)A(Rs/Ry)

_ , 1 00
=HG(S)Q(RS/R0)=Ema2 010
0 0 1

[lpzo + ‘P)?]

2 - . >
= Ema2[<pX +PZ).
Calcul de &, (S/Ry) :

Comme G est le centre d’inertie de (S), alors :
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, d .
0(S/R) = |5 86(S/R0)|

d —
_ EC?G(S/RO)] + G(Rs/Ry) A 36 (S/Ro)
R

3

2 L .2 L
= gmaz[pr +PZo| + 92, /\gmaz[q)X +PZo|

2 . s
= gma2 [¢X + oy ¥+ PZ, ]

b) Déterminons les vecteurs moments cinétique et dynamique, 6;-(S/R,) et 5,*(S/R0), en
I*, de la sphere R,. On utilise le fait que ces champs de vecteurs sont des champs de

moments de torseurs.

1° Calcul de 6,<(S/Ry) :

G+(S/Ro) = G5(S/Ro) + mB(G/Ro) AGI*

Oumv(G/R,) est la résultante du torseur cinétique de (S) par rapport a R,.

Comme 0G =0l +1G =xXy+yYy+aZ, on a B(G/Ry) =X, +yY,. Or X, =

cosp X —sinydetY, =sinyp X + cosy B
D’ou B(G/R,) = [x cosy + y sin]X + [y cosy — % siny]?
Et donc :
G (S/Ry) = %ma2 [¢§+wzo]+m[(k cos y +y sin \|/)2+(y COS  -X sin \V)V/\(—a)zo]

2 i 2 . =
= gmazq') — ma[y cosy — xsiny]| X + ma [X cos y+ysiny]¥ + gmazl/)ZO

2° Calcul de 5‘,*(5/R0) :

8-(S/Ro) = 86(S/Ro) +md(G/Ro) AGI*

Oumda(G/R,) est la résultante du torseur dynamique de (S) par rapport a R,.
Comme 3(G/R,) = %X, + VY, il vient :

a(S/Ry) = iX, + Y, = [¥ cosy + j sin]X + [j cosy — & siny]d et donc :
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8-(S/Ro) =
%maz[g'o')? + QUi + PZo| + m[(% cos i + Jsinp)X + (J cosp —

%siny) v’ A (—a)Z,

= Emasz — ma(y cosyp — ¥ sin 1/))] X+ Emangl[) + ma(% cosy +
¥ sin tp)] v+ %maztlifo
Remarque

Il faut maintenant tenir compte du fait qu’il n’y a pas de glissement en 1. Le point de

contact | de (S) avec le plan tangent commun de contact (1) = (0X,, 0Y,) est tel que

—

Gl = —aZO.

Le vecteur vitesse de glissement de (S) par rapport au plan () est :

B(I € S/Ry) = B(G € S/Ry) + Q(S/Ry) AGI

= [(X coS Y +V sin \|/)§+(y COS  -X sin \4/)7] + [(piJr\uZO]A(—a)zO
= [k cos y+ysiny]X + [ cos y -x sin V.

La condition de roulement sans glissement de (S) par rapport au plan () est obtenue en

annulant la vitesse de glissement : (I € S/R,) = 0, ce qui se traduit par :
xcosy+ysiny =0etycosy-xsiny =0
D’ol ¥ cos i + y siny = a@i et jcosy — ¥siny = —ap

L= 2 2. 2.1g , 2 2,15
Donc : 6,+(S/Ry) = [gma ¢ + ma (p]X +5ma Yz,

7 2. - 2 2 . >
= ;ma pX +ma Yz,

Et

- 2 2.' 2.. - 2 2 . . 2 . . - 2 2.-—7
61-(S/Ry) = zMma’g + ma (p]X+ [gma oY + ma <plp]v +§ma YZ,

7 e T, 2 s
=gma pX +§ma oYv +§ma Yz,
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Exercice 04. Un pendule pesant constitué d’un solide homogéne de forme quelconque, de
masse m tourne autour d’un point fixe O lui appartenant. La liaison entre le solide et le bati
est de type cylindrique. Le pendule est lié au repére R,(0,X%;,¥1,Z;) €n mouvement de
rotation par rapport a un repere fixe Ry(0, Xy, Vo,Z,) lié au bati tel que: (X, X;) =

(370»371) =0.

Le tenseur d’inertie du pendule en son centre d’inertie G dans le repere R, est égale & : I;.

On donne 0G = Lx, avec L = Cte; R, est le repére de projection.

1. En utilisant les théoremes de la résultante dynamique et du moment dynamique, établir
I’équation différentielle du mouvement.

2. Retrouver I’expression de cette équation en utilisant le théoréme de conservation de
I’énergie mécanique totale.

3. En déduire I’équation différentielle du pendule simple ainsi que sa période.

Solution.

Ry (0, %y, Yo, Zo) repere fixe.

La projection de cette équation vectorielle sue les axes donne :
Rox + mg cos @ = —m8 (2)

Rpy —mgsinf = mLO 3)
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1. Théoreme du moment dynamique au point G :

Le moment des forces extérieures est égal au moment dynamique de la barre.

> M(Fe) /G = 85(5/Ro) @
i
N . —L ROx 0
YiM(Fot)/G = GO ARy = { 0 A {Roy = { 0 =-LRyy, 7
Ro 0 R 0 Ry _LR03/

Le moment dynamique est égal au dérivé du moment cinétique au point G :
Vitesse et accélération du point G :

. . o 0 L 0
Vo(G) =V°0)+QIA0G = {0A {o = {Lé
R R

Ry

0

d°Vo(G) d'V°(G)
. dt

L 0 0 0 ~L6?
7°(6) = +QPAVO(6) = {Lé + {(_) A {Lé = { L6
Ry Ry

L0 6 0 &\ 0
1.Théoréme de la résultante dynamique et du moment dynamique au point G :
1.a Théoreme de la résultante dynamique au point G :

La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du
solide par 1’accélération de son centre d’inertie. L’articulateur au point O est cylindrique,
la réaction a deux composantes dans le plan (X;, ;)

R, + P = my°(6)

d°G(S/Ro)

86(G/Ro) = — 1

Or nous avons : 6;(S/R,) = 1;.Q% = 6,(S/R,) = 1,67,

> d°¢.(S/R .
6¢(G/Ro) = %/0) =107,
Nous avons ainsi : —LR,y, = I;6 & Ry, = —% (4)

1.c Equation différentielle du mouvement :
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On remplace 1’équation (4) dans 1’équation (3), on obtient : — % —mgsin® = mLé

.. _ .. mgL
O(mL* + I;) + mgL sinf =0 & 0+mLZ—+IGsm9=0

2. Equation différentielle en utilisant le théoréme de conservation de 1’énergie totale :

L’¢énergie totale dans la position 1 est égale a I’énergie totale dans la position 2 : E; = E,

1 2 117 1 . 1 .
Ey =5m[V7°(Q)] +508 1.08 =§m[w]2+§16.92

E, =mg(L —Lcos8) =mgL(1—cosB)

1 o ap2. 1. 42 12 (19 ] 2
EmL 0 +§IG'9 =mgL(1 — cos 0) S 0°(mL” + 1;) = 2mgL(1 — cos 0)

En dérivant les deux termes on obtient : 260 (mL? + I;) = 2mgL6 sin @

.. ) .. mgL .
O(mL? +1;) —mgLsinf =0 = 9+mL2—+IGsm0=O

3.Equation différentielle du pendule simple ainsi que sa période :

Dans le cas d’un pendule simple I; =0, et s’il a de faibles

oscillations alors : sin ~ 0

L’équationdevient: 8 +20 =0 w?=2 et T=2L= 271\/Z
L L w g

Exercice 05. Une demi sphére pleine de centre C, de rayon R, de masse M, de centre

d’inertie G est animée d’un mouvement plan par rapport au repére fixe Ry (0, Xo, Yo, Zo).
Elle est en contact avec le sol lisse en A et le mur lisse au point B. Elle glisse sans

frottement sur les deux points. Le tenseur d’inertie de la demi sphere pleine en son centre

A 0 O
C dans le repére Ry (C,X,,Y;,Z;) est donnée par: Ic,r = |0 A 0| avec A= %MR2 et
0 0 4

CG=a

. Déterminer la vitesse et I’accélération absolue du points G dans R, et R;.
Déterminer les coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphere.
Calculer les réactions N, et Ny en fonction de 6, 6 et 6 en utilisant le théoréme de la

résultante dynamique.
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4. En utilisant le théoréme du moment dynamique trouver 1’équation différentielle de
mouvement de la demi sphére.
5. En intégrant 1’équation de mouvement et en prenant les conditions: 6(0) = 0 et

6(0) = 0 . montrer que ’on a: 62 = 2M%sin 6.

6. Retrouver I’expression de 82 en utilisant la conservation de 1’énergie mécanique totale ;

7. En déduire les expressions des réactions R,, Rp et de I’angle limite €, pour lequel la
demi sphere pleine quitte le mar.

f'_el
B
o

Solution.

1. Vitesse et accélération absolue du point G dans R, et R, ; A partir du vecteur position

du point G nous déduisons la vitesse et 1’accélération.

L R —acos 6 R —acos 6
Nous avons: 0G = 0OC + CG = {R+ {—asin9= {R—asine,
Ro\0 R, 0 Ro 0
—a
CG = {0
R~ 0

ﬁ)? = 92)0 = 921

Dans le repére R, :

R d°0G ( afsiné _ d°VO(6) a(6sin@ + 62 cos 6)
Vi@ = ;- ~facos6 = Y@ =——7"—"= J—q(fcosd +6?sinh)
Ry 0 Ro 0

Dans le repére R, :
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_, ¢ d'C¢  —pn  —— 0 —a 0 0
Vo(G) = P T+ Q; ANCG = {0 A { 0 = {g A {—(6)19
Ry Ry Ry

- _ 0 (0 0 b

—_— 0y/0 1y/0 — — . . .
Y36 =222 = L E 4 9 AVI(G) = {—ae {(_) A {—a@ = [—ag
Ry 0 Ry 0 Ry 0 Ry 0

2. Coordonnées du centre instantané de rotation (CIR) de la demi sphére :

Nous pouvons le déterminer de deux facon : I’une graphique et I’autre analytique.
Methode graphique : Les directions des vitesses des deux points A et B du solide sont
connue, on trace les perpendiculaires a celles-ci au méme point, leur intersection est le
centre instantané de rotation. Les deux normales se recentrent au point C, alors celui-ci est
confondu avec le centre instantané de rotation (I = C).

Méthode analytique : La vitesse du centre instantané de rotation est nulle : soit (x;, y;)

les coordonnés du C.I.R dans le repere Ry, nous pouvons aussi écrire :

VoD =V G)+Q°AGI =0 &

af sin 6 0 x; — R+ acos@ 0

—facosd+ J0A {y,—R+asing= 30

Ro 0 RO R 0 Ro\0
afsind —0(y,—R+asinf) =0 s 6(y,—R)=0 = y,=R
—abcos® —60(x,—R+acosf) =0 P O(x,—R)=0 = x,=R

On voit bien que le C.1.R est confondu avec le centre C de la demi sphére.

Réaction R, et Ry en fonction de 8,8 et 6 par le théoréme de la résultante dynamique
La résultante des forces extérieures appliquées au solide est égale a la masse du solide par

I’accélération de son centre d’inertie :

Z B =myS6) o B+By+md=mySG) (1)
i

Projetons 1’équation (1) sur les axes du repére R,
Rp = ma(Hsin@ + 62 cos 6) (2)

Ry,—mg =-ma(fcos +6%sind) & R, =mg=—-ma(fcosd+62sind)
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4. Equation différentielle de mouvement de la demi-spheére en utilisant le théoréme du

moment dynamique

Le moment résultant des forces extérieures est égale au moment dynamique du solide au

méme point C.
— - - S —_— - —_— —_— > -
z M, (Fon)/C = 6 (R—) o CAAR,+CBARy+CGAmMG =6, (S/Ry)
- 0
l
Le moment dynamique est égale a la dérivée du moment cinétique :

- 05
6c(S/Ry) = %fm“) , le moment cinétique au point C est donné par :

) _[A 0 o07[0 . . 0
6c(S/Ro) =Ic/p,- Q1 =0 A 0||0|=A46Z,=A46Z;=|0
0 o Allé Ablg g,
q d’s.(S/R -
Se(s/Re) = LT _ 5,

CANR,+CB ARz +CBEAmG =6:(S/R,) comme : CA//R,et CB //Ry alors :

. . —acosf 0 0
CAAmG =6:(5/Ry) & —asinf| A |-mg|= 0
Rl 0 gl 0 1 5 lad

d’oti: mg acos6 = Af
ce qui donne : § = == cos 6 (4)

Equation de mouvement avec les conditions : 8(0) = 0 et 8(0) = 0:

On multiple ’équation (4) par : 8, puis on intégre

06="0c0s0 = a(36%) =" agsino

= cos > = (sin @)
foe d Géz) = %f: d(sin 6) = %éz = =Fsin6 on déduit alors :
. mga

62 =229 %ing (5)

6. Expressions de 62 en utilisant la conservation de 1’énergie mécanique totale :
Ec+Ep=Eco+Ep =Cte = E;—Eqo=—(Ep—Epo)

1— — 1 .
EC:EQ?IC/RIQEZEAH ; EC :O

0
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asin@ do

0
—(Ep — Epo) —fmg d(0G) = mf[ ] [—acos@d@] f‘mgacos@ do

= mgasin 0

Ec—Eco=—(Ep—Ep) =

2

On retrouve ainsi 1’expression de 62.

1 . .
—A6? =mgasinf o 6%2=2

mga
A

sin 6

7. Expressions des réactions Ny, Ny et de 1’angle limite 8; pour lequel la demi sphere

pleine quitte le mdr.

Il suffit de remplacer les expressions de 6

6 et de 6 dans celles de R, et Ry :

Ry =ma ("2 cos fsin 0 + 272 sin 6 0)—3m2 " sin cos 6
g =ma|— —cosOsi - Sinfcosf) = 7 sind cos
mga mga
RA=mg—ma(Tgc059cost9+2 9 sinasina)
m?ga?
=mg — g (cos?8 — sin?0)
m?ga®

Ry =mg — cos 26

A

o L =0 7
La demi sphére quitte lemarsi: Rg =0 = g=" © 9:5
2
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