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Avant Propos

Ce polycopié est basé sur des notes de cours que j’ai utilisé pendant quelques années
a enseigner la matiere Equations Différentielles I déstiné aux étudiants de Master
1 Equations différentielles et modélisation a l'université de Belhaj Bouchaib Ain
Temouchent.
Ce cours peut eventuellement étre utile pour tout les étudiants et chercheurs qui sont
intéréssés par les équations différentielles d’ordre deux, que se soit un probleme de Cauchy,

un probléme aux limites ou un probleme de Strum Liouville.



Introduction

Ce polycipié est un cours de master 1 de la matiere équations différentielles I, son ob-
jectif est de permettre a I’étudiant d’acquérir des connaissances pour étudier les équations
différentielles de second ordre, les problémes aux limites et la fonction de Green, ainsi que
de résoudre un probléme aux limites de Strum Liouville a valeurs propres.

Les fonctions de Green constituent une méthode assez générale de résolution d’équations
différentielles ou de transformation d’équations différentielles en équations intégrales. Elles
sont extrémement utilisées en mécanique quantique ou on les appelle des propagateurs,
et en théorie des processus stochastiques.

Les problemes aux limites et les équations de Sturm Liouville sont tres appréciés par les
chercheurs en particulier les physiciens car elles permettent de modéliser certaines situa-
tions. Entre autres, elles sont utilisées dans les problemes de vibration ou encore lorsqu’on
fait face a des ondes stationnaires. De plus, elles se révelent intéressantes dans des pro-
blemes d’oscillation (voir [5]).

Ce document contient trois chapitres.

Le premier contient quelques résultats sur les problemes de Cauchy tels que les théoremes
d’existence et d’unicité de la solution, et la résolution des équations difféntielles du second

ordre écrites sous la forme
2"(1) = ao(T)2(7) + a1 (1)’ (1) + b(r), VreleR,

ou ag,ay,b : I =]a, f/[C R — R sont des fonctions continues, et z est une focntion de

classe C2.



Cette équation est équivalente a une équation d’ordre un sous la forme matricielle
X'(7) = A(m)X(7) + B(7),

x(7) 0 1 0
avec pour 7 € I C R, X(7) = L A(T) = . B(1) =
p elcC (1) () (1) wlr) alr) (1) b(r)

Le deuxieme chapitre est consacré a la résolution des problemes aux limites en utilisant
la fonction de Green et la fonction de Green généralisée.

On présente des résultats d’existence et d’unicité de la solution et aussi des résultats
d’existence de la fonction de Green, on donne la forme générale de la solution du probleme

aux limites non homogeéne suivant

La(t) = “Llp(t)a’ ()] + a()a(t) = ()

Bi(z) = aqz(a) + But’(a) = 7a
By(z) = apx(b) + Bz’ (D) = 1

Nous montrons que si la solution du probléme homogene est x = 0, alors la solution peut
étre écrite en utilisant la fonction de Green, sinon la solution est écrite en utilisant la
fonction de Green généralisée si elle existe.

Dans le dernier chapitre, on introduit les problémes aux limites de Strum Liouville sous

la forme

d

(p(@)2' (1)) + (q(t) + Ar(t))z(t) = f(t)
az(a) + agx’(a) =0
Bra(b) + B2’ (D) = 0

et on montre comment chercher les valeurs propres et les fonctions propres associés, et on

donne la forme générale de solution (si elle existe) en développement en série de Fourier

et en utilisant la fonction de Green (si elle existe).

Le polycopié se termine par une conclusion et une bibliographie.



— Chapitre | . S
Rappels sur des résultats d’existence

et d’unicité du probleme de Cauchy

Ce chapitre est consacré aux rappels de résultats d’existence et d’unicité d’un probleme

de Cauchy d’ordre deux, et a le résoudre en calculant la résolvante.

1.1 Théoreme d’existence de solutions

Dans cette section, on considere E un espace de Banach, U un ouvert de E et [ un
intervalle de R.

On considere 1’équation différentielle

2'(t) = f(t,x(t)) (L1)

ou f: I xU — E est une fonction continue, et x est une fonction définie sur un intervalle

I CR

Définition I.1.1.
Une solution forte z de (I.1) est une fonction de classe C! sur un intervalle J C I C R et

a valeurs dans U, dont la dérivée vérifie 2'(t) = f(¢,z(t)) pour tout t € J.

Définition I.1.2.
On appelle condition initiale de I’équation (I.1) une valeur (tg,xo) € I x U telle que la

solution cherchée z satisfait a la condition z(ty) = xo.



1.1 Théoréme d’existence de solutions

Définition 1.1.3.
L’équation différentielle avec une condition initiale s’appelle un probleme de Cauchy et
s’écrit

(1.2)

Définition 1.1.4.
Une fonction x est dite solution du probléme (1.2) si z vérifie I'équation =’ = f(t, z(t) et

la condition initiale x(ty) = .

Théoréme 1.1.1.

Une fonction x est solution intégrale de (1.2) sur I si et seulement si

i. pour tout t € I, x(t) € U,
ii. x est continue sur I,

t
iii. pour tout t € I, z(t) = xg —l—/ f(s,x(s))ds.
to

Théoréme 1.1.2.

Si f est de classe C*, alors toute solution = de I’équation (I.1) est de classe C*1.

Définition I1.1.5.
Soientt I un intervalle ouvert de R et U un ouvert de E, une fonction continue f : I xU —
E est dite localement lipschitzienne par rapport a z si pour tout (ty,zg) € I x U, il existe

un voisinage J C I de ty et un voisinage Uy C U de x et un réel K > 0 tel que

Vte J, Y(xi,m3) €U ona

[f(t, 1) = f(t, 22)||p < K21 — 22|p
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Théoréme 1.1.3.

On suppose que la fonction f est continue sur I x U et localement lipschitzienne par
rapport a x, ou I est un intervalle de R et U est un ouvert de E.

Alors pour tout (tg,z¢) € I x U, 37 > 0 et une unique solution = € C'([tg — 7, tg + 7], U)
du probleme (1.2).

Définition 1.1.6.
Soit © : I — U et & : I — U deux solutions de I'équation (I.1), on dit que Z est un

prolongement de = si I C I et Z(t) = x(t) pour tout t € I.

Définition I1.1.7.

Une solution x : [ — U de (I.1) est dite maximale si x n’admet pas de prolongement.

Définition I.1.8.
Une solution = : I — U de (I.1) est dite globale si = est définie sur l'intervalle I tout

entier.

Remarque 1.1.1.

Toute solution globale est maximale mais la réciproque est fausse.

Théoreme 1.1.4.
Soit f une application continue sur un intervalle [a,b] de IR, et dérivable sur |a, b, s’il

existe M € IR tel que f'(¢) < M pour tout ¢ €]a, b[, alors

f(b) = fla) < M(b—a)

1.2 Equations différentielles du second ordre

On considere 'équation différentielle du second ordre de la forme

(1) = ao(T)x(7) + a1 (7)x' (1) + b(7), (L.3)



L2 Equations diftérentielles du second ordre

ol ag, a; et b sont des fonctinues continues définies de I =|a, 5[C R dans R.

L’équation (1.3) est équivalente a une équation différentielle matricielle d’ordre 1, en effet

x(T 0 1 0
si on pose X(7) = ) ,A(T) = et B(1) = alors on a

'(7) ao(7) ax(7) b(7)

Considérons maintenant le probleme de Cauchy

X'(1) = A(7)X (1) + B(1)

X(m) = Xo (1.4)

avec A : I C R — £(R? R?) est un operateur continu, B : I C R — R? continu et
(70, Xo) € I x U C R

Définition 1.2.1.

On appelle solution du probléme (1.4) toute fonction X de 'ouvert U qui vérifie I’équation
X" = A(1)X + B(7) pour tout 7 € I, ainsi que la condition initiale X (7y) = X, pour
(10, X0) € I x U.

Théoréme 1.2.1.

Le probleme (I.4) admet une solution unique.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme de Cauchy lipschitz [.1.3, en

effet soit F' une fonction définie par

F:I=]a,B[xUCR* =R
(1, X) > X'=F(r, X) = A(")X + B(7)

F' est continue, vérifions qu’elle est lipschitzienne :
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Soit (7, X4), (1, Xs) € I x U,

|F(1, X1) — F(1, X3)| = [A(X1 — X))
< [JA[| X7 — Xo|

< SUI;(CLO(T% L+ ay (7)) ]| X1 — Xa|
TE

< K| Xy — Xy

et K > 0 d’ou F est lipschitzienne. O

Exemple 1.2.1.

L’équation z” + 3z’ + 4x + 36e™ = 0 admet une solution unique, en effet si on pose

x
X = , on a
x/
v 2 _ 2
x’ —3z" — 4 — 36€”
0 1 x 0
= +

—4 =3 x —36e”

A est un operateur constant donc continu et borné avec |Al| = 4, et B est continue

(I'exponentielle est une fonction continue), d’ott F est lipschitzinne.
Proposition 1.2.1.
Soit

f:IxUCR* =R

(r,2,2") = f(1,2,2") = ap(7)x + a1 (7)x’ + b(7)

ou agp,a,b: I C R — R sont des fonctions continues.



1.3 Systéme homogéne X' = A(1)X

Alors le probleme de Cauchy

" = ag(T)r + ay(7)x’ + b(T)
z(70) = Yo avec T € I,v,71 € R,

I/(To) =N

admet une solution unique.

Proposition 1.2.2.
Soit X; une solution maximale de X’ = A(7)X et soit X5 une solution particuliere
de X' = A(1)X + B(7), alors X = X; + X, est une solution maximale de I’équation
X'=A(7)X + B(1).

Démonstration. Soit X; solution maximale de X' = AX, d’ou X, vérifie 'équation X| =
AX;.

De méme soit X, solution particuliere de X’ = AX + B, d’ou X, vérifie I’équation
X, =AX,+ B.

Posons X = X; + X, alors X’ = X{ + XJ, mais on a

Xi+X;=AX;+ AX, + B

d’ou

X' =A(X;+ Xy)+ B=AX + B,

ce qui donne que X est une solution de AX + B. O

1.3 Systéme homogeéne X' = A(1)X

Dans cette section on va donner la solution du probleme homgene en utilisant 1'opé-

rateur résolvante.
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Considérons le probleme de Cauchy homgene suivant

X' =A(n)X

(L5)
X(70) = (a0, 5o)

avec A : I =]a, B[C R — £(R?* R?) est un operateur continu, (79, Xo) € I x U C R

x
Et X = ou z est solution de I'équation =" = ao(7) + a1(7)2z" + b(7) définie par (1.3)
.,L./

et vérifie la solution initiale

x(70) o

z'(7o) Bo

avec (o, Bo) € R.

Proposition 1.3.1.
Soit S = {X : I C R - R? declasse C'/X' = A(7)X} et soit 7 € I, définissons
I’application IL. par

I, : S - R?
b 1L(X) = X(7) — (a0, )

Alors,
1. S est un sous espace vestoriel de I’ensemble des fonctions de classe C*(I, IR?).

2. Pour tout 7 € I, II, est un isomorphisme bicontinu (IL; est bijective continue et

1! Pest aussi).

3. dimS = 2.
0
Démonstration. * S # () car pour X* = ,Vrel,
0
0 0
ona X" = = A(r)
0 0

* VXl,XQ € S, \V/>\1,>\2 € R, MX1+ XXy € Cl,
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On a (>\1X1 + )\QXQ), = >\1X{ + )\QXé,

d’ou

(>\1X1 + )\QXQ)/ == >\1A(T)X1 + )\QA(T)XQ
= A(T) ()\1X1 + )\gXQ) .

Par conséquent, \{ X7 + A\ X, € S.

x Soit 7 € I, Vag, a9 € R, VX1, X5 € S,
on a Il (a1 Xy + asXs) = (X7 + a2 Xy) (1),

alors,

IL (1 X1 + o Xs) = (a1 21(7) + oo (7), a1 2y (T) + oy (7))
= ay(x1(7), 2(7)) + aa(w2(7), 25(7))
= quT(Xl) + OZQHT(XQ)

IL, est bijectif, en effet
ML (X = X ()] = [[(z(7), 2" (7)) < [ X]lI7| < K[| X],

ona X €8: X' =A(1)X, X € C!, donc II, est continue.

pour 7y € 1,
I, : S —» R?
X~ X(79) = (2(10), 2'(70))
et
II,:R? = S
(a0a ﬁﬂ) ~ X

. I(To) Qo
e X' = A(1)X et X(79) = = .
(% e X (M) (5)

17! c’est Poperateur qui associe a chaque valeur (ag, 3y) la solution du systéme

X' = A(1)X qui passe par (ag, By) & I'instant 7.

Donc d’apres le théoreme d’existence X est définie d’'une maniere unique c’est a dire
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1! est bijective et donc IT, est bijective, II-!1 est continue consequence directe du

théoreme de dépendance continue par rapport aux parametres.

U
[.3.1 Opérateur résolvante
On va définir la résolvante du probleme de Cauchy homogene (1.5).
Définition I.3.1. (i) On appelle systeme fondamental de 'équation X' = A(7)X

toute base de S.

(ii) Soit (X7, X5) une base de S, on appelle solution maximale de I'équation X' = A(7)X

toute combinaison linéaire de X7, X5 i.e. aX; + X5 avec o, 5 € R.

Définition 1.3.2.

Soient 7,79 € I =|a, B], on appelle opérateur résolvante de X’ = A(7)X, l'isomorphisme

R:R?* -5 R?
(Ta 7_0) - R(T7 7_0) = HT © H;Ola

i.e. R(t,m0) € L(R?* R?).

Définition 1.3.3.

On appelle résolvante I'application

R:1x1— L(R*R?

(11, 72) = R(m,m2) =11, o -t

T2

To\T1, T r1\T1, T ; 0 |
o(m1,72) 71(71,72) etT’;(T,T):di]’: 7
/

1

ou R(Tl,’i'g) = ) o
(11, T2) 1 i=y

ro(T1,72) T
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Propriétés 1.3.1. 1. Vr,m € I, R(11,72) o R(12,73) = R(71,73),
2. Vrel, R(r,7) = Idge,

3. [R(m1, )]t = R(me, 7).

Exemple 1.3.1.

Soit 2 = 0, cette équation est équivalente a

!/

X T B 01 T
T 00 x

Onaz'=0=z=ar+p,a,0 €R, alors on a

TO(T07 TO) = a7 + 5

7“6(7'0,7'0) =

et ro(70,70) = 1 et 74(79,70) = 0, par conséquent o = 0,5 = 1. D’ou ro(7,79) = 1, de

méme on a

r1(70,70) = a1+
(70, T0) =«
mais 71(7o, 70) = 0 et 74 (70,70) = 1 ot v = 1, § = —7¢ ce qui donne r1(7,79) = 7 — 7.

Et alors la résolvante est donnée par

1 71—

0 1

R(7,710) =

Exemple 1.3.2.

Soit I’équation suivante : 2" — 3z’ +2x = 0...(x) ou z € C*(Ja, b[, R), (x) est équivalente

/

T 0 1 T

' -2 3 x

onadet(A—A)=0=X N -3\+2=0dou =1 et =2
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La forme générale de la solution est donnée par
‘/E(T) = CleAlT + 026)\27—7 017 02 c R;

et donc on a
ro(70,70) = C1e™ + Cye?™

ro(10,70) = Cre™ + 2C5e*™

mais (79, 7o) = 1 et ry(79,79) = 0, d’ott C; = 2e™™, et Cy = —e 2™, Donc

ro(T,70) = 2eT7T0 — €72,

D’autre part on a
r1(70,70) = C1e™ 4 Cye®™

(10, 70) = Cre™ + 2C5e*™

avec 11(79,79) = 0 et (79, 70) = 1 par conséquent C; = —e ™ et Cy =

donne 7 (7, 7) = —€7" 0 — T 2™,

D’ou la résolvante est donnée par

2eT—T0 _ 62(777'0) —eTT0 62(7'770)

R(r,79) =

2eTTO _ 262(7'—70) —eTTTo 262(7'—7'0)

Théoréeme 1.3.1.

Le probléme de Cauchy (I.5) admet une solution donnée par
X(1) = R(7, 70) Xo.
Démonstration. En effet, on a R(7,79)Xo = (IL. o II ") (X (7)), d’ott

R(7,70) X0 =IL. (I, (X (70)))
= X(71).

—e72™ ce qui
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Corollaire 1.3.1.

Pour tout 7,79 € I, R(7,7p) est une solution du probléeme de Cauchy

R'(1,79) = A(T)R(7, 70)
R(TQ,TQ) = IdRQ.

Démonstration. D’apres le théoreme X (1) = R(7, 79) X0 est solution de (I.5) d’ou
X'(1) = R (7, 10)Xo,
mais R/'(7,79) = A(T)R(7, 1), d’on
R'(1,70) = A(T)R(7,0).

De plus, X(79) = Xo et X(79) = R(70,70)X0 ce qui donne R(7,79) = Id. O

Corollaire 1.3.2.
Le systeme {(ro(-,-),r5(,-)), (r1(+,-), 71 (-,+))} est une base de S, qu’on appelle systeme

)
fondamental principal de la solution de (1.5).

Démonstration. Soient A1, Ay € R, puisque la dimS = 2 et dimS # 0 il suffit de vérifier
que la famille est libre, V7 € I,

Mro(T,70) + Aari(7,79) =0
Aro(T,m0) + Aary (T, 0) =0

En prenant 7 = 7y on trouve A\; = Ay = 0. ]
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1.3.2 Wronksien

Définition 1.3.4.
Soient X7, Xy € S, on appelle wronksien de X, X5 'application

W:I—-R
T T
T WX, X)) =det| 7
Ty x
Exemple 1.3.3.
/
T 0 1
42 +r=0& X' = = X.
x -1 -2
—A 1 . )
et det(A — \I) = = (A + 1)%, d’ot les valeurs propres sont données par
1 —2-2)\
A1 = Ay = —1, et la solution est donnée par

z(r) = (C1 + Car)e™ .

Apres calcul de la résolvante on trouve (7, 79) = (1—7194+7)e™ 7,11 (7, 70) = ITO —; T o=t
ro(7,0 1+7)e™ ™ ri(7,0 Te
On pose X;(7) = o(70) = ( ) et Xo(1) = 1(7,0) =
ro(7,0) —Te 7 (7, 0) (1—=7)e "

Calculons le wronksien
W (r, X1, Xo) = det| X1(7), Xo(7)| = 7, vT.

Notation 1.
On note W(r) = W(r, X1, X2).

Proposition 1.3.2.
Pour tout 7,7 € I, on a W (1) = W(7) det R(7, 7).

Théoréeme 1.3.2.
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W est une fonction de classe C' sur I, W est solution de I’équation différentielle dite
équation d’évolution

W'(r) = tr(A(7)) * W (7).

Démonstration. Soient X7, X5 une base de S ou X; et X5 sont deux éléments de S.
W(r) = det[X;1(7), Xao(7)].

X1, X5 € S donc sont de classe Ct, par conséquent W (7) est aussi de classe C! (la régularité
de W se découle de celle des X;).
On a

On a aussi X! = A(7)X et xf = ao(7)z; + a1 ()2 pour i = 1,2, d’ou

W(7) = 21(7) (a0(7)22(7) + ar(T)a5(7)) — 22(7) (a0(7)21(7) + ax(7) (7))
= ay(7) (21(T)a3(7) — 2a(T)2 (7)) = ax (T)W(7).

0 1
vu que A(1) = , alors W'(71) = tr(A) « W(7). 0
que A(T) (GO(T) al(T)) (1) =tr(A) « W(r)

/ " (Als))ds
Corollaire 1.3.3. 1. Pour tout 7,79 € I, W(7) = W (mp)e/m .

s et Rl — ¢ / tr(A())ds

3. Pour tout 7 € I, W (7) a un signe constant.

4. Sl exist 7* € I tel que W (7*) = 0 alors pour tout 7 € I, W(r) =0.
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Corollaire 1.3.4.
On dit que (X7, X3) est un systeme fondamental de solution de X’ = A(7)X (respecti-
vement (x1,x2) est un systéme fondamental de I'équation z” = ao(7)x + a1(7)2’) si et

seulement si V7 € I, W(r) # 0.

1.3.3 Procédé D’Alember et d’invariance

Considérons 1’équation

" = ao(T)r + ar (1), (1.6)

ol ag, ay : [a, B8] — R sont des fonctions continues, et z est une fonction de classe C2.
On peux chercher la solution de cette équation sans utuliser la résolvante a la place on

utilise le procédé D’Alember et d’invariance.

Théoreme 1.3.3.
Soit x1(7) # 0 une solution particuliere de (1.6), si 2 = ¢(7)z1(7) ol ¢ est solution de
I'équation ¢” = (a3 — 2%)¢’ et ¢ n’est pas constante,

alors {1, x5} est un systéme fondamental de solution de 1’équation (I1.6).

Démonstration. Montrons que xqest solution de (1.6), en effet

on a ry = ¢x; d'ou
zy=¢'wi+ oy, et ah =20z} + ¢z + Paf.
En remplagant dans I’équation (I1.6) et en tenant compte que x; est solution de (I1.6)on

trouve

ao(T)xy + ar(T)zhy —xe = ¢(ag(T)z1 + a1 (7)) — x1) + ¢ (a1 (7)) — 22)) — @24

_ x1¢// _ gb”:L’l =0

alors xs est solution de (1.6).

Montrons maintenant que {1, 2} est un systéme fondamental, en effet
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. I T2
Soient X; = et Xy =
' g
Le wronksien donne
1 T2
W(r, X1, Xo) = =23
puisque x; # 0 et ¢ n’est pas constante alors W (r, X1, X5) # 0.

Dot {z1, x5} est un systeme fondamental de solution de (1.6).

Définition 1.3.5.

On appelle invariante de I’équation (I.6)ication I définie de [«, 5] a valeur dans R par

pour tout 7 € [o, f].

Théoréeme 1.3.4.

Soit ¢ # 0, une solution de 'équation différentielle % =

% et soit ¢ une solution de
I'équation 9" 4+ I(7)1) = 0, alors = ¢ est une solution de (1.6)

Démonstration. On a x = ¢, d’ou
SE’I:(b/Q/}—i‘(bw/, etm//:¢/¢/+¢//w+¢¢//

Il suffit de calculer ag(7)x + a1(7)z’ — z qu’on trouvera égale a zéro. O

Exemple 1.3.4.
Soit
" 6 /
3"+ -2 +3r =0
T

ou z € C*([a,b],R). On a a;(7) = =2 et ao(r) = —1. Dot I(7) = 1, et ¢ est la solution
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de I’équation
W'+ =0

qui est donnée par ¢ (1) = CycosT + Cysint, C1,Cy € R.

Pour déterminer ¢ on résoud I’équation

) 2 N _C
qu’on trouve égale a ¢ = =* avec (3 € R.

La solution et donc donnée par z(7) = ¢(7)Y(1) = asint + feost ,a,B R
T

On pose (1) = L zy(7) = =T

T

, {1, 22} qui est un systéme fondamental, en effet :

sin T COS T

1
W(r) = T T =——=#0 Tel.
cosT _ sinT _ sinT _ cosT T2
T T2 T T2

1.4 Systéme non homogeéne X’ = A(7)X + B(r)

Soit I’équation linéaire d’ordre deux,

= () + ar(r)e’ + b(r).
(7o) = Qo o
z'(10) = Bo

ou ag,ay,b: I =la, ] C R — R sont des fonctions continues, (ap, 5y) € R et 79 € I.

L’écriture matricielle ramene (1.7) & un systeme différentiel d’ordre 1

X'=A(m)X + B(1)

0 1 0 o}
avec A(T) = , B(1) = et Xo = ’

ao(7)  a(7) b(7) Bo
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Théoreme 1.4.1.
Le probleme de Cauchy (I.4) admet pour solution

mﬂzmnm%+ﬁﬁﬁgmww

ou R(7,7p) est la résolvante du systeme X' = AX.

Exemple 1.4.1.
Soit le probléeme de Cauchy

" =b(7)
x(10) = ao,  2'(70) = Po.

Le probleme maticielle assicié est donné par

00 (1)
ESSM X’ = AX i.e. 2” = 0 la résolvante est donnée par

1 7—7
R(T,Tg)(o X )

avec A(T) = ’ 1>etB(T)<b0 )

La solution est donnée par

mﬂ:mﬂm&+ﬁﬁﬁﬁmﬂw
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En effet, on a

x(T) _ 1 7—1 Qg N /T 1 7—s5 0 s
/(1) 0 1 Bo o \0 1 b(s)
{0t Bolr —m) | = s)pts)as

d’ou la solution est

1.5 Exercices

Exercice 1.5.1.

Trouver la résolvante et la solution des problemes suivants :

1. 2" — /52 —2x = 0 avec z(1) = 1 et 2/(1) = 0.

2. 2" — 42’ +3x =0avec z(1) = -2 et 2/(1) = 1.

Exercice 1.5.2.

Trouver la solution des problemes de Cauchy suivants

x" —bx' 4+ 4x = 2t 5 2+ 2 — 2x = et
z(0)=1, 2/(0)—1 z(0)=2, 2/(0)=0

Exercice 1.5.3.

Trouver la solution de
1. 2" 42t + 22 =0

2. ta" =22 =0
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1.6 Conclusion

On a étudié I'existence et I'unicité de la solution d’un probleme de Cauchy non homo-
gene d’ordre deux, en passant par I’écriture matricielle équivalente.
On a donné la forme générale de la solution du probleme homogene en utilisant la résol-
vante, on a fini le chapitre par la solution du probleme non homogeéne.

chaque section est enrichie par des exemples détaillés.



— Chapitre |l . -
Problemes aux limites et fonction de

Green

Dans ce chapitre on va étudier les problemes aux limites et les résoudre en utilisant
la fonction de Green. On va aussi donner les propriétés de la fonction de Green, celle
ci existe quand la solution du probleme homogene est nulle, et de la fonction de Green

généralisée qui exite quand la solution du probleme homogene est non nulle.

11.1 Définitions et notations

Considérons I'équation différentielle du second ordre définie pour tout ¢ dans l'inter-
valle [a, b]
2"+ ar(t)x’ + ao(t)z = g(t), (I1.1)

ou aop, a; et g sont des fonctions continues sur [a, b].

On peut réecrire 1’équation (I1.1) sous la forme

d

()] + a(t)x(t) = £(2) (IL.2)

t

Avee p(t) = exp( [ ai(s)ds), p(t) > 0, a(t) = ao(t)p(t) et () = g(t)p(t)

a



1I.1 Définitions et notations

Définition I1.1.1.
On note par L l'opérateur définit par I’équation (I11.2),

L:C%([a,b),R") — R

v La(t) = Sp(0) (0] + a(0)a(t) = ().

Ou ¢ et f sont des fonctions continues sur [a,b] et p est une fonction de classe C' et

p(t) > 0, pour tout t € [a, b].

On va considérer par la suite le probleme aux limites suivant

L(a(t) = L lp(t)a’ ()] + a(t)a(t) = ()
B(x) = auaa) + B0
By(z) = apz(b) + By’ (b)

(a) = 7q (I1.3)
( ="

ott les coefficients oy, oy, B, et By sont des constantes réelles telle que o? + 32 # 0 (i=a,b).

Notation 2.
f et g sont des fonctions continues sur [a,b] et p est une fonction de classe C! et p(t) > 0,

pour tout ¢ € [a, b],

1. On note (PP) un probléme aux limites non homogene avec des conditions non ho-

mogenes, pour t € [a, b]

L(x(t)) = jt ()" ()] + q(t)z(t) = f(t)
.’ (a) + Bax(a) =, (1L.4)
ap’(b) + Byz(b) = Wy

2. On note (PH) un probleme aux limites non homogene avec des conditions homo-
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genes, pour t € [a, b]

L(a(t) = S Ip(e)a’ ()] + a(0)a(t) = ()
' (a) + Bax(a) =0 (IL5)

apz’(b) + Ppx(b) =0

3. On note (HP) un probleme aux limites homogene avec des conditions non homo-

genes, pour t € [a, b]

jtw) (6] + ala(t) =0

o2 (@) + Ba(a) = (IL.6)
apz’(b) + Bpx(b) =

L(x(t)) =

4. On note (HH) un probléme aux limites homogene avec des conditions homogenes,

pour t € [a, b

L(z(1)) = i[p(t)ﬂf'( )] +q(t)z(t) =0
o' (a) + far(a) =0 (IL7)
apr’(b) + Byx(b) =0

1.2 Probléeme aux limites homogene

Considérons le probleme aux limites (HH) suivant

L(x(t)) = jt[p@)x'( )] + q(t)a(t) = 0
o2 () + Baz(a) = 0 (IL.8)
apr’(b) + Byx(b) =0

Ou ¢ est une fonction continue sur [a,b] et p est une fonction de classe C! et p(t) > 0,
pour tout t € [a,b], et les coefficients a,, ap, B, et [, sont des constantes réelles telle que
ai + B} # 0 (i=a,b).

Il est clair que le probleme (I1.8) admet au moins une solution par exemple z = 0, le but
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est de chercher une solution non triviale.

le probleme (I1.8) admet au moins une solution non triviale, en effet

Soient x; et x5 deux solutions linéairement indépendantes sur [a,b] de Lz(t) = 0, ces
solutions existent toujours.

Supposons que x est une solution non nulle du probleme (I1.8), alors ils existent deux

constantes ¢; et ¢z (non toutes les deux nulles) telle que pour tout ¢ € [a, b]
x(t) = c1x1(t) + caza(t). (I1.9)
Puisque x satisfait les conditions aux limites, on aura

Bi(z) = e1Bi(21) + o By (w2) =

0 (11.10)
BQ(ZL‘) = ClBg(Il) + CQBQ(JIQ) =0

qui est un systéme en ¢y et cs.
Le fait que ¢ et ¢y ne sont pas toutes les deux nulles nécéssite que le déterminant des

coefficients soit nul, c’est a dire
=0 (I1.11)

Si la solution n’existe pas alors le probleme (I1.8) admet uniquement la solution triviale.
Il est clair que la fonction y(t) = cx(t) ou ¢ est une constante, est aussi une solution non
triviale du probleme (I1.8), d’ott on obtient une infinité de solutions non triviales de (I1.8).

On résume cette analyse précédente dans le théoreme suivant

Théoreme I1.2.1.

Le probléme aux limites homogene admet une solution non triviale si et seulement si la
condition (II.11) est satisfaite, dans ce cas toutes les solutions sont données par y(t) =
cx(t) ot y et x sont des solutions non triviales du probléme (I1.8) et ¢ est une constante

arbitraire.
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Exemple 11.2.1.

On considere le probleme aux limites suivant

2 +x=0

Les solutions de ce probleme sont données par
x(t) = ¢y sint + ¢y cost.

Puisque le déterminant

sin0 cos0

sinm cosT

d’ou le probleme admet des solutions non triviales.
En applicant les conditions aux limites on trouve c; = 0 et ¢; quelconque.

Donc les solutions sont données par z(t) = c¢sint ou ¢ est une constante arbitraire.

Exemple 11.2.2.

On considere le probleme aux limites suivant

Les solutions de ce probléeme sont données par
(1) i 1t + 1t
x(t) = ¢y sin =t + ¢ cos —t.
S R

Puisque le déterminant
sin0  cos0
. =1 7’é 0
sin — cos —
2 2

alors le probleme donné admet uniquement la solution triviale, en utilisant les condition

aux limites on trouve ¢; = ¢y = 0.
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1.3 Probleme non homogeéne et fonction de Green

Considérons le probleme aux limites suivant avec les conditions aux limites de Dirichlet

L = S [p)a' (6] ~ a(t)o(r) = 71
z(a) =0 (I1.12)
z(b) =0

ol f et g sont des fonctions continues sur [a,b] et p € C et p(t) > 0 pour tout ¢ € [a, b].

Considérons le probleme homogene

Lxr =0
z(a) =0 (I1.13)
z(b) =0

Soit ¢ une solution non triviale de L¢ = 0 qui satisfait ¢1(a) = 0,
et soit ¢y une solution non triviale de L¢ = 0 qui satisfait ¢o(b) = 0, donc on a deux
solutions linéairement indépendantes.

On définit maintenant une solution de (I1.21) par

2(t) = w1 (t)1(t) + ua(t)da(t) (11.14)
ou uy, us sont des fonctions a déterminer, dérivons (I1.14) et posons
uy () d1(t) + us(t)g2(t) = 0 (I1.15)

on obtient

(1) = u (£)¢) (t) + ua(t) 5 (1) (I1.16)

dérivons (I1.16)

2 (t) = uy (1)1 (1) + uy ()5 (8) + un () (£) + ua(t)P3(2), (IL17)
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et on a

Lz = f < p )2 (t) +pt)x"(t) + qt)x(t) =

En remplagant x,2" et ” par (11.14),(I1.15) et (II.16) on trouve

P(t) (ua (8) @ (1) + ua(t) @5 (%)) + p(t) (uy (£) 91 (t) + us(8)P5(t) + ur(£)d7 (1) + ua(t)95(t))

)
+q(t) (ua () o1 () + ua(t)92(t)) = f(1).

D’ou

ur(t) (p()1(8) + P97 (t) + q()dr (1)) + ua(t) (' (£)9a(t) + p(t

+p(8) (uy (1) (1) + us(t)d5(t)) = f(2).
Mais Lo, = 0 et Loy = 0, ainsi

() (1) + (1) (1) = f“ﬁ

t

De (I1.18) et (II.15) on a le systeme

uy (£)pr(t) + us(t)¢a(t) = 0
f(t

~—

uy ()1 () + uy(t)dy(t) = <

alors

u,2<t>¢2<t) / / / _J\Y
o1 (1) P () + un(t)Ps(t) = p(?)

/ _ _u/Q(t)QSQ(t)
{ uy(t) = &

ainsi

or

+q(t)a(1))

(IL.18)
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Donc
w060 (D)
ult) = o0 0= e
ity = 050 sty = A0S0
20 = W 20 = L

En integrant et en supposant u;(a) = 0 et us(b) = 0 on obtient

{ /at uy(s)ds = — /at ](fz(SI)/IJ;ES; ds

d’ou

en remplagant dans (I1.14), on obtient

(%) gs + /tb 6o (1)

o) = [ o2 )

s.
(s) p(s)W(s)
qui est solution du probleme (II.21).
Définition 11.3.1.
Lx =0 Lx =0
Soit ¢, une solution de et ¢ une solution de
z(a) =0 z(b) =0

et soit K = p(t)W (¢, ¢1, ¢2), alors on définit la fonction de Green par I'application

G:IxI—=R
1
f¢1t¢28 a<t<s
(t,s) = G(t,s) =3 1 (06a(2)
?@(t)ﬁbl(s) s<t<b

Remarque 11.3.1.
K = p(t)W(t, ¢1, pa) est constante.
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En effet, on a
$1(t)L(¢a2(t)) — p2(t) L1 (1)) = o1 (1) (1 (1) 05 (t) + p(£)5 (1) + q(t) b2 (t))

d'oit

O1(t)L(¢a(t)) = d2(t) L(¢a () = p'(8) (o1.(t) 95 (t) — d2(t)1 (1)) +p() (o1.(1) B3 () — da(t) 1 (2))

alors

$1(t) L(d2(t)) — d2() L(d1 (1) = ()W (t, d1(t), ¢2(1)))  (Identité de Lagrange).
Puisque L(¢;) =0, i = 1,2 donc (p(t)W (¢, ¢1(t), ¢2(t)))" = 0.

Théoreme I1.3.1.
Si le probleme homogene (I1.13) admet z = 0 comme solution unique alors il existe une
seule fonction qui ne dépend pas de f dite fonction de Green telle que pour toute fonction

f, la solution = du probléme non homogene (I1.21) s’écrit de maniére unique sous la forme

b
ﬂﬂ:LG@@ﬂWm (I1.19)

Propriétés 11.3.1.

Les propriétés de la fonction de Green
1. G(t,s) = G(s,t), G est symétrique pour l'opérateur différentiel L sur [a, b].
2. t — G(t, s) est continue et vérifie les conditions aux limites homogenes.

3. t— %G(t, s) est discontinue pour t = s, pour tout ¢ € [a, b]

o . .0 ., 1
HiC17) = G = 5.

4. Pour tout t # s, G satisfait I’équation LG = 0 i.e.

;(p(t);G(t, s)) +q)G(t,s) =0,  te€]a,b].
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Exemple 11.3.1.

Construire la fonction de Green et donner la solution du probleme suivant

B=0

a=20

par conséquent la seule solution du probléme homogene est x = 0. Donc la fonction de

Green existe.

2(t) =0 x(t) = at +
pour (®) on a (®) & , alors pour a =l on a ¢1(t) =t
z(0)=0 =0
2"(t) =0 x(t) = at +
pour ®) on a ®) b , alors pour « = 1, f§ = —1 et on a
z(1) =0 a+B=0=>a=-p
po(t) =1t — 1.
on a aussi
r x—1
W(t7¢la¢2): 1 1 :17&0

D’ou la fonction de Green est définie par

pour que la solution soit en fonction de ¢, on travaille avec G(s,t) au lieu de G(t,s) et
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donc la solution est donnée par, pour f(¢t) =t on a

() = /01 (s, 1) f(s)ds

Exemple 11.3.2.

Trouver la fonction de Green en utilisant ses propiétés du probleme suivant :

Ot f est une fonction continue et = est de classe C2.

at+b si0<s<t
1. G"(t,s) =0= G(t,s) =
ct+d sit<s<l.

2. G(0,s)=b=0et G(1,5s) =c+d=0=c= —d, don

at si0<s<t

G(t,s) =
() ct—1) sit<s<l1.

. T _ y N - . _ S
3. tl_lg}rG(t,s )—tl_lggG(t,s )dounas=c(s—1)=c o —7
dG dG -1
4. E(SJF,S)—E(S_,S):méc—a:1=>a:c—1doncc:seta:s—1.

Alors la fonction de Green est donnée par

t(s—1) si0<s<t

G(t,s) =
s(t—1) sit<s<l1.



I1.3 Probléme non homogéne et fonction de Green

35

Considéons le probléme suivant

Le = S p(02' (9] — a(tha(t) = 0
2(a) = s (I1.20)
z(b) =

Soit x1(t) = c1¢1(t) + cao(t) solution du probleme (I11.20), o ¢; et ¢o sont des constante.

En utilisant les conditions aux limites du probleme (I1.20) et du fait que ¢1(a) = 0 et

$2(b) = 0, on obtient

x(a) = cada(a) = va et £(b) = c1¢1(b) = W,

d’ou

Exemple 11.3.3.

Soit le probléeme aux limites

La solution du probleme

est donnée par

ol _— .
sin 81.11(!;— ) 0<it<s
— sin
G(t,s) = sinssin(t — 1)
s<t<l1

sin 1
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Il reste a determiner la solution du probléeme

2(t) + 2(t) = 0

onaz”+x=0= z(t) = acost+ [sint, par les conditions aux limites on a

B —cos 1
O)=1=a=1 1)=B=B=———
#(0) “ =(1) sin 1
. B —cosl .
et la solution xy(t) = cost + ———— sint.
sin 1
Donc la solution du probleme donné est
B — 1 1
x(t) = cost + ﬂ sin ¢ +/ G(t,s)f(s)ds.
sin 1 0

Théoréme 11.3.2.
Si le probléeme homogene (I1.13) admet une solution unique x = 0 et le probleéme (I1.20)

admet une solution zy, alors la fonction de Green existe et le probléeme

d

Lz = —[p(t)2'(1)] — a()=(t) = ()
z(a) = 7a (I1.21)
z(b) =

admet pour solution

o(t) = o1 () + / "Gt ) (s)ds.

Exemple 11.3.4.

Trouver la solution du probleme non homogene suivant

Ot f est une fonction continue et x est de classe C2.
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Le probléme homogene (HH) associé est donné par

la probléeme admet z = 0 comme solution unique, d’ou la fonction de Green existe et elle

est donnée par

G(t,s) = -

La solution du probleme (HP)

2(0) =8 =1 B=1
=
r(l)=a+1=2 a=1.

d’ou la solution du probleme (HP) est donnée par z;(t) = = + 1.

Par conséquant la solution du probleme (PP) est

2(t) =z +1+ /01 G(t, 5)f(s)ds.

11.4 Fonction de Green généralisée

On a formuler la solution du probleme aux limites si le probleme homogene admet
uniquement la solution trivialle sinon le probleme (PH) (I1.21) admet soit une infinité de
solutions ou il n’en admet aucune.

Dans le cas ou x = 0 n’est la seule solution du probleme (H H), alors la fonction de Green

n’existe pas, dans ce cas on passe a la fonction de Green généralisée ou modifiée.
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Définition I1.4.1.

Soit zp une solution non trivialle du probleme (I1.13), et z; une solution de Lz = 0
qui ne vérifie pas les conditions aux limites. zy et z; sont linéairement indépendantes i.e
W (t, zg, 1) # 0.

et soit K = p(t)W(t, xo, 1), alors on définit la fonction de Green généralisée ou modifiée

par l'application, soit I = [a,b] € R
Gu:IxI—>R

1
(t,s) = Gu(t,s) = If
K

Théoréme 11.4.1.
Si le probleme (I1.13) admet une solution non trivialle o # 0, alors la fonction de Green

généralisée existe et le probleme (I1.21) admet pour solution

x(t) = Cao(t) / Gu(s,t)f(s)ds, ssi /ab xo(t) f(t)dt = 0.

Démonstration. On a une équivalce a démontrer, commencant par la premiere implication.
=7 Soit x(t) solution de (I1.21) et xy solution de (II.13), on veut montrer que si x est
solution de (I1.21) alors /b zo(t)f(t)dt =07

En effet, on a Lx = f = ;oLx =xof.

En utilisant I'identité de Lagrange on a

SO (1 20,1)

d
= [E()f = J]LZEO + %(p(t)W@, X, ZL’1))

d
*(p(t)W(t, Ty, 5131)) = xolx =xLxg+

zolx — xLxg = 7
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En intégrant de a a b on a

[ w0t = [ w0 Lno(t) + SO0, 1))

- /abx(t)on(t)dtJr /abjt(p(t)W(t,xo,x))dt
= [pMW(E, 2o, 2)]
= p(b)w(b, zg,x) — p(a)w(a, zg, x)
= p(0) (xo(b)2'(b) — x(b)5(b)) — pla) (zo(a)a’(a) — x(a)xg(a)) = 0.
<? Montrons maintenant que si / b xo(t) f(t)dt = 0 alors z est solution de (I1.21) 7 Soit
x1 solution de Lz = 0 qui ne satisf(;it pas les conditions aux limites.

et soit xy solution du probléme homogene (I1.13), x; et zg sont lineairement indépendantes

d’ou on a

(t) =/t xo(s):“(‘gl)fmds+/cz xl(t):%(‘glimds, (11.22)

ou ¢; et co sont deux constantes arbitraires et k = p(t)w(t, xo, x1).

x est une solution du probleme (II.21). Pour ¢ = a on obtient

z(a) =0 = zo(a) ; ds+ [ zi(a) k s=0
Cc1 c2
= x1(a) xo(slif(s) ds=0=cy =0
Cc2

De méme pour ¢t = b on trouve que c¢; est quelconque et ¢y = b.

Choisissons ¢; = ¢y = a alors 'équation (I1.22) devient
1 ot
x(t) = E/ (xo(8)z1(t) — zo(t)x1(8)) f(8)ds, (I1.23)

b
il est claire que x est une solution (I1.21) et satisfait la condition / xo(t) f(t)dt = 0, mais
cette solution n’est pas unique parce qu’on peut ajouter a (11.23) n’importe quel multiple

de xq, en effet si on ajoute le terme

zo(t) (C’ + /ab $1(8])€f(8)d8> = Cug(t) + uo(t) (/at ml(sl){"f(s)ds + /tb SE1(Sl)€f(S)dS>
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avec C' une contante, a I’équation (I11.23) on obtient

x(t) = Cxo(t) + /ab Gua(s,t)f(s)ds.

Corollaire 11.4.1.
Si le probleme (I1.13) admet pour solution zy # 0, et le probleme (I1.20) admet o comme

solution alors la fonction de Green modifiée existe et le probleme

Lr = —[p()2' ()] — a()=(t) = ()
z(a) = 7 (I1.24)
z(b) = 7

admet la solution
b b
w(t) = 25(t) + Co(t) + / Car(s,8)f(s)ds, ssi / zo(t) f(1)dt = 0.

Propriétés 11.4.1.

Les propriétés de la fonction de Green généralisée

1. Gul(t,s) = Ga(s,t), Gar est symétrique pour 'opérateur différentiel L sur [a, b].
2. Vt € [a,b], t — G (t, s) est continue et vérifie les conditions aux limites homogenes.

3. t— %GM(IS, s) est discontinue pour ¢ = s, pour tout ¢ € [a, b

0 L0 !

4. Pour tout t # s, G satisfait ’équation LGy, = 0.

b
5. Vit € [a, ], / Gar(t, s)zo(s)ds = 0
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Exemple 11.4.1.

Trouver la solution du probleme suivant

2+l =3t+1

z(0)=2(1) =1
le probleme homogene est donné par
"+ 7z =0 x(t) = ¢y cosmt + cosint
z(0)=0 = z(0)=0=0¢=0
z(1)=0 z(l)=0=0¢ =0

Le probleme homogene admet une solution non trivialle z((t) = sin 7t.

vérifions la condition d’orthogonalité, on a f(t) = 3t + 1, d’ou

1 1 1
/ sinmt(3t + 1)dt = / sin wtdt + 3 / tsinwtdt
0 0

cosmt1! cosmtlt 11 sinwt]!
ol e e (e R B
T 0 e 0 T s 0

5
T

Donc Gy n’existe pas, et le probleme n’admet pas de solution.

Exemple 11.4.2.

Trouver la solution du probléme suivant

24+l =2t—1

z(0) =1
z(l) =—1
le probleme homogene est donné par
"+ 7z =0 x(t) = ¢y cosmt + cosint
z(0)=0 = z(0)=0=0c¢=0

z(1)=0 z(1)=0=¢=0
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Le probléme homogene admet une solution non trivialle z((t) = sin 7t.

vérifions la condition d’orthogonalité, on a f(t) = 2t — 1, d’ou

1 1 1
/ sinwt(2t — 1)dt = —/ sinﬂtdt+2/ t sin 7t dt
0

0 0
cost]! cos it
- [ 2 -
™ 0 7 0
2 2
T m

d’out la condition d’orthogonalité est vérifiée et la fonction de Green généralisée existe en
effet :

la solution du probléme homogene est donée par z((t) = sin7t, x1 es une solution qui ne
vérifie pas les condition aux limites i.e ¢; # 0 donc on peut prendre x;(t) = cos nt + sinmnt,

Zg, 1 sont linéairement indépendantes

sin 7t cosmt + sin 7t
W(t, xg,z1) = =—1#0

mcosnt —msinnwt + wcoswt

K = p(t)WW = —7 et la fonction de Green généralisée est

1
——sinws(cosmt +sinnt) 0<s<t
GM<S>t) = 71T
——sin7t(cosms +sinms) t<s<1
T
La solution du probleme (HP)
2" + e =0 x(t) = cycosmt + ¢y sint
z(0)=1 = z(0)=0=c¢ =1
z(1) = -1 z(l)=0=>c €elR

Donc la solution du probléme (PP) est donnée par

1
x(t) = cosmt+ cysinnt + sinwt + +/ Gu(s,t)f(s)ds
0

2t — 1 .
= 5— +t acosmt + Bsint.
T
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D’otu le probléeme admet une infinité de solution pour «, 8 € R.

11.5 Exercices

Exercice I1.5.1.

Montrer que la fonction de Green existe et trouver la

24+ —x=0 " =0
1) 2(0) =0 2) 2(0) =0
z(1)+2'(1) =0 z(1)+2'(1) =0

Exercice 11.5.2.

Soit le probléeme aux limites suivant

2 (1) + 20'(1) + 22(t) = /(1)

z(0)=0
©(3) =0
1. Ecrire le probleme sous sa forme réduite.
2. Trouver la fonction de Green
3. Résoudre le probléme pour f(t) =e™".
Exercice 11.5.3.
Trouver la solution des probleme suivant
' +r=1 2 +r=1
1) z(0) = 2/(0) 2)¢ 2/(0)=1
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11.6 Conclusion

On a présenté les problemes aux limites d’une équation différentielle d’ordre deux
qu’on a résolu en utilisant la fonction de Green.
Nous avons aussi donné la méthode de recherche de la fonction de Green qui existe quand
le probleme aux limites homgene admet uniquement la solution triviale, et dans le cas
contraire on cherche la fonction de Green généralisée qui existe si et seulement si la
condition d’orthogonalité est satisfaite.

A la fin on a donné la forme générale de la solution quand elle existe.



Chapitre Il
Probleme de Strum Liouville

Dans ce chapitre on va présenter un probleme de Strum Liouville et chercher les
valeurs propres et les fonctions propres associées, on va résoudre le probleme homgene et
non homogene et donner la forme générale de la solution en developpement en serie de

Frourier et I’équation intégrale de la fonction de Green.

I11.1 Définitions

Dans cette section on va définir les probleme de Strum-Liouville.

Définition III.1.1.
On appelle un probléme régulier de Strum-Liouville le prboléeme aux limites qui dépend
d’un parametre A € IR et d’une fonction poid ou densité r(¢) > 0 avec t € [a, b, a,b € R

défini par le systeme suivant

Lra(t) = —(p(t)2'(t)) + (q(t
ar1z(a) + sz’ (a

A
_ 0 (IIL.1)
Bi(b) + Ba’(b) = 0

avec ; ER, B eRi=1,2et a?+ a3 #0et 7+ 57 #0.

Et p,q,7 : [a,b] = R, avec p(t) > 0, r(t) > 0 des fonctions continues.
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Corollaire I11.1.1.

I’équation différentielle du second ordre

a(t)z"(t) + f(t)='(t) + (9(t) + N)=(t) =0

ou a, f et g sont des fonctions continues définies de [a, b] a R, peut se mettre sous la forme

d’un probléeme de Strum-Liouville.

Démonstration. En Effet On pose

avec p(t) > 0 et a(t) > 0, d’ou

& (1) (1)) + (alt) + Mr(t))a(r) = 0,
e i) N I N
P 0 + (027 (1) + (Splt) + AL )a(t) =0
alors

111.2 Valeurs propres et fonctions propres

Soit z(t, ) = c1x1(t, \) + coxa(t, A) solution générale de I'équation L*z = 0, alors le

probleme (II1.1) admet pour solution x(t, A) si ¢;, o vérifient le systéme suivant

c1(aizi(a) + aory(a)) + ca(arxe(a) + anh(a)) =0
c1(Brr1(b) + By (b)) + ca(Bra(b) + Bawy(b)) = 0
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et on a
a1z1(a) + asx’(a) axs(a) + asxh(a)

Bra1(b) + Boxy (b)  Braa(b) + Baxhy(D)

Si A(N) # 0 alors la seule solution est z(¢,\) = 0,

A(N) =

et si A(A) = 0 alors soint le probleme admet une infinité de solutions ou il n’admet

aucune.

Définition II1.2.1.

(valeurs propres et fonctions propres)
1. Les racine de A(\) = 0 s’appellent les valeurs propres du probleme (II1.1).

2. A chaque valeur propre on associe une solution su probléme (I11.1) qu’on appelle

fonction propre.

Propriétés II1.2.1. 1. Soient A\, Ay deux valeurs propres distinctes du probléeme
(IT1.1) alors les solutions associées x(t, A1) et x(t, Ay) sont lineairement indépen-

dantes.

2. Soit A¢ une valeur propre alors E,, = {z = z(t,\o), L*z = 0} est un K espace

vectoriel avec dimEy, = 1

Théoréme I11.2.1.
Pour qu’un probléme de Strum-Liouville soit régulier avec p, ¢, r continues sur [a, b], on a
toutes deux fonctions propres z;, z; de classe C!, qui correspondent a deux valeurs propres

distinctes A;, A; respectivement, sont orthogonales et on a
b
< @y, >= / z;(t)x;(t)r(t)dt = 0.
a

Démonstration. Pour x;,z; on a
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(1)-(2) donne

xjjt(p(t)x;(t)) — mi(p(t)x;(t)) + (A = A)r()zi(t)a;(t) = 0

d’ou
i(p(t) (5 (8)a; () — 25(8)xi(1))) + (Ai = Ag)r(B)wi(t);(£) = O

En intégrant on obtient

b

(Ai =) /a r(t)xi(t)z;(t)dt = p(a)(wi(a)z;(a) — xj(a)ri(a)) — p(b) (x;(b)x;(b) — 2(b)x:(b))

Mais on a

on obtient as(z}(a)z;(a) — 2/ (a)x;(a)) = 0, alors si ay = 0 donc z;(a) = xj(a) = 0 et si

ag # 0 done zj(a)zj(a) — z(a)ri(a) =
de méme pour z;(b)z;(b) — x(b)z;(b) = 0 si B = 0 alors z;(b) = x;(b) = 0 et si B # 0
donc zj(b)x;(b) — 25(b)a;(b) =

b
D’ou / r(t)z;(t)x;(t)dt = 0 car \; # A; par suite x; et x; sont orthogonales. O

Théoréeme I11.2.2.

Un probléeme de Strum-Liouville régulier n’admet que des valeurs propres réelles.

Démonstration. Admettons que A\; = a+1if3 est une valeur prpore avec 3 # 0 du probleme

de Strum-Liouville, la fonction propre associé a \; est x; = u + 7v, alors

L0+ 1)) + (alt) + Ayr(O) s+ i0) = 0

Si on prend le complexe conjugué de ’équation on obtient

L p(e)(u — ) + (a0) + Mr(1))u— iv) = 0
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si on reprend la preuve du théoreme précenet on arrive a

(A — Ay) / () (e (D)dt = 0

ce qui implique que A\; — A\, = 0 d’ou 8 = 0 et les valeurs propres sont des réelles. 0
Y

Théoreme I11.2.3.
Pour un probleme de Strum-Liouville régulier, & chaque valeur propre on associe une

unique fonction propre.

Démonstration. Soit x1, 9 deux fonctions propres associées a la méme valeur propore A,

alors
—(p)z1 (1) + (q(t) + Ar(t)zi(t) =0 X as(?) (1)

— (p)x5(t) + (q(t) + Ar())a2(t) =0 xz1(t) (2)
(1)-(2) donne
d’ou

2 (0) (el ()2(0) — 501 (0)) = 0

ce qui implique que V¢ € |a, b]

p(t) (w1 ()22 (t) — w3 ()21 (1)) = est

donc

p(t)(@y (H)a2(t) — z5(t)1 (1)) = pla)(a(a)az(a) — w5(a)zi(a)) =0

alors on obtient

21 (D)o (t) — 25(t)a (1) = 0

P44
I
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D’ou xy et x2 sont co-linéaire (cotradiction).

Alors pour chaque A on a une seule fonction propre. 0

Théoreme I11.2.4.
Soit un probléme de Strum-Liouville regulier pour lequel ¢(¢) > 0, alors ce admet une

infinité de valeurs propres \g < A\; < Ay < --- < \; < -+ avec lim;_, 1o A\; = +00.

Définition III.2.2.
Soient les fonctions ¢ (t), ¢1(t), P3(t), ..., dn(t),... définis sur un intervalle de IR [a, b]
ou n € IN. On dit que les fonctions de la suites {¢,}, sont orthogonales entre elles par

rapport a la fonction poids 7(t) sur [a, b si et seulement si

/br(t)qsm(t)gbn(t)dt =0 pour tout n # m,

on dit aussi que {¢,}, est un systéeme orthogonale par rapport a r(t) sur [a, b].
1

2

Si n =m, on dit que ||¢,(t)|| = [/br(t)gzﬁi(t)dt] est la norme de ¢, (t).

Remarque III.2.1. e Si[|¢,(t)]] = 1, la fonction ¢, est dite normalisée.

e si ¢, est une fonction telle que ||, (t)|| # 0, alors la norme de ¥ = ||2n8|| =1,
En effet '
b b 2(t
[ rwewma = [ r(t)mdt
1 ’ 6n (E)11?
= )2 (t) = =1
a0 = e

Exemple 111.2.1.

Déterminer les fonctions propres normalisées du probleme suivant
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pour A >0 et t e [0, L]

onar?4+ =0 dotr = +iv\ donc la solution est donnée par z(t) = ¢; cos VAt +
o sin VL.

Avec les conditons initiales on a
z2(0) =0=¢; =0, 2(L) = ¢osin VAL = 0= VAL = Kn

k
d’otl VA = % avec k € Z.

7r
Les fonctions propres sont données par §x(t) = sin ft'

On calcule la norme de §;(¢) :

L Loy kr

e O

/L 1 —cos2t L
0

dt = —.
2 2

t /2 k
Les fonctions propres normalisées sont données par Xy (t) = Hngt; H =\I sin fﬂt
k

Définition III.2.3.
On dit que {¢, }, est un systéme orthonormal sur [a, b] par rapport a r(t) si et seulement

si

b 0 sin#m
[ rontomtiat =1~ "
a 1 sin=m
Exemple I11.2.2.
Montrons que le systeme {1, cost,sint, cos 2t,sin 2t, ..., cosnt,sinnt, ...} est un systéme

orthonormal de fonctions sur [—m, 7], pour la fonction poinds r(t) = 1, en effet
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e Sinm>1

/ sin nt sin mtdt

—T

e Sinm>0

/ cos mt cos ntdt
—Tr

esim>0etn>1

/ cos mt sin nitdt

—T

cost sint cos2t sin 2t

/7r cos(m — n)t — cos(m + n)t

dt

P Yo" S -
in(m —n)t — ————sin
2(m—n)s m—n 2(m+n)s m+n B

! ! in(m + n)t i
—— ———sin(m+n sin=m
2 2(m+n) _Wﬂ
0 sin#m
T sin=m
/7r Cos(m—n)t+cos(m+n)tdt
)t + ! in(m + )tﬂ
sm —-n ————sin(m+n
2(m —n) 2(m +n) .
t ™
[2 sm(m—i—n)t sin=m>1
[t sin=m=0
0 sin#m
T sin=m2>1
2m sin=m=0

/Tf sin(m +n t—sm(m—n)tdt
1 n
[2 cos (m+n)t+ mcos(m —n)t B
[ mtn) cos(m—i—n)t]7T sin=m
0 Sln#m
0 sin=m

cosnt sinnt

DO“{ VI VEVE R

sur [—m, 7|

VAR

sin#m

sin#m

sin#m

} est un systeme orthonormal
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111.3 Développement en série de Fourier

Soit {¢,,} un systéme de fonctions propres du probléme de Strum Liouville (II1.1) or-
thonormal par rapport a la fonction poids r(¢) sur U'intervalle [a, b] et soit f une fonction
arbitraire.

Considérons le probleme de developpement de f(t) en séries de Fourier de fonctions or-
thonormales ¢1, ¢o, ..., supposons que qu'un tel developpement existe et on a pour tout

t € a,b
(&) =2 Cudnlt). (111.2)

On veut déterminer les C,,, en effet, en multipliant (111.2) par ¢,,(¢)r(t) et en intergrant

de a a b, on trouve
b too b
| F@on(ert)dt =3 Co [ 6uémOrt)at

et comme /ab On(O) O (E)r(t)dt = ’ sin#m

1 sin=m

b +00
on obtient / F@)m(t)r(t)dt = Cpy, ainsisi > C¢,(t) converge uniformement vers f(t)
a n=1

pour t € [a, b, on peut garantir que les coefficients du developpement sont donnés par

C, = /abf(t)qﬁn(t)r(t)dt, (n=1,2,...). (I1L.3)

Théoreme 1I1.3.1.
La série (I11.2) de coefficients C,, donné par (I11.3) est appelé la série de Fourier généralisé

de la fonction par rapport au systéme orthonormal {¢,}.

Exemple 111.3.1.

Déterminer la série (I11.2) par la fonction f(t) = ¢ pour 0 < t < 7 par rapport au systéme

9 1/2
orthonormal {<) sin nt}, avec la fonction poids r(t) = 1.
7r
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G = [ Sty

2 T
= —/ t sin ntdt
\/ m Jo
\ 2T

- [\/s_ﬁ cosnt]7r =~ (=1)"*

0 n
\/27‘[‘ o

Lsinnt.

d’ou f(t) ZC’n(jﬁn —22

I11.4 Probléme de Strum Liouville non homogene

Soit Le probléme de Struim Liouville non homogene pour ¢ € [a, b] défini par le systeme

suivant
L (o) (1) + (a(t) + Ar(t)att) = )

az(a) + ax'(a) =0 (1IL.4)
Bra(b) + Baa’ (b) =

avec ; ER, B, €R,i=1,2et a?+ a2 #0et 87+ 55 #0.

L*x(t) =

Et p,q,r, f : [a,b] = R, avec p(t) > 0, r(t) > 0 des fonctions continues.
Nous supposons que les fonctions propres normalisées ¢, correspondantes aux valeurs

propres A, du probléeme de Strum Liouville sont connues d’ott pour n > 1, on a

Lopn(t) = jt(p(t)%(t)) +q(O)n(t) = =Aur(t)Pn(t).

On suppose que la solution = du probleme SL non homogene existe pour tout ¢ € [a, b] et

peut étre exprimée sous la forme

+00
= z_: On¢n(t>
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x vérifie les conditions aux limites car les fonctions propres ¢, les satisfaits.

Il reste a déterminer les coefficients C), de la série, on a

Lz(t) + Mr(t)z(t) = f(t) = Jio Cn Loy, (t) + Ar(t) Jio Crnon(t) = f(t)
= 3 Gl A 6,(0) + Mr)Catn(t) = 110

) S Gl — A)6a(t) = F(0)

= zj O\ — Aa)bn(t) = r((t)) — F(1).

~

Théoréme I11.4.1. 1. Le probleme de Strum Liouville non homogene admet une

solution unique

bn
A=A,

o(t) =3

n>0

éut)  avec by, = / " e (t)dt

si et seulement si A n’est pas une valeur propre.

2. Si A = A, est une valeur propre alors le probleme (II1.4) admet pour solution

b

bn(t), si et seulement si / F () g (t) = 0.

a

bn
A=A,

(t) = Cony(t) + X

n#ng

Démonstration. 1. Pour A(X) # 0 le probléme (II1.1) a pour solution z = 0 imploque
que le probleme (I11.3) admet une solution unique.
x est de classe C*(I), et x vérifie les conditions de Drichlet, donc admet un develop-
pement en série de Fourier généralisée qui converge uniformement vers x.
xr = Z Cr, OU (¢y,),, est un systeme de fonctions propres, et C,, =< z, ¢, >, et on

a

La(t) = Ar(t)x(t) + f(t) X ¢nlt) (1)
Ln(t) = Aar(t)on(t) + f(t)  xx(t) (2)
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(1) — (2) donne

On(t)La(t) — x(t)Lon(t) = on(t)f () + (An — A)ou()z(t)r(t)

= jt(p(t)w(t,gbn,x)) (Identité de Lagrange)
D’ou
Co=<.b0> = [ Oon(Orita
S t)La(t) — x(t) Lon(t) — ¢u(t) f(t)dt
"1
- 5 A((() b /¢n )
— = _)\n. (%)
@— ou b, = ' c’est a dire b,, = @ alors
) = 2 b ol /Gf(t)gzﬁn(t)dt, tadire by =< 9y, >, al
g by
= 2 Cubn = 2 3 O

n>0

2. x # 0, la solution du probléme homogene le cas ou A, = A,,, on peut prendre

Ty = ¢no'

(%) & (A — A )Cn = by, sid = Ay = 0 Cy, = by,.

— ® 3i b,, =0 on a une infinité de solutions.
— o Sib,, #0ona0-C, # 0 impossible d’ou C,, n’existe pas, et donc x n’existe
pas.
b
by = 0 = b, = / F(t)pny(t)dt = 0 c’est la condition d’orthogonalité d’ou la

solution existe si b, = 0 et

2(t) = Con, (1)

C est une constante.
A A (t).

n#ng



I11.5 Fonction de Green pour le probléeme de Strum Liouville 57

Exemple 111.4.1.

Soit le probléeme de Struim liouville non homogene suivant

Ou A n? avecn = 1.2,.... le probleme homogene associé aux fonctions propres nor-
b) ) )

., . 2 2
malisées données par ¢,(t) = |/ —sinnt correspondantes aux valeurs propres A\, = n?
0

n=12 ...
Les coefficients de la série de Fourier au second membre f(t) = ¢ par rapport aux systéme

orthonormale {¢,}, soient donnés par

Puisque A # n? (Valeurs propres) alors la solution est donnée par

)n—i—l
—————sinnt.

_22

—n?)
n>1n n

I11.5 Fonction de Green pour le probleme de Strum

Liouville

On peut aussi écrire la solution du probléeme de Strum Liouville en fonction de la

fonction de Green.

Théoréme II1.5.1.
Soit {¢,}, un systéme orthonormé des fonctions propres de (II1.1) et soit f : I — IR

continue alors le probleme (I11.4) de S.L admet une solution unique z(t) telle que

1. Si A n’est pas une valeur propre du probleme (II1.1) alors

= /IG(t, 7)f(r)dr,  ou G(t, )= (b")ft)_(b"iﬂ.
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2. Si A est une valeur propre du probleme (II1.1), i.e A = \,,, alors

0= [ Gult. ()7 + Con(t), o Cgltr) = 3 En9n(7)

n#ng )\no - )\n
si et seulement si /¢n(t)f(t)dt = 0.
I
Démonstration. 1. Si A(X) # 0 alors le probleme (HI 1) admet = 0 comme solution
unique, et la fonction de Green existe et z(t / G(t,7)f(r)dr, d’autre part,

d’apres le théoreme précedent on a

by, N
= 2 5ol 00 bn:/lgbn(t)f(t)dt

On(T)f(7)dT
=a(t) = Z/f o ()

n

la série converge absolument et uniformément car z(t) est de classe C2.

= [ 2020 s ey,
— /IG(t,T)f(T)dT, ol G(t,7)=> (’bn)ft)_gbn(ﬂ

n

2. Si A(X) = 0 alors le probleme (I11.1) admet une solution unique donnée par x = C'¢,,
pour A = A, et le probleme (II1.4) admet une infinité de solution si /I On(t) f(t)dt =
0.
Dans ce cas il existe Gy (t,7) et z(t / Gu(t, ) f(T)dT +Cpy (t), d'un autre coté

on a

Cono ()
2(t) = 2 A (t)

= /IGM(t>T)f(T)dT = ) m%(t)

n
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Dot Gy(t,7) = 3 O ()P (T)

n#ng no )\n

111.6 Exemple

Résoudre le systeme suivant

2'(t) + dx(t) =1 0<t<m
z(0) = z(m) = 0.

La solution du probléeme homogene est donnée par

x(t) = acos V4 Bsin VAL, o, 8 € IR, par les conditions aux limites on a
z(0)=0= a=0.

=0

VT =kr, keZ.

k € N, les fonctions propres associées sont zx(t) = sin VAt = sinkt. e Les fonctions

z(m) =0 = fsinVir =0 = Dot les valeurs propres \, = k2,

propres normalisées :

/ﬂr(t)xi(t)dt - /7r sin® ktdt = —
0 0 2

2
d’ot le systeme orthonormé des fonctions propres est donné par (pi(t)),cy = 1/ — sin kt.
7r

Il faut distinguer deux cas, le cas ou A est une valeur propre ou pas.

1. X# M, A#EK?, keN,ona
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et on a
s 2 )
b, = / \/> sin ntdt
o\
B 2 (1—(=1)"
N T n
0 si n est pair
- 22 . .
—— n impair.
™n
D’ou
4sin nt
x(t) = A =12,
nzgpzﬂ ™A — \,)
et

en(t)en(s) T 2 sinntsinns
S~ n A—n?
2 sinntsinns

i e
Détermination de la fonction de Green

Soient

11 solution de { () + Ax(t) =0

= 11 (t) = Bsin VAt

z(0)=0
1o solution de { a:’(’(t)) +;\$(t) =0 = y(t) = acos VAt + Bsin VAt
x(m) = 0.

Yo(T) = 0 = a = —Btan VAT = y(t) = — tan v/ Am cos VAt + sin /At pour 8 = 1.
Et on a k = p)w(t, 1,2 ) = VX tan v/ Ar # 0.

d’ou la fonction de Green est donnée par

1
G(t,s) = \/Xtail Vam

\/X tan \/XW

sin VAt (tan VA7 cos vV As — sin vV As) 0<t<s
sin \/Xs(tan VAT cos VAt — sin \/Xt) s <t<m.

La série (S) converge vers la fonction de Green déterminée, et

o(t) = /0” F(5)G(t, )ds

CcoS \/X7r sin \/Xt
= VAt + —= ).
A <COS tan VA




111.7 Exercices

La série (2) converge vers cette fonction.

2. Si A = ng on vérifie la condition d’orthogonalité, en effet
\/5 7T |

— / sin ngt

7 Jo
\F 1—(=1)"

T

| F0euta

I111.7 Exercices

Exercice I11.7.1.

0

o
si n est pair = la solution existe
22

—— n impair = le probleme n’admet aucune solution.
™n

Trouver toutes les valeurs propres et les fonctions propres du probléme suivant :

2"(t) + Mx(t) =0

et les conditions aux limites suivantes :

z(0) —2/(0) =0
z(l)+2'(1) =0

1.

o) =a(3)

Trouver le systeme orthonormé.

Exercice I11.7.2.

On considere le probleme aux limites suivant
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1. Ecrire leprobleme sous la forme standard du probleme de Struim Liouville.
2. Calculer les valeurs propres et les fonctions propres.

3. vérifier I'orthogonalité.

Exercice I11.7.3.

Soit le probléeme aux limites suivant

Trouver le developement en série de la solution du probeme en terme de fonctions propres.

111.8 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté les problemes de Strum Liouville dont la résolution
nécessite la recherche des valeurs propres et les fonctions propres.
On a aussi donné la forme générale de la solution quand elle existe, en developpement
en série de Frourier et sous la forme integrale avec la fonction de Green, on a illustré les
secrtions par des exemples.
Pour résoudre un probleme de Strum Liouville non homgene il faut d’abord résoudre le
probleme homgene.

Ala fin on a proposé des exercices sans solutions.



Conclusion

Dans ce polycopié on a présenté quelques résultat d’existence et d’unicité des solution
d’un probleme aux limites de second ordre, en utilisant la théorie de la fonction de Green.
On a aussi introduit les problemes aux limites de Strum Liouville et la résolution de ces
problemes. Ces résultats permetent d’exprimer la solution générale de ces systémes par
une série de puissances de la valeur propre du systeme.

Dans I’avenir on espere pouvoir appliquer ces méthodes sur des modeles mathématiques

appliqués a la physique, a la biologie .. ..
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