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Notations et abréviations

|- || La norme.
p(A) L’ensemble résolvant définie par :
p(A) = {\ € C,\[ — Aest bijectif}.
D L’opérateur dérivé.
CZ Dérivé de la variable x par rapport au temps .
ya L’opérateur identité.
L{ ([a,b]) L’espace de Lebesgue intégrable a valeur dans (a,b).
R* L’ensemble des nombres réels positifs [0, 00) .
det Le determinant d’ une matrice.
tr La trace d’une matrice.
V désigne la fonction de Lyapunov.
EDO désigne Les Equations Différentielles Ordinaire.
DFE désigne en anglais : Drug Free Equilibrium.
Ro désigne le nombre de reproduction de base.
J désigne la matrice jacobienne.

LAS désigne localement asymptotiquement stable.



Introduction Générale

En dynamique des populations les modeles continus les plus simples ne font intervenir que la
densité de la population (nombre individus par unité de temps) ce qui suppose que ces individus
sont interchangeables. Pour construire des modeles plus précis il est donc nécessaire de tenir
compte d’autres parametres importants tel que la répartition spatiale de la population ou I’age
de ces individus. Par exemple en épidémiologie les individus constituant la population infectée
ont des taux de reproduction et des capacités de survie selon leurs ages. Dans ce cas précis I'age
est un parametre important pour modéliser la dynamique d’une telle population, on dit alors
que cette population est structurée en age. La théorie mathématique des systémes structurés
en age est une branche importante de la théorie plus générale des systemes dynamiques. Ces
systemes jouent un réle majeur dans la modélisation en écologie, en démographie, épidémiologie
etc. De nombreux modeles simplifient ’analyse mathématique en supposant que le taux de
mortalité ainsi que tous les parametres du modele qui dépendent de ’age sont bornés ramenant
automatiquement la possibilité de I'immortalité d’autres modeles plus réalistes imposent un age
maximum qui ne peut étre atteint en supposant que le taux de mortalité devient non borné,
dm | u(s)ds = oo,
avec 1 est le taux de mortalité et a,,., 1’dge maximum. le premier modele structuré en age a

été proposé par Von Foerster qui est écrit comme suit :

avec, p(t,0) la fonction de naissance, 8 le taux de naissance et p le taux de mortalité ou de

natalité, avec a représente ’age et t représente le temps.




Puis , Gurtin et MacCamy [10] ont proposé le modele suivant

ur + ug = —m(a, P(t))u(a,t), a€0,an,], t>0,
(0, 1) = /0 " ala, P())ula,t)da, £ 0,
u(a,0) = up(a), a € [0, an),

en supposant que le taux de natalité et de mortalité dépendent de la taille de la population
totale, qui est elle méme une intégrale de la densité de I’age. Ils ont montré que la solution du
systeme tend vers un équilibre endémique stable.

Cependant, la modélisation mathématique joue un role important dans la compréhension et la
lutte contre les problemes de toxicomanie. Les modeles sont des outils tres utiles pour prédire

le comportement des catégories de toxicomanes et proposer des stratégies de traitement.

Le but principale de ce mémoire est ’étude d’un modele mathématique d’héroine basé sur

les équations aux dérivées partielles.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

le premier chapitre est consacré aux résultats préliminaires, des définitions et des théo-
remes tres importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont nous

aurons besoin.

Le deuxieme chapitre, on présente un modele mathématique d’héroine représentant la
propagation de I'usage des drogues dans une population donnée.

Le troisieme chapitre est une étude générale d'un modele d’héroine avec traitement age
qui est formulé sur la base des principes de 1’épidémiologie mathématique. Le modele rend
compte du taux de rechute qui dépend de la durée pendant laquelle ’hote a été traité pour
la dépendance a 1'héroine. On obtient le nombre reproductif de la propagation d’héroine. En
utilisant la méthode de Lyapunov fonctionnelle, nous avons établi les propriétés dynamiques du
modele épidémique d’héroine et les résultats montrent que la dynamique globale du modele est
completement déterminée par le nombre de reproduction de base. Que 1’équilibre sans drogue
est localement et globalement asymptotiquement stable si le nombre de reproduction basique
Ry est inférieur a 1. De plus, on montre que le systeme est persistant et ’équilibre endémique
est localement et globalement asymptotiquement stable quand R supérieur a 1.

Des conclusions sont données a la fin de ce mémoire, qui se termine par une bibliographie.



Chapitre |
Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle des définitions et des théoremes qui seront utilisés dans ce

mémoire.

.1 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 1.1.1 (Equation différentielle).
Soit f : I x 2 — R™ une fonction. On appelle équation différentielle ordinaire du premier ordre

associée a f I’équation suivante

dx

— = f(t,x(t 1.1
= F ), (L)
ou f(t,x) = (fi(t;x), -, fu(t;x)), et chaque fonction f; est continue sur I x Q a valeurs
dans R. La fonction f est appelée champs de vecteurs, I’équation représente un systeme de n

équations différentielles ordinaires. Dans la pratique, I’équation (I.1) exprime la loi d’évolution

du systéme considéré en fonction du temps ¢, et = représente 1’état du systeme étudié.

Soit le systéme suivant

dx
= = f@(®). t€(0.0), (L2)
z(0) = o,

ou f: — R" est une fonction donnée, €2 est un ouvert de R", o € Q2 et b € RY.

Théoréme 1.1.1 ( Cauchy-Lipschitz [19] ).

Si f est continue sur €2 et s’il existe une constante [ > 0 telle que
| f(2a(t)) = flaz(t) (IS U] 21— 22 |, Vay,xp € Q, 1> 0,

alors le probleme (1.2) admet une solution globale et elle est unique.
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.2 Le taux de reproduction basique

La méthode de Van Den Driessche et Watmough [! 1]
Nous aurons souvent a faire avec I'indice Ry qui mesure le nombre de cas secondaire produits
par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité, dans une population
entierement susceptibles. Il existe dans la littérature plusieurs techniques pour calculer Ry,

nous en présentons une ici :

Etat de la population : (x;),1 =1,...n, soit le systeme différentielle suivant

dei

== Fia) + V] (@) = Vi (@), (13)

avec
Fi(z) : vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment i.

Vi (x) : la vitesse de transfert des individus dans le compartiment i par tout autre moyen (gué-
rison, etc . . .).

V-

- (x) : la vitesse de transfert hors du compartiment i (mortalité, infection, etc . . .).

« On ordonne les variables d’état afin que les m(< n) premieres correspondent a des états
infectés.

o Etats sans maladies : X, = {z|z; = ... = z,, = 0}.

« Equilibre sans maladie DFE z* € X,. Pour des raisons biologiques on a les propriétés

suilvantes :
1. Siz >0, alors F; >0,V >0,V >0.
2. Siz; =0, alors V;” = 0 (pas de sortie d'un compartiment vide).
3. pour i > m alors, F; = 0 (pas d’incidence pour états non infectés).
4. si z € X, alors Fi(x) = 0 et pour V; (x) = 0 (pas d’infection spontanée).

5. si F=0 le systeme est LAS en & , i.e. D(VT — V7)(z*) a des valeurs propres a parties

réelles négatives.
La jacobienne s’écrit

J(z*) = DF(z*) + DVt —V7)(2").
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Lemme I.2.1. [11] si 2* est un DFE de (1.3), alors les matrices
F 0 V 0

DF(z*) = et DV (z*) = :
0 0 J3  Jy

ou F' et V sont les matrices m x m définies par :

oF; oV o
F = * = * 1< <
lamj (x )] et V [895]- (x )] cavee 1 <i,5 <m,

De plus, F' > 0 et V est une matrice de Metzler (terme extra-diagonaux > 0) stable.

Définition 1.2.1.

Soit A une matrice carrée, on appelle spectre de A I’ensemble des valeurs propres de A :

Sp(A) = { A : A est valeur propre de A },

et le rayon spectrale de A, la valeur maximale du module des valeurs propres de A,
p(A) = max{ |A|: XA € Sp(4) }.

Définition 1.2.2 ([11]).
Le nombre de reproduction de base R est le rayon spectral de la matrice de seconde génération

(en anglais : Next Generation Matrix) :

Ro=p(=FV7).

1.3 Notion de stabilité et points d’équilibre

Dans I'étude des modeles épidémiologiques, nous sommes souvent amené a étudier deux
types d’équilibre, un équilibre sans maladie (ici dans ce mémoire et par analogie équilibre sans

drogue) et un équilibre endémique.

Soit I’équation différentielle

dx

— = 14
" @), (1.4)
ol f:Q C R* — R" est une fonction de classe C', w un ouvert. Soit z* € R" un point

d’équilibre de 'équation (I.4) i.e. f(z*) = 0.
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Définition 1.3.1 ([20]).
L’équilibre z* de (I.4) est dit stable si pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution
x(t) de (1.4) :

| 2(0) — 2" [|[<n = «(t) — 2" [[<e

Définition 1.3.2 ([20]).
L’équilibre z* de (1.4) est dit instable, §’il existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu'il existe une
solution x(t) de (I.4) vérifiant :

[ 2(0) — 2" |[<n = 2(t) — 2" [Z e

Définition 1.3.3 ([20]).
Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe r > 0 tel que :

pour toute solution z(t) de &(t) = f(x(t)) on a :

lim || z(t) —z* ||=0.

t—o00

Définition 1.3.4.
L’équilibre z* de (I.4) est dit globalement attractif si pour toute condition initiale zy du pro-

bleme (I.4) on a

lim || z(t) — " ||=0.

t——+o00

Définition 1.3.5.
L’équilibre z* de (I.4) est dit globalement asymptotiquement stable s’il est stable et globalement

attractif.

Soit J¢(z*) = 9z (z*), la matrice jacobienne de f évalue au point z*. Considérons le systéme
x

linéaire suivant
i = Az,

ou A = Jg(z*) s’appelle La Jacobienne du systéme non linéaire (I.4) en z*.
L’étude de la stabilité de 1'origine pour le linéarisé permet dans certains cas de caractériser la

stabilité de ’équilibre z* de (1.4).

Théoréme 1.3.1 ([17]).
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1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative

alors I’équilibre z* du probléme (1.4) est stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement positive

alors x* est instable.

3. Lorsqu’un équilibre x* est stable mais pas asymptotiquement stable on dit que la stabilité

est neutre.

4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

Définition 1.3.6 (Stabilité Asymptotique).
Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe r > 0 tel que :

pour toute solution z(t) de (t) = f(x(t)) on a :

lim | 2() — 2* =0,
Définition 1.3.7 (régle de signe de Descartes [15] ).
C’est une méthode pour déterminer le nombre de racines positives d'un polynéme d’une seule
variable avec des coefficients réels différents de zéro, ordonnés par ordre décroissant des expo-
sants telle que si m est le nombre de changements de signes, alors m est le nombre maximum
de racines positives (et s’il n’ya en a pas exactement m, alors il y en m-2, ou m-4, ou...). Par
exemple,

fx)=—a*+2° +2—1.

Ce polynéme a deux changements de signe (la suite des paires successives de signes est - +, +
+, + -), ce qui signifie que ce deuxiéme polynéme a deux ou aucune racines positives, ainsi le

polynome d’origine a deux ou aucune racines négatives.

1.4 Bifurcation backward

Définition 1.4.1.

Une bifurcation d’'un systeme dynamique, c¢’est une modification de la nature de ses points
stationnaires ou de ses cycles limites (stabilité ou instabilité d’une ou plusieurs solutions sui-
vant les conditions initiales) a cause de changement de la valeur d'un parametre du systéme

dynamique, le parameétre de bifurcation.

Soit le systeme :
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contient un ou plusieurs parametres ¢, la valeur du parametre pour laquelle un changement
qualitatif ou quantitatif se produit est dite valeur de bifurcation. Il existe plusieurs types de

bifurcation, mais nous limitons ici a la bifurcation backward.

Théoréme 1.4.1. [2]

f;

A= Dwf(0,0) =

(0, 0)) est la matrice de linéarisation du systeme (I.5) autour du
point d’équilibre 0 avec gzﬁjévaluée en 0. Zéro est une valeur propre simple de A et toutes les
autres valeurs propres de A ont des parties réelles négatives, la matrice A a un vecteur propre
droite x et un vecteur propre gauche y répondant a la valeur propre nulle. Soit f; le kieme

composante de f et :

P fi

3
Z ? J8$Z’ZL']‘

kyi,g=1

(0,0).

et
3 aka
b= Z ykximm?o)-

ki, =1

Les dynamiques locales de systéme (I.5) autour de 0 sont totalement déterminées par a et b

i. a>0,b > 0. Quand ¢ < 0 avec, |¢p| < 1 est localement asymptotiquement stable, et il

existe un équilibre instable positif; quand 0 < ¢ < 1, 0 est instable .

ii. a <0,b < 0. Quand ¢< 0 avec, |¢|< 1, 0 est instable, quand 0 < ¢ <1, 0 est localement

asymptotiquement stable, et il existe un équilibre instable positif.

iii. a > 0, b < 0. Quand ¢< 0 avec, |¢|< 1, 0 est instable, quand 0 < ¢ <1, 0 est est
instable, et il existe localement équilibre négatif asymptotiquement stable, Quand ¢< 0,

0 est stable, et un équilibre instable positif apparait.

iv. a < 0; b > 0. Lorsque ¢ passe de négatif a positif. 0 passe de stable a instable. En
conséquence, un équilibre instable négatif devient positif et localement asymptotiquement

stable.

Corollaire 1.4.1 ([2]).

Si on suppose que a > 0 et b > 0 alors la bifurcation backward existe au point ¢ = 0.
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1.5 Stabilité des équilibrés au sens de Lyapunov

Définition I1.5.1 ([21]).
Soit V : U C R" — R™ une fonction continue. Alors,

e I/ est dite définie positive sur U si :
(1) V(0) =0,
(ii) V(z) > 0,Vx € U\{0}.

e I/ est dite définie négative, si —V est définie positive.

Définition 1.5.2 (Fonction de Lyapunov|[22]).

Une fonction V : U C R — R" est dite fonction de Lyapunov pour (1.4) si :
(i) V est définie positive,
(i) V(z) < 0,Vz € U\{0}.

Théoréme 1.5.1 (Stabilité de Lyapunov [23]).
Soit z* = 0 un point d’équilibre de (1.4) et V une fonction définie positive sur un voisinage de
x*.

(i) Si V(x) <0,Vz € U\{0} alors 0 est stable,

(ii) Sid(y) < 0,Vx € U\{0} alors 0 est asymptotiquement stable.

Théoréme 1.5.2 (Principe d’invariance de LaSalle [24] [25]).
Soit €2 un sous-ensemble de R,,, supposons que {2 est un ouvert positivement invariant pour le
systéme (I1.2) en z*. Soit V : Q2 — R une fonction de classe C! pour le systéme (I1.2) en z*

telle que :
1. V <0 sur Q,

2. soient E =z € QV(z) =0 et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu

dans FE.

Alors, toute solution bornée commencant dans €2 tend vers ’ensemble L lorsque ¢t — oo.

Corollaire 1.5.1 ([24][25]).
Sous les hypotheses du théoreme précédent, si I’'ensemble L est réduit au point z* € €2, alors

x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme (I1.1) définit

dans €.



1.6 Persistance 15

Définition 1.5.3 ([26]).
soit F un espace de Banach et A: E — E, un opérateur. On dit que A est une contraction (ou

contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que :

| Ar — Ay [ <k |z —vy | g, pour tout z,y € E.

Théoréme 1.5.3 (Contraction de Banach [27][28]).

Soit X un espace de Banach et f: X — X une contraction. Alors, f admet un unique point.

1.6 Persistance

Définition 1.6.1 (Espace métrique).
Un espace métrique (X, d) est un ensemble non vide X avec une fonction d qui satisfait aux

axiomes suivants :

(1) d(z,y) = d(y,x), pour tous z,y € X.

(2) d(z,2) < d(z,y)+d(y, z), pour tous z,y,z € X.
(3) d(z,z) =0, pour tout z € X.

(4) d(x,y) # 0, pour tous z,y € X avec x # y.

d(x,y) mesure la distance entre x et y. d est appelé une métrique sur X. Si (4) ne tient pas, d

est appelé semi-métrique.

Définition 1.6.2 (Flot).

La correspondance ¢, : o — z(t) qui associe a une condition initiale z, la valeur de la solution
maximale z(t) au temps ¢, qui correspond a cette donnée initiale, est appelé "le flot” au temps
t du champs du vecteur X.

Le flot du champ de vecteurs est application qui associe & (¢, x) la solution maximale x(t) au

temps ¢ qui correspond & la donnée initiale x :

(t,2) = ¢(t, x) = du(x) = 2(1).

Le flot est dit complet lorsque cette correspondance est définie pour toute valeur de

t € [—o0,+0].
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Définition 1.6.3 (Point dissipatif).
Soit @ : J x X — X un semi-flot continu et Vo € X, est appelé un point dissipatif s’il existe

un sous ensemble B de X qui attire tout les points dans X.
tlg(r)lo sup ®(t,z) < B.

Définition 1.6.4 (Attracteur).
Soit (X, N, f) un systéeme dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement

si les conditions suivantes sont réalisées :
i) A est fermée.
ii) A est positivement invariante.

iii) A est attractive, c’est-‘a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement

invariant et :

Yu e U, ngr}rqoo d(f™(u), A) = 0.

Définition 1.6.5 (Compact).
Soit ® : Rt x X — X une application, M C X. L’application ¢ est compact sur M, si pour

toute suite convergente (t,) dans R™ quand ¢ — oo, ®(¢;, ;) admet une sous suite convergente.

1.6.1 Persistance uniforme

Soit F' le flot associé au systeme (I1.1) et soit d une métrique. On note par OF la restriction
de F a OF ou OF n’est pas nécessairement positivement invariant et soit /N I’ensemble invariant
maximal de 0F dans OF, de plus N est fermé et il existe un recouvrement {N,},., de N ou A
est un ensemble d’index non vide et N, C OFE, N C U, 4N, et N, (o € A) sont des ensembles

invariants fermés disjoints deux a deux. Nous proposons les hypotheses suivantes :
i) Tous les (N,),c4 sont des ensembles invariants isolés du flot F .

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements {No}, e 4-

Définition 1.6.6.
Soit. d une distance métrique et 7 'application semi flot. Le semi flot F' associé au systeéme

(IT1.1) est dit :

(i) faiblement persistant si pour tout z € E,

lim sup d((x,t),0F) > 0.

t—o00
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(ii) persistant si pour tout x € F,

liminfd(n(z,t),0F) > 0.

t—o0

(iii) faiblement uniformément persistant s’il existe g9 > 0 tel que pour tout x € E,

limsup d(n(z,t),0F) > &.

t—o00

(iv) uniformément persistant s’il existe eg > 0 tel que pour tout = € E,

lim inf d(m(z,t),0FE) > &.

o0

Théoreme 1.6.1.
Soit E C X ensemble fermé positivement invariant, et soit F le flot défini sur E. Supposons
qu’il existe a > 0 tel que F est un point dissipatif dans S[0F, a] N E . Alors, le flot F est

uniformément persistant si et seulement si :
W+ (N,) NS [OE, o] N E = 0.

pour tout a € A, ou W (N,) ={y € X, A" (y) C N,}.



Chapitre |l
Modele d’héroine classique

L’héroine est un médicament opiacé qui est synthétisé a partir de la morphine, une substance
naturelle extraite de la gousse du la plante de pavot a opium d’Asie. L’héroine apparait géné-
ralement sous forme de poudre blanche ou brune ou de substance collante noire, connue sous
le nom «héroine de goudron noire». En 2000, I’héroine était toujours le premier choix parmi les
consommateurs des drogues et ses voies de livraison les plus fréquentes étaient I'injection intra-
veineuse et 'inhalation, a risque élevé de dépendance, on estime qu’environ 23% des personnes
qui consomment de I’héroine en deviennent dépendantes. La propagation de I'accoutumance a
I’héroine et de la toxicomanie présente bon nombre des phénomeénes bien connus des épidémies,
notamment une diffusion rapide et des limites géographiques claires. En plus de leurs effets
somatiques et psychologiques déléteres, 'abus d’héroine et la dépendance constituent 1'un des
modes les plus importants de transmission du virus de 'immunodéficience humaine (VIH) et
du virus de 'hépatite C (VHC).

Des informations statistiques pour I’abus des drogues, comprenant 1’abus d’héroine, est fourni
par diverses agences gouvernementales, dont le National Institut on abus de drogues aux Etats-
Unis, mais il n’est pas réaliste de répéter 'expérience sur le corps humain pour obtenir les
données statistiques. Différents modeles mathématiques existent dans la littérature et le choix
du modele dépend de la maladie étudiée, dans ce chapitre nous reprenons un modele introduit
par White et Comiskey [5] ou 'usage de drogues (I’héroine en particulier) est considéré de la
méme facon qu'une épidémie, partant du principe que la consommation des drogues suit un
processus qui peut étre modélisé de maniere similaire a la modélisation de la maladie, un trai-
tement épidémiologique mathématique de la consommation des drogues peut donner un apercu
de la progression tout au long de la carriere de toxicomane, de l'initiation a l'usage habituel
traitement, rechute et récupération éventuelle. Il est bien siir essentiel de comprendre, dans la
mesure du possible, le processus modélisé. Les informations de I'étude ROSIE [1] et les com-
mentaires des professionnels dans les domaines liés a la toxicomanie ont été fondamentaux dans
le développement du modele illustré a La figure-I1.1. L’approche utilisée consistait a adapter

les caractéristiques de la carriere de toxicomane au modele de maladie infectieuse susceptible.
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Chaque compartiment de La figure-I1.1 représente une étape de la carriere de toxicomane.

Les fleches indiquent les chemins qui peuvent étre empruntés entre les compartiments. Suivant

les méthodes standard, une fois ce modele de compartiment simple et sa dynamique corres-

pondante identifiés, des équations différentielles ordinaires ont été dérivées pour représenter

mathématiquement le systeme.

— S U

pli

| |

T8N {p+ 8,1,

U

(1 + &2)Us

Figure II.1 — le diagramme du modele d’héroine.

1l.1 Le modéle mathématique

ds _ RS _

Avec S, U; et Uy € R™,

— (u+61)Un,

dat NS

dU1 . ﬁlUlS 53U1U2
i

U ULU.

Tizp 1_/83 1 2—(/L+52)U2

On interprete les parametres du modeéle comme suit :

> N : La densité de la population totale.

(IL1)

> S : Le nombre de personnes susceptibles dans la population. Ici, tous les individus vont

de I'age de 15 a 64.

> U; : Le nombre d’utilisateurs de drogues qui ne sont pas en traitement, les débutants, les

utilisateurs de drogues qui rechutent.

> Uy : Le nombre de consommateurs de drogues sous traitement.

> A : Le nombre d’individus dans la population générale trouvé dans la population suscep-

tible, c-a-d les processus démographiques des personnes atteignant 1’dge de 15 ans dans

la période de modélisation.

v

i : Le taux de mortalité naturelle de la population en général.
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> 61 : Un taux qui inclut

e Les déces dus a la drogue des consommateurs qui ne sont pas sous traitement.
o Un arrét spontané de 'usage de drogue.

e Les individus qui ne sont pas sous traitement et qui arrétent la drogue sans pour

autant devenir susceptible.

> 09 : Un taux qui inclut
« la mortalité des usagers des drogues qui sont sous traitement.

» Guérison totale et définitive (du moins sur la durée de I’étude).
> (1 : La probabilité de devenir un drogué.
> p : La proportion de drogués qui entrent dans le traitement.

> (3 : La probabilité qu’un usager de drogue sous traitement qui rechute.

II.1.1 Les hypothéses du modele

Nous avons les hypotheses suivants :

° N: S+U1+U2,

on suppose que la taille finale de la population est constante, on suppose :

A=puS+ (u+6)U; + (1 + 02)Us.

o Les personnes sous traitement utilisent des médicaments.

« Une proportion d’utilisateurs qui ne sont pas en traitement arrétent de se droguer dans
chaque période de temps de modélisation, ceci correspond encore a ce qui est observé
dans la pratique.

o Les utilisateurs des drogues qui ne sont pas en traitement sont infectieux pour les per-
sonnes susceptibles et les utilisateurs sous traitement.

o Les utilisateurs en traitement rechutent le plus souvent en raison d’un contact avec des
utilisateurs qui ne sont pas sous traitement.

o Les utilisateurs des drogues en traitement ne sont pas infectieux pour les personnes
susceptibles.

o Chaque individu dans la population a une chance égale de rencontrer un autre individu.

o Tous les membres de la population sont supposés étre également susceptible a la toxico-
manie. En pratique, certaines sous-populations sont plus susceptibles en raison de facteurs
environnementaux, comportementaux et génétiques. Ici, une valeur moyenne de [3; par

rapport a la population générale.
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11.2 Le taux de reproduction basique

I1.2.1 Définition et Interprétation de R, :

Le taux de reproduction de base Ry, est le nombre moyen des individus susceptibles qui ont

été infectés durant la période d’infectiosité .

Pour le modele (I1.1) est défini comme la probabilité de devenir toxicomane multipliée par le
temps moyen passé a consommer de drogues sans traitement. Depuis I'introduction de Ry s’est
imposé comme un concept-clef en épidémiologie et outil pour étudier 1'existence d’équilibres

pour le modele (II.1).

11.2.2 Calcul de Ry :

On va calculer Ry par la méthode de Van Den Driessche et Watmough [11], définit le taux

de reproduction de base par :

Le point d’équilibre sans drogue (DFE),

dsS B1ULS
— =A- — I1.2
dUl 61U15 63U1U2
— _ merare II.
dt N pUL + N + (e + 01)Un, (I1.3)
dUs B3UUs
T pUy — N T (1 =4 02)Us, (IL.4)

U; =0 et Uy = 0 on remplace dans (I1.3), on trouve

(5%, U7, Uz) = (4,0,0).
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Calcul de Ry :
BiULS  BsUL U,
+ —pUy — (4 01)U-
F=| N N o v [Pt
0 pUL — (1 + 62)Us
F et V les dérivés de F et V respectivement,
8™ B3Us  BsUy pr15* b4
. — 0 - —p— )
Fo| N TN N R I P e G
0 0 0 0 0 0 p —(p + 62)

Nous avons det(V) = (=p — (u+61)) (= (1 + 62)) # 0, donc la matrice V est inversible d’inverse
donné par :

—1
(‘7)71 — 1 —(p + 62) 0 _ m 0
(p+ g+ 61)(p+ 02) —p —p— (1 +0y) —p —1

(p+p+061)(p+0d2) (p+d2)

On calcule le rayon spectral de la matrice (—F ‘N/_l>, on trouve :

B
V=K
d ) Np+p+or)
et
A - By
N=S="=p(-FV )= "
I p( ) (p+p+61)

donc le nombre de reproduction de base du modele (I1.1) est donné par :

Io
= . 1I.5
D PR (IL5)
En réalité :

Ry donne des informations sur I’évolution de ’épidémie

e si Rg < 1:ily a pas d’'individus infectée (I’épidémie va eventiellement disparaitre dans
la population avec le temps).

e si Ry = 1: chaque personne infectée cela infectera une personne susceptible.

e si Ry > 1:en moyenne dans la période de de toxicomane chaque utilisateur de drogue va

"infecter” veut dire que initier au mois une autre personne a la consommation de drogue
(I’épidémie s’installe dans la population ).



I1.3 Stabilité du point d’équilibre sans drogue Ry <1 23

I1.2.3 Analyse de sensibilité du R :

Pour examiner la sensibilité de R a chacun de ses parametres, 'indice de sensibilité direct

normalisé par rapport a chacun des parametres est calculé par :

1
P :87—\’,0.7%:5187?,0:6 p+p+ o 1 _q (IL6)
o 03 i Ro 0B ! B P+ p+ oy ' '
1
B
IRy~
4, - OROZMRO:‘ N Y
ool Redpptptan
IRy~
4, - 07%:“8730:‘ B Y
: gml Ro Op ptu+d
IRy~
As, = ORO :ﬁaRo: 01 < 1.
! i Ro 851 p+#+51
8515
1

D’apres 'analyse de sensibilité du Ry, on conclut qu’il est plus sensible au parametre 31, une
augmentation de f; entraine une augmentation de la méme proportion dans Ry (également,
une diminution de (; entrainera une équivalente diminution de Ry), mais les autres parametres
p, i, 01 sont en relation inversement proportionnelle avec Ry. Une augmentation de I'un d’entre
eux entrainera une diminution de Ry. Cependant, la taille de la diminution sera proportionnel-

lement plus petite.

11.3 Stabilité du point d’équilibre sans drogue R, <1

On utilise Ry pour déterminer I'existence d’équilibres pour le systéme (I1.1). En particulier,
il est connu que I’équilibre sans drogue (DFE) des modeles épidémiologiques est localement

asymptotiquement stable pour Ry<1.
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Théoréme I1.3.1 ([14]).

Si Rp < 1 alors le point d’équilibre sans drogue (%,0,0) est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. J la matrice jacobienne du modele (II.1)

—p1U; p1S
L =

o 0
N
U S ﬁ U
G S s At
0 p— 3Us —53U1—(,u+52)
N N

J au point (S*, U, Uy) = (2,0, 0), en rappelons que S* = N,

—H —p 0
A
J(;aoao): 0 Bi—(p+p+d) 0
0 D —(p + 02)

Les valeurs propres :
A= —U .

A= —(p+62) .
As=P1 —(p+p+d1) .

A1 et A9 sont clairement réels et négatifs. Aussi comme Ro <1, alors f; < p+pu+9d; = A3 < 0.

Donc le point (%, 0,0) est localement asymptotiquement stable. O

11.4 Analyse du cas Ry =1

L’existence de bifurcation backward :
Sia > 0etb> 0, la bifurcation a ¢ = 0 est "backward" ( en arriere). L’existence du cette
bifurcation signifie qu’il existe de multiples équilibres endémiques en particulier, un équilibre
endémique existe lorsque Rop< 1 un effort important est nécessaire pour réduire Ry a un ni-
veau suffisamment petit pour éradiquer la maladie de la population, 3; est le choix évident du
parametre de bifurcation notamment comme cela a été montré dans 1”équation (I11.6) que Rq
est plus sensible aux changements de [; que de ses autres parametres.
b

Ro=1=—"——=1= 8] =p-+pu+d. IL7
0 P Bi=p+pto (T1.7)
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La matrice jacobienne est obtenue comme précédemment dans l'equation (I1.6) et identité

(I1.7) est utilisée, conduisant a :

) —p —B7 0 —p =5 0
J(ﬁ,o,o): 0 Bi—(p+u+d) 0 =10 0 0 =A.
0 p —(p + 02) 0 p —(p+0d)

Cette matrice & des valeurs propres (0, —u, —(1 + d2)), le 0 c’est une simple valeur propre

et les autres ayant une partie réelle négative.

Le vecteur propre droite x correspondant a la valeur propre nulle est :
- =3 0 T

Ar=0<1 0 0 0 zy | =0,
0 p —(u+d)) \z3
—pxy — Bixy = 0.

pro — (,u + 52)ZE3 = 0.

=5
I = i ZIo.
=
)
vy — Wx?"

On pose que z3=1, on trouve :

=B (t02)
T = -
1% p
B (/L+(52)
9 = —.
b
T3 = 1.

Donc le vecteur propre droite est :

: 5. (IL.8)

(—(p+u+62)(u+52) (11 + 62) 1) :
pp p
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Le vecteur propre gauche y correspondant a la valeur propre nulle est :

- =B 0 —#yr =0 .
Y1 =Y.
y'A=0 @(yl Y2 yg) 0 0 0 =0e By +pys=0 =
Ys = 0.
0 p _(M+52) —yg(u—|—62) =0
Donc le vecteur propre gauche est :
(07 Y2, 0) - (07 ]-7 O)?J2 (119)
On pose 1 =5, 29 =U;, w3 =Us et on a f = f7.
Donc le systeme (I1.1) devient :
dx fToT
ditl = A4 BINM — pry = fi(zr, x2, x3),
dx [ Tox Tk
ditZ = ﬂlj\? - — poy + 53]\; D (8w = folw, 0, 3), (I1.10)
dx ToX
cTtg = Ppr2 — 63]\; 2 (,M + 52)963 = f3($1,$27$3),

Bias Bi 0
e N
Bixa piry | Bars B3xo
D,f = _
0 _/33$3 _53@ (1 + 52)
PN N T
o pourfi:
’f A _ Pfho A _PhH A i plp+ptd)
32371(;’070) =0, 8m13x2<ﬁ’070) 019014 (ﬁ’o’m N A
P A PR A PR A
7, 00 =0 5o (00 =5 50,0 =0
Pf A PR A Rf A
82j’,g(ﬁ,o,m—o, axgaxl(ﬁ’ : )—axlaxg(;,o,()) 0.
’fho A Pf A
—,0,0) =0, —,0,0) = —1.
52,05 1w "0 =" w08,
Pf A
—,0,0)=0.
(9953(961(,u )
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o pourfs:

P fa A P f P f Bi _ pulp+p+d1)
821’ (ﬁ O 0> 0’ 3x18x2(ﬁ’ ’ ) aZEQaZEl(ﬁ 0 O> N A .
fy A 9 fo 9 fa Bs _ Bsp
0?1, (ﬁ 0.0) =0, 3x28x3<,u 0,0) = 8m38x2(ﬁ 0.0) = N A
0fy A 0% fy B Pfy A B
821’ (; 0 0) 07 a$38$1<;7 ) ) - 8$1I3<ﬁ’070) =0.

2 2 2

Of> (=,0,0) =0, Ot (=,0,0) =1, Ot (4,0,0)20.
021061 02081 " 0z30P:1

o pourfs:

Pfa A _ P fy _ Ph A _
821.1 (57070) - 0’ 8ZE18ZE2<E’070> - 81'26.171 (;,0,0) = 0.
Pfa A _ Pl A _ Pfr A By Bsp
70, 1000 =0 Gt 000 T B, w0 T TN T T
’fz A _ E P A _
7, 0 00 =0 55 (000 =5 5L 00 =0

Pfy A *fs A fs A

—,0,0) =0, —,0,0) =0, —,0,0) = 0.

0100, (,u ) 01200, <,LL ) 0z300, (M )

Pour calculer a et b on les définies par les équations suivantes :

3 ank

k,i,j=1
et

92
0 fx

b= Ypti———(0,0).
3wt

On rappelons que (I1.8) le vecteur propre droite et (I1.9) le vecteur propre gauche, associés a

la valeur propre nulle.
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Calcul de a :
fy A 0Pf, A 0Pf, A
@ =Yt gg (Ev 0, O)—I—y2:171932 2(; ,0)+ Y2T1T3 3( ,0) + yz-’fﬂlm(;, 0,0)
—i—xmﬁ(éOO)—l— Tk ( ,0) + yoxs ( ,0) + yoxgw S (400)
y22235213;/i/1” y223 283 y231 381 y232838x2,u”
2
+ y2$3$3827x3(57070)7
Pfr A 0*fy O fo Pf A
= —,0,0 —,0,0 —,0,0
aA=Yol1T2 8x18x2(u ) + 3J231723€18I28x1 (M ) + Yoo 8I28I3(M ) + Y23l s D105 1
0 fy P fy
=2 —F(—,0,0 2 —,0,0).
a ygl'll'ga 18 2( )+ y2$2$38 28 3<'u ) )
a4 = 2o To > ! + 2y2x2:c3@. (I1.11)
N N
On remplacer z et y dans (I1.11)
+ 1+ 01) (1 + 62)? + 0
a=—2u (p+p 12) (1 + 62) + QM(M 2)53’
pp*A Ap
_ <u+(52> ( (u+5z)(u+p+(51)2>
p up
2
donc a > 0 si est seulement si (14 02) (i + p+91) < fs.
jp
Calcul de b :
*f A f, A <M+5z> o+ 0o
b= —,0,0)+ —,0,0 D(0)(1)+(1)(1 = >
b (O g (00 = (O O (5] =

Donc la bifurcation "backward" (a,b > 0) ne se produira que si

(4 82)(p+p+01)?
up

< Ps. (I1.12)

(7 0 O)?
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11.5 Existence d’équilibre endémique :

La premiere équation du (II1.1) au point d’équilibre endémique :

dS N 1
© =5 =4 o).
dt (51[]1 M)

Maintenant on remplace S* dans la deuxieme équation du (II.1) et la résoudre pour Us :

dU, Uy N 1 BsU Uy
R, RN A “)—pU — §)U, =0
d N <61U1+p> pU =5 — (o)l =0,
U A ULU.
A+51N; —pUl—i—ﬁSA} 2 —(u+8)U, =0,
ULU. U, A
53N1 2:—/1—53\7; +pUy + (p + 6,)Uy.

Par conséquent

NA  BULWA N N N
Uy = — —~ +pUi—— + (p+ &)U ,
2 BsUy Np psU; b ' 33Uy (1 401) ' 33Uy
. NA  BA  pN  N(u+6)
Uy=—— -+ —
2 BsUy  Bsp B3 B3
NA N (A )
Uy=———— |~ +p+(p+d)|.
2 63U1 53 (N/lz p (/’L 1)

On met UJ dans la troisieme équation du II.1 et la résoudre pour Uy

BUy [ NA N [BA NA N [BA B
pUH— <B3U1 ~ 5 <Nu +p+ (u+51)>>—(u+52) (63U1 "5 <NM +p+ (u+51)>> =0,
NA  pA N BsU; _
pU1+<63U1+/L53_63(p+M+61)>< N +M+52>—0-

Une manipulation algébrique supplémentaire produit le quadratique suivant dans U7 :

NA /AN BsUy B
63U1+@ 63(p+u+61)>< N +u+62>—0,

pU12+U1<

U

il V)

Bs (NA  BA N NA /AN _
lp+N<BSU1+M53—Bg(p+u+6l)>]+m[<ﬁgw+%—Bg(p+u+51)>(u+5z)]—0>

A A
lp+[]1+i1]v—(p+u+51)]+U1 K

U

all V)

NA
Byl + @ - @(p + -+ 51)) (,U + 52)] ‘I'E(M_HSQ) =0,

02 |2t = v 0| 401 2k (Pt ) = Nl 80 0| o
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$1A0,

(ﬁvﬂ—(+&ﬂw%w+l@ﬂ

NA
B 5 —uN@+u+&)—®@+u+&Ol+(wwgza

Bs

Une vraie valeur positive pour U; est nécessaire pour qu'un équilibre endémique existe, évide-
ment le terme constant est positif. Cependant les signes des coefficients de U et U; ne sont pas
évident.

Quatre cas quadratiques se présentent :

aU? 4+ bUy + ¢ = 0.

Alors que
piA
a=——(u+0
,uﬁ?; (/L 1)
1 Aé
b:/H_E <51/1+ B0, —uN(p+p+01) —52(p+ﬂ+51)> :
3
NA
c=—(p+9o
Bs (1 + d9)
Auquel cas, selon la regle des signes de Descartes [16], aucun changement de signe ne signifie

qu’il n’y a pas de racines réelles et qu’il n’y a pas d’équilibre endémique. En utilisant la méme

regle.

aU? — bU; 4 ¢ = 0.

a deux changements de signe et deux valeurs positives réelles pour U] seraient attendu.

—aU? 4+ bU, 4 ¢ = 0.

a un changement de signe et donc une vraie racine positive comme le cas final :

—aU? = bU; + ¢ = 0.

Les inégalités suivantes doivent étre étudiées pour déterminer l'existence de 1’équilibre endé-

mique. Le coefficient de U? sera négatif si
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< ,U/—|—(51 .
w33 | |

‘Bl/l

Le coefficient de U; ne peut étre négatif que si

A< 1 61/1<1+52> — N+ p+061) (e +62) .
3 2
ou

Soit le coefficient de U? ou U; ou les deux doivent étre négatifs pour garantir I'existence

d’au moins un équilibre endémique.



Chapitre Il
Modele d’héroine avec le traitement age

Partant du principe que la consommation des drogues suit un processus qui peut étre modé-
lisé de maniere similaire a la modélisation de la maladie, un modele mathématique de traitement
épidémiologique de la consommation des drogues peut donner un apercu de la progression a
travers la carriere des toxicomanes, de I'initiation a 1'usage habituel, le traitement, la rechute
et la récupération éventuelle il est bien siir essentiel de comprendre, dans la mesure du pos-
sible, le processus modélisé. Les informations de I"étude ROSIE [1] et les commentaires des
professionnels dans les domaines liés a la toxicomanie ont été fondamentaux dans 1’élaboration
du modele. Afin d’étudier 'influence de ’dge du traitement sur la propagation de 1’épidémie
d’héroine, nous divisons la population en trois compartiments (sous-groupes) mutuellement,
a savoir les susceptibles, les toxicomanes non traités et les consommateurs des drogues sous
traitement, notées respectivement S(t), U;(t) et Us(6,t). Ici, le parametre 6 indique I'dge de
traitement des utilisateurs de drogues sous traitement au temps t. D’une part, nous supposons
que les consommateurs de drogues non traités ne sont infectieux que pour les susceptibles et que
les consommateurs des drogues sous traitement ne sont pas contagieux pour les susceptibles.
De plus, les toxicomanes retourneraient dans la classe des toxicomanes non traités apres I'arrét
d’un programme de traitement de la toxicomanie. D'un autre part, nous supposons que chaque
individu dans la population a une chance égale de rencontrer n’importe quel autre individu
et tous les membres de la population sont également susceptibles a la toxicomanie et nous

formulons le modele épidémique d’héroine avec I'age de traitement.
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I1l.1 I'analyse du modele Mathématique

Nous considérons le modele épidémique d’héroine structuré en age, dans une population

divisée en trois sous-populations :

B0 4= B8OV - S ()
d(/;t(t) = BSWUID) — (14 0+ P)UL(H) + [ KO0, )b, (ITL1)
0D | D) (o5, 4 kO)UA0,1),

avec les conditions initiales et aux limites suivantes :

Us(0,t) = pUs (1),
S(O) = Soa Ul(o) = U?? U2<9>0) = U8<0)7

(I11.2)

SO, UY e RT, et US(0) € Lt ((0,400), RT).

On interprete les parametres du modele comme suit :

>

>

N : la densité de la population totale.

S(t) : le nombre d’individus susceptible dans la population au temps t.

Ui(t) : le nombre d’usagers des drogues non traités, initiale et rechute.

Us(6,t) : le nombre d’usagers des drogues en traitement avec I’dge 6 au temps t.

A : représente les nouveaux individus entrant dans la population des susceptibles (soit de
I'immigration ou des nouveaux nées).

B : le taux de la consommation de drogues.

p : le taux d’usagers des drogues qui entrent en traitement.

01 : un taux de retrait qui inclut

- les déces liés a la drogue d’usagers non traités et un taux de récupération spontanée.

- les personnes qui ne suivent pas de traitement et qui cessent de consommer des drogues
mais qui ne sont plus susceptibles.

09 : un taux d’élimination qui inclut les déces d’usagers liés a la drogue en cours de
traitement et un taux de «guérison» réussie qui correspond a la récupération vers une vie

sans drogues et I'immunité a la toxicomanie pour la durée de la période de modélisation.
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> k(0) :la probabilité qu'un utilisateur de drogues en traitement avec 'dge de traitement 6

rechute & une utilisation non traitée.

> i le taux de mortalité naturelle de la population générale.

Tous les parametres /A et p sont positifs, nous supposons également que k() € L} ((0,+00), R").

On définit I'espace fonctionnel

X;=R" xR" x LL(0,00).

Muni de la norme

| (8,02 02(60)) llx, = 181+ 10| + [~ |U2(6., )],

Avec

Us(t) = /0 T UL(0,0)d6 et N(t) = S(t) + Ur(t) + Us(t).

Pour (S°, UY,U2(0)) € X, nous pouvons montrer que le systeme (II1.1) avec les condition
initiales (II1.2) admet une solution unique positive est borné pour tout t>0, qui peut étre ob-

tenue par des méthodes classiques inspirées des travaux de Webb [0] et Iannelli [9].

Théoréme III.1.1.
le systeme (I11.1) est point dissipatif. Plus précisément, soit (S° U?,US(F)) € X, alors il

existe une solution unique positive (S, Uy, Us) € X .

Preuve. En utilisant le théoreme standard du point fixe de Banach, nous obtenons I'existence
et I'unicité de la solution positive de (II1.1), en additionnant toutes les équations du systéme,

nous avons :
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50+ ) + Uy =250 4 A 900,

dt dt dt ot

= (A= BS)Ui(t) — pS(@)) + (BS(O)UL(E) — (1 + 61+ p) Ui ()
+Amum@w¢mm+ﬂf{—m%§”—wu+@+kwmg@w}w
:A—M@@H%M®+Am%wjﬂm—pw—UXQMZ?
—&m@—@ﬁw@@ow

gA-MM®+M@+Am%&ﬂM)

On obtient ainsi I'inégalité

Nous avons aussi

Par conséquent, le systéme (I11.1) est point dissipatif, notons
00 A
Q:(&MJMEX%MO+M@+/ Us(0, )0 < .
0
nous savons que () attire tous les points de X. Ensuite, I’ensemble () est positivement invariant

pour le systeme (I11.1).

Le taux de reproduction de base Ry du modele (IT1.1), est donné par I’expression suivante :

5.4
L

= II1.
(+ 01 +p) —pK’ (IIL.3)

&
|

avec

J{:Ammwnwma
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Pour interpréter la formule (II1.3) comme un nombre secondaire d’usagers d’héroine produits
par un usager d’héroine, nous notons que le temps moyen des usagers des drogues hors classe

1
de traitement au premier passage est ————— et la probabilité de survivre a cette classe est
» p+o1+p

PP I Etant donné que K est la probabilité de rechute des utilisateurs des drogues dans la
M 1 TP

classe de traitement est )
- 1w+ 0y +k(o))do
H(@) —e /0 ( 2 ( ))

9

la probabilité d’étre toujours les utilisateurs des drogues en traitement apres unités de temps. Le
temps moyen total des utilisateurs des drogues hors classe de traitement (sur plusieurs passes)

est :

1
p+o1+p

2
P p 1
+— K+ |—— K| +...| = )
[+, +p <u+61—|—p ) ] (u+6 +p)—pK

A
En multipliant cela par f.— on trouve Ry, qui est le nombre moyen de nouveaux utilisa-
teurs des drogues produits par un utilisateur de drogues typique non traité introduit dans une
population entierement susceptible [11]. Ainsi, Ry est le nombre de reproduction de base qui

agit comme un seuil.

Le systeme (II1.1) possede toujours un équilibre sans drogue

0= A— BS*US — uS",
0= BS*UF — (u+ 6, + p)Ut +/0 k(O)UZ(6)dd,
U3 (0

SO (it + R O)U56),

Us3(0) = pU7.

(I11.4)

Si U = 0, ensuite nous avons U3 (0) = 0, de la premiére équation de (I11.4), on trouve S§ = —.
i

De toute évidence, le systeme (II1.1) possede toujours un équilibre sans drogue, dans lequel

il n’y a pas d’usagers des drogues, donné par

A
Ey=(=,0,0).
0 (M )
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On résout la troisieme équation de (I11.4) on trouve,

U (0) = U;(O)e_/o (toatho)de _ i), (I11.5)

Si Uf # 0, en remplagant (I11.5) dans la deuxiéme équation de (II1.4), nous avons

S*=(u+0y+p) — pK = S* = ——
5 (w+d2+p)—p 5 R

Y

(ktd2+p)—pK 1 A
1

En substituant le résultat a la premiere équation de (I11.4), on trouve

L A=pSt o
YT TS T

Si Rp > 1 le systeme (I11.1) admet un équilibre endémique unique

(RO — 1)

B* = (.U, U3 (6)).

En résumant les discussions ci-dessus, nous avons le théoreme suivant,

Théoreme I11.1.2.
Le systeme (II1.1) admet deux points d’équilibres. Plus précisément, nous avons
1. L’équilibre sans drogue Fy = (—,0,0) existe toujours .
1

2. Si Ry > 1, il existe un équilibre endémique unique, ou

1 A L
S*=_—— Uf==.
L

Ro 11 (Ro—1), Us(0) = pUTI(D).

111.2 Etude de la stabilité locale

Dans cette section, nous prouvons principalement la stabilité locale des équilibres dont
'existence a été énoncée dans le théoreme (I11.1.2). Tout d’abord, nous étudions de la stabilité

locale d’équilibre sans drogue Ej, et nous avons le théoreme suivant

Théoreme II1.2.1.
A

L’équilibre sans drogue Ey(—, 0, 0) est localement asymptotiquement stable si Ry < 1 et instable
1

si Rg > 1.
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Preuve. On introduit les variables de perturbation suivant :

S(t) = (t) + ﬁ Ul(t) = y(t), Us(0,t) = 2(6, ).

La linéarisation du systéme (I11.1) au point Ey donne

L — —2y(0) — ),
dyﬁ) - B‘;ly(t) — (n+ 61 +p)y(t) /OOO k(0)=(6,1)do,

0:0.1) , 0:0.1) (I1L.6)

00 ot

2(0,8) = py().

Pour analyser le comportement asymptotique autour de Ej , nous recherchons des solutions de
la forme :

x(t) =z, y(t) = ge, 2(0,t) = z(0)eM. (II1.7)

T, y sont des constants et Z(#) est une fonction dépend de 6. En remplacant (I111.6) dans (I11.7),

il s’ensuit que

A

A+ p+0+p)y= b’ég + /OO k(0)z(0)de,
ol 0

TO bt b+ k)26, e
Z(0) = py.
En résolvant la troisieme équation de (I11.8), on trouve
0
5(6) = 5(0)6—%_/0 | 1) (IIL9)

En injectant (I11.9) dans la deuxieme équation de (II1.8) et en annulant y (pour y # 0), on
obtient

p/oo E(0)e MT1(0)d0 = X\ + pu+ 61 +p — 52. (I11.10)
0

Nous avons aussi

A
ﬁi
1= H

— - . (IIL.11)
At 40 +p— p/ k(0)e 11(6)d6
0
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On défini la fonction H(\) comme étant le coté droit ci-dessus. H(A) est une fonction différen-
tiable et continu avec )\h_)rrolo H(N) = 0. Par calcul direct, il est facile de montrer que H () < 0,
c’est-a-dire que H(A) est une fonction décroissante. Par conséquent, toute solution réelle de
I'équation (II1.11) est négative si H(0) < 1, et positive si H(0) > 1. D’ou, si H(0) > 1 'équi-
libre Ej est instable.

Ensuite nous montrons que (II1.11) n’a pas de solutions complexes avec une partie réelle non
négative si H(0) < 1. On supposons que A = a + ib avec a et b des réelles est une solution

complexe de (II1.11) avec ReX > 0, alors
1= [H\)| <H(a) <H(0) < 1.

Ceci est impossible, cela signifie que toutes les racines de (II1.11) ont des parties réelles néga-

tives donc I’équilibre Ej est localement asymptotiquement stable si H(0) < 1 .

En remarquant que H(0) = Ry, donc le point d’équilibre sans drogue Ej est localement asymp-

totiquement stable si Ry < 1 et il est instable si Ry > 1. O

Dans la suite, nous étudions la stabilité locale du point d’équilibre endémique E* et nous

avons le théoreme suivant,

Théoreme I11.2.2.
I'équilibre endémique E*(S*,Uf, U5 (0)) et localement asymptotiquement stable si Ry > 1 .

Preuve. On introduit les variables de perturbation suivant :

S(t) =x(t) + 5%, Ui(t) =y(t) + U, Uz(0,t) = 2(0,t) + U (0).

La linéarisation du systéme (I11.1) au point E* est donnée par le systéme suivant

B —sy(e) — BUT(D) — (),
d?jg) = BS*y(t) + BUa(t) — (u+ 61 + p)y(t) + /OOO k()2(0,1)do,

0=(0,1) , 9=(0.1) (I11.12)

00 ot

— —(ju+ 62+ k(9))2(6,),

2(0,1) = py(1).
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Pour analyser le comportement asymptotique autour de E*, nous recherchons des solutions

de la forme suivante :

x(t) =z, y(t) = ye, 2(0,t) = z(0)eM. (I11.13)

z, y sont des constants et z(f) est une fonction dépend de 6. En remplacant (I11.13) dans

(IT1.12), on trouve

(A +p)z = —pS"y — pUTZ,

(A+u+&+pﬁ=ﬁ$@+6@f+A k(0)2(0)do,

dz(0 (I11.14)
§3:94A+u+@+kw»4m,
z(0) = py.
En résoudre la troisieme équation de (II1.14), on trouve
[ + 02 + k(0))do
Z(0) = z(0)e e /o (0 - klo))do py.e M I1(6). (I11.15)
En résolvant la premiere équation de (II1.14), nous obtenons
_ -pBS*
— . I11.16
TNt au? (IL16)

En injectant (II1.15) et (II1.16) a la deuxiéme équation de (III.14) et en annulant y (pour
y # 0), on obtient

[ele] _ )\+/J/
k(0)e MI1(0)do = \ ) -85
p [ KON =Xt it 61 +p = 55" 5
On a aussi
A+
S
P A+ p+ BUY

1= (111.17)

At pt o +p— p/o k(0)eTI(0)dd

Si ReX > 0, en prenant la valeur absolue du coté droit (RHS) de (II1.17) et en utilisant la
formule 5S* = (u + 6; + p) — pK, nous obtenons
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A+ p
A+ p+ BUY

’)\ Futditp-p k(&)e’“’l’[(@)d&‘

BS*.

[RHS| <

BS*
< -
’u +h+p—p [ k(@)H(G)d@’

_ BS*
w401 +p — pK|
—1.

C’est absurde, cela signifie que les racines de (II1.17) ont des parties réelles négatives. Par
conséquent, le point d’équilibre endémique E* localement asymptotiquement stable si Ry > 1.

O

111.3 Persistance uniforme

Dans cette section, nous étudions la persistance uniforme du systeme (II1.1) on définit les

espaces suivants :

M=7R"x{0} x M, OM=X,\M.

Avec

0

M = { ( i) ) eR" x L} ((O, —l—oo),R*) :Ur(t) >0 ou /

) [ k(6)do > 0} ,

et

§ — inf {0, /:O k(0)do — o} .

Par conséquent, nous obtenons un semi-flot continu U(t) : RT x X, — X pour le systéme

(II1.1) qui est défini comme

U(t,20) = Uy(wo) = (S(t), Ur(t), Us(.,1)), £ >0, 9 € X
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Théoréme II11.3.1.

OM est positivement invariant sous le semi-flot {U(#)};50. De plus, I'équilibre sans drogue

Ey(Sg,0,0) est globalement asymptotiquement stable pour le semi-flot {U(#)}0 réduit a 9M.

Preuve. I'ensemble OM est positivement invariant sous le semi-flot {U(t)}i>0 ¢’est-a-dire que
U(t,0M) C OM.
Soit (S, UY,UY(.)) € M. Ensuite (U2, US(.)) € R* x L. ((0,+00), R*) \ M et nous avons

Comme S(t) <

avec

d(/;t(t) = BSOUL(t) — (n+ 0+ p)U (L) + /0  k(0)Un (0, 1),
Maf’ ! T aU%(f’ . —(p+ 62 + K(0))Us(6, 1),

UQ(O,t) :pU1<t>,
Ul(o) = 07
Us(6,0) = UY(6).

A
—, nous avons
il
U (t) < Uy (t) et Us(0,t) < Usy(6,1),
dU, (t A A . o A
U 52000 — (ot b+ )00 + [ KO0, )8
t o 0

oU,(0,1) N oU,(9, 1)
90 ot
U,(0,t) = pUs(t)

= —(u+ 02 + k(0))Ua(0, 1),

Ul (0) = 07

A

U,(6,0) = U(0).

En utilisant la méthode des caractéristiques, on trouve

(I11.18)

(111.19)

(I11.20)
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Us(0,t) =< . I1(6) (I11.21)
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En insérant (I11.21) dans la premiere équation de (II1.20), on obtient

AU, (1)

= B2, 00(0) — o+ 6+ p)OU(H) + p | KO - OO + F(1)

Fe) = [ ko036 - t)r[(ré(f)t)de.

Comme (U?,U9(.)) € R x L1 ((0,400), R*) \ M et k(h) € L' ((0,400),R*)\ {0}, on peut

déduire que F(t) = 0 pour tout ¢ > 0, par conséquent, le systeme

dU;t(t) — 5;1(?105) — (u+ 6 +p)Ui(2) +p/0t K(0)01(t — 0)I1(6)de,
(I11.22)
U,(0) = 0.

Le systéme (I11.22) admet une solution nulle U, () = 0, alors on déduit que Us(6,t) = 0 pour

0 <8 <t. Pourt < 6 nous avons

| U (8O, 02,U8(.6)) Il =1l 0a(6, ) |11,
I1(0)

-0y

<e U3 -

050 — 1)

Y
Ll

Ce qui implique que comme ¢ — 00, on a Us(6,t) — 0.

En utilisant (I11.19), on a U;(t) = 0 et Uy(0,t) — 0. Il résulte de la premieére équation du

systeme (I11.1) que S(t) — S§. Ainsi, 1’équilibre sans drogue Ey est globalement asymptoti-
quement stable en OM. O]

Ensuite, nous introduisons le résultat suivant sur les équations intégrales différentielles de Vol-

terra linéaires qui seront utiles dans les prochaines preuves.
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Lemme II1.3.1 ([3]).
Considérons les équations intégrales différentielles de Volterra scalaires pour énoncer un résultat

important de la persistance uniforme dans le théoreme qui suivant ce lemme

%f>zzfpwm@—eme—mm%hw)>o

ot p(.) € L1 (0, +00), et / p(0)d > a. 11 existe une solution unique h(t) qui est non borné.
0

Théoreme I11.3.2.

Supposons que Ry > 1. Le semi-flot {U(#)};0 est uniformément persistant dans M par rapport
a (M ,OM ) s’il existe une constante £ > 0 qui est indépendante des valeurs initiales telles que
pour chaque (S, U, U9) € M.

Ce qui donne
lim inf S(t) > e, lim inf Ui(t) > e, lim inf | U2(.,8) [z = €.
De plus, le semi-flot {U(t)}y>0 a un attracteur global compact Ay dans M.

Preuve. 11 découle du théoreme (I11.3.1) que Ejy est globalement asymptotiquement stable dans
oM. 1 suffit d’étudier le comportement de la solution & partir de M dans un voisinage de Ej.

Ainsi, il suffit de prouver que

WS(E()) N M - Q),
avec
WS(E(]) = {i[f € XJr . tli)m U(t,x) = Eo}

Pour des raisons de contradiction, nous supposons qu’il existe une liste

2 = (8"(0), U(0),U5(0)) € {y € M || Eo —y [|I< C}-

avec

1
Ey—Ut)z, ||< ——, Vt>0.
| Bo = Utz 1<

L’ensemble (S™(t), U7 (t),U3(t)) = U(t)x,. Alors pour tous ¢ > 0, nous avons
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1
n o * < - t>
| (S7(0), U7 (2), U (1)) — (53,0,0) | € — =, V>0,
1
On choisit n > 0 assez grand tel que S; — ] > 0. Pour n > 0, 47" > 0 tel que pour tout
t > T, nous avons
St <8 < St + 0 < Un(t) < — (I11.23)
O n+1 O n4+1 T TN T4 '
a partir des solutions (II1.21), on obtient
0 11(0)
U(0,t) = Us(t — 0,0)I1(0) + Uy (t — H)W > pUi(t — 0)I1(0). (I11.24)

En insérant (I11.24) dans la seconde équation de (I11.1) et en utilisant le principe de comparai-
son, on obtient

(I11.25)

ou UJ(t) est la solution du systéme auxiliaire suivant

Ly [Trore-on@a—{p+6+p) -5 (s - — ) T,
(I11.26)
0r(0) = 0.

Notez que si UP(t) = 0, puis UP(t) > 0, donc sans perte de généralité, on peut prendre
Ur0) >0

et nous avons Ry > 1 alors il existe n € R' suffisamment grand tel que

A
g.{4- ) .
(w+ 61 +p) —pK

A ()
On sait que Sj = — et K = / k(0)I1(0)dh, par conséquent, nous avons
o
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p [T RO > (it 6 +p) -5 (55— ).

D’aprés le lemme (IT1.3.1)  U7(t) est non borné. Depuis (IT1.25) nous obtenons que UP(t) n’est
pas borné. Ainsi, W*(Ey) N M = () est vrai.

D’apres [18] le semi-flot {U (%) }+>0 asymptotiquement réguliere. De plus, I’équilibre sans drogue
Ey est globalement asymptotiquement stable dans dM. Par [13] que le semi-flot {U(t)};0 est
uniformément persistant par rapport a (9M, M). O

111.4 Etude de la stabilité globale

Dans cette section, nous intéressons a la stabilité globale de chacun des points d’équilibre
possibles du systeme (II1.1). La technique des preuves consiste a utiliser des fonctions appro-

priées de Lyapunov et le Principe d’invariance de LaSalle.

I11.4.1 Stabilité globale d’équilibre sans drogue

Théoréme I11.4.1.

A
si Ry < 1, le point d’équilibre sans drogue Ey(—,0,0) est globalement asymptotiquement stable.
1

Preuve. D’apres le théoreme (I11.2.1) nous savons que 1’équilibre sans drogue Ey du (I11.1) est
localement asymptotiquement stable si Ry < 1. Dans la suite, on montrer que l'attracteur glo-
bale est contient seulement I'équilibre sans drogue(DFE) dans RT+ x Rt x L% ((0, +00), R™)\
OM, i.e, Ay = {Ey}.

Nous allons utiliser une fonction de Lyapunov appropriée pour aborder ce probleme. Nous

utilisons la fonction g qui défini comme
g@)=x—1—Inz, xR (I1L.27)

/ 1
Il est clair que g(x) >0, g (r) = 1 — — pour tout € R, g(x) atteint son minimum global
x
a un, avec g(1) = 0.

On définit

a(8) = /9°° k(o) exp {— /00 (1 + 8o + k(7)) dT} do = /9°° ko) gy 07 (IT1.28)
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Notez que a(f) > 0 pour tous 0 < 6 < +o0. On peut facilement vérifier que
a(0) = / k(o)1(0)do = K. (LIL.29)
0

Nous avons également

& (0) = a(0) (1 + 65 + k(6)) — k(). (111.30)

On définit la fonction de Lyapunov suivante

V(t) = Vi(t) + U (t) + Va(1),

Vi(t) = Stg (Ss(t)> Valt) = [~ a(0)Ux(6,1)d.

Nous pouvons facilement voir que la fonction V'(¢) est borné lorsqu’elle est restreinte a Ay.
Puisque la fonction g(z) n’est pas négative pour tout x > 0, et a le minimum global a x = 1, il
s’ensuit alors que la fonction V' (t) est non négatif et le point Ey est le point minimum global.

On voit aussi facilement que la fonction V(t) est différentiable continue.

En calculant la dérivée de Vi (t) et en remplacant A = pSj, ce qui donne

Vi(t) =S <1 = S‘i%) Sggt),
_ (1 . S%t)) (A= BSWOUL(E) - uS (D))
s <51 _ Sb)) (u(S5 — (1)) — BS(OT(1)).
_ _‘W + BSIUL(E) — BS(UA(E).

Ensuite, on dérivé V5(t) et en utilisant (I11.29), (I11.30), nous obtenons

vt =[" a(e)a%a(f ) 4p

= [T 8U2 9 000 1) 4 _ " a +52+k(9))U2(9 £)do
— _a(0)T(0, 1) +/ Us( 0) (11 + 85 + K(8)) Us(6, £)d6

—a(0)U(0, 8)]pne + a(0)Ua(0, ) +/ Us(6 t)[ (0) (1t + 65 + (0)) — k(6)]d6

—/ ) (1 + 8y + k(0)) Un(0, 1)d0
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— —()Us(6, 1) p—os + (0)T(0, ) — /0 T kO)U(6, )d6

= —a(O)Us(0,)]p—ve + pU, (1) /0 ~ RO)TI(0)do — / k(0)Us (6, £)d6.

0

Notez la formule de Ry. En combinant les trois composants de la fonction de Lyapunov,

nous avons

/ ’

V() = Vi) + Ui (t) + V(1)

— _W + BSgUL(t) — (1 + 01 + p)Ur(t) — a(0)U2(0,1)|o—s0

+pUL (%) /0 T k(O)TI(0)ds

(S = S())?
S(t)

—a(8)Ux(0,t)]p=c

+{lut i) —p [ HOTIOB ] (Ro — T

<0.

La derniére inégalité résulte du fait que Ry < 1. On remarque que V(¢) = 0 si et seulement si

S(t) = S§ et Up(t) = 0. On définit un ensemble

T ={(S,U,U,) € QV'(t) = 0}.

Ainsi, ensemble Ag = {Ey} est le plus grand ensemble invariant compact de Y, c’est-a-dire
que ce plus grand ensemble invariant compact est le singleton donné par ’équilibre sans drogue.
Par le principe d’invariance Lyapunov — LaSalle [1], nous conclurons que Ejy est globalement

asymptotiquement stable lorsque Rg < 1. O

I11.4.2 Stabilité globale d’équilibre endémique

Dans la section précédente, nous avons obtenu que le systeme (II1.1) est uniformément
persistant et a un attracteur global. Maintenant nous sommes préts a établir la stabilité globale

d’équilibre endémique.

Théoreme 111.4.2.
Si Ry > 1, le point d’équilibre endémique E*(S*, U, U;(0)) du systeme (I11.1) est globalement

asymptotiquement stable dans M.
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Preuve. D’apres le théoreme (I11.2.2) nous savons que ’équilibre endémique E* du (I11.1) est
localement asymptotiquement stable si Ry > 1. Dans la suite, nous devons montrer que E* est

Pattracteur globale dans R x R* x L. ((0,4+00), RT) \ OM, i.e, Ay = {E*}.

De la méme maniere que pour la preuve de (I11.4.1), nous utilisons toujours une fonction de
Lyapunov appropriée pour aborder le probleme. Soit U(t) = (S(t), Ui (t), Uz(0,t)) une solution
complete au systeme (I11.1) qui réside dans 'attracteur Ay, a partir du théoreme (I11.3.2), nous

savons qu’il existe 07 , do > 0 tel que

Gt s s o LD

S(t)
2 = Uik - - U2*(9>

51§?_ < 09

pour tous t € R et 0 > 0.
Maintenant on défini la fonction de Lyapunov

W(t) =Ws(t) + Wi(t) + Wa(t),

ou

wa(t) =% (542} w0 = vz (S0 wato = [ awwsiona (25D ) s,

ou g(z) =z —1—Inz, (x € Ry) est donnée dans (I11.27) et «(f) est donnée dans (I11.28).

Nous pouvons facilement voir que la fonction W (t) est bornée lorsqu’elle est restreinte a Ag.
Puisque la fonction g(x) n’est pas négative pour tout > 0, et a le minimum global a z = 1,
il s’ensuit alors que W(t) est non négatif et le point E* est le point minimum global. On voit

aussi facilement que W (t) est différentiable continue.

En raison de la complexité des expressions, nous prenons séparément la dérivée de chaque
composant de la fonction de Lyapunov, en calculant d’abord la dérivée de Ws(t), et en rempla-

cant A = BS*UT + uS*, ce qui donne

(A= BSE)UL(t) — pS(t))

[1(S™ = 5(t)) + (BS™UT = BS(H)UL(1))]

A o 1= ) (-0)
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Ensuite, en calculant la dérivée de Wi (t), nous avons

W) = U (1 U(ft)) L
1

-1 (g - Ul(t>>{ﬁ5() 0= Gt s 40 + [ KO0, a0}

On note
u+51+p—<6S*U*+/ U29t)d6>
Nous avons
W) = U (Ull - Uf@) {55@)(]1( - ( ) (55 Ui+ [T oz 0)a0) + [ k(H)UQ(H,t)dH}

= (g o (52 Ué§>>+/o“k<9>U2<0> (252 - 5) o)

= BS)UL(t) — BSTUL(t) — BS(H)UT + BS™UY

Us(6 t) LU Uy Us(8,0)
+ |, KOs ( Ui i) U500) “) "

Maintenant on passe a la dérivée de Wy (t),

W) = [ a5 0).gro (g )
“ Us6)\ 1 aus(6,)
~Jo O‘(G)U2(9)‘<1_UQ(9,t)> Uz (0) ot ab
= [T awus ) (1 -2 ((SGE)) — {-@Ugfg Dyt a+ kw)m(a,t)}de
= [Tas0) <1 _ ;ﬁg» %2(?0’;) {UQ"(G’? (ot G+ k(@))} i

__ /0 " a(0)U3(0) (%5?9? - 1) {U%(e” Do u ot k(@))} do. (IT1.31)



II1.4 Etude de la stabilité globale 52

On note

o (Uy0,1)) Us(0) \ 9 (Us(6,1)
a0 <U2*<0> ) - (1_U2<9,t>>'80< U2*<9>>
i) | g Vi)~ 00 "
- (l - U2<9,t>> | (U3(60))?
(4 Us(0) \ Un(6.00U5(6) = Un(6,) [~ (s + 8, + k(0)) U3 (0)
“\U T e (U3 (0))?
(4 U50) | Us(6,1) + Ual0,)(1+ 85 + k(9))
‘( - U2<9,t>>' U35(0)
L Us0) \ Un(0.1) [ Ung(0.)
- (1 - U2<9,t>> T3 0) { G+ <“+52+k(9”}
(UIZ(?H? _ 1) | { UU?:((;’;) + (a6 + k(@))} . (I11.32)

En remplagant (II1.32) dans (III.31), nous obtenons

= a0 (L) o~ 003000 (200)
o0 UQ(Q,t) d *
On note
d ey d . e
7 (a(O)UL(0)) = @a(e).UQ (9) + a(@-@Ug (0)

= [a(0) (e + 02 + £(0)) = K(0)] .Uz (0) + a(6). [ (11 + 02 + K(6))Us (6)]

= —k(O)UL(0), (I11.34)

et
a(0) = /0 T ROT0)d0, UL (0) = pUr,  Us(6,t) = pUs(t). (111.35)
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En substituant (I11.34) et (I11.35) dans (I11.33), nous avons aussi
/ Us (6, )) (Ul(t)>
l) = —« o + pUY 0)d.g | ——
30) = (0030 T lomw 907 [ OO (%

—/ ( 2(0.1 > VU2 (6)do.

En combinant les trois composantes de la fonction de Lyapunov, nous obtenons

W' (t) = Wgl(t) + Wy (t) + Wy(t)

_ wS() —57) - S* S(t) Ui(t)
= S,(ﬂ—i-ﬂSUl(l—S(t))(l—S*Uf>

+55( JUL(t) — 55*U1( )= BSMUL + BS™UY

I ONTHD
—0(0)U3 (0)g (ZJ%)) o b2 RO (G0

—/ ( ) VU3 (6)d6

T sy (1_ s Ur S0 Uf)
+ BS(ULE) - BS"UL(t) — BS(UT + BS°UT
Us(0 t) L) U Ua(6,1)

+/ < Ui Ui(t) U3(0) H) v
—aB)U;(0)g (UZ(f ’;)) om0 [ kOO ()

) U2(9 t)
) ( 70 )de
(S -8 s S
TS0 *5”1( S S*>

() U Uy(0,1) Us(6, 1)
) {‘ vr o use) T }Cm

—a(0)U;(0)g (%ﬁe))) lo=oo + PU; /OOO k(OI1(0)do.g ( i

Ul(t)>.

(I11.36)
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En réorganisant I’équation (I11.36), nous pouvons obtenir

oy MSO S s s
o0 « Uf UQ(@,t) Ul* U2(97t) Ul( ) Ul(t)
- [ (- 5 Ty o) (- T )@
~ a0 0 (Tl 007 [ wi00)0.0 (74
NCOEE N A )
- e (2 )

_ /:o KO)UL(0)g <U[1](1t)%2(f0§)> 6 — /OOO KO)UL().g (Ullj(;)> 4o

— a(8)U;(8)g <%§f9§)> looo + U /O T RO)T1(8)db.g (%ﬁ”) . (I11.37)

En remarquant la formule dans (II1.5) , nous avons

W) =-- (S(g(t_) + BS°U; <2 >>
- oo (g ) 40 /OOO OO ()
a(0)U3(0)g ( Ué?e))) lo=co + DU} /OO k(0)I1(0)d6.g (UU(lt)>
_ _W g5 (szz) o ség))
- [ w00 () a0 - a0z (B ) e aunas)

Par conséquent, nous avons W' (t) < 0, soit
T ={(8, Uy, Us) € QW (t) = 0}.

Nous voulons montrer que le plus grand ensemble invariant dans T est le singleton {E*}.

D’abord, nous remarquons que 1'égalité dans (I11.38) se produit si et seulement si S(t) = S*, et

S(t) St Ui(t) Us(0) U3 (0)

= 1. (111.39)

De conditions (I11.39) il s’ensuit que

S(t) = S*, Ui(t)=Us, Us(,t) = UL (0).
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Ainsi, nous concluons que 'ensemble Ay = {E£*} est le plus grand ensemble invariant compact
de T, c’est-a-dire que A est le singleton donné par ’équilibre endémique E*. Par le principe
d’invariance Lyapunov — LaSalle [1], nous voyons qu’il est globalement asymptotiquement stable

lorsque Ry > 1. O



Conclusion Générale

Dans ce mémoire nous avons étudié des modeles en modélisation de ’héroine.

Dans le premier chapitre on constate que p+§l—|-51 est le rapport de reproduction de base
Ro, pour le modele (II.1). L’analyse de sensibilité identifie 3; comme le parameétre plus utile a
cibler pour la réduction de Ry pour des raisons pratiques, cela correspond a mieux prévenir que
guérir, les efforts visant a accroitre la prévention sont plus efficaces pour controler la propaga-
tion de la consommation habituelle des drogues que les efforts visant a augmenter le nombre
des personnes ayant acces au traitement. Le point sans drogue est localement asymptotiquement
stable quand le Ry < 1. On remarque clairement si le Ry = 1 on trouve le résultat suivant, si
I'inégalité (I1.12) détient, alors une bifurcation backward peut se produire et bien que
Ro <1 un endémique équilibre existe. Si cet équilibre est stable, des efforts importants peuvent
étre nécessaires pour réduire la prévalence et éviter une épidémie. Si nous avons Rg>1, 'ana-
lyse produit une équation quadratique dans U;. L’existence d'un équilibre endémique dépend

de Dexistence d’au moins une valeur positive réelle pour U; ainsi, soit le coefficient de U? ou

U, ou les deux doivent étre négatifs pour garantir ’existence d’au moins un équilibre endémique.

Dans le deuxiéme chapitre on a fait I’étude d’'un modele d’héroine structuré en age, en
utilisant la méthode de Lyapunov fonctionnelle nous avons établi les propriétés dynamiques
du modele épidémique d’héroine et les résultats montrent que la dynamique globale du modele
est completement déterminée par Ry, on trouve que 1’équilibre sans drogue Ej est globalement
asymptotiquement stable si Ry < 1. De plus, le systeme de propagation de 1’héroine a une
persistance uniforme et 1'unique équilibre endémique est globalement asymptotiquement stable

si Rg > 1.
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