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Introduction Générale

Les développements technologiques qui révolutionnent la santé au cours des dernieres dé-
cennies ont fait entrer une nouvelle discipline. Les mathématiques sont présents depuis long-
temps dans les grandes études épidémiologiques; les tests de nouveaux médicaments, la vacci-

nation. . . etc.

Historiquement, on utilise les mathématiques (dans le contexte présent, on fait référence
particulierement & la modélisation mathématique et a ’analyse) pour mieux comprendre la dy-
namique de transmission des maladies infectieuses, qui existent depuis le début de I’humanité,
accablant de fagon périodique la population humaine et apprendre aux controler. Cette ap-
plication des mathématiques remonte au travail de Daniel Bernoulli, qui utilisa des méthodes
mathématiques et statistiques pour étudier 'impact potentiel du vaccin contre la variole en
1760. Plus récemment, les mathématiques ont contribué a élaborer des politiques de santé pu-
blique efficaces contre la propagation de maladies émergentes, et ré-émergentes qui représentent

un danger important pour la santé publique.

Parmi les nombreuses définitions de I’épidémiologie, nous retiendrons celle de J.H ABRAM-
SON :
L’épidémiologie est une science qui a pour objet d’étudier la survenue, la répartition et les
déterminants des états de santé et des maladies dans la population et les groupes humains.
L’épidémiologie a une approche essentiellement collective de I'étude de la santé et des mala-
dies. Elle apparait ainsi comme une des sciences qui sous-tendent ’action de santé publique. Les
groupes humains étudiés peuvent répondre a des criteres géographiques, d’age, d’appartenance

a une catégorie socio-professionnelle, de lieu de travail, etc. .. [1].

La modélisation mathématique dans les études épidémiologiques permet aux agents de santé
publique ainsi les gouvernements de comparer, de planifier, d’exécuter, d’évaluer et d’optimiser
différents programmes de détection, de prévention, de thérapie et de controle. Elle aide égale-
ment & identifier les tendances et a faire des provisions générales.

A titre d’exemple, on cherche a prévoir le nombre de cas d’infection, le nombre de personnes
qui auront besoin d’étre hospitalisées, le taux de mortalité, la rapidité de la propagation, le pic
de I'infection, le moment ou la maladie s’éteindra, le pourcentage de la population devant étre

vacciné.
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Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une population. Elle est dite épidémique si

elle apparait pendant une période relativement courte dans une population (moins d’une année).

Voici la signification de quelques termes qui seront fréquemment utilisées au cours de ce

mémoire :

L’épidémie : Développement et propagation rapide d’une maladie contagieuse, le plus sou-
vent d’origine infectieuse, dans une population.
Une épidémie peut rester localisée ou s’étendre a une région plus importante, voire gagner 1’en-
semble du globe (pandémie). Elle peut se greffer sur une endémie (maladie constante dans une

population) ou survenir pour la premiere fois[25].

Vaccination : La vaccination consiste a immuniser une personne contre une maladie in-
fectieuse, généralement en lui administrant un vaccin. Les vaccins, qui stimulent le systéeme
immunitaire, prémunissent la personne d’une infection ou d’une maladie.

Il est établi que la vaccination permet de combattre et d’éliminer des maladies infectieuses
potentiellement mortelles, et on estime qu’ainsi plus de 2 a 3 millions de déces par an sont

évités. C’est 'un des investissements les plus rentables dans le domaine de la santé.

Vaccin : Un vaccin est une préparation administrée pour provoquer I'immunité contre une
maladie en stimulant la production d’anticorps. On trouve dans les vaccins des suspensions
de micro-organismes inactivés ou atténués, ou des produits ou dérivés de micro-organismes.
L’injection est la voie d’administration la plus courante, mais certains vaccins sont donnés par

voie orale ou en pulvérisations nasales.

Transmission verticale : La transmission d'une maladie est dite verticale lorsqu’elle se

fait de parents aux descendants, c’est le cas notamment de la transmission mere-enfant.

Notre travail s’est proposé d’étude mathématique d’'un modele épidémiologique SIR, il est
composé de trois chapitres.
Commencant par le premier chapitre, qui est consacré aux résultats préliminaires, des dé-
finitions et des théorémes tres importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathé-

matiques dont nous aurons besoin.



Dans le deuxiéme chapitre, on fait I’étude de modele épidémiologique SIR qui consiste a
calculer le taux de reproduction de base Ry, et étudier la stabilité locale des points d’équilibres
(sans maladie et endémique), et la stabilité globale de point d’équilibre sans maladie sous
certaines conditions.

Le troisieme chapitre, on fait I’étude de modele épidémiologique SIR sans vaccination et
avec vaccination(la vaccination constante et la vaccination par pulsation).

Finalement, on cléture par une conclusion.



Chapitre |
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats utiles pour la suite de ce

mémoire.

Soit le systéme suivant

dx
E :f(x(t))7 te [O’b]

ZE(to) = Xy,

(L.1)

ou f: € — R" est une fonction donnée, €2 un ouvert de R", 7o € Q et b € R%.

Définition 1.0.1 ([1]).
La fonction z € C'(2) est dite solution de (I.1) si = vérifie les équations de (I.1).

Théoréme 1.0.1 ( Cauchy-Lipschitz [8] ).

Si f:Q — R" est une fonction de classe C! sur Q, et s’il existe une constante k > 0 telle que
| f(@1(t) = fla2(t)) lren < Kl 21 — 22 [|oc, Yoy, 29 € Q, 1 >0,

alors le probleme (I.1) admet une solution unique.

.1 Rayon spectral

Définition I.1.1 ([19]).
Soit T un opérateur dans un espace de Banach de dimension finie X (i.e 7" est une matrice

carrée). Alors ’ensemble o(7') est compact et il est composé des valeurs propres de 7.

Définition I1.1.2 ([19]).
Soit. M une matrice carrée a coefficients complexes, on appelle rayon spectral de M, et on note

par p(M) le plus grand module des valeurs propres de M.

Définition 1.1.3 ([19]).
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Le rayon spectral p(M) d’une matrice M est le nombre

p(M) = maz{|Al, A € o(M)}

1.2 Le taux de reproduction de base

Définition 1.2.1 ([7] [17]).

Ry est un parametre tres important en épidémiologie mathématique. Il est défini comme le
nombre moyen d’infections secondaires causées par un individu infectieux introduit dans une
population entierement susceptible. Ry est considéré aussi comme une mesure de l'intensité de
transmission d’'une maladie, et sa valeur permette de dire si une maladie tend a disparaitre ou

a persister, selon le signe de R s’il est inférieure ou supérieure a 1.

On définit Rg par :
Ro=p(F(=V)™).

L’interprétation suivante est donnée a la matrice —FV =1 :
Considérons un individu infecté introduit dans un compartiment £ > m d’une population sans

maladie. L’entrée (i,k) de la matrice —V !

est le temps moyen que l'individu passera dans le
compartiment ¢ au cours de sa vie, en supposant que l'on a bloqué la ré-infection. L’entrée (7, 1)
de la matrice F est la vitesse a laquelle un infecté dans le compartiment ¢ produit des infection
dans le compartiment j. Ainsi l'entrée (j, k) de —FV ™! est le nombre espéré de nouvelles
infections dans le compartiment j produit par un individu infecté introduit originellement dans

le compartiment k. Le rayon spectrale de la matrice —FV ! est le nombre de reproduction de

base, c’est-a-dire Rg = p(—FV 1),

1.3 Stabilité des équilibres

Soit le systeme différentielle suivante :

ol f:Q CR" — R” est une fonction de classe C!.

Définition I1.3.1 ([13]).
Le point z* € Q est dit point d’équilibre (point singulier ou point critique) du systeme (I1.2) si

f() =o.
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Définition 1.3.2 ([5]).
L’équilibre z* de (1.2) est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute
solution z(t) de (I.2) on a :

| z(0) —z* ||[<n=Vt >0, ||z(t) —z*|<e.

Définition 1.3.3 ([5]).
L’équilibre z* de (1.2) est dit instable, s’il existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu’il existe une
solution x(t) de (1.2) vérifiant :

| z(0) —z* ||<n=Vt>0, || z(t) —x* ||> e.

Définition 1.3.4 ([5]).
L’équilibre z* de (1.2) est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe § > 0 tel que

pour toute solution x(t) de (I.2) on a :

| 2(0) — 2 |< 6 = lim || 2(t) — " [|= 0.

I.3.1 Stabilité d’un systeme linéaire

Considérons le systeme linéaire suivant :
' = Az, (L.3)

ot A est une matrice carrée d’ordre n, et x* le point d’équilibre du systéme linéaire (1.3).

Soit A1, Ag, ..., A, les valeurs propres de la matrice A.

Théoréeme 1.3.1 ([3]).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles nulle ou négative alors

I’équilibre x* est stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de la matrice A de parties réelles positive alors z*

est instable.

3. Si les valeurs propres de la matrice A sont de parties réelles strictement négatives alors

I’équilibre x* est asymptotiquement stable.

4. Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de z*.
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I.3.2 Stabilité d’un systéme non linéaire
On considere un systéme non linéaire comme suit :
$/::f1$ay>
(:9) (1.4)
y = falz,y).

Ou f etfy deux fonctions de classe C!, définies sur R? & valeurs dans R. Soit (z*,y*) un point

d’équilibre pour ce systeme.

Pour déterminer la nature des points d’équilibres du systeme (1.4), on utilise la méthode de

linéarisation du systeme non linéaire, elle est obtenue en utilisant le développement de Taylor

du premier ordre des deux fonctions f; et fo autour de I'équilibre (x*, y*).

Définition I1.3.5 (La méthode de linéarisation [20]).

Soit Jis,) la matrice Jacobienne associée au systeme (I.4), la linéarisation de ce systeme autour

de I’équilibre (z*,y*) est définie par :

Oft o o Ofi, .

s (z*,y%) En (z*,y%)
S yr) =

Ofs , o o Of2, ,

e (z*,y*) n (z*, y*)

Théoréme 1.3.2 ([21]).

La stabilité d'un point d’équilibre (z*,y*) est classée selon les valeurs propres qui jouent un

role important dans ’analyse de la stabilité des points d’équilibres de la matrice Jacobienne

J(z* 4+), aussi bien que son déterminant et sa trace (voir [J]), tel que :
det(Jzey)) = MA2 et 1r(Jge o)) = AL + Ao,
ol A1 et Ay sont les valeurs propres de I'équation caractéristique
A2 — tr(Jiz yo))A + det(Jg= y+)) = 0,

avec :

tr —\/tr? — 4det

A1 5

et /\1:

tr+ tr2 — 4det
N 2

La nature des points d’équilibres dépend du signe du A qui est donné par :

A = (tr)? — 4det,

donc il existe trois cas :
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e 1 cas: A >0
- Si det(J(z=y+)) < 0 et Ay et Ay sont de signes opposés, alors le point d’équilibre est un
point selle (col).
- Si det(Jgey+)) > 0 et tr(Jey=)) > 0 et A, Ay sont de signes positifs, alors le point
d’équilibre est un nceud instable.
- Si det(Jgeyey) > 0 et tr(Jeeye)) < 0 et Ay, Ay sont de signes négatifs, alors le point

d’équilibre est un nceud stable.

e 20 cast A <0

On trouve deux valeurs propres complexes conjuguées
Ao =axif.
Donc
det(Jipe ) =2+ 02 >0 et tr(Jge ) = 200

- Si tr(J(z+y+)) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.

- Si tr(Jzey+)) > 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le
point d’équilibre est un foyer instable.

- Si tr(Jz=y+)) < 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le

point d’équilibre est un foyer stable.

e 3 cas: A =0

On trouve A\; = \y = \ alors
det(Jipe ) = A2 et tr(Je ) = 2X .

Donc
- Si tr > 0 c’est-a-dire A > 0, alors on a un nceud dégénéré instable.

- Si tr < 0 c’est-a-dire A < 0, alors on a un noeud dégénéré stable.

La classification des équilibres en fonction de la trace et le déterminant de la matrice J(z« )

est résumée comme suit :
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foyer stable

noeud stable noeud instable

/ point selle \

7

(-
A\

-

1.4 Stabilité au sens de Lyapunov

La fonction de Lyapunov est un outil permettant de déterminer la stabilité globale et non

seulement locale.

Définition I1.4.1 ([16]).
Soit € un ouvert de R contenant 0, et soit V' : 2 — R"™ une fonction différentiable de

classe C'' sur Q\{0}.

1. V est dite définie positive si :
i) V(0) =0.
ii) V(z) > 0 pour = € Q\{0}.

2. V est dite définie négative, si —V est définie positive.

3. V est dite semi définie positive si :

) V(0) = 0.
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ii) V(z) > 0 pour z € Q\{0}.

4. V est dite semi définie négative si —V est semi définie positive.

Définition 1.4.2 (Fonction de Lyapunov [2]).
Une fonction V : Q@ C R™ — R” est dite fonction de lyapunov pour (I.1) si :

— V est définie positive.

— V'(z) <0, Vo € Q\{0}.

Théoréme 1.4.1 (Stabilité de Lyapunov [18]).
Soit z* = 0 un point d’équilibre de (I.1) et V une fonction de classe C'! définie positive sur un

voisinage de x*
1. SiV'(z) <0,Vz € Q\{0}, alors z* est stable.
2. Si V'(z) < 0,Vz € Q\{0}, alors x* est asymptotiquement stable.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov

1.5 Principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.5.1 ([14][15]).
Soit 2 un sous-ensemble de R"™, supposons que €2 est un ouvert positivement invariant pour le
systéme (I1.1) en z*. Soit V : Q@ — R une fonction de classe C' pour le systéme (II.1) en z*

telle que :
1. V' <0 sur Q.

2. Soient F = {z € Q|V'(z) = 0} et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu
dans F.

Alors, toute solution bornée commencant dans €2 tend vers I’ensemble L lorsque t — oo.

Corollaire 1.5.1 ([14][15]).
Sous les hypotheses du théoreme précédent, si I’ensemble L est réduit au point z* € €2, alors

x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme (I1.1) définit

dans 2.

Définition I.5.1 (Attractivité [10]).
On dit que 'origine x = 0 est :

-Un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de I'origine U(0), tel que
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Vao € U(0), lim z(t) =0.

n—-+o0o

-Un point d’équilibre globalement attractif si

Voo € R", lim z(t) = 0.

n—-+o0o

1.6 Théoreme du point fixe Banach

Définition 1.6.1 ([6]).
Soit E un espace de Banach et A : E — E, un opérateur. On dit que A est une contraction (ou

contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que :

| Az — Ay || < k|| x—y ||g , pour tout z,y € E.

Théoréme 1.6.1 (Contraction de Banach [11][26]).
Soit X un espace de Banach et f : X — X une contraction. Alors, f admet un point fixe

unique.

1.7 Modeéele Kermack et McKendrick

Suite aux travaux qu’ils réalisent sur la grande épidémie de peste apparue a Londres entre
1665 et 1666, William Ogilvy Kermack et Anderson Gray McKendrick [21] ont publié
leur théorie dans un ensemble de trois articles entre 1927 a 1939, alors que cette théorie était
en effet la source des modeles SIR. Dans ces modeles sont apparus explicitement les notions
de taux d’infection et de guérison, de taux de retrait relatif, mais aussi le célebre "théoreme
du seuil" qui constitue un résultat clé en épidémiologie. Le théoreme du seuil stipule que pour
éviter une épidémie il suffit de ramener le nombre de sujets réceptifs en dessous d'un certain
seuil.

Dans ce modele, la dynamique de transmission dépend de la fréquence et de l'intensité des
interactions entre les individus susceptibles, les individus infectés et les individus retirés. En
notant S la population des susceptibles, I celle des infectées et R la population des retirées.

Le modele de Kermack et McKendrick est donné par le systeme de trois équations différentielles
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non-linéaires :

as

= — _BST
dt /857
dl

— =35I —~I
dt /8 ,Y’
dR

by §

dt 77

avec :
S : La densité des susceptibles,

I : La densité des infectés,

R : La densité des retirés,

[ : Le taux de transmission d’infection,

v : Le taux de guérison.

Ce modele épidémique est utilisé pour des périodes de temps relativement courtes, il n’a pas
de dynamique vitale.

On peut le schématiser comme suit :

TR B



— Chapitre ] . -
Modele épidémiologique SIR avec des

mortalités différentes

11.1 Introduction

Dans ce chapitre on va étudier un modele épidémiologique STR avec un taux de mortalité
différent et population de taille constante, par la suite on va analyser la stabilité locale des

deux points d’équilibres (sans maladie et endémique) et la stabilité globale de 1’équilibre sans

maladie par rapport aux taux de reproduction de base.

A la fin on va réaliser deux simulations pour illustrer les résultats obtenus.

1.2 Le modeéele mathématique

Le modele SIR est donné par le systeme des équations différentielles suivantes :

ds BSI
i ~ NN T
dI  BSI

- — o —~T I1.1
dR
A —

avec les conditions initiales

et les parametres A , 1, p2 , p3 , 7 et § sont des quantités positives telle que :
— uy : représente le taux de mortalité de la population des personnes susceptibles.

— g : représente le taux de mortalité de la population des personnes infectieux.
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— g : représente le taux de mortalité de la population des personnes retirées.
— 7 : représente le taux de guérison.
— [ : représente le taux de contact effectif des infectieux

On peut schématiser le systeme (I1.1) comme suit :

A

|

BSIN

I1.2.1 L’interprétation du modele

On considere une population N divisée en trois compartiments, notées S les individus sus-
ceptibles ou sains ceux qui n’ont jamais eu la maladie et peuvent la contracter, et I les individus
infectés ceux qui ont déja touché par la maladie, et R les individus retirés qui ont déja eu la
maladie et sont désormais immunisés contre cette maladie.

On note S(t), I(t) et R(t) la proportion des individus dans les compartiments S, I et R a
I'instant t. Puisque tous les nouveau-nés sont susceptibles alors il n’y a pas de transmission
verticale. On observe aussi que la natalité A compense les mortalités.

On considere qu’'un individu sain en contacte avec un individu infecté quitte la population des

_BSI

individus sains avec le terme ~

et devient lui aussi infecté. En outre, les individu guéris de
la population infectée seront retirés de cette derniere.

Les termes —u1S, —uol et —us3R sont les morts qui sont supprimées respectivement de chaque
compartiment S, I et R.

La taille de la population N est supposée constante, c’est-a-dire :
N=S+1T+R, (11.2)

on dérive N par rapport a t, ce qui donne

AN d

ey,
o= (S +I+R),
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d’ou
s dI dR
—+—4+—=0 I1.3
at T T (IL3)
on remplace les équations du systéme (II.1) dans (II1.6), on obtient
/\ —p1S — pol — psR =0,
ce qui implique
/\ = Mls + /1/2.[ + ,ugR. (114)
Donc, pour qu’elle soit une population constante il faut que A = u1.S + pol + usRR.
On remplace (I1.4) dans le systeme (II.1), on obtient :
ds BST
— =—— 1 R
dl  pSI
P — ol —~T I1.5
dR
— =~I — usR

de (II.2) on obtient R =N — S — I.
vu que la premiere et la deuxieme équations du systeme (I1.5) sont distinctes de la troisieme
équation du systeme (I1.5). On peut donc omettre ’équation des retirés.

On obtient donc le systeme de deux équations :

s  BSI
%——T%—ugI—Fug(N—S—I),

(IL6)
I BSI
- N etk

les proportions de susceptibles et d’infectés, encore par

. . .y S I
Par raison des simplicités on note %, +

S et I, alors systeme (I1.6) se réduit a :

dS
T M (2 — p3) — p3S — BSI,

(IL7)

dI

& ST — I.
7 BST — (p2 +y)
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L’étude du systeme (I1.1) est réduite a ’étude du systeme (11.7).

Le domaine biologique de I’étude de ce systéme est I’ensemble €2 donné par
Q={(S,1):S>0,1>0,5+1 <1} quiest un ensemble positivement invariant.
Voir que S > 0, I > 0 c’est-a-dire :

ds dl
a0 dh
at T =Y
alors
ps — p3l — p3S — I >0,
d’ou

pus(l—1—.5)>~I,
Puisque ~I >0 donc
ps(l—1—15) =0,
alors
1-1I-582>0,
donc

I+5<1

11.2.2 Existence

Le fait que les fonctions du systéme (II.1) sont de classe C', donc elles sont localement
lipschitziennes sur R?, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on en déduit l'existence de

la solution du probleme associé¢ au systeme (II.1).

I1.2.3 Positivité

Le systeme (I1.1) peut s’écrire sous la forme suivante :

avec © = (z1, 22, x3) = (5,1, R).

Le systeme (II.1) peut s’écrire donc comme suit :

Bxix
xﬁ:/\— &2—,“1331:][17
x’zﬁxlm— Tog — YTy = [
2 N HoZo — 7Y X2 2,

! I
Ty = YTy — [3T3 = f3.
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Il est clair que pour tout ¢ = 1,2,3, fi(x) > 0siz € Ri et x; = 0 d’ou la positivité de la

solution.

1.3 Le taux de reproduction de base R,

On va calculer par la méthode de Von Den Driessche et Watmough le taux de reproduction

de base définit par :

Ro = p (F(=V)™(Eo)),

ou FEj est le point d’équilibre sans maladie appelé DFE,

F' le taux d’apparition des nouveaux infectés dans chaque compartiment, et V le taux de
transfert des individus qui entrent et qui sortent dans chaque compartiment.

Le compartiment des individus infectés est 1.

Donc on obtient,
F(I)= (%) et V()= (na+)I.

Soient F et V les dérivées de F et V par rapport & I respectivement, alors on trouve

F(Ey) =8 et —V(E) = (u2+7),

on a (g + ) # 0, donc la matrice —V est inversible d’inverse donné par :
N =1 1
()=
M2+ 7y

ST B
F(_V) - po+

Le nombre de reproduction de base du modele (II.1) est défini par :

_ B
Mo + 7y

Ro

11.4 Recherche des points d’équilibres

La recherche des points d’équilibres du systeme (I1.7), se traduit par la résolution du sys-

téme suivant :

ds
— =0
dt ’
dal
— =0,
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ce qui implique
pz + (p2 — p)l — p3S — BSI =0,

BSI — (u2 +v)I =0,

(I1.8)

d’apres la deuxieme équation du systeme (I11.8), on a

(BS = (2 + ) =0,

donc
I =0 ou bien S — (p2 + ) = 0.

e Pour I = 0 c’est-a-dire le cas de la population sans maladie,
on a pz — p3zS = 0 par suite S =1
donc, le point d’équilibre sans maladie (appelle aussi point d’équilibre trivial) est donné

par :
Ey = (S0, o) = (1,0).

Ce point d’équilibre existe toujours sans condition, il correspond a un état ou il n’y a pas
des individus infectés c’est-a-dire une éradication complete dans la population.
« D’autre part, si I # 0 (8S —(u2+7y)) = 0 cela veut dire qu'il existe des infectés c’est-a-dire

ce qui implique
g +7 7
g

en remplagant cette valeur dans la premiere équation du systéme (I1.8), on obtient :

_|_
ps + piod — psl — pus (/@5 7) — ol — 1 =0,
par suite
+
(s + )1 = pas (1 - & 7>,
g
alors

[ M3 (1_M2+7>7
H3 4y B

par conséquent

1
R (1—),
ps + 7y Ro

donc le deuxieme point d’équilibre endémique est donné par
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E*= (51" = | — 1——).
(57.1) <R07M3+’V Ro )

Pour que le point d’équilibre existe il faut qu’il soit positif, ¢’est-a-dire

B = (S 1) >0 ie —2 (1—“#7) >0,
M3+

qui implique

] e + >0,
p
par suite
M2 + Y <1,
5
pour cela
! <1
Ro ’
par conséquent
Ro > 1.

1 1
Donc le point d’équilibre E* = (S*, I*) = (R’ Mj’_ (1 — R)) existe si R > 1.
0 M3 T 7Y 0

Ce point d’équilibre correspond a un état ou il y a une maladie.

11.5 Etude de la stabilité locale des points d’équilibres

Pour étudier la stabilité locale des points d’équilibres on utilise la méthode de linéarisation.

Théoréme 1.

e Le point d’équilibre sans maladie Ey du systéme (11.7) est localement asymptotiquement

stable st Ry < 1, et il est instable si Ry > 1.

e Le point d’équilibre endémique E* est localement asymptotiquement stable si Rg > 1.
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Preuve:

La matrice jacobienne est donnée par :

—p3 — B p2 — pz — BS
BI BS —p2 —~
« Stabilité de I’équilibre sans maladie (DFE)

Jisn =

La jacobienne au point d’équilibre sans maladie DFE est :

—p3 — Bly  pg — p3 — BSo

J(So,1
(So,10) 81, ﬂSo—,MQ—’Y
—pz  flo — pi3 — 3

0 B— o —y

Les deux valeurs propres associées a cette matrice jacobienne, sont données par :

At = —[i3,
Ao =0 —p2—7,
comme A\; < 0, 'étude de la stabilité dépend du signe de Ay
— 19 cas :si Ay <0 Clest-a-dire [ — (ug +v)<0 donc Ry < 1.
Puisque les deux valeurs propres sont de signes négatifs, alors le point d’équilibre

sans maladie Fy = (1,0) est asymptotiquement stable.

— 2°M€ cas :si Ay >0 clest-a-dire [ — (g +y)>0 donc Ry >1 .
Puisque les deux valeurs propres sont de signes opposés, alors le point d’équilibre

sans maladie Ey = (1,0) est instable.

— 39"¢ cas : si Ay = 0 le cas ou Ry = 1, dans ce cas on ne peut rien dire car le systeme
est non linéaire.
o Stabilité de 1’équilibre endémique

On remplace le point d’équilibre endémique dans la matrice jacobienne, on obtient
—ps — BIT po — pz — BST
pIr BS* = pp —

(B +pz) =3 +7)
BI* 0

Jisea) =
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La trace et le déterminant de cette matrice sont donnés par :

detj(s*’l*) = )\1)\2

=PI (s + ) > 0.

tT’J(S*’I*) = )\1 + )\2
= —(ﬁ[* +,u3) < 0.

Par conséquent, on trouve que les deux valeurs propres sont du méme signes négatifs,

alors le point d’équilibre endémique E* = (S*, I*) est asymptotiquement stable.

1.6 Etude de la stabilité globale de point d’équilibre sans
maladie

Dans cette section, on va étudier la stabilité globale de point d’équilibre sans maladie pour

cela on utilise le principe d’invariance de LaSalle.

Théoréme 2.

Le point d’équilibre sans maladie FEy du systéme (11.7) est globalement asymptotiquement stable

sur 2 si Rg < 1, et il est instable st Ry > 1.

Preuve:

Pour montrer la stabilité globale du point d’équilibre sans maladie, on considere la fonction de

Lyapunov suivante :
V(S,I)=1,
il est clair qu’elle est définie positive c¢’est-a-dire
V(So, Io) =0,
et de plus

on a I >0 ce qui implique V(S,I) > 0 pour (S,1) € O\ (1,0),
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on calcule la dérivée de la fonction V' par rapport a t
av _
dt — dt
= PBST — (p2 + )1
=1(BS — (p2+ 7))

= I(p2 +7) ((uf—fv)_1>

= I(p2 +7)(RoS — 1)

<0.

v
Maintenant on cherche quand o 0 c’est-a-dire

dr

— =10
dt ’

alors
I(p2 +7)(RoS — 1) =0,

on trouve I =0 ou RpS — 1 =0 ce qui implique S = Ry = 1.
Donc le plus grand ensemble positivement invariant est :

L— {(5,1) cq, ‘gw,f):o},

qui est réduit au point d’équilibre sans maladie (DFE). Puisque on est dans un compact posi-
tivement invariant, par le principe d’invariance de LaSalle, le DFE est globalement asymptoti-
quement stable dans €.

Dans le cas ou Ry > 1 on aurait I'instabilité du point d’équilibre sans maladie.

11.7 Simulations numériques et discussions

Dans cette section on va donner deux simulations pour le modele étudie. Les valeurs des
parametres utilisés sont inspirées pour illustrer nos résultats.

Exemple :

11s = 0.06, y13 = 0.05, 8 = 0,04, = 0,02, N = 50.

Ce qui donne
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5(0)=12, 1(0)=10, R(0)=28

nombre de cas
~

I
0 100 200 300 400

temps

500 600

5(0)=22, 1(0)=0 , R(0)=28

nombre de cas
1

— S

0 100 200 300 400

temps

500 600

Figure II.1 — On a Ry = 0,5 < 1, le point d’équilibre sans maladie Fy = (S, Iy, Ry) est

asymptotiquement stable.

La figure-11.1 montre que quelles que soient les conditions initiales, le point d’équilibre Fj est

asymptotiquement stable, ce qui confirme notre résultat obtenu.



I1.8 Conclusion 29

11.8 Conclusion

Le devenir de I’épidémie a long terme reste incertain, mais le modele épidémiologique SIR
permet de suivre I’évolution de ’épidémie afin de trouver une solution pour diminue sa propa-

gation.



— Chapitre Il . -
Le modele épidémiologique SIR avec

vaccination

Dans ce chapitre, on va impliquer la vaccination sur le modele épidémiologique SIR, mais
ce dernier se differe de modele SIR du précédent chapitre dans le taux de mortalité des trois
populations dont il est constant.

Dans cette partie en étudiant deux types de vaccination a savoir la vaccination constante et la

vaccination par pulsation.

1.1 Analyse du modéle mathématique SIR

Le modele SIR est donné par le systeme des équations différentielles suivantes :

s

dl

— = BIS —ml — gI, (1IL.1)
dt

dR

= —al —

i g mR,

avec les conditions initiales S(0) > 0,1(0) > 0, R(0) > 0.

Ou N = S5+ 1+ R est la taille de la population.

Les parametres 3, m et g sont respectivement le taux d’infection, le taux de natalité suppose
égale au taux de mortalité et le taux de récupération.

Pour ce modele, le taux de reproduction de base associé a ce modele est Ry = L, en effet,

m+g
cette quantité est le produit du taux de contact par la période moyenne d’infection ajustée par

les déces .
+g
La population est supposée de densité constante, c¢’est-a-dire

S+ 1+ R = cte,
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donc

@—Fﬂ—}-@_o
dt dt dt

on remplagons les équations du systeme (I11.1), On obtient
m(l—S—-1—-R)=0,
donc on trouve
m=0oubienl—-S—-I—-—R=0

puisque m # 0 donc on a
S+I+R=1, (IT1.2)

ona R =1-—5 — I par conséquent on peut négliger la troisieme équation sans prendre de

généralité. On obtient donc le systeme de deux équations :

ds

= — BIS —
7 m — IS —mS,
(IIL.3)
dl
E—BIS—mI—g].

I11.1.1 Etude de la stabilité

La recherche des points d’équilibres du systeme (I11.3) se traduit par la résolution du systéme

suivant :

m — (8L +m)S =0, I

BIS — (m+g)I =0.

Il est évident que le systéme (I11.4) admet un seul point d’équilibre trivial, noté par

Eq = (So, Io) = (1,0) et par un simple calcule on trouve que si Ry > 1 le systeme (I11.4) admet
m+g m(Ro— 1))
, , cela
5 s

un seul point d’équilibre endémique (EE), noté par E; = (51, 1) =
veut dire qu’il n’y a pas de maladie.

Les résultats de la stabilité des points d’équilibres sont donnés par le théoréme suivant :

Théoréme 3.

e si Ry <1 le point d’équilibre sans maladie Ey est asymptotiquement stable.
o siRog > 1le point d’équilibre sans maladie Ey est instable, et le point d’équilibre endémique

E, est asymptotiquement stable.

Preuve:

La matrice jacobienne associée au systéme (I11.4) est donnée par



II1.2 Application de la vaccination constante au modele SIR 32

—BI —m —pBS
B pS—m—yg

Pour le point d’équilibre sans maladie Ej, on a :

Jisn =

—m -8

‘](50710) =
0 f—-m-—g

Les deux valeurs propres associées a cette matrice jacobienne, sont données par :

et
)\gzﬂ—m—g

On a A\; < 0 donc si Rp<1 dans ce cas Ay < 0 et par suite Ey est asymptotiquement stable.

Si Rp>1 alors Ay > 0 donc I'équilibre sans maladie Ej est instable.

Si Ro=1, on a Ay = 0 comme le systeme est non linéaire on ne peut rien dire.

Concernant la stabilité de I’équilibre endémique E; (R > 1), et par le méme raisonnement que

précédemment, on a

—mRy —-m—gq

Jis,n) =
(S1,11) m(Ro—l) 0

La trace et le déterminant de cette matrice sont donnés par :

detJ(SLh) = >\1>\2

tTJ(Sl,Il) = /\1 —I— )\2

= —mRy < 0.

On en déduit que les deux valeurs propres sont du méme signe négatif, alors le point d’équilibre

endémique E; = (S, I1) est asymptotiquement stable .

111.2 Application de la vaccination constante au modele SIR

Dans cette partie on va supposer qu’une proportion p des nouveau-nés est vaccinée avec

succes. Cela est formalisé conventionnellement dans le modele SIR, en réduisant le taux de
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naissance des susceptibles de m a (1 — p)m.

Le systeme (I11.3) devient :

dS
E—(l—p)m—BIS—mS,
(ITL.5)
dl
— =RIS —mI —¢gl.
7 BIS —m g

I11.2.1 Etude de la stabilité

Théoreme 4.
Le systéme (I111.5) admet un point d’équilibre sans maladie noté par Ey = (1 — p,0),

et un autre point d’équilibre endémique E| = <S1, I — (77:]_9))
m+g

Preuve:

La recherche des points d’équilibres du systeme (I11.5), se traduit par la résolution du systeme

suivant :
a5 _,
at
dl
|
dt ’

qui implique

(1= p)m — (BT +m)S =0,

(I11.6)

d’apres la deuxiéme équation du systéme (I11.6), on a I =0 ou bien S —m—g=0

e pour I = 0 c’est-a-dire le cas sans maladie, on aura S =1 —p

donc le point d’équilibre sans maladie (trivial) est
Ey = (50, Ip) = (1 = p,0).
e pour 58S —m — g = 0, cela veut dire qu’il existe des infectés c’est-a-dire I = 0
ce qui implique
S|=—7==25

On remplace dans la premiére équation du systéme (I11.6), on obtient :

(1= pym — (BT +m) (m;g) _,

qui implique
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,_m(B—m=g)— fmp
B(m + g)

Y

donc

mp

J=1 - —*
b (m+g)

D’ou le point d’équilibre endémique est donné par

r roTN i mp
El_( 7‘[1)_<SI7II (m+g)>

Pour que ce point existe il faut qu’il soit positive c’est-a-dire :

Ey= (S}, 1) > 0

alors

I, — > 0,
(m+g)
qui implique
mp
I >
(m+g)
par suite
m(Ro — 1) mp
B m+g’
pour cela
m +
p< g(RO — 1),
g
donc
1
<1——=
p Ro

1
on pose p. = 1 — = on obtient p < p..
0

Par conséquent on conclure que le point d’équilibre endémique existe si p < p..

Théoréme 5.

e Le point d’équilibre sans maladie Ej du systéme est localement asymptotiquement stable

St pe < p, et il est instable si p. > p.

e Le point d’équilibre endémique EY est localement instable si p. < p.
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Preuve:

La matrice jacobienne est donnée par :

—BI —m B8
B BS—m—yg

« Stabilité de I’équilibre sans maladie (DFE)

Jisn =

On remplace par le point d’équilibre trivial dans la matrice jacobienne, on trouve

—m -8 —p)

‘]S/,I/:
o) 0 Bll-p)-m—g

Les deux valeurs propres associées a cette matrice jacobienne, sont données par :
AM=-met \a=03(1-—p)—m-—g.

Comme \; < 0, I’étude de la stabilité dépend du signe de As
— 1" cas :si Ay <0 cest-a-dire
Bl —p)—m—g<0,

alors

1
1—,R70<p,

par conséquent
De < P-

Puisque les deux valeurs propres sont de signe négatif, alors le point d’équilibre sans

maladie E est asymptotiquement stable.
— 2°M€ cas :si Ay >0 c’est-a-dire
p(l—p)—m—g>0,
alors
De > D -

puisque les deux valeurs propres sont de signes opposés, alors le point d’équilibre

sans maladie E est instable.
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« Stabilité de I’équilibre endémique (EE)

On remplace par le point d’équilibre endémique dans la matrice jacobienne, on obtient :

—6(11— P )—m — S

(m+g)
Jesprp) =
mp
B(]l_(m+g)> ﬁSl—m—g
mf
- s

mrg " Pmm 0

La trace et le déterminant de cette matrice sont donnés par :

detJ(S{,I{) = M

_ mB Ly
= mf — mfp —m® — mg
=m[(8 —m —g) — Bp.
et
tTJ(Si,I{) = )\1 + )\2
= p-)
gt

Pour p > p., dans ce cas detJs; 1y < 0 et par suite le point d’équilibre endémique

E{ = (5, 1}) est instable.

111.3 Application de la vaccination par pulsation au modele

SIR

La stratégie de la vaccination par pulsation (PVS) est une méthode utilisée pour éradiquer
une épidémie en vaccinant a plusieurs reprises un groupe a risque, sur une tranche d’age définie,

jusqu’a ce que la propagation du pathogene soit stoppée.

On prend comme hypothéese une maladie qui confere une immunité de longue durée, on modélise
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ainsi le développement d’une épidémie dans une population par

ds
E—(l—p)m—BIS—mS,

dl

— =pI1S —ml —gl,

i " g (T11.7)

S(tn) = (1 =p)S(ty),
bog1 =t + T,

avec n € N, et T la période de vaccination, et t,, le temps ol on va applique la n°™¢ impulsion,

et ¢ le temps juste avant I'application de la n®" impulsion.

II1.3.1 Recherche de la solution périodique du modele sans maladie
En absence de la population infectieuse, les susceptibles suit la dynamique suivante

as
e me msS. (II1.8)

On applique la méthode de séparation des variables, on obtient :
SH)=1—ke ™,  t,<t<tp.

Pour t =1t,, on a

S(ty) =1— ke ™n,
et de la, on détermine la constante k

k=[1-S5(t,)]em™,
d’ou

S(t) =14 (S(t,) — 1)e ™t

D’apres (I11.8) et la formule d’impulsions on résulte la formule suivante :

— o —m(t—tn)

(1-p)Q(1), t=tpi

Notons que S(t,) est le nombre des susceptibles S immédiatement apres la n®¢ impulsion de la

vaccination, donc on peut la considérer comme étant la condition initiale de I’équation (IT1.8)
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dans l'intervalle [t,;t,11). La condition initiale peut passer d’un intervalle de pulsation a un
autre.
Posons S, = S(t,),

alors on a la formule de récurrence suivante

Sni1=F(5) ,
on obtient
F(S,) = (1 —p)[1L + (S, — 1)e mlnr1=ta)]
d’ou
F(S,) =1 —-p)[1+ (S, —1)e™T].
Sachant que la fonction F' est une fonction qui détermine la taille des susceptibles juste apres

chaque vaccination.

Pour que F admette un point fixe, il faut vérifier que F' est une fonction contractante.

On a

1F(Sn) = F(S)I = [I(1=p)[1 + (Sp = D™ ] = (1 = p)[1 + (S, — De™™]]|
= (L—p)e™ ™8, — S,

< e_mTHSn - S7I1H

D’ou F' est contractante, alors d’apres le théoréeme de Banach F' admet un point fixe unique S*
tel que S* = F(S%).
Alors, on a
S*=(1-p)[1+(S*—1)e ™),
qui implique
S*p—1+e™) = (1-p)(e" —1),

donc

(1 —p)(e™ —1)
(p =14 emT)

Donc, on obtient I'expression de solution périodique sans maladie donnée par :

S =

meT Cmt—tn)
1+T€ m " ty <t <tpyt,
S(t) = l—em" —p (I11.10)

S* t:tn—i-la

et
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I(t) =o.

I11.3.2 Stabilité de la solution périodique

Dans cette section, on va étudier la stabilité de la solution périodique (§ (t),0), pour cela

on pose

S(t) = S(t) + s(t),

I(t) = 1(t) + i(t),
tel que s est une perturbation des susceptibles et ¢ est une perturbation des infectés.

On a

B (II1.11)
it) = I(t) — I(t),
en dérivant les équations du systeme (II1.11) par rapport a t, on obtient
ds dS dS
dt  dt dt’
di _di_dl
dt — dt dt’
puisque (§ T ) est une solution, donc elle vérifie le systéme suivant :
ds
(I11.12)
dl
— =15 — 1
par des indemnisation et des simplifications, le systeme (I11.12) devient
d ~
d—j = —[iS — ms,
(IT1.13)
di ~
= (88 —m— g)i

D’apres la formule des impulsions et la premiére équation du systeme (I11.11) on trouve

s(tn) = S(t,) — S(t), (II1.14)

d’apres des indemnisation, on trouve
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S<tn) = (1 - p)s(t;), lnyr =tn + T.
On a
di ~
== (85 =m —g)i
alors
i(tnt1) di tn _
[ = [ B8 = m - g,
i(ty) 0 tn
ce qui implique
th ~
i(tnsr) = i(ta)elu OO
Afin que le nombre des infectés diminue il faut que
tnt1 ~
[ (5@ = m - gt <,
tn
pour cela
tnt+l ~ tn+1
g [ Swydt - / (m + g)dt < 0,
tn tn
alors
tn+1 ~
6] t S(t)dt < (m+ g)(ther — tn),
qui implique
tht1 ~ m+g
/ S(t)dt < T,
tn I6]
par conséquent, le nombre des infectés réduit si :
1 f[in+1 < m+g
— S(t)dt < ,
7). S0 3
puisque S (t) est une solution périodique, on a :
tn+1 ~ T ~
/ S(t)dt < / S(t)dt,
tn 0
d’ou on trouve la condition de stabilité suivante
1 /T <
T/ S(tydt < 9. (II1.15)
0

p
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On calcule l'intégrale de la solution S(t) entre 0 et 7.

T T mT
-~ pe _ _
Stdt:/ 1+-—— ™=t gy
/0 (®) 0 +1—emT—p€
min _ mibn1
A i
m(1l —emT —p)
_ T B pemtn(l _ 6mT)

m(1 —emT —p)
(p—mT)(1 —e™") + mpT
m(emT +p—1) '

De (II1.15) on trouve

(p —mT)(1 —em™") + mpT .Mty

T =1 < 3 (IIL.16)

Donc si la condition (I11.16) est vérifiée, alors la solution périodique (S, I) est localement stable.

II1.3.3 Calcul de la période maximale 7},,, de vaccination

On a la condition de stabilité (I11.16).

On fait de développement de Taylor d’ordre 1 sur la fonction exponentielle, on trouve

(p—mT)(l—l—mT)+mpT<m+g
mT(1+mT +p—1) - g7

ce qui implique

—mT(p — mT) + mpT LMty

mT(p+mT) - B
alors
mT <M +g
p+mI = 3 7
pour cela
m+g, _ p(m+g)
m1'(1 — < ,
S
donc
mT<1wn+m,
f—m—g
Ce qui nous permet d’écrire
f—m—yg

par conséquent

D’ou T,,., est I'expression de la période maximale, pour laquelle la solution soit stable.



Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a développé un modele épidémiologique STR pour fournir des outils aux
personnelles médicales et la santé publique, afin de leur permettre de formuler des politiques

efficaces pour combattre la propagation de la maladie

Notre travail est composé en trois chapitres, dans le deuxieme chapitre on a étudié le cas
d’une maladie infectieuse décrite par un modele SIR sans vaccination. Nous avons consacré une
partie de notre travail a un concept central en épidémiologie : le taux de reproduction de base.
Ensuite on a présenté des résultats principaux pour la stabilité locale des points d’équilibres

sans maladie et endémique, et la stabilité globale du point d’équilibre sans maladie.

Dans le troisieme chapitre en premier lieu on a étudié le modele épidémiologique STR avec
vaccination constante ensuite la vaccination par pulsation pour mener a ’éradication des mala-
dies, en traitant les conditions nécessaire voir la stabilité de la solution périodique sans maladie

et la période maximale.

Dans le future, notre étude peut étre complété par des recherches qui englobent la stabilité

globale du point d’équilibre endémique, et des simulation numérique.
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