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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier 'existence de solutions pour un
probléme non linéaire d’une équation différentielle fractionnaire implicite. Les déri-
vées considérées sont au sens de Caputo et d'un ordre compris entre 0 et 1 dans un
espace de Banach avec des conditions aux limites puis dans un deuxieme temps, aux
limites non locales.

Ces résultats ont été obtenus via la théorie du point fixe. Des exemples sont inclus

pour illustrer 'applicabilité des résultats théoriques.

Abstract

The main objective of this paper is to study the existence of solutions for a
nonlinear problem of an implicit fractional differential equation. The derivatives
considered are in the sense of Caputo and of order between 0 and 1 in a Banach
space with boundary conditions and in the second case with non-local ones.

These results were obtained by applying the fixed point theory. Examples are inclu-
ded to illustrate the applicability of theoretical results.
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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différenciation ordinaire et de
I'intégration a des ordres arbitraires (non entiers). Voir, par exemple, les monogra-
phies ([1], [3] , [L1], [24], [25]) et leurs références. Ces dernieres années, des équations
différentielles fractionnaires sont apparues naturellement dans divers domaines tels
que la rhéologie, les fractales, la dynamique chaotique, la modélisation, la théorie du
contrdle, le traitement du signal, la bio-ingénierie et les applications biomédicales,
etc.

Les dérivés fractionnaires fournissent un excellent instrument pour la description
des propriétés héréditaires de divers matériaux et procédés. Nous renvoyons le lec-
teur aux ouvrages récents ([1], [2], [5], [0], [12], [15], [19], [20], [21], [27]) et & leurs
références.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l'existence de solution pour un pro-
bléeme non linéaire d’une équation différentielle fractionnaire implicite. Ce travail
s’inscrit dans le cadre d’étude de quelques équations et systemes différentiels frac-
tionnaires non linéaires implicites, en utilisant plusieurs techniques de résolution
suivant le probleme a étudier.

Ce mémoire comporte quatre chapitres partagés de la fagon suivante :

Dans le chapitre des préliminaires, on rappelera quelques notions et définitions
relatifs aux espaces surtout fonctionnels qui vont étre utilisés dans ce manuscrit et
ceci, en décrivant des parties de ces espaces qui présentent des propriétés topolo-
giques intéressantes et sur lesquels on définira des opérateurs permettant d’appliquer
la tehchnique de(s) théoreme(s) du point fixe, la clé méme de 'ensemble des résul-
tats qui vont étre exposés dans ce travail. Au passage, on fera allusion au lemme de
Gronwall qui est un outil parfois indispensable servant a surmonter quelques diffi-

cultés dans certaines preuves.



Pour le deuxieme chapitre, nous présentons dans un premier volet, quelques
outils et quelques définitions sur les fonctions spéciales utiles tout au long de notre
mémoire, en 'occurence : la fonction gamma d’Euler et la fonction béta avec des
exemples et quelques propriétés intéressantes. Dans le deuxieme volet, on rappelera
les définitions des dérivées et intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
puis au sens de Caputo et les liens qui existent entre ces dérivées avec quelques
exemples et quelques propriétés.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude de 'existence et de 'unicité de solu-
tions de problemes aux limites pour des équations différentielles fractionnaires non
linéaires implicites, cas ou 'ordre de dérivation vérifie 0 < a < 1 et qui sont les
suivants :

“Dy(t) = f(t y(t),“Dy(t)), Vte J=1[0,T],
ay(0) + by(T) = c

Ou “D® est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo, f : JXRxR — R
une fonction continue et a,b,c sont des constantes réelles avec a + b # 0

et
*Dy(t) = f(t,y(t),“Dy(t)), vte J=I[0,T],

y(0) +v¥(y) = o

Ou : D% est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo et
f:J xR xR — R une fonction continue, ¥ : C([0, 7], R) une fonction continue, et

Yo une constante réelle .

Le dernier chapitre sera consacré uniquement aux exemples afin d’illustrer 'appli-
cabilité des principaux résultats d’existence ou d’unicité de la solution des problemes
aux limites d’ordre fractinnaire non linéaires implicites que nous avons étudié dans

les chapitres précédents.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans cette partie, nous présentons quelques rappels sur des concepts mathé-
matiques qui vont étre utilisés tout au long de ce travail ainsi que les notations
correspondantes. Quelques définitions relatives aux espaces fonctionnelles telles que
les notions d’équicontinuité, de familles uniformément bornées, de compacité rela-
tive vont étre rappelées tout en mettant 'accent sur le théoreme d’Arzela-Ascoli
qui permet de caractériser les parties compactes ou relativement compactes de 1’es-
pace des fonctions continues d’un intervalle borné dans un espace métrique. Nous
évoquons aussi des résultats relatifs a la notion cruciale de point fixe qui va étre le
moyen efficace pour arriver a démontrer 1’existence de solutions ainsi que 'unicité
pour certains problémes associés a des équations différentielles fractionnaires. Enfin,
nous donnons un bref résultat généralisant I'inégalité de Gronwall qui va étre utilisée

dans certaines démonstrations.

1.1 Définitions et Notations

Tout d’abord, nous introduisons les notations suivantes concernant les espaces
auxquels on va se référer souvent le long de ce travail.
— C([a,b],R) désignera 'espace des fonctions continues d’un intervalle [a,b] a
valeurs dans R.
— C"(Ja, b, R) est 'espace des fonctions réelles n fois continuement différentiables

sur [a, b].

Définition 1.1.1. On dit qu’un espace vectoriel normé est complet si toute suite



de Cauchy converge dans cet espace pour la distance associée a cette norme.

Définition 1.1.2. On appelle espace de Banach (E,||.||;) tout espace vectoriel

normé et complet pour la distance déduite de la norme.

Notons C(J,R) 'espace de Banach de toutes les fonctions continues définies de

J =10,T],T > 0 dans R, muni de la norme :

[19lloe = sup |y(?)]
teJ

Définition 1.1.3. Soient Q2 = (a,b) avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini

ou infini de R et 1 < p < +o0

1. Pour 1 < p < 4oo : LP(QQ) désignera l'espace des (classes de) fonctions f

réelles mesurables sur ) telles que :

[ 1@ de < +oo

muni la norme :

,, :
i1, = ([ 170 ar) < 1 <p<

2. L>(Q) est lespace des (classes de) fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur £2 muni de la norme :

flloe = infi{c = O |If[| <¢, pp sur Q}

Définition 1.1.4. Soit M un sous-ensemble de C(E, F'). On dit que M est uni-

formément borné, s’il existe une constante C' > 0 telle que :
Il <C, VfeM

Définition 1.1.5. Soit f : E — E une application d’un espace de Banach dans

lui-méme. Un élément z de E est dit point fixze de f si f(z) = x.

Définition 1.1.6. Soient E et F deux espaces de Banach et f : E — F une

application linéaire. On dit que f est bornée si elle envoie les parties bornées de E

9



sur des parties bornées de F.

Définition 1.1.7. Soit C(J, E) l’espace des fonctions continues de J vers [’espace
de Banach E et f C C(J, E). f est équicontinu si :

Ve > O, 36 > Oth,tg e J: |t1 —t2| <= |f(t1) — f(t2)| <e

Définition 1.1.8. Soient E un espace topologique et F' une partie de E. On dit que
F est relativement compacte si elle est contenue dans un ensemble compact de

E.

Définition 1.1.9. Etant donnée une fonction f : E — F ou E et F désignent deux

espaces de Banach.

1. fest dite compacte si elle est continue et ['image f(E) est relativement com-

pacte dans F.

2. f est dite complétement continue si elle est continue et l'image de tout borné

de E est relativement compacte dans F.

1.2 Théoréme d’Arzela-Ascoli

En analyse fonctionnelle, le Théoreme d’Ascoli, ou Théoréeme d’Arzela-Ascoli,
démontré par les mathématiciens italiens Giulio Ascoli et Cesare Arzela, caractérise,
a ’aide de la notion d’équicontinuité, les parties relativement compactes de I’espace
des fonctions continues d’un espace compact dans un espace métrique. Il se généralise
sans difficulté au cas ou 'espace de départ est seulement localement compact.

Ce théoréme est connu pour son nombre considérable d’applications (complétude
de certains espaces fonctionnels, compacité de certains opérateurs, dépendance en

les conditions initiales dans les équations différentielles. . . ).

Théoréme 1.2.1. [25] Soit M C C(J,R), J étant un intervalle borné de R. Pour
la norme du "sup’, la partie M est relativement compacte si et seulement si :

1. M est uniformément bornée.

2. M est équicontinue.

10



1.3 Théoreme du point fixe

Dans cette section, nous allons rappeler quelques principaux résultats relatifs
au "Théoreme du point fixe" qui seront exploités par la suite. En analyse, un théo-
reme du point fixe donne des conditions suffisantes d’existence d’un point fixe pour
une fonction ou une famille de fonctions.

Ces théoremes se révelent étre des outils tres utiles en mathématiques, principa-

lement dans le domaine de résolution des équations différentielles.

1.3.1 Théoréme de Banach

Le théoréme du point fixe de Banach donne un critere général dans les espaces
métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une fonction tende vers

un point fixe.

Théoréme 1.3.1. (Contractante de Banach)[17]
Soit E un espace de Banach et f : E — E une application contractante c’est a dire

J0< k<1 tel que Ye,y e E :

1F (@) = FWlle < Kl —yllg

Alors f admet un unique point fize.

1.3.2 Théoréme de Brouwer

Théoréme 1.3.2. [7] Soit B, la boule unité fermé de R™. Alors, toute application

continue T" de B,, — B,, admet un point fire pour tout n € N*,

1.3.3 Théoréme de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoreme de Brouwer pour la démonstration
de l'existence d’un point fixe d’une application continue sur un convexe compact
dans un espace de Banach. Le théoreme du point fixe de Schauder affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas

nécessairement unique.

11



Théoréme 1.3.3. [7] Soit U un ensemble non vide compact et convexe dans un
espace de Banach E et soit f : U — U une application continue. Alors f admet

un point fize.
Pour les applications, la généralisation suivante s’avere utile.
Théoréme 1.3.4. [7] Soit U un ensemble non vide fermé et convexe dans un espace

de Banach E et soit f : U — U une application continue telle que f(U) soit une

partie relativement compacte de E. Alors f admet au moins un point fixe.

1.3.4 Théoreme de Leray-Schauder

Théoréme 1.3.5. [10] Soit E un espace de Banach et U C E convexe avec 0 € U

, soit f U — U un opérateur complétement continu. Alors :
i) Soit f admet un point fize,
i) Soit U'ensemble £ = {x € U,x = Af(z),0 < X\ < 1} est non borné.

Le résultat qui suit, est une combinaison des théoremes de Banach et de Schau-

der.

1.3.5 Théoréme de Krasnoselskii

Théoréme 1.3.6. [27] Soit U un ensemble non vide, fermé et convexe d’un espace

de Banach E. Soient f1, fo:U — E deux applications telles que :
1. fi(z) + faly) €U, Vz,yeU,
2. f1 est une contraction,
3. fa est compacte et continue.

Alors, lapplication fi + fo admet un point fize i.e. :

JzxeU: fi(x)+ folz) =2

Le résultat qui vient, est en vérité une généralisation de I'inégalité bien connue
de Gronwall. C’est un outil qui permet d’obtenir de nombreuses approximations
pour les solutions d’équations différentielles ordinaires comme il sert aussi a mon-

o . < . e . versi
trer I'unicité de la solution a de nombreux problémes. Ici, nous avons une version

adaptée :

12



1.4 Lemme de Gronwall

Lemme 1.4.1. [10] Soient v : [0,T] — [0,00) une fonction réelle et w(.) une
fonction non négative, localement intégrable sur [0,T]. On Suppose Uezistence des

constantes b > 0 et 0 < a < 1 telles que :

o) < wit) + b/ot(t — §)u(s)ds

Alors, 1l existe une constante positive K, telle que :

v(t) <w(t) + K, b/ot(t —8) %w(s)ds. Vte[0,T]

13



Chapitre 2

Fonctions spéciales et Calcul

Fractionnaire

Ce chapitre sera consacrée aux outils de base du calcul fractionnaire a savoir
I'introduction de la fonction spéciale d’Euler dite "Fonction Gamma' qui joue un réle
fondamental dans la définition de certains concepts relatifs au calcul fractionnaire.
Puis, dans un deuxiéme temps aux définitions et aux propriétés des opérateurs
d’intégration et de dérivation dans deux versions bien connues et tres utilisées et qui

vont permettre de dégager les différents résultats relatifs au calcul fractionnaire.

2.1 Fonctions spéciales

Dans cette partie on va présenter deux fonctions spéciales : la fonction Gamma
et la fonction Béta qui seront utilisées dans la suite et jouent un réle capital dans

la théorie du calcul fractionnaire.

2.1.1 Fonction Gamma

Sans aucun doute, c’est la fonction de base du calcul fractionnaire on 'appelle
aussi fonction d’Euler notée I'(z). Elle permet la généralisation de la notion de
factorielle n! et permet a n de prendre également des valeurs non entieres et méme
complexes. Nous rappellerons dans cette section quelques résultats relatifs a cette

fonction.

14



Définition 2.1.1. [/8] La fonction Gamma est une fonction complexe a variable

complexe définie par l’intégrale suivante :
I'(z) = / t*~le'dt, Re(z) >0
0

Quelques propriétés de la fonction Gamma

— Sur l'axe réel on a : I'(1) = 1 et I'(0;) = 4o00. En plus, elle est continue et
strictement positive sur 'intervalle |0, col.

— Elle admet un prolongement analytique en une fonction méromorphe (i.e. holo-
morphe sur tout le plan complexe sauf aux points isolés z = 0, —1, —2, =3, ...
qui représentent des "podles").

— Pour tout z € C tq Re(z) > 0, elle satisfait I’équation fonctionnelle :
L(z+1) ==2I'(2) (2.1)

C’est I'une de ses propriétés de base qu’on peut démontrer par une intégration
par parties :

Soit z € C avec Re(z) > 0 alors :
I'(z+1) z/ tPetdt
0
= [t + 2 / e tdt
0

= 2I'(2)

La fonction Gamma généralise la notion de "factorielle”. En effet, d’apres (2.1) pour

tout z € N* on a :

I'(1) =

r(2) = 10(1) = 1!

[(3) =2I(2) = 2.1 = 2!
I(4) =3I (3) = 3.21 = 3

ainsi, I'(n+ 1) =nl'(n) =nl'(n—1) =n!

Exemple 2.1.1. Pour les rationnels positifs, prenons l’exemple de z = 1/2 et mon-

15



1

trons que : T’ (2) = /7.

D’apres la définition (2.1.1) , nous avons :

1 00 gt
r () [T
2 0o it
si on pose t = 22 alors, dt = 2x dx et on obtient :
1 00
r (2> = 2/0 e dy
=7

sachant que : [ e % dr = s %% e dy = @ (Intégrale de Gauss).

2.1.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est préférable d’utiliser la fonction Béta au lieu de

certaines combinaisons de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 2.1.2. [/5] La fonction Béta ou " fonction de Bessel " est donnée par :
1
B(z,w) = / 11 — 1)Lt
0

pour tout (z,w) € C? tel que : Re(z) >0 et Re(w) > 0.

Proposition 2.1.1. La fonction Gamma est liée a la fonction Béta par la relation

sutvante :

Démonstration.

Pour tout (z,w) € C? tel que : Re(z) >0et Re(w)>0,ona:
[(2)(w) :/ / v te () gt dx
o Jo
on effectue le changement de variables :

r=r—1

t=rs

16



alors,

Ainsi: dt=rds+sdr , de=(1—s)dr—rds

et le jacobien de cette transformation sera donc :

d’ou, dt de =r ds dr.

En substituant dans notre intégrale, nous obtenons :

Fz)(w) = / / gl (1 — 5) e r ds dr
= / 1 —s)v! ds/ e et dr O
0 0
= B(z,w)I'(z +w).
Proposition 2.1.2. Pour tout z € C tel que Re(z) >0, on a :

22z—1

I'(22) = NG

1
LT (2+ ) (2.2)
Démonstration.

A partir de la relation :

B(z2) = | (1= O] Ndt, YRe(2) > 0

0

et en remarquant que y(t) = ¢t(1 — t) est une fonction symétrique, et en effectuant

la subtitution s = 4¢(1 — ¢), nous aurons :
1
2
(z,2) =2 / — )7 at

22271/0 11— s)"2ds

1
— 217223 ( )
Z, 5

Par suite,

1
B (z, 2) =2%71B(z,2).

17



Ainsi, d’apres la proposition (2.1.1) on a :

L0G) _ o 1 DET()
I'(z+1) ['(2z)
Cest & dire
r(2:) = Qi;:r(z)r (=4 ;)
C.Q.F.D.
=

1
A présent si on prend z =n + 3 alors :

F(2n+1):f/2;f‘<n+;)l“(n+l)

ce qui implique encore la relation :

r <n+ 1) /T T(@2n+1)  (2n)/7

2/ 22nT(n+1) 220
2.2 Calcul fractionnaire

2.2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Rieman-Liouville :

Définition 2.2.1. [11] Soit f : [a,b] — R wune fonction continue , on appelle
intégrale d’ordre o au sens de Rieman-Liouville de f ["intégrale définie par la formule

suivante :

1

ITf(t) = F(a)/at(t —5)* 1 f(s)ds, t>a, Re(a)>0

Exemple 2.2.1. Soit la fonction f(t) = (t —a)? , Vt € [a,b] ou > —1.

Par définition on a :

«@ _ 1 ¢ a—1
[9(t — a)f = F(a)/ (t — 5)* (s — a)’ds

18



effectuons le changement de variable :

s=t—71(t—a)=ds=—(t—a)dr

ainst,

ﬁ@-@ﬁ:-Fé%fha—@P*u—T@—@—@Wu—@dT
:Féoékt—@wwfhw1—ﬂmh
::&}ﬁgwﬁ%ff¥%1—TWdr
—@}8ﬁﬁm%5+m

en utilisant la proposition (2.1.1), on obtient :

ot - = o D gy

(a+p+1)
Sip=0,o0na:
t—a)®
I°1=1I%t—a)’ = {t=a)
d’ou pour une constante K, on aura :
I°K = K.u
['(a+1)

Sia=1,ona:

1 s T(B+1) B+1
_[a(t—a) _F(T—l_Q)(t_a)
_ F(ﬁ + 1) (t _ a)ﬁJrl
(B+DT(E+1)
(t _ a)/B-i-l

B+1

On retrouve donc lintégrale usuelle : ['(x — a)’dx

Proposition 2.2.1. [/] Soient a et  deuz nombres complexes et f € C([a,b],R).
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i) IS(IPf) =1oPf, ou Re(a) >0 et Re(B) > 0.

d
it) %(I;’f) =TIo71f, od Re(a)>1.

Démonstration.
i) En effet :
N = s [ 0= 97 1 F )
__tr —g)o ! L ss—rﬁ’l r)dr | ds
F(a)/a<t ) (P(ﬁ)/a( ) f( >d>d

= IW /at [/as(t —8)* (s — 7’)6_1] f(r)drds

en faisant le changement de variable :
s=r+7({t—r)=ds=(—r)dr

nous donne

= (t —r)oth-t
donc
RN = g [ =0 B 0)dr
A oo
= -
= 1 11

ii) En utilisant les théoréme classiques de dérivation d’une intégrale dépendant
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d’un parametre ainsi que la relation : I'(a) = (e — 1)I'(a — 1), on trouve que :

D B B S
0 =5 (i [ € s0as)
:r(la)/ = ) f(s)ds

= Fay [ 0= D= 92 sy
_ (;(_a)l /at(t— 572 f(s)ds

_ F(al_ 5 / (= $)2f(s)ds

— ()

2.2.2 Dérivée au sens de Rieman-Liouville :

Définition 2.2.2. [I] On appelle " dérivée au sens de Rieman-Liouville " d’ordre o

d’une fonction f, la fonction définie par :

ps = () e

- o (i) [ sy s

avec Re(a) >0 ,t>a et n=[Re(a)]+1

Notation 2.2.1. Pourn € N, le symbole D" désignera ’opérateur de différentiation

d’ordre entier n, c’est a dire :

d\"
Dr=|—] ==
= (i)~
avec la convention :
DLf(t) = f(t)

Exemple 2.2.2. Soit la fonction f(t) = (t —a)?, Vt € [a,b] ot B > —1, nous

avons :

DE(t — a) = (jt) 17t~ )]
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d’aprés l'exemple (2.2.1)

- (2) [ o

R ACESY d\" _ yiea
CT(n—a+pB+1) <dt> (t = ay?

mais ,

<d )" (t—a)™ =m(m—1)(m —2)e(m—n+1)(t — a)™™"

dt
r 1
F(m—n+1)
et par suite ,
I'p+1) _
Dt —a) = —————(t—a)’"
=) = )
Remarque 2.2.1. 57 on prend a =1 on aura :
I'pg+1) _
Di t—a)’ = t—a)t
(t-a) = =L - a)
= B(t —a)’™
d
_ Q)8
(t—a)
Remarque 2.2.2. Si on prend =0, on aura :
(t—a)
D(1) =

Ainsi, la dérivée fractionnaire au sens de Rieman-Liouville d’une constante C' n’est

pas nulle, mais :

_¢
Il —«)
Proposition 2.2.2. Pour un o € C tel que Re(a) > 0 et n = [Re()] + 1 et une

D,(C) = (t—a)™®

fonction donnée f : [a,b] — R, supposons que :

(Dgf)(t) =0

alors,
= F(Z + 1) i+a—n
f(t)_g)cif(z+1+a—n)<t @)



Ou les C;,i=0,1,...,n — 1, sont des constantes réelles.

Démonstration.
(0% d " n—«
(Def)t) =0={ ) (L*f(t)) =0
n—1 )
— [ f() = Y Cilt — a)
i=0
par composition avec 'opérateur /¥ on obtient :
= L(i+1) :
') => Ci=——— "2 (t —a)**
) ; ST

par composition avec D™ on obtient :

- o TE+1) (4" o
0= D2zp(0 = 3 O () -0

i+1+a)
or,
d\" . L(i+1) o
_ t—a)te = t — q)iton
<dt> S (S s LU
alors,
s i+ 1) :
) = . t— i+a—n
/) ;C’F(Hua—n)( @)
C.Q.F.D.
O

Théoréme 2.2.1. Soient f et g deuz fonctions définies sur [a,b] dont les dérivées
fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o existent avec n — 1 < a < m. Alors,

pour A, w € R | si DX(Nf+ pg)(t) existe on a :

Dg(Mf + pg)(t) = ADg f(t) + uDgg(t), Vt € [a,b]
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Démonstration. :

Da(Mf + pg)(t) = DI~ [Af(t) + pg(t)]
= DA f(t) + ply"g(t))
=AD"} f(t) + D" ;™ g(t)

= AD; f(t) + nD7g(t)
C.Q.F.D.

]

Proposition 2.2.3. [/] Soit f : [a,b] — R une fonction admettant une intégrale

fractionnaire d’ordre a.. Alors :

(DI f(t) = f(t)

Cependant, on a la remarque suivante mettant en exergue la non commutativité

de ces opérateurs.

Remarque 2.2.3. [/] La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et

non-commautative car :

LGDf(t) # DRI f(t)

Puisque :

vt € [a,b]

avec Re(a) > 0 et n = [Re(o)] + 1.

2.2.3 Dérivée au sens de Caputo

Définition 2.2.3. [/]
Soient o € C avec Re(a) > 0 et n = [Re(a)] + 1 et soit f € C™"([a,b],R).

La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f est définie
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par :

(‘D f)(t) = (L f™)()

1

e

Remarque 2.2.4. L’avantage principal de ['approche de Caputo est que les condi-
tions initiales de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo des équations différen-
tielles fractionnaires prennent la méme forme que dans le cas des équations diffé-

rentielles d’ordre entier.

Exemple 2.2.3. f(t)= (t —a)’ avec 3 >n—1ona :

cyo (4 B __ F(ﬁ + 1) _ B—a
Da(t CL) —F(B—i—l—a)(t CL)
Démonstration.
nous avons :
1 t dn
Dyt —a) = oy |ty e — o
on a :
ar 5 LpB+1) P
A N I LU
alors,
cyo(4 B __ F(ﬁ + 1) t o B—niy n—oa—
D&(t —a) _F(n—a)F(ﬂ—nqu)/a(T a)’ "t —1) Ydr

En effetuant le changement de variable suivant :

T=1—38(t—a) avec dr = —(t — a)ds on obtient :
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( ! n—a—1 —n —a
Fn—a)l'(6—n+1) /0 § (1- 5)/3 (t— a)ﬁ ds

(

)

_ F+1Hr'(n—a)l'(B—n+1) (t— a)P-a
Fn—a)l'(B—n+1)I'(B-a+1)
_ T+

C.Q.F.D. O

Remarque 2.2.5. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

est nulle. Autrement dit :  °“DSK =0, K eR.

Proposition 2.2.4. [/1] Soit o un nombre compleze tel que Re(a) > 0. Alors
I’équation différentielle :
‘DR f(t)=0, te€lab]
admet la solution générale :
n—1 )
f(t) = KO + Kl(t — CL) + Kg(t — a)2 + ...+ Kn,1<t — a)”*l = Z Kl(t — CL)l

1=0

avec K; e R,i=1,2,...,n — 1 des constantes réelles.

Démonstration.

— fM(t) =0
n—1
= f(t) = Ki(t —a)
1=0
C.Q.F.D.
O

Proposition 2.2.5. [1] Si f est une fonction continue sur [a,b] on a :

(DIISf)(t) = f(t), ot Re(a)>0

En plus, si elle est n fois continiment différentiable sur [a,b] et si Re(a) > 0 et
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n = [Re(o)] + 1, alors :

(IacDaf o nif (t_a)

=0

Remarque 2.2.6. Signalons les deuz cas particuliers suivants :
- Si Re(a) €]0,1] alors : (I$ DS f)(t) = f(t) — f(a).
- Sia=n€eN alors : DY f(t) = DY f(1).

2.2.4 Dérivée de Caputo et la dérivée de Riemann-Liouville

[1] Considérons une fonction f admettant des dérivées fractionnaires d’ordre
a au sens de Riemann-Liouville D f(t) et au sens de Caputo D2 f(t). Alors, pour
tout scalaire complexe « tel que Re(a) > 0 et n = [Re(«)] + 1 nous avons :
— t _ a)i—a

‘D f(t) = Z

= z—a+1)

Par ailleurs, si f)(a) =0 pouri=0,1,2,....,n—1ona:

“Dgf(t) = Dgf(t)
Ici aussi, on signale le cas particulier lorsque Re(a) €]0, 1] ot

fla)(t —a)™

CDgf(t):Dgf(t)_ F(]_—O./)

2.2.5 Propriétés de la dérivée de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f jouisse de propriétés
similaires a celles de Riemann-Liouville. En effet, nous avons les résultats admis
suivants :

— Pour toutes deux fonctions f et g définies sur [a, b] dont les dérivées fraction-

naires de Caputo d’ordre « existent et pour tous deux scalaires A\, y € R :

Dy (\f +pg)(t) =X Dgf(t) +p Dgg(t), Vtela,b]
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— PourmeNetsi: n—1<a<n alors:
‘D (“Dg f(t)) = “Dg(“Dy f(t)) = “Dgt™ f(t), Vt € [a,b]

si f90)=0,i€{nn+1,...,m}
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Chapitre 3

Probleme aux limites pour des
équations différentielles

fractionnaires implicites

3.1 Etude d’un probleme aux limites

3.1.1 Présentation du probléeme

On va étudier 'existence et 'unicité de la solution d’un probleme aux limites

pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire implicites de type suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t),“D(t)), teJ:=[0,T],0<a<l1 (3.1)

avec la condition aux bords :
ay(0) +by(T) = ¢ (3.2)

Ou D% est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo , f étant une

fonction de J xR xR — R continue et a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a+b # 0.

Définition 3.1.1. Une fonction y € C*([0,T],R) est dite solution du probléme
(3.1) — (3.2) siy satisfait I’ équation (3.1) sur J et la condition (3.2) a la fois.

Afin d’étudier I'existence de solutions a ce probléeme , on doit passer d’abord
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par énoncer les résultats préliminaires suivants :

Lemme 3.1.1. Considérons une fonction continue ¢ : [0,T] - R et 0 < a <1

alors, le probleme linéaire :

Doy(t) = £(t) Ve J (3.3)

ay(0) + by(T) = ¢ (3.4)

a une solution unique donnée par :

y(t) = F(la) [e=9ptetsys - — [rfa) [ @ sy us)ds o] 35)
Démonstration. :

Si on applique l'opérateur I* aux deux membres de 1’égalité (3.3) et on utilise la

formule indiquée dans la remarque (2.2.6) on aura :

19(°D%y(t)) = I74(t)

= F(la)/ot(t — 5)* " H(s)ds
= y(t) = y(0)

de la, on tire pour t =T :

WT) = 9(0) + s [ (T =) e(s)as
Or, on a la condition (3.4) par suite
b T o1
ay(0) + by(0) + F(oz)/o (T —s)*(s)ds = c

i.e.

10 = g e i [ =9

:a—i—b

Par suite, la solution du probleme aux limites (3.3) — (3.4) est bien :

y(t) = F(la) [e=9ptetsyds - — H’@) [ @ sy s)as c] (3.6)
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Lemme 3.1.2. Soit f : J xR xR — R une fonction continue, alors le probléme

(3.1) — (3.2) est equivalent au probléeme :

y(t) = A+ I°v(t) (3.7)

avec

A= - —1|— 7 [c - Fé)oz) /OT(T —5)* o(s)ds

et v € C(J,R) satisfait I’équation fonctionnelle :
o(t) = f(t, A+ I%(t),v(t))

Démonstration. :
Soit y la solution du probléme (3.7). Montrons que y est aussi solution du pro-

bleme (3.1) — (3.2).

Nous avons :
y(t) = A+ I%(t)
y0)=A e yT)=A+ F(loz) /OT(T 5)* to(s)ds
alors,
—ab T o1 ac v? T o1
ay(0) + by(T) = W)F(a)/o (T = ) Mo(s)ds + = (Hb)[,(a)/o (T — 5)*Yu(s)ds
bc b T a1

+a+b+m)/o (T — 5)° v (s)ds

donc,

ay(0) + by(T) = ¢
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D’autre part, en usant des propriétés de la dérivée de Caputo, nous avons :

DY%(t) = “DY(A+ I*v(t))
=“DY(A) 4+ °D*(1*v(t))
=0+ v(t)

= f(t,y(t),“D(t))

3.1.2 Résolution du probleme en utilisant une contraction

Dans le théoreme suivant, on va énoncer un premier résultat sur I'existence et
'unicité de la solution du probléme (3.1) — (3.2) en introduisant un opérateur sur
I'espace fonctionnel C'(J,R). On montrera que 'opérateur est une contraction sur
cet espace et par suite, en utilisant le théoreme de contraction de Banach, on arrive

a conclure.

Théoreme 3.1.1. Supposons que :
(H1)  La fonction f(t,u,w):J xR xR — R est continue.

(H2) 1l existe deux constantes L >0 et 0 < K < 1 telles que :

\f(t,u,w) — f(t, v, )| < Llu— |+ Klw—w'| Yu,u',w,w' €eR et VieJ

St

L7e b
A= K)o+ (1 ot b|> <1 (3:8)

Alors le probléme (3.1) — (3.2) a une solution unique.

Démonstration.
On va transformer le probléme (3.1) — (3.2) en un probléme de point fixe. Pour

cela, on considere I'opérateur :
N :C(J,R) = C(J,R)

défini par :



vy (t) = f(t, Ay + 1%y (t), vy(1))

et

A, = - i b [c - Fé)oz) /OT(T — 8)* u,(s)ds

il est clair que le point fixe de 'opérateur A est solution du (3.1) — (3.2).
L’opérateur N est bien défini. En effet, si y € C(J,R) alors, Ny € C(J,R). Pour
montrer que N admet un point fixe, il suffit de montrer que N est une contraction.

Soient y, z € C'(J,R). Alors, pour tout ¢ € J, nous avons :

Nult) = =) = F(la) /ot(t — )7 [u,(5) — v (s)] ds
b T .
- T e — o) ds

ou: vy, v, € C(J,R) sont données par :

vy(t) = f (£ y(t),vy(t))

va(t) = f(t, 2(1), v:(1))

1 ! a—1 —v.(s 5
Ny(t) — Nz(t)| < F(Oz)/o (t—5) " vy(s) — va(s)|d o
|b| g a—1 :
i ) T ) — s

Par (H3) nous avons :

[0,(6) = v (8)] =1 (£ y(£), "Dy () — f(t, 2(t),“D*=(1))]
< Lly(t) — ()] + Ko, (t) — v.(0)

donc,

1,(5) = 0:(6)| < =77 0(0) = =(0)|
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Par (3.10) nous avons :

L t -
|N?/(t)_NZ(t)’ < M)F(OJ)/O (t—S) |y(3)—2’($)|ds
L|b| T .
T B o ) () lds
LT LTy

Iy = 2lloo + ly — =]
) o ) -

S(1—K)F(oz+1 a+0|(1—K)[(a+1

par suite,

Lre )
Wy = Aol < [ (1 o ) o sl

d’apres la condition (3.8), on déduit que N est une contraction. Ainsi, d’apres
le théoréme de Banach (1.3.1) A/ admet un seul point fixe qui est la solution du

probleme (3.1) — (3.2). O

Notre deuxieme résultat pour le probleme (3.1) —(3.2) est basé sur le théoreme

de Schauder.

3.1.3 Résolution du probléme en utilisant le théoreme de

Schauder

Théoréme 3.1.2. Supposons les hypothéses (H1) et (Ha) soient satisfaites ainsi
que ’hypothese :

(H3) 1l existe p,q,r € C(J,R) avec r* =supr(t) <1 tels que
teJ

flt,u,w) < p(t) +q(t)|ul + rt)|w| pour t€J et u,welR

St
0]
M1+ <1 311
] ( L (3.11)
o -
Ta
*=supgq(t) et M= ,
¢ =supalt) - mat1)

Alors le probleme (3.1) — (3.2) admet au moins une solution.

Démonstration. :
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On va utiliser le théoréme du point fixe version Schauder pour montrer que N défini
par (3.9) admet un point fixe.

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

Etape 1. : N est continu,

Soit (Yn)n une suite dans C(J,R) convergente pour la norme ||.||« vers une limite
Y ie :
lim ||y, — Ylloo — O

n—aoo

1l suffit de montrer que :
lim [Ny, = Nyl = 0.

En effet, Vt € J :

1 t -
’Nyn(t>_Ny<t)’ SF(O{)/O(t_S) |Un(5>—1)<8)|d5
0] T -
’ |a+b|m>/o (T = )" a(s) = v(s)lds

Ou v, ve C(J,R) sont définies par :

Un(t) = f(t, yn(t), va(t))

v(t) = ft,y(t),v(t))

VieJ, fon(t) —v(®)] = [f(t yn(t), va(t)) — (£ y(t), v(D))]
< Llya(t) = y(0)] + K fon(t) = v(t)]
d’ou ,
Ve, foa(t) —v(®)] < 7 lya(t) — y(1)]

puisque : Yy, — Y, nous avons : v,(t) — v(t) quand n — oo , Vt € J.
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Il existe A > 0 tel que |v,(t)| < X et |v(t)| < A pour lequel on a :

(t =) oa(s) —v(s)] < (t = 5)" " (lva(s)] + [v(s)])

<
< 2M\(t — 5)*7!
et

(T = 5)* " oa(s) — v(s)] < (T = )" (lvals)] + [v(s)])
<

2AN(T — 5)> 1

Pourt € J, les fonctions : s — 2\(t —s)*" ! et s — 2X\(T' — 5)*~! sont intégrables

sur J. Par passage a la limite on a :
Jim Ny (1) - Ny(0)] =0, Vi€ T

on tire,

lim [Ny, — Nylleo =0

d’ot la continuité de N .

Soient  px = supe p(t),

] 0]
1 “M
|a+bPL +|a+b| P -
T SR LI e !
a+0)) !

et considérons ’ensemble :

il est clair que B, est un sous-ensemble borné, fermé et conveze de C(J,R).

Etape 2. N(B,) C B,
Soit y € B, et montrons que Ny € B,,.
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Pour toutt € J on a :
c 1 t o
N0 < 2+ e [ 9 o) s

hl+gmwa)ATuf—sfwv@ﬂds

+

()] = [f(t,y(t),v(D))]
< p(t) + q(®)|y(t)| + r(®)v(t)]
< p@t) +qt)p+rt)o)]
<p g+
d’ou ,

o(t)] < Prap e
1—r*

par suite, pour toutt € J :

c] (P +q )T bl (p" + ¢" )T
VYOl < g Y =T+ D T et b(1= @+ 1)

] 0 (p* + g )M

< + (" + )M+
Sy (p*+q"1) At bl

] || ||
< M (14— | M 1+
Slave] P latro) 1 FEEVAS
<u

Alors, Ny € B,,.

Etape 3. N(B,) est relativement compact,

Soient to, t; € J tels que t; < ty. B, est un ensemble borné de C(J,R) (démontré a
I’étape 02).
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Soit y € B, alors,

1 b a a—1 1 a—1
‘Ny(tg) —./\/y(tl)‘ = ’Foz/o [(ta — )" — (t1 — 5)* " u(s)ds + @ /t1 (ta — s)* v(s)ds
1 g a—1 a—1
< Fay b (=9 = 6= ) ds + g [t =)
N* b a—1 a—1 ) t2 a—1
< T /0 (12 = )" = (1= 5)" s + s /t (ts — 5)*Lds
< F(;Vm[tg 0 2ty — 11)°]

Quand t; — ta, Ny(t1) — Ny(ts) = 0, d’ot Uéquicontinuté de N'(B,).

D’aprés les étapes 1) et 3) et le théoréme d’Arzela-Ascoli (1.2.1), Par conséquent,
N : B, — B, est continu et compact.

Ainsi, d’aprés le théoréme de schauder (1.3.4) N admet un point fize qui est la

solution du probléme (3.1) — (3.2).

]

Le prochain résultat d’existence est basé sur I’alternative non linéaire de Leray-

Schauder.

3.1.4 Résolution du probléme en utilisant le théoreme de

Leray-Schauder

Théoréme 3.1.3. Supposons que (H1) , (H2) et (Hs) soient satisfaitent. Alors, le

probléme (3.1) — (3.2) admet au moins une solution .

Démonstration.
On va utiliser le théoreme du point fixe version Leray-Schauder pour montrer
que N défini par (3.9) admet un point fixe.

La démonstration se fait en plusieurs étapes :
Etape 1. N est continu,

Etape 2. N(B,) C B,,
Soit y € By, limage de tout ensemble borné par N est un ensemble borné dans
C(J,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout w > 0, il existe une constante ¢ telle que
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pour tout y € B, ={y € C(J,R), ||ylloc L w} on a : |INY||oo < 2.

Pour y € B, nous avons, pour tout t € J,

1 gt - 1b| T - ]
Ny(t)] gf(a)/o (t—s) ’U(S)|d$+|a+b|r(a>/0 (T —s) lu(s)| ds + a1l

mais,

@] = £, y(8), v(t))]
< p(t) +q@)y@)] +r@)|v(®)]
< p(t) + q(t)w +r(t)v(t)]

<p' 4w+ ru(t))

donc,

1l s’ensuit,

o MT My ]
“I(a+1) T(a+1)]a+bl |a+D
c (1L WY,
~DNa+1) la + bl la + bl

Ny(t)

Alors

M*T® b)
Nylloo € ——(1+
Woll = ma e rg)

done, N'(B,) est borné.

Etape 3. il est clair que L’image de tout borné par N est un ensemble équicontinu
de C(J,R), ce qui fait que N est continu et par conséquent N : C'(J,R) — C(J,R)

est completement continu.
Etape 4. A présent, il reste a montrer que [’ensemble :

E={ye C(J,R),y =\ Ny,0 <\ <1} est borné.
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Soity €& ie.y= A N(y) avec 0 < X\ < 1. Donc, pour chaque t € J on a :

c
a+b

Mﬂ:A[meg@—squgw+wa+;wvwAZT—5V4M$%+-
d’ou l'inégalité,

1

! a—1 T a—1 ’C’
O < ooy (6= )l ds + s [ = 8 o)l ds +

la + b|

D’autre part, nous avons les majorations suivantes pour toutt € J :

()] = [f(t y(t), v(1))]
< p(t) +a@)y@)] +r(®)]o@)]
< p(t) + q@O)]y(@O)] +r(#)]o(?)]

<P+ ly()] + ()]

d’otl,
P*+q*ly(t)]
)| < B
T

VieJ, |u(t

1l s’ensuit alors,

| p* T ]
t) < + 1+
’“)M-m+m (1—r)(a+ 1) la + bl

*

q t a-1
+(1—r*)l“m)/o (t—s)*"" ly(s)|ds

|b| q* T a—1
*(1—wna+mrmyA(T_@ ly(s)lds
|

| pT° o]
< + 1+
ot T (A=) (a+1) la + 0]

Ol ' e,
+(1—7~*)r(oé)/o(t )"

g |yl r L
00 T — 5)@
T ) (TS

I P L
" la+b  (1—r)(a+1) la + bl

SR A LI T
(I—=r)(a+1) la + b] 0
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puis pour toutt € J on a

gl < L4 PT° gL
“la+b (1= (a+1) la + b|

T PR Y
(1= (a+1) la + b| 0

et par suite, nous avons pour toutt € J :

] ||
1 *M
ET RACETET T A

o< L
1—(14+ —— * M
<_%M+M>q

Cela montre que & est borné et comme conséquence du Théoréme du point fize de
Leray-schauder (1.3.5), on déduit que N admet au moins un point fize lequel est une

solution du probléme (3.1) — (3.2).
[

Nous donnerons a présent un résultat sur I'unicité de la solution du probleme

(3.1) — (3.2).

3.1.5 Unicité de la solution

Théoreme 3.1.4. Supposons que (H1) , (Hz2) et (H3) soient satisfaitent. Alors, le

probléme (3.1) — (3.2) admet une solution unique .

Démonstration.
'existea d’ au moins une solution y(t) du probleme (3.1) — (3.2) est assurée par
le théoreme (3.1.2) pour prouver l'unicité de y(t) soit z(t) une autre solution du

probleéme (3.1) — (3.2) alors Vt € J, nous avons

1 t o—1
9(0) =20 < Fro [ =9 ) — en(s)]ds

|| r a-1
bt [ =9 ) — (o) s

ou: vy, v, € C(J,R) sont données par :

vy(t) = f (£ y(t), vy(t))
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v(t) = (L, 2(t), v=(1))

on a .

vt e J,  foy(t) —va(0)] = [f (£ pelt), vy () — f(E, 2(2), v=(2))]
< Lly(t) = 2(0)] + K vy (t) == v(?)]

d’ot |
VEEJ, uy(t) = ea(t)] £ T lyt) - =(t)
par suite
L t 1
9(0) =201 < Frose =gy o 9 Iuls) = (s)lds

alors, pour tout t € J :

L ¢ -
|y(t)_2(t)| S [1(&)(1—[()/0 (t—S) |y(s)_z(3>|d8
" I'a)la |jz’bf(l —K) /0 (T =) y(s) — 2(s)| ds

Ll

<t (1 b b,) [1@ =97 yte) - =) s

finalement

L B o e
=l = ey (1 o) @ = = Al o

D’apres le lemme de Gronwall (1.4.1) avec w = 0, nous avons :
lly —2||, 0= y(t) = 2(t), VteJ

Alors le probleme (3.1) — (3.2) a une solution unique .
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Chapitre 4

Probleme aux limites avec

conditions non locales

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l’étude de l'existence de solution pour une
équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire implicite avec des conditions

non locales.

4.0.6 Présentation du probleme

Considérons le probleme suivant :

‘D%(t) = f(t,y(t),“D(t)), VteJ=1[0,T], 0<a<l (4.1)

y(0) +¥(y) = o (4.2)

— ¢D® est la dérivée fractionnaire d’ordre « au sens de Caputo,

— f:J xR xR — R une fonction continue,

— ¢ :C(]0,T],R) — R une fonction continue,

— et yo une constante réelle .

Comme exemple de conditions non locales, on peut ajouter a gy, une expression

de type :
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Ou:0<t <ty <..<t, <T un ensemble de n points de l'intervalle J = [0, 7]

et C; sont n constantes réelles.
Définition 4.0.2. Toute fonction y € C'(J,R) vérifiant I’équation :
‘D%(t) = f(t,y(t),“D*y(t)), VteJ
et la condition :
y(0) +¥(y) = yo
est appelée solution du probléme (4.1) — (4.2).

Les deux lemmes suivants dont les preuves sont similaires aux lemmes (3.1.1),
(3.1.2) du chapitre précédent nous permettent de préparer les énoncés et les argu-

ments de démonstration des théoremes d’existence qui suivront.

Lemme 4.0.3. Soient 0 < a <1 et h:[0,T] — R une fonction continue. Alors, le

probleme linéaire :

Doy(t) = h(t), VteJ (4.3)

y(0) +¢(y) = o (4.4)

admet une unique solution donnée par :

) = 10— 6(0) + s [ (= ) A (4.5

Lemme 4.0.4. Soit f : J x R x R = R une fonction continue. Alors, le probléme

(4.1) — (4.2) est équivalent au probléme :

y(t) = yo — Y(y) + 1%g,(t)
gy(t) = f(t,y(t), g, (1))

Nous sommes maintenant en position d’énoncer le résultat relatif a I'existence
ainsi qu’a l'unicité de la solution pour le probleme (4.1) — (4.2) en se basant sur le

théoreme du point fixe de Banach sous des conditions appropriées.
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4.0.7 Existence et unicité de la solution

Théoreme 4.0.5. Soit la fonction continue f : J x R x R — R. Supposons que :

(H}) : 1l existe deuz constantes L >0, 0 < L' <1 telles que :

|f(tu,w) — f(t, v/, w')| < Llu—u/|+ L'fw—w'|, VteJ et Yu,u',ww €R

(HL) Il existe une constante 0 < K < 1 telle que :

() — V()| < Klyr —val, Yy, 42 € C(J,R)

() .
K+(1—L’)F(a—|—1)<1 Yu,u € R (4.6)

Alors, le probléme (4.1) — (4.2) admet une unique solution sur J.

Démonstration. :
On va transformer le probleme (4.1) — (4.2) en un probléme de point fixe en consi-

dérant 'opérateur :

L:C(JR) = C(J,R)

défini par :
t
Ly(t)=yo—V(y) + =— /0 (t—s)*"1g,(s)ds (4.7)
ou :
gy(t) = f(tay(t>7gy(t))

Il est clair que les points fixes de 'opérateur £ sont solutions du probleme (4.1) —
(4.2) et siy € C(J,R) alors, Ly € C(J,R) et donc L est bien définie.
Nous allons montrer que £ admet un point fixe unique. Pour cela, il faut montrer

que L est une contraction.

Soient y, z € C(J,R) et t € Jona:

Lo(t) — Ly(t) = () — (=) + o [ (0= 5" g(5) — gy (s))ds
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En prenant les valeurs absolues des deux membres, nous obtenons I'inégalité :

1£2(0) = £y(D)] < [6(:) = V) + iy 0= 9" oo =gy (allds (49

Par ailleurs, nous avons pour tout s € J :

192(8) = gy(s)| = [f (¢, 2(s), 9= (s)) — F (L, y(s), 9y(5))]

< Llz(s) — y(s)] + L'lga(s) — g,(s)]

D’ou :
9:05) ~ ()] 153 12(5) (o)
Par suite :
1£2(1) — Ly(B)] < KI=(0) — (o)

S T €= 9 ) wolas

< Kllz =3l + T a1 — ¥l
D'ou :

s = Lol < | + =] = ol

D’apres (H}), £ est une contraction et par le théoremede Banach (1.3.1) , £ admet

un point fixe unique qui est la solution du probleme (4.1) — (4.2). O

Le deuxieme résultat est basé sur le théoreme du point fixe de Krasnosel’skii.

4.0.8 Existence de la solution en utilisant

le théoréme de Krasnosel’skii

On pose :

Ta * .
M = 0Dy “~ [W(O)] et f -—OséltlgT!f(t,O,O)\-

Théoréeme 4.0.6. Supposons que (H}), (H,) et (Hy) soient vérifiées. Alors le pro-

bleme (4.1) — (4.2) admet au moins une solution .
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Démonstration. :

Considérons lopérateur £ défini comme dans (4.7). Nous avons :

LW =10 = V() + 7y [ (=9 (s

ou g, € C(J,R) satisfait I’équation fonctionnelle :

gy(t) = f(ty(t), 94(t))

fixons 6 tel que :
lyol +a+ Mf <0
1-K—-—ML —

et définissons :

Il est clair que By est un sous-ensemble borné, fermé et convexe de C'(J,R). Consi-

dérons les opérateurs P et () définis sur By par :

(P)(1) = Py(t) = s [ (= 5 gy (s)ds

ou g, € C(J,R) satisfait I’équation fonctionnelle :
gy(t) = f(t,y(t), g,(t))

et
(Qy)(t) := Qu(t) = yo — Y ()

Etape 1. Pour toutes y,z € By , Py+ Qz € By ?

vVt € J, nous avons :

Py(6) + Q=(0)] < lvol + ()| + o [ (6= ) lgy(s)] ds
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gy ()] = [f (£, y(2), 94 (1))
S |f(t7y(t)7gy(t)) - f(t70’0)| + |f(t70’0>|

< Ly(t) = 0] + L' |gy(t) = 0] + sup [f(t,0,0)]
0<t<T
< Lo+ L' |g,(t)| + [
On tire alors,

Lo+ f*
1-L

|9y ()] <

D’autre part, nous avons :

[¥(2)] < [¥(2) = (0)] + [¢(0)]

< Kllz|[ +a
< Kf+a
1l s’ensuit alors :
Lo+ f~ t —1
P < K —/ —35)¢
[Py + Q2] < [yo| + ( 9+a)+(1_L,)F(a) | (t—s)"ds
(LO+ f*)T

< lyo|l + (K0 +a) + S ORCESY

= |yo| + KO + a + M(LO + f*)

<40

soit donc, Py + Qz € By.

Etape 2. () est une contraction sur By 7

En effet, nous avons :

Vy,z € By, |Qz — Qyl = [(yo — 1(2)) = (Yo — ¥(y))| < K|z — ylw

et par suite,

Qz — Qyll, < K|z —yl|-
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d’ot la contraction de () .

Etape 3. P est continue 7.
Soit (Yn)n une suite dans C'(J,R) convergente vers une limite y pour la norme ||.||
e :

lim ||y — Ylloo —> O

n——oo

il faut montrer que :

nli_r)nooHPyn — Pyl|e = 0.

Pour toutt € J on a :

1Pun(t) = Py(O] < 775 [ (0= 9" lauls) =)l

Ot gn, g € (J,R) sont définies par :
gn(t) = f(t,yn(t), gn(?))

9(t) = ft,y(t),9(t))

Nous avons :

9n(t) — g = |f(t yn(t), gu(t) — f(t, (1), 9(2))]
< Lya(t) = y(0)] + L' |gn(t) — g(t)]

d’ou :

lgn(t) — g(t)] < yn(t) — y(1)]

1-L
Puisque : vy, — y alors, g,(t) — g(t) gd n — oo et ceci pour tout t € J.

11 existe donc X > 0 tel que |g,(t)] < A et |g(t)| < X\ et nous aurons :

(t =) gu(s) — g(s)| < (t = 5)" " (|gn(s)| + lg(s)])
<

2A(t — 5)*7!

Pour tout t € J, la fonction s — 2X\(t — s)*~! est intégrable sur J et par passage a
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la limite, nous obtenons :
Jim [ Pyat) = Py(t) =0, Vet
ou bien :
lim [Py, — Pyl[e = 0.

d’ou la continuité de P.

Etape 4. P est compact ?

Soit (yn)n une suite de By, pourt € J nous avons :

1PU (O] < 77y (0= 9 au(o)lds

Oi g, € C(J,R) est définie par :

9n(t) = f(t,yn(t), gn(t))

mais,
|gn(t)| = |f(t7yn(t)7gn(t)|
= |f(t7yn(t>7gn(t) - f(t,0,0)l + ‘f(i,0,0)’
< LIy (t) = 0]+ L'g2(8) = 0] + sup |£(£.0.0)
< LO+ I |ga(t)] + £
d’ou :

Lo+ f
<
gult) <

1l s’ensuit donc,

Lo+ f~ t a—1
(1 — L)(a) /0 (=) ds
< (LO+ f*)T~
=1 I)(a+1)

< M(LO + f*)

Vte J, |Pyn(t)| <
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et par suite, P(By) est uniformément bornée.
Maintenant, prouvons que P(By) est équicontinu.

Soient t; <ty de J et y € By. Alors,

Py(ta) — Py(t)| = ]F(la) [t = ) g(s)ds - F(la) [t =51 gls)ds
1 t o1 ol 1 ta ot
S[’(oz)/o [(ta —5)*" — (t1 — ) ]|g(s)|ds+]_,(Oé)/t1 (ta — 8)* Hg(s)|ds
L¢9-|— f* t1 a1 o1 Lo + f* to -
_MW/O [(t2 —8)" " = (t1 — 5) ]d8+(1—[/W/t1 (to — 8)* 'ds
Lo+ f*

(15 — 17+ 2(t2 — 11)°]

= 1IN (a+1)

Par conséquent, |Py(t1) — Py(ts)| — 0 lorsque t; — ty. D’ou l'équicontinuité de
P(By).

D’apreés les étapes 1-4 et le théoreme d’Arzela-Ascoli, nous concluons que l'opérateur :

L: By — C(JR)
y +— Qy+ Py

est continu et compact. En conséquence du théoreme de point fixe de Krasnosel’skii
(1.3.6), nous déduisons que L admet un point fize qui est une solution du probléme

(4.1) — (4.2).
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Chapitre 5

Exemples illustratifs

Dans ce chapitre, on va mettre en application les résultats évoqués dans les

deux derniers chapitres en considérant des problemes aux limites avec des équations

différentielles fractionnaires implicites montrant comment on arrive a trouver des

réponses a ce genre de questions selon le type de conditions initiales exigées par le

probleme.

Exemple 5.0.1. On considére le probléme aux limites suivant :

1

“Dry(t) = ; , te€]0,2]
3e (1 + |y(t)| + |“D2y(1)|)
y(0) +y(2) =1
Posons :
1
ft,u,w) = YVt €1[0,2] YVu,weR

- 321+ ful + [w])’

Il est clair que la fontion f est continue. L’hypothése (Hi) est vérifiée.

Pour tout u,w,v';w" € R et t€[0,2] on a :

1 ('] = Jul) + (Jw'| = [w])

|f<t7u=w) - f(t7u/7w/)| =

1
< s 100 = ) + ('] = o)
< sllu— o+ o — ]
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d’autre part, pour toutt € [0,2] on a :

1 1
T <
3et+2 = 3e2

donc,

o 1 / /
[f(t u,w) = f(t,u', w)] < go5llu — o] + fw — o]

1
comme : 0 < L =K = 302 < 1; Alors,(Hs) est satisfaite.
De plus,
MR L S
(1—K)(a+1) la+0b]"  (1-35%)(3) 2

par suite, la condition (3.8) est satisfaite .

D’apreés le théoréme (3.1.1), le probléme (5.1)-(5.2) admet une unique solution sur

[0, 2]

Exemple 5.0.2. On considére le probleme aux limites suivant :

1 2+ [y(t)] + [“Diy(t)|
“Diy(t) = , 0,2 5.3
y(?) 10et+5 (1 + |y(t)] + CD%y(t) ) telo.2) (5:3)
y(0) +y(2) =1 (5.4)
Posons :
ft,u,v) = 2 Jul + o] vVt €[0,2] Vu,veR

10e5(1 + [ul + [v])’
Il est clair que la fontion f est continue. L’hypothése (H1) du théoréme est vérifiée.

pour tout u,w,u’,w € R ett €[0,2] on a :

(Ju']| = |u]) + (Jw'] = [w'])
10et*+5(1 + |u] + |w]) + (1 + /] + |w'])
- 1
- 106t+5

’f(tauvw) - f(ta ulaw/)| =

[(J'| = Jul) + (Jw'| = fwl)]

< WHU — [+ v —w]
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d’autre part, pour toutt € [0,2] on a :

1 1
<
10et+® — 10é€5

donc,

!/ / 1 / /
_ < —— [y — _
76t w,w) = f(t o w)] £ ol — ]+ o — |

1
comme : 0 < L =K =—— <1 alors, (Hz) est satisfaite.

10e®
De plus,
LT |b] 3v/2
+ - <1
(1-K)[(a+1) la + 0| V7 (10e® — 1)
nous avons aussi :
1
[t u,w)| < 75755 (2 + Jul + [wl])
1 e
comme : p(t) = Foits et q(t) =r(t) = 0055 Alors, (Hs) est satisfaite.
6] 3v2
*M(1 =
M T 306 - i)
_ 32
/(1065 — 1)
<1
=1, T=2,a=2, et ¢=r=
aweca=b=1,T=2,a=g, et ¢=r" =~

La condition (3.11) est donc satisfaite.

D’apreés le théoréme (3.1.2), le probléme (5.3) — (5.4) admet au moin une solution

sur [0.2] .

Exemple 5.0.3. On considere le probléeme aux limites suivant :

oo 2 |y(®)]+ [ Dy(n)
D3y(t) = 21 + @) 7 D] Vvt € [0.1] (5.5)
S0+ 5y(1) =1 (5.
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Posons :
2+ u| + |v
t = Vte|0.1] V¥ cR
f(t, v, w) 12et9(1 + |u| + |w|) 01 Vu,w

Il est clair que la fontion f est continue et ’hypothése (H1) est donc vérifiée.

pour tout u,v,w,w € R et t €[0.1] on a :

1 ('] = Jul) + (Jw'| = [w'])
tiu,w) — f(t, v, w)] <
[ u,w) = I < 96059 | {5 ful + uwl) + (Lt ] + o]
< 1
= 190149

('] = Jul) + (Jw'| = |w])|

< WHU — [+ v —w'|]

d’autre part, pour tout t € [0,2] on a :

1 < 1
12et+9 — 12¢9

donc,

1
!/ / / /
£ ,w) = £, 0)] < gl — o]+ Jw = ]

1
comme : 0< L =K= 1265 < 1;Alors, , la condition (Hs) est satisfaite
e

De plus,

<1

LT b\ 3
(= K)T(a+1) ( N \a+b|> ~ (128 — 1)

nous avons ausst :

1
|f(t,u,w)| < W<2+ ul + [w])

1
et q(t) =r(t) = Tooti0 Alors, (Hs3) est satisfaite.

comme : p(t) = 6ot

1b] 3 3

*M(1 = = <1
M+ 2(12¢ — DI(3) ~ (1267 — 1)y/m
b le—T—la=letqg—r—
aweca=b=gc=T=la=;etq =r"=173

ainsi la condition(3.11) satisfaite et d’apres théoréme (3.1.2)le probléme (5.5) —

(5.6) admet au moins une solution du sur [0.1]

Exemple 5.0.4. Considérons le probléme aux conditions non locales suivant :
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1

“Day(t) = . : 0,2 5.7
y(t) e+ 0] + D) t€[0,2] (5.7)
y(0) +9(y) =1 (5.8)
_
Posons :
f(t, u,w) = ! vVt €[0,2] Yu,veR

3ett2(1 + |u| + |w|)’
La fontion f est évidemment continue.

Pour tous u,w,u',w’ € R et t €[0,2] on a :

1

lu— |+ o — |

|f(t, u,w) — f(t,u,w)] <

1
comme : L =1"= 32 et la condition (H'y) est donc satisfaite.
e

D’autre part |
|ul

uelR
20 + |u|’

(u) =

et pour tous u,w € R on a :

[ (w) |20~|—|u\ 20+]w[‘

< 20 |u — w|
- 20+\u| (20 + |w])

E—

1
comme :K = 20’ la condition (H's) est aussi satisfaite. , Dot la condition (H's) :

LT 1 V2
K e ~ 20 T B o) <!

Les conditions du théoréme (4.0.5) étant vérifiées, le probléme (5.7) — (5.8) admet

donc une unique solution sur [0,2].

Exemple 5.0.5. Soit le probleme aux conditions non locales suivant :
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o [l [Pl
Dryt) = 57 1+ [y(t)] 1+cpamﬂj’ relotl (59)
y(0) +(y) =1 (5.10)
| Lyl
o =3 ()
POSONS :
_ et | |y |w
f(t,u,w)—9+et L‘Hu‘ — 1+|v[]’ vVt € [0,1] Vu,veR

f est bien sur continue.

D’une part, pour tous u,w,u',w’ € R et t €[0,1] on a :

—t
[lu— | + |w — w']

|f<t7u>w) _f(tvulvvl)‘ < 9+ et

1
< ppllu = vl +fw =]

1
comme : L =L = 0 ;Alors, (H'1) est satisfaite.

et d’autre part,

w0 - vt <[ () - 5 (k)
<u-ul

2
1 . , e - p .
comme : k = 3 La condition (H's) est aussi satisfaite. la condition (H's) serait
satisfaite i.e. :

1
9T (3)

LT®
K+ -

1
- IN(at1) 2 <L

+

Les conditions du théoréme (4.0.5) étant vérifiées, le probléme (5.9) — (5.10) admet

donc une unique solution sur [0, 1].
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons vu quelques méthodes de résolution pour des équa-
tions différentielles fractionnaires implicites basées sur quelques versions du théoreme
du point fixe pour établir I'existence et méme I'unicité de la solution lorsque les hypo-
theses sont bien choisies. Les théoremes relatifs au point fixe fournissent un excellent
outil pour ce genre de probleme et pour tant d’autres.

Nous espérons étudier au futur ces mémes types de problemes en utilisant les
transformations intégrales telles que la transformée de Laplace ou celle de Fourier,
transférant ainsi le probleme, du domaine d’analyse et d’équations différentielles,
en un probleme traité algébriquement ou les manipulations se fassent de maniere

"automatiques’ (Calcul opérationnel).
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