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Introduction générale

La théorie des échelle de temps a été introduite par le mathématicien Allemand
STEFAN HILGER en 1988 dans sa these de doctorat, il a des applications dans
tous les domaines nécessitant la modélisation simultanée de données discretes et
continues, ou une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé de 1’en-

semble des nombres réels R.

La dérivée fractionnaire est un dérivée d'un ordre arbitraire,réel ou complexe,
la premiere apparition du concept d’un dérivée fractionnaire se trouve a la fin de
17°"¢siecle, elle commence par une lettre écrite qui découle d’une question posée
en 1695 par M. Hépital (1661 — 1704) a G. Leibniz (1646 — 1716), qui cherchait

n

le sens de celui de Leibniz actuellement populaire notation d—y = D"y pour la
xn

dérivée d’ordre n € N sur la possibilité que n soit une fraction (Et si n = ; 7). Dans
sa réponse en 1695, Leibniz écrit a L’Hépital comme suit : "Cela conduira a un
paradoxe".

En suite, plusieurs mathématiciens ont contribué a son développement : Laplace
(1812), Fourier (1822), Abel (1823 —1826), Liouville(1832 — 1873), Riemann (1847),
Grunwald (1867 — 1872), Letnikov (1868 — 1872), Laurent(1884), Nekrassov (1888),
Krug (1890) et Hadamard (1892).

Au cours des dernieres années un intérét considérable est attribué aux applica-
tions des dérivées fractionnaire(d’ordre non-entier)dans plusieurs domaines.Il a été
trouvé que dans le champ des interdisciplinaires,beaucoup des systemes peuvent étre
décrits par des équations différentielles d’ordre fractionnaire, par exemple :

e Les dérivée fractionnaire ont été utilisées largement dans le modelé mathéma-



tique de la visco-élasticité des matieres.

e Les problemes électromagnétiques peuvent étre décrits en utilisant les équa-
tions intégro-différentiels fractionnaires.

e En biologie,il a été déduit que les membranes de cellules d’organisme biologi-
quement la conductance électrique d’ordre fractionnaire, et alors est classé en

groupe de modelés d’ordre non-entier.

Ce mémoire se compose de trois chapitre.

Le premier chapitre : on a étudier les calculs sur les échelles de temps et on
a présenter des résultat principaux sur la différentiabilité et I'intégration : défini-

tion,lemme et théoreme.

Dans le deuxiéme chapitre : on a donner quelques résultats utile concernant
I'intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville sur une
échelles de temps T, et identifier la relation entre les deux, ce chapitre est partagé
en deux sections :

La premiere section,on a définir la dérivée fractionnaire et on a utilisé la définition
de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur une échelles de tempsT.
La deuxieme section, contient les démonstration des propriété fondamentales des

opérateur fractionnaire sur les échelle de temps.

Le troisieme chapitre : on s’intéresse a l'existence et I'unicité des solutions
pour les équations différentielles du premier d’ordre sur un intervalle borné dans
I’échelle de temps et une équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-

Liouville sur un intervalle borné R.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les échelles de temps et nous présentons
également des résultats principaux sur la différentiabilité et I'intégration,en fin rap-
pelons quelques théorémes et définitions.

Démonstrations peuvent étre consultées dans les livres [3, /]

1.1 La Théorie des échelles de temps

1.1.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 1.1.1. [3, //Une échelle de temps T est un ensemble non vide fermé de

I’ensemble des nombres réels R.
Exemple 1.1.1. Les ensembles R, Z et N sont des exemples des échelles de temps.

Exemple 1.1.2. Soit h un nombre réel positif fizé, on définit l’échelle de temps par
hZ.
hZ :={hz:z€Z} =1{...,.—3h,—2h, —h,0, h,2h,3h...}.

Exemple 1.1.3. Soit ¢ un nombre réel positif fixé. On définit l’échelle de temps ¢%

par :

¢ ={q 2e2yu{0} ={..¢% ¢ ¢ " 1,q0,¢ ¢, .y u{o}
Définition 1.1.2. [9, /] Soit T une échelle de temps. Pourt € T, on définit I’opé-

rateur de saut-avant o : T — T par

o(t):=inf{seT : s>t}

3



et lopérateur de saut-arriere p: T — T par
p(t) ==sup{s € T : s < t}.

Par convention, on suppose : inf ) = sup T, i.e o(t) =t si T admet un mazimum t,

sup@ =inf T, i.e p(t) =t si T admet un minimum t.

Définition 1.1.3. /7, //La fonction de granulation u : T — [0, 00) par

p(t) :==o(t) —t.

Les définitions ci-dessus pour 'opérateur de saut avant et 'opérateur de saut

arriere prétent a la classifications des points dans une échelle de temps.

Définition 1.1.4. [3, //Soit T échelle de temps, t € T :

1. Sio(t) > t, on dit que t est un point dispersé a droite.

2. Sio(t)=tett <supT, on dit que t est un point dense a droite.

3. Sip(t) <t, on dit que t est un point dispersé d gauche.

4. Sip(t)=tett>infT, on dit que t est un point dense d gauche.

5. Si un point est dispersé a droite et a gauche,(i.e p(t) <t < o(t)), on dit qu’il
est isolé.

6. Si un point est dense a droite et d gauche (i.e t = a(t) = p(t)), on dit qu’il est

dense.

Exemple 1.1.4. Soit T une échelle de temps, t € T.
- SiT=R,onaoc(t)=p(t)=tetu(t)=0, donc, chaque point de R est dense..

- Si' T = hZ, avec h > 0, alors
ot)=t+h, pt)=t—nh, u(t)=nh.

Donc, chaque point de hZ est isolé.

Définition 1.1.5. [7, //Soit T une échelle de temps.

- 8i T admet un maximum M dispersé a gauche on pose TF := T — {M}, si non



Tk .= T.

T T\ (p(supT),supT], sisupT < o0
' T, st supT = 0o

- Si T admet un minimum m dispersé a droit on pose Ty := T—{m}, si nom T) = T.

Définition 1.1.6. [, //Soit f : T — R une fonction, on définit la fonction f7 :
T — R par :

fo(t) == (foo)(t) = f(a(t)), pour tout t € T.

1.1.2 Différentiabilité

Maintenant nous considérons une fonction f : T — R et on définit la delta

dérivée de f en un point ¢t € T* de la facon suivante.

Définition 1.1.7. [7, //Soit f : T — R une fonction et soit t € T*. On dit que f et
A-différentiable en t s’il existe un nombre réel f2(t) € R tel que pour tout &€ > 0, il

existe un voisinage U de t (i.e, U = (t — 0,t +0)NT pour certain § > 0) tel que
77(0) = £(5) — FAW)(0(t) — 9) < elo(t) — s, pour tout s € U.

On appelle f2(t) la A-dérivée de f en t.
Si f est A-différentiable en tout t € TF, alors f» : T — R est appelée la delta

dérivée de fsur T*.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce tra-

vail.

Théoréme 1.1.1. [, /]Soit f ‘T — R une fonction et soit t € T*.

1. Si f est A-différentiable en t, alors f est continue en t.

2. Si t est dispersé a droite et [ est une fonction continue en t, alors f est

différentiable en t et

3. Sit est dense a droite alors f est A-différentiable ent, si seulement si lig%

ft) = f(s)

t—s



existe et finie. Dans ce cas on a

00—ty T = 1)

4. Si [ est différentiable en t, alors
Fo() = F() + u(t) f2(0).

Théoréme 1.1.2. [3, //Soient f,g T — R deux fonction A-différentiables en t €

T*. Alors on a les propriétés suivantes :

1. f+¢g:T — R est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + g2 (1)
2. Pour tout constante a« € R, af : T — R est A-différentiable en t et
(af)2(t) = af2(®).
3. f,g: T — R est A-différentiable en t et

(f9)2(t) = f2(Bg(t) + fo(t)g™(t)
= f(t)g>(t) + fA(B)g(o(D)).

4. S f(t)fo(t) # 0, alors } est A-différentiable en t et

0N A
(f) O = = o)

5. St g(t)g°(t) # 0, alors / est A-différentiable en t et
g

(f)A (1) = FA)g(t) — f(t)g™ (1)
g g(t)g(o(t)) '

Enfin, nous présentons la propriété de la composée (f o g)2, pour f: R — R et

g : T — R. Elle a été démontrée par Christian P6tzsche en 1988.
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Théoréme 1.1.3. [7, //Soient f : R — R une fonction continiment différentiable
et g: T — R une fonction A-différentiable.

Alors f o g est A-différentiable et on a la formule suivante :
A A v o
Fog® 0 =g>®) | [ £ by + (1~ n)g" ()] dnl .

1.1.3 Intégration

Pour introduire la notion de la A-intégrabilité sur les échelles de temps, nous
avons besoin tout d’abord de décrire les fonctions qui sont intégrables et pour cela

nous présentons les concepts suivants :

Définition 1.1.8. [7, //Nous dirons qu’une fonction f: T — R est réguliére si sa
limite a droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe

en tout point dense a gauche de T.
Théoréme 1.1.4. [9, /[Soit f : T — R une fonction réguliére, alors il existe une
fonction F qui est pré-différentiable avec une région de différentiation D tel que :

FA(1) = f(t), pour tout t € D.

Définition 1.1.9. [7, //Soit f: T — R une fonction réguliére, on définit l'intégrale
indéfinie par :

/f(t)At = F(t) +C,
ou C est une constante arbitraire et F' est la primitive de f.
Définition 1.1.10. /7, //Soit f : T — R une fonction réguliere, on définit l'intégrale
de Cauchy par

/bf(t)At = F(b) — F(a), pour tout a,b € T.

Définition 1.1.11. [3, //La fonction F : T — R est appelée la primitive de f : T —
R, telle que
FA(t) = f(t), pour tout t € T".



Définition 1.1.12. [, //Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est
continue en tout point dense a droite de T et si sa limite d gauche existe et finie en
tout point dense a gauche de T.

On note l’ensemble des fonctions f: T — R rd-continue sur T par :
Crd = Crd(']r) = Crd(Ta R)a

et l’ensemble des fonctions f : T — R est A-différentiable et ses dérivées rd-continue
sur T par :

Crd - Cid(T) = Cr1d<T7 R)

Théoréme 1.1.5 (Existence d’Antidérivées). [, /] Chaque fonction rd-continue a

une antidérivée. En particulier si ty € T, alors F' défini par :

¢
F(t) = / f(r)AT, pour tout t € T.

to
est une antidérivée de f.

Théoréme 1.1.6. [, //Soient f,g: T — R deux fonctions, on a :

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. Si f est rd-continue, alors f est réguliere.

3. L’opérateur de saut avant o est rd-continue.

4. Si [ est rd-continue ou réguliere, alors f oo c’est ainsi.

5. Si f est continue et g est rd-continue ou réquliere, alors f o g est également

rd-continue ou réquliere respectivement.

Le théoreme suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta inté-

grale.

Théoréeme 1.1.7. [7, /[Sia,b,c € T, a € R et f,g € Cra(T,R), alors

Z/af + g(t t—a/f At—l—/
2/ /f(t)At
3/f At_/f At+/f



: /bf() ()AL= (Fg)(0) — (Fo)a) — [ 721

[rw

Si|f(t)| < g(t) surfa,b)N'T, alors

v

R

/ " ()] < / g()At.

b
7. St f(t) > 0, pour tout a <t < b, alors / f(t)At > 0.

a(t)

Pour tout t € T, alors / F(T)A(T) = p(t) f(2).

t

S0

1.1.4 L’intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

dans cette partie, nous définissons une théorie de la mesure et 'intégration pour

les échelles de temps T bornées ou a := minT et b := max T.

Définition 1.1.13. [5/Soit F; une famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts

a droite de T de la forme
[c,d) ={teT:c<t<d}.

o c,d €T et c <d.

Définition 1.1.14. [5/On définit une mesure additive my : Fy — R par
my ([c,d)) =d —c.

Une mesure extérieure mi : P (T) — R est définie par :

pour un ensemble arbitraire £ C T

k=1

k=m
inf{zk "m(Ag): EC U AkavecAkefl} si b¢ E,
my (E) =

400 st be k.

Définition 1.1.15. [5/Un ensemble A C T est A-mesurable si la relation

my (E) = mi (ENA) +mi (EN(T\A)),



est vérifiée pour tout ensemble E C T.

Maintenant, on considere la famille
M(m])={ACT: Aest A —mesurable},

et la mesure ua comme étant la restriction de mj sur ’ensemble M (m7).

Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de l'intégration,
appliqués a 'espace mesurable complet avec le triplet (T, M (m?), ua). Cet espace
mesuré est utilisé pour définir la A-mesurabilité et la A-intégrabilité des fonctions

f:T—R

Lemme 1.1.1. [5/L’ensemble de tous les points dispersés a droit de T est dénom-

brable, c’est-a-dire, il eviste I C N et {t;},.; C T tels que
R:={teT:o(t)>t}={ti},;- (1.1)
Pour E C T, nous définissons
Ip:={iel:t;e ENR},

avec I C Net {t;},., CT.
Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure ua sur T et la

mesure de Lebesgue pu, sur R.

Théoréme 1.1.8. [7/Soit A C T. Alors A est A-mesurable si et seulement si A
est mesurable pour la mesure de Lebesgque. Dans ce cas, si b ¢ A, nous avons la
propriété suivante

pa(A) = 3 (o(t:) = ti) + p(A).

i€lp
Soit une fonction f : T — R, nous avons besoin d'une fonction auxiliaire qui

prolonge f & lintervalle a,b], I la,b] — R définie par :

f(t):= f) %tET’ . (1.2)
f(t;) site (tio(t;)), pourie I.

10



Proposition 1.1.1. [//Soient f : T — R et f son extention sur la,b]. Alors, f est

A—mesurable si et seulement si, f est mesurable au sens de Lebesgue.
Le théoreme suivant donne une formule pour calculer Lebesgue A—intégrale.

Théoréme 1.1.9. [7/Soient E C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et
E = EU (Ui, (ti,0(t;))). Si f : T — R une fonction A—intégrable, alors

[ F@As = [ fs)ds + 3wt £ (1)

i€l

Définition 1.1.16 (Espace de Lebesgue sur les échelles de temps). [7//Soit p € R

avec 1 < p < oo et soit E C T un ensemble A-mesurable ; on pose
L% (E,R) = {f B — R; f est A — mesurable et /E|f|pAt < oo}

On note la norme sur L’} (E,R)

I lugqom = ([ 1 @F a1)”

1.2 Définitions et Théoremes d’analyses Fonction-

nelles

Cette section est consacrée a quelques définitions de 'analyse fonctionnelle et

Théoremes du point fixe

1.2.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une norme sur E
toute application ||.| : E — RT telle que

(1) ||z]| =0« x=0.

(17) Ve € E,VA € K : || Ax|| = |\ ||z -

(iti) Yo,y € E ||z +yl| < ||z|| + [lyl| (Inégalité triangulaire).

Une norme est généralement notée ||.|| et la couple (E, ||.||) est dit espace vectoriel

norme.

11



Exemple 1.2.1. On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([a,b] ,R) de la ma-

niére suivantes

[/l = sup |f ()]

z€[a,b]

Définition 1.2.2. On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ||.||) est complet si toute
suite de Cauchy de E est convergente. Un espace vectoriel normé qui est complet

s’appelle espace de Banach noté (E,||.||) -
Dans la suite (E, ||.||z) et (F,]|.||) désignent des espaces de Banach.

Définition 1.2.3. On dit qu’une partie A de (E,|.||z) est bornée s’il existe une
boule fermée B (a,r) telle que A C B (a,r) i.e.

Ir >0, Ja € E, A C Bla,r).

Ir >0, A cC B(0,r).

Définition 1.2.4. Soit F : (E,||.||z) — (F,|.||z) une application. On dit que F
est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F' i.e.

F (bornée) est bornée.

Remarque 1.2.1. Soit F : (E,||.||gp) — (F,||.|lp) une application bornée, i.e, pour

tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que

pour tout v € E: ||z||z < ¢ implique |F (2)||p < 0.

Définition 1.2.5. Soient a € E et F : (E,||.||gp) — (F,|.[|z). On dit que F est
continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe d > 0, pour x € F,
on a

|z —allz <9 implique |F (z) — F(a)| <e.

Définition 1.2.6. On dit que F : (E,|.||z) — (F,|.||z) est k—lipschitzienne si,

pour tout v,y € E, on a

IF (@) = FWll < kllz—yllg-

Lorsque k < 1, on dira que F est contractante.

12



Proposition 1.2.1. Une application F : (E,|.||z) = (F, ||.||z) est continue au point
x, si et seulement si pour tout suite (z,,), converge vers x dans E, alors (F (z,,)),

converge vers F' (x) dans F.

Définition 1.2.7. Soit E un espace vectoriel sur R. Un ensemble M C E est dit

convere St

Vu,v € M, VA € [0,1], on a A+ (1—XNve M.

Définition 1.2.8. Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.2.9. Soient (E, ||.||z) , (F, ||.||p) deuz espaces de Banach. L’application
F(E ) = () est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

it) F(E) est relativement compact dans F.

Définition 1.2.10. Soient (E, ||.||z) et (F,|.|z) deux espaces de Banach. L’ appli-

cation F : (E,|.||g) = (F,||l.||z) est dite complétement continue si :
i) F est continue sur E.

i1) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

Définition 1.2.11. Soit F : (E,|.||z) — (E,|.|lg) une application. Un élément
xg de E est dit point five de F si :

F (xg) = xo.

1.2.2 Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.2.12 (Equicontinuité). Soit (E, ||.||), (F,||.||z) espaces normés et H
une partie de C (E, F). On dira que H est équicontinue en xqo si pour tout € > 0, il

existe n > 0, tel que

Ve e B, |z —xollp<n implique I f(x) = f(zo)|lp <€, VfeEH.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.
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Remarque 1.2.2. Le point important, n ne dépend pas de f.

Théoréeme 1.2.1 (Arzéla-Ascoli). Soit K un sous-ensemble compact dans E et
(F .|l z) un espace de Banach. Soit H une partie de C (K, F). Alors, H est rela-
tivement compacte dans C (K, F) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :

i) H est équicontinue

it) Ve € K, H, ={f (z) : f € H} est relativement compacte dans F.

1.2.3 Théoreme du point fixe de type Leray Schauder

Le théoréeme du point fixe de Schauder affirme qu'une application continue sur

un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.2.2 (Schauder). [/] Soit M un sous-ensemble de E fermé et convexe
et F : M — M une application continue telle que F (M) est relativement compact.
Alors F' posséde un point fixe.

Plus généralement, si M est un compact conveze alors toute fonction continue de

M sur M possede un point fixe.

1.2.4 Théoréme du point fixe de Banach

Théoréme 1.2.3. [1] Soit (E,|| . ||g) un espace de Banach et F : E — E une

contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

Vyye € B, 1F () = Fu)lle < kllvs — el

alors opérateur F admet un point fize unique x € E.

1.3 Fonctions spéciales

Définition 1.3.1 (Fonction Gamma). On appelle fonction Gamma d’Euler noté

['(z) avec z est un nombre compleze, la fonction
['(z) = / t*~letdt, Re(z) > 0.
0
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Définition 1.3.2 (Fonction Béta). La fonction Béta ou fonction de Bessel du second

espéce est définie par :
1
Bz, w) = / 711 — ), z,w € C avec Re(z) >0, Re(w)>0.
0

Lemme 1.3.1. La fonction gamma satisfait les la formules suivantes

(1) Pour tout z € C tel que Re(z) > 0:T'(2+ 1) = 2I'(2),

(17) Pour toutn € N* : I'(n) = (n — 1),

3

* n)l\/m
(ii7) Pour tout n € N* : T'(n + 1) = GVT

4nn!

Lemme 1.3.2. La fonction Béta satisfait les la formules suivantes

(1) Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0: f(z,w) = FF((Z:EESJ))

(i7) Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0: f(z,w) = B(w, 2).

(ii) Pour tout z,w € C, tel que Re(z) > 0, Re(w) > 0: B(z,w+1) = 2B(2+1,w) =

Zi’wﬁ(z, w).
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire aux sens de
Riemann-Liouville sur les échelles

de temps

Dans ce chapitre on va donner clairement quelques résultats utiles concernant
I'intégrale et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville sur une
échelle de temps T et on va identifer la relation entre les deux.

La notion de différenciation fractionnelle sur les échelles de temps est introduite

et ensuite seulement a 1’aide d’un tel concept, l'intégrale de fraction est définie.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
sur les échelles de temps

Définition 2.1.1 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de
temps). [2/Supposons que T est une échelle de temps, [a,b] est un intervalle de T
et h est une fonction intégrable sur [a,b], soit a un nombre réel, tel que a > 0,

l’intégrale fractionnaire d’ordre oo de h est définie par :

t(t—s)ot

TIOR(t) = / T

ou I' est la fonction gamma.

h(s)As, (2.1)
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Exemple 2.1.1. 5S¢ T = R. Soit la fonction puissance suivante :
h(t) = (t —a)?, pour tout t > a, avec a € R.

Dans ce cas on a

Toh () = Ih(t) = F(la) / (= 5)2 1 (s — a)ds

On change de variable en posant s = a+ (t —a)v, ce qui donne ds = (t —a)dv, alors

Ioh(t) = F(la) | (= @)™ (1 — o)™t — a) (¢ — a)du
(t —a)*

= 71”(0[) /01(1 —v)* dv.

En utilisant la d “efinition de Béta, on trouve

Q%@%:B@a;f”@—aya:

Ia+1)

r@a+m“_aﬂ{

Remarque 2.1.1. §i T = R, soit h une fonction constante sur R, c’est-da-dire

h(x) = C € R, l'intégrale d’une fonction constante de Riemann-Liouville est donnée

par :
oh) = Ffa)/ (@ — 6 dt
C o
= Tlat1) (x —a)”. (2.2)

Exemple 2.1.2. Si T = N. Soit h une fonction constante sur N, c¢’est-a-dire h(t) =

¢, avec ¢ € R. Nous prenons a = 1, alors

c

ol /lt(t ) 1As.

Nous rappelons que l’intégrale sur N est défini par

VPR =

b t=b—1

ft)As = Zt;; f(t), avec a,b € N. (2.3)
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Donc

N ra ¢ s=t—1 a—1
1 [t h‘(t) - 1—1(&) Zs:l (t - S)
& a—1 a—1 a—1
= t—1 t—2 w1
oy 6D =D
= F(Ca) Z:tl_l ot pour tout t > 2.

Remarque 2.1.2. Si T =R, on peut écrire XI* = I sous la forme suivante :

IoN(t) = r(la) /OH St — s)ds.

Proposition 2.1.1. Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle
de T. Soient h € L ([a,b] ,R) et a € (0,1). Alors,

i) Uintégrale “I®h existe pour presque tout t dans [a,b],

ii) la fonction TI¢h est un élément de LY ([a,b] ,R).

Démonstration.

Par I’équation (2.1), nous avons

Par le Théoreme de Fubini, nous obtenons

r

TIeh(| At < F(l /b(/t@— 97 (s)| As) A

- // )21 |h(s)| AsAt
- F(a)/ |h(s)]/s (t — 5)* ' AtAs,

Par le Théoréme 1.1.9, on obtient

/sb(t—s)o‘lAt - /[s’bm(t—s)aldw > oulr) (- s

TE[sb)ﬂR
b
= /(t—s)“*dt > / — 5)*at
s TE[s,0)NR
+ > () (r =8
TE[s,b)NR
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D’autre part, on a

donc

b T ra 1 b o
/a T At < arm)/a (b— )" |h(s)| As
(b—a)°
S T J Mol As
~ (b—a)
- F(Oé—l—l) ||h||L1A<Ooa

Nous concluons que *I¢h € L} ([a,b] ,R) et

§b>

T rap, (_7& hll ;.
a’t L1A F(Oé+1) ” ”LA’

cela signifie T1®h existe pour presque tout ¢ dans [a, b].

R,

[]

Proposition 2.1.2 (Composition de I'intégrale fractionnaire). Si T = R, Soit h une

fonction intégrable et bornée sur [a,b] C R, a et B deux nombres réels strictement

positifs. Alors
17 0 18] h(t) = 1P h(t).

Démonstration.

(2.4)

Soient A est une fonction intégrable et bornée, et «, f deux nombres réels strictement

positifs, alors

P Ioh ()] = F(lﬂ) / T~ s)ds
1

= T (@) /Ota sP71 </ats(t —5— u)o‘_lh(u)du) dt

En utilisant le théoréeme de Fubini nous pouvons échangés l'ordre de 'intégrale et
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obtenant :

IP[Ih(t)] = F(a)lF(ﬂ) /at h(u)du /Otu Pt —u—s)*at

On change de variable en posant 7 = v(t — u) ce qui donne dr = (¢ — u)dv, alors :

o B 1 t 1 1 o1
1P [I2h(t)] = F(a)F(B)/a h(u)du/o (0t — )Pt —u — v(t — )" (t — u)dv

1

= Nt ) </:(t — u)‘”ﬁ_lh(u)du) /01 0?1 — ) v

En utilisant la d“éfinition de Béta, on trouve

«@ _ B(ﬁ7 Oé) ¢ a+B—1
1ROl = 5o E ) [ (= h(u)du

= 1°TPh(t).

]

Remarque 2.1.3. L’égalité 2./ dans la proposition 2.1.2 n’est pas vrais quelle que

soit échelle de temps.

Exemple 2.1.3. Pour T =N, soit h : N — R une fonction est définit par h(t) = 1,

sia =1, par l'exemple 2.1.2, on a

PRt = Z:i_l s*7 1 pour tout t > 2,

D’autre part,

T[] =T 1 Lo ) = o [0 — 9P a(s)s

Par (2.3), on obtient

S [FIRD)] = — 3 (= )" (s).



Ainsi, nous concluons

51T ra B adBy oy 20T 41

Par conséquent

T1 [TIeh(2)] T (),
d’ou [’égalité 2.4 n’est pas vrais sur N.

Proposition 2.1.3. Supposons que T est une échelle de temps, [a, b] est un intervalle

de T, Soit h € C ([a,b],R), alors

lim [7I7h(t)] = A (t).

a

a—0T
Démonstration.
Par le Théoréme 1.1.9, on a
t a—1 N\«
T ra (t—s) (t—a)
I 1:/ <
JE) = @) — =Tlat+tl)
et nous aussi
’]TIa (1) > Z (t - S)ail
a-t f
s€la,t)NR F(Oé)
TR S
B F(Oé) s€la,t)NR F(Oé) 7

On pose ¢ (t) = [aTIt‘" (1)}, par les dérniére inégalites, on obtient

. T T ra .
lim ¢ (t) = algglJr [aIt (1)} = 1.

a—0t

On pose
m =sup{|h(t)| : t € [a,b]} < 00

D’une part, on a la fonction f est uniformément continue sur [a, b], alors

Ve>0, 30>0 telque Vi,x€ab], [t—s/<d=]|f()—f(s)]<e.
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Et comme

SIER () = o (D h (1) =

INA
-
@\
3
~—~
~
V2)
S~—
Q
|
—
>
—~
V2)
S~—
|
>
—~
~
N—
V2

VA
-
T~
T
(=9
S
~
V)
N—
7
i
=
—
V)
S~—
|
>=
—
~
-
V)

On conclut

t ol t ot c5°
/t_é(t — 8)* U h(s) — h ()] As < g/t_(s(t _ ) tAs < 2O (2.5)

D’autre part, on a

[T ) @ ds < [ = )] + B (0]) As

d’apres les inégalités (2.5) et (2.6), en déduire

IER(t) = pa (8 ()] < - ! [(e — 2m) 6 + 2m (t — a)°].

(a+1)

Par conséquent

0 < lim [JI7h(t) = o (£ A (1)] < 1

Jim airgler, pour tout € > 0,

Lorsque € — 0, on obtient

lim
a—0t

SIPR () = pa (D) R (1) =0,
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ce qui implique

lim 7770 ()] = lim g (1) h(£) = h(2).

a—0t a—0

2.2 Dérivée fractionnaire de Riemman-Liouville
sur les échelles de temps

Dans cette section, on introduit la notion de dérivation fractionnaire sur les
échelles de temps. L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la défnition

de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de temps.

Définition 2.2.1 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de
temps). [2/Soit T une échelle de temps, [a,b] C T et o € (0,1). Soit h une fonction
intégrable sur [a,b]. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

sur les échelles de temps de h “ordre o et on la note L Dh la fonction définie par

DO (1) = lml_a) / - s)ah(smsr. (2.7)

Exemple 2.2.1. Si T = N. Soit h une fonction constante sur N, c¢’est-a-dire h(t) =

¢, avec ¢ € R. Par ['exemple 2.1.2, on a

IDEND) = e (T )

Nous rappelons que A-différentiable sur N est défini par

A =Fft+1)—f(1), pour tout t € N (2.8)
Donc
NDoh(t) = F(lc—a) [sz(t +1—9)%— ZZTI“ — s)“‘}

c
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Nous pouvons ,cependant facilement généraliser la défnition de dérivée fraction-

naire a tout « réel positif , En effet

Définition 2.2.2 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville sur les échelles de
temps). [2]Soit T une échelle de temps, [a,b] C T et a € RT\N. Soit h une fonction
intégrable sur [a,b]. On appelle dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

sur les échelles de temps de h “ordre o et on la note L Dh la fonction définie par
2D (t) = DIRA" (8).

Avec [a] est la partie entiére de a et f = o — [a] € (0,1).

Remarque 2.2.1. Si T =Z. Soit a € (0,1) et h une fonction intégrable sur [a,b] C
Z. Par (2.8), on obtient

o R
DR = | [ (€ 9]
_ F(ll—a) [/:H(t FL= ) h()As — [ (6= ) h(s)As
= [ 1= = s
e AR RIS

Par la propriété (8) dans le Théoréme 1.1.7, nous avons

1

=) ST 1) = (= 8) 0] h(s) + 0 —o)
1

— I'l-a) Z:t;l [(t +1—s5) = (t— s)*a} h(s) + 1“(?(?04)'

t)h(t
aZDgh(t) — lu’( ) ( )
Exemple 2.2.2. Si T =R, on note XD := D%h, soit la fonction suivante :

t— (t— a)ﬂ, pour tout t > a.
Soit a € [0,00), avec B < a, on a

D*(t—a)’ = [D oI} (t—a)’.

24



Par (2.2), on a

a

D(t—a)’ = T(B+1)[D" oI} o1 (1)]

= T(B+1)[D"o [P (1)]

o F(B—i_l) n _an B—a

= Taig_arp 9"

_ P+ o s

- Tt (2.9)

Si on pose 8 = 0 dans 1’égalité précédent, on obtient

(z—a)™®

D* (1) = m7

avec o € (0,1).

2.3 Propriétés des opérateurs fractionnaire sur les
échelles de temps

Dans cette section, nous prouvons quelques propriétés fondamentales des opéra-

teurs fractionnaire sur les échelles de temps.

Proposition 2.3.1. Soit T une échelle de temps, a € T et a € (0,1), alors
aTD? =A OaT Itl_a-

Avec A Dopérateur de différentiabilité sur T.

Démonstration.

Soit h est une fonction intégrable sur [a,b] C T, par (2.1) et (2.7), on a

T Doh(t) = F(ll—a) (/ ‘(- s)‘%(s)As)A

= [rren)]”
= |Aol II=*] h(t).

]

Proposition 2.3.2. Si T = R, soient h une fonction intégrable, bornée, a et 5 deux
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nombres réels strictement positif. Alors on a
{Dg o I;ﬂ h(t) =IP""h(t), pour tout t > a. (2.10)

Avec > a.

Démonstration.

Soit n entier naturel supérieure strictement a «, on a

(DyoIf|h(zx) = [[Dyolr=|ol|h(t)
(Do (1770 IZ)| h (1)
= |Dyo It h(t)
(

(D" o I") o I%~ ]h( ).
Comme D7 o I = Id, alors, il résulte que

D2oIf|h(t) = [IdoIf=|h(t)
= IP7°h(t).

]

Remarque 2.3.1. Si T = R, par (2.10), on déduit que I°h (t) admet toutes les

dérivées d’ordre entier inférieur da [3.

Corollaire 2.3.1. Soient h une fonction intégrable sur [a,b] C R, a € R*. Alors
on a

(DS o IS h(t) = h(t), pour tout t > a. (2.11)

Démonstration.

Par proposition 2.3.2, nous avons

(DS o IS h(t) = Dyo I~ oIg] h(t)
= [Dlon}|n(t)
= h(t).
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Remarque 2.3.2. L’égalité 2.11 n’est pas vrais quelle que soit échelle de temps.

Exemple 2.3.1. Pour T =N, soit h : N — R une foncction est définit par h(t) = 1,

sta =1, par l'exemple 2.1.3, on a

I;T[tl_a [?[ﬁh(i)} = m Zzzt;l Z:zifl(t — S)_aTO‘_l.

donc

oDf 0g IPh(t) # N (t) .

Lemme 2.3.1. Soit r un entier naturel et supposons que h\") est intégrable sur [a, b].

Alors
WD (@) = L) (2) + h0V (a),  pour tout = > a. (2.12)

Démonstration.

Par définition de I'h(") on a

1 T
IO () = / (@ — 0)° B (¢) dt

d’ou

AUV () = ') (2) + BV (a), pour tout z > a.
O

Lemme 2.3.2. Soit r un entier naturel et supposons que h\") est intégrable sur [a,b].

Alors

h(t)=I"R" (2) + >

1=0

h (a), pour tout x > a. (2.13)

Démonstration.

En appliquant 'opérateur I! sur les deux membres de (2.12),

'Y (2) = 209 (z) + I'ATY (a) .

a
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Par (2.2), on obtient
=2 (z) = I () + (z — a) K"V (a) + b2 (a) . (2.14)
En appliquant 'opérateur I! sur les deux membres de (2.14), on trouve
IR (z) = 2h" (2) + I (. — a) BV (a) + I'RT2) (a) .

Par (2.2), on obtient

h=3 () = 20" (2) + bV (a)

Par suite, on obtient

ht) = IIh" (2) + KUY (a) (:Er__ai)‘ + A7) (a) ((:__;)), .
+hM (a) (t — a) + h(a)
— [gh(r) (t) + Ti:l (t ;ayh(i) (a)

]

Théoréme 2.3.1. Soit o € Rt et r = [a] + 1. Supposons que I’ est intégrable sur
[a,b]. Alors

r—1 t— a)ifa .
Deh(t) = ') () + p—h(l) , tout t > a. 2.15
dh(t) =1, (1) ;F(qul—a) (a) pour tout t > a (2.15)

Démonstration.

En appliquant l'opérateur D¢ sur les deux membres de (2.13), on trouver

DEh(t) = (Do I)h" () + DS (Z (=), <a>)

!
i v

= (D2oI)h") () + f Dy <(t —a) (a)) .

2!

Par (2.9), on a

D~ l(t —a) B (a)] — wh(i) (a), pour tout 0 <¢ <r —1.



D’autre part, on a

(Dgo )R = (DyoloI;)h™
= (Djor;on; ) h"

= (1doI;=)nt"

= I;7*h",
don 1 |
= (t—-a)"
«a _ r—ah(r) ¢ ( (%)
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Chapitre 3

Théoremes d’existence pour
d’équations différentielles aux

échelles de temps

Dans ce chapitre, nous intéressons a 1’étude de I'existence et 1'unicité de la so-
lution d’un équation différentielle du premier ordre sur un intervalle borné dans
I’échelle de temps et un équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-

Liouville sur un intervalle borné R.

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et 'unicité de solutions du pro-

bleme aux limite suivant :
Ae® (8) +q Df (p(t)x () = f (t,z (8), t € [a,0] (3.1)

avec la condition intégrale
27 (a) + [1117°]" (p(a) 2 (a) = 0, (3.2)

Avec D¢ est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a sur 1’échelles
de temps. Ici, [a,b] est un intervalle de T et o € (0, 1). De plus, f : [a,0] x R - R

est une fonction non linéaire donnée, p : [a,b] x R — R est une fonction donnée, et
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A € R—{0}.
Pour le problemes nous présenterons un résultat d’existence basé sur le théoreme de

point fixe de Schauder et le théoreme de point fixe de Banach.

3.2 Equations différentielles du premier ordre sur
les échelles de temps

Dans cette section, on s’intéresse a montrer ’existence et I'unicité de d’une solu-
tion d’un probleme (3.1),(3.2) défini sur [0 (a),b] C T, ou = est une fonction dans
C(lo(a),b] ,R).

Lemme 3.2.1. [7/]Les espaces C ([a,b] ,R) est un espace de Banach pour la norme

[2]loe = sup{[z ()] : t € [a, 0]} .

Définition 3.2.1. Une fonction x € C ([a,b],R) est dite solution du probléme
(3.1),(3.2) si elle satisfait l’équation (3.1),(3.2) sur [a,b] et vérifie la condition
(3.2) .

Lemme 3.2.2. Soient a € (0,1), A € R—{0}, [a,b] C T et f, p des fonctions, tels
que f:a, b)) x R—R, p:la,b] x R - R.

Une fonction x dans C ([a, b] ,R) est une solution du probléme (3.1),(3.2) si et seule-

ment si elle est une solution de l’équation intégrale suivante

i/ﬁ AS—AF(E_Q)/: (t—s) p(s)x(s)As.  (3.3)

Démonstration.
=D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

Par la corollaire 2.3.1 et (3.1), nous avons

Do) +1 1 w02 @) = 1 (o),

Par intégration la dernier égalité, on obtient

A () 4L L 2 (0) = [ flsx(s) s,

o(a)
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donc

t 1

e () = /U(a)f(s,x(s))As _ M/: (t— ) p(s)x(s) As.

<Maintenant nous montrons la condition suffisante :
Nous appliquons l'opérateur A aux deux membres de ’équation (3.3), nous trou-

vons

w0 = a0 - s ([ -9 e as)

A

= fae@) - (1))
= flta@®) - DF(p)x (1)),

Sit — o (a), nous obtenons la relation

1 t
Az? (a) = tlig(la)l“ (1 ) /a (t—s) “p(s)z(s)As
_ [']1‘ - o a)r
Ainsi la condition suffisante est satisfaite. ]

3.2.1 Théoréme d’existence

Notre premieére résultat concernant d’existence de la solution du probleme (3.1) , (3.2),

est basé sur le Théoreme de point fixe de Schauder 1.2.2.

Théoreme 3.2.1. Supposons que

(C1) La fonction f:[a,b] x R — R est continue.

(Cy) 1l eziste deuz fonction r € C ([a,b],R) et ¢ € C(R,[0,00)), tel que

If(t,x)| <r(t)e(x), pourtoutx e R et t€la,b|.

D’ot le probléme (3.1),(3.2) d une solution sur l'intervalle |a, b].

Démonstration.

Nous transformons le probleme (3.1), (3.2) en probleme a point fixe.
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Considérez 'opérateur suivant :
Ly C([a,b],R) = C ([a,}], R)
défini par

Lz (t i /g B AF(ll—a) / e () (s)As. (3.4

Nous utilisons le théoréme du point fixe de Schauder pour prouver que L) a un point
fixe.

La démonstration se fait en plusieurs étapes :

eEtape 1 : L, est continue.

Soit (z,), une suite dans C ([a, b] ,R) qui converge vers x. Alors, il existe g > 0, tel
que

lzall < g, pour tout n € N.

Montrons que lim |Laz,—Lyz|| = 0. En effet, pour tout ¢ € [0 (a),b], on a

1 gt
Lz (0= L @] < o [ 17 (s (5) = F (s 4))] s
e [ =) p(8)] e (5) — ()] As

I'(l—a)la
< [ () = f s ()] As
i (G O e — ol (35

Ainsi, f est uniformément continue sur [a,b] X [—¢,q]. Soit € > 0, on pose * =

-1
£ {)\_1 (b—a)+ |[F1}= |p\HOJ , alors il existe une 6 € (0,£*), pour tous z, y € R,

on a

e —y| <o=|f(s,2) — f(s,y)] <€, pour tout s € [a,b]. (3.6)

Puisque (x,,), convergeant vers = dans C ([a, b],R). Alors, il exsite ng € N,

n>ng: ||z, —z|| < <e, (3.7)
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Substitution (3.7) et (3.6) dans (3.5), on obtient

b—a * —a *
|Laza () — Lyz ()] < <w ) + sup (L))«
€la,

Ce qui nous convainc de la continuité de L.
eEtape : 2
Montrons que L) envoie touts ensembles bornés en ensemble borné dans C ([a, b] , R).

En effet, il suffit de montrer pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que
pour tout z € C ([a,b] ,R) : [jz] < e implique | Laz||, <6
Par 'hypothese (Cy), pour tout ¢ € [a,b], on a
L )A [ ) () A
AT ( / s+ —/ t—s) % p(s)||z s.
|/\| AT (1 =) Ja

Ainsi, ¢ est continue sur [—¢, €], alors

Donc
M, b € _a
[Lazlly < |)\|/a T(S)ASJFW ali |p|H
1 Trl—a
- W[ME( —a) 7l +e|fir e pl] =6 < oo
e Etape :3

Montrons que 'opérateur L) envoie tout ensembles bornés en ensemble équicontinue
de C ([a,b] ,R).
Soit B (0,¢) la boule fermée dans C ([a, b] , R). On pose

H = {L)\(IE)ZIL‘EE(O,S)}

= {Lx(2) : [zl <€}

Montrons que H est équicontinue dans C ([a,b],R). En effet
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Soient t1,ts € [0 (a),b], tel que t; <ty et soit z € B(0,¢), alors

1 gt

’L,\x(tg)—L,\x(tl)’ S -
‘)\’ t1

r(s) e (z(s)) As

On pose

1 e |lpll }

C = —max{ max ¢ (), =< < 00,

|)\| {xe[—e,a}gp() F(l—Oé)
Dans ce cas,
L (1) — L ()] < maxe o (o) [ (s) At o %, e

— — X — —_—

M) T AT = N eeiteg Y Uy NT(1—a)tu 2

+|)\|lf(”1p[a) /at1 (to — S)_a — (t; — 3)_0“ As

to t2
Cl r(s)As+C [ (ta—s) " As
t1 t1

+C/at1

Quand t; — t5 le membre de droit de l'intégrale tend vers 0.

IN

(t2 = 5)"" = (t1 — 5) ™| As.

d’ou H est équicontinue dans C ([a, b], R).

En conséquent des étapes 2 et 3 et le Théoréme d’Arzéla-Ascoli 1.2.1 ona Ly(B (0,¢))
est relativement compact pour tout B (0,¢) borné.

Par conséquent

L) est continue et compléetement continue.

En conséquent du Théoréme du point fixe de Leray Schauder 1.2.2, nous concluons

que Ly a un point fixe, ce qui est la solution du probléme (3.1),(3.2). ]

Remarque 3.2.1. [] est claire que les points fixes de l'opérateur Ly sont les solutions

de l’équation (3.1),(3.2).

3.2.2 Théoréme d’unicité

Notre deuxieme résultat concernant 1'unicité de la solution du probleme (3.1), (3.2),

est basé sur le Théoreme de point fixe de Banach 1.2.3.

Théoréme 3.2.2. Supposons que
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(1) La fonction f:[a,b] x R — R est continue.

(Cy) 1 eziste une fonction r € C ([a,b],R), tel que

lf (t,x) — f(t,y)| <r(t)|xr—y|, pourtoutz,y e R et t€la,b]. (3.8)

Avec

I I Ipl|| < A (3.9)
Alors, le probléme (3.1),(3.2) admet une solution unique sur [a,b].

Démonstration.

Il est clair que les points fixes de 'opérateur L, sont les solutions du probleme
(3.1),(3.2).

Pour montrer que L) admet un point fixe unique, il suffit de prouver que L) est une
contraction.

En effet, soient z,y € C ([a,b] ,R), on a pour tout ¢ € [a, b], nous avons

Ly (1) = Ly ()] < 5y [ 17 (5.7 () = T 5, ()] As

+F(11_a)/: (t =) p(s)l 2 () — y ()] As

1 -«
< W(El&\r(tmzf L= p#)]) llz - vl
]' —Q
< Ll e |l = vl
Et par suite
| Lax — Layl| < k|l -y,
avec
1
k= o el 4 1o gl < 1

Al
Donc de (3.9) on peut déduire que L) est une contraction et d’apres le Théoréeme

de Banach 1.2.3 le probleme (3.1),(3.2) a une seule solution qui est le point fixe de
L. [l

Remarque 3.2.2. Supposons que T est une échelle de temps, [a,b] est un intervalle

de T. Soit f : [a,b] — R, tel que a est point dispersé a droite, c¢’est-a-dire o (a) > a.
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Par le Théoreme 1.1.7, on a

(g[f‘h)a (@) = /:’(a) (o (CLI)\_

Exemple 3.2.1. Considérons le problem de [’équation différentielle suivant :

AZD () 42 DR () = 22 (), t€ [hymh],,,

3.10
Az (2h) = —@x (h). (310

™

Avec h > 1, X > 0 et m € N, ici;T = hZ, a = h, et b = mh, a =35, p(t) =1 et
f(t,z) =t

Par la remarque 3.2.2, nous trouvons que le probleme (3.10) est Uapplication du
probléeme (3.1),(3.2) dans [’échelle de temps T = hZ.

Il est claire que f est continue sur [h,mh] xR. Sir (t) = 12, Iégalité (3.8) est vérifié.

D’autre part, on a

1 3am
S p (0] 57 1 ()] < 22 (h— 1),
Si3m (h — 1) < 2X, alors (3.9) est vérifié.
Du Théoreme 3.2.2, on déduit alors que le probléme (3.10) posséde une solution

unique dans C ([h, mh],, ,R).

3.3 Equations différentielles d’ordres fractionnaire
de Types Riemann-Liouville

Dans cette section, nous considérons le probleme non linéaire d’équation diffé-
rentielle fractionnaire d’ordre a sur un intervalle borné [a,b] C R s’écrit sous la
forme :

DS p(t)a (B)] = f (L. (1)), pourt € [a,b], (3.11)

avec la condition intégrale

I [p(a)z (a)] = 0. (3.12)



3.3.1 Existence de solution

Lemme 3.3.1. Soient o« € (0,1), [a,b] C R et f,p des fonctions, tels que f :
[a,b) x R = R, p:[a,b] x R — R.
Une fonction = dans C ([a,b] ,R) est une solution du probléme (3.11),(3.12) si et

seulement si elle est une solution de l’équation intégrale suivante

P () = o (1a) / ' ;(52;_ F(s,2(s))dt. (3.13)

Démonstration.
D’abord nous prouvons la condition nécessaire :

En appliquant opérateur I¢ sur les deux membres de (3.11),

IGoDglp(W)xz@)] = I5f(tx(t)
_ r(la) [ =) (s, a(s))at (3.14)
Comme,
D%t —a)* =0, pour tout ¢ € [a,b].
Alors
D [p(t)x ()] = Dy [p(t) = ()] + ADZ(t — a)*,
donc
(IgoDg)[p(M)x (1) = (150 Dg)[p(t)x (&) + A (I3 0 DF) (t —a)*™"

— (7o D) () (O] + At — 0"

= pM)x(t)+ At —a)* " (3.15)

De I"équation (3.14) et (3.15), nous obtenons :

1

pt)x(t) = -\t —a)* '+ T(a)

/ ‘()1 (s, 2(s))dt.

D’autre part, on a I'=*[p(a) z (a)] = 0, alors A = 0, donc

1 p(t— syt
x(t)—F(a)/a Sy s
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Avec, 0 < a < 1, d’ou la condition nécessaire est satisfaite.
< Maintenant nous montrons la condition suffisante :
Nous appliquons 'opérateur D% aux deux membres de 1’équation (3.13), nous trou-

vons

Dz () p ()] = (Dg o 1) f(t,x(t)).
D’aprés la Proposition 2.1.2, on obtient
(Dg o I3) f(t,x(t)) = 1" f(t, (1) = f(L,y(t)).
Par conséquent
Dx(t)p(t) = f(t,z(t)), pour tout ¢ € [a,b],

donc nous arrivons a 1’équation (3.11).
Montrons que x vérifie (3.12) :

Nous appliquons I'opérateur I aux deux membres de (3.11), c’est-a-dire
Lz () p®)] = [ o I7] f(t,y(t)). (3.16)
La proposition 2.1.2, nous donnons
(170 0 12) £t y(1) = L4 (8, 2(2)) = I f(t, (1)) (3.17)
D’ou (3.16) et (3.17), nous arrivons
) t
L @p®] = [ fs.a(s)ds.

et quand ¢ — a, nous obtenons I}~* [z (a) p (a)] = 0.

Ainsi la condition suffisante est satisfaite. O
Notre résultat est basé sur le Théoreme de point fixe de Schauder 1.2.2.

Théoreme 3.3.1. Supposons que

(Hy) La fonction f : [a,b] x R — R est continue et il existe deux fonction r €
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C (la,b] ,R) et ¢ € C (R, [0,00)), tel que

|If(t,z)| <7r(t)e(x), pourtoutz € R et t€la,b].

(Hy) La fonction p: [a,b] — R est continue, tel que

Ip(t)] >0, pour toutt € [a,b].

D’ou le probleme (3.11), (3.12) a une solution sur l'intervalle [a, b].

Démonstration.
Transformons ’équation (3.11), (3.12) en un probléme de point fixe.

On considere 'opérateur suivant :

T :C([a,b],R) = C([a,b],R)

défini par
1 rt(t—s)ot
T (z)(t) = / f(s,x(s))dt.
@0 = Fa )
La preuve suit le méme raisonnement que dans le Théoréme 3.2.1. O

3.3.2 Unicité de solution

Notre résultat est basé sur le Théoreme de point fixe de Banach 1.2.3.

Théoréme 3.3.2. Supposons que

(Hy) La fonction f : |a,b] x R — R est continue et il existe deux fonction r €

C ([a,b],R), tel que

lf (t,x) — f(t, )| <r(t)|x—y|, pourtoutx,y e R et tE|a,b].
(3.18)

(Hy) La fonction p: [a,b] — R est continue, tel que

Ip(t)] >0, pour toutt € [a,b].
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Avec

IT|r () < |p(t)|, pour toutt € [a,b]. (3.19)
Alors, le probléme (3.11),(3.12) admet une solution unique sur [a,b].

Démonstration.
Pour montrer que T" admet un point fixe unique, il suffit de prouver que T est une
contraction.

En effet, soient z,y € C ([a,b] ,R), on a pour tout ¢ € [a, b], nous avons

To@-Ty O] < pos [ R (o) — T sy oDl

M)l ()]

eyl =)t
< T L
ol
< klz—yl.

Avec

(ol
k= p{ 20 .te[,b]}<1.

Donc T est une contraction et d’apres le Théoreme de Banach 1.2.3 le probléme

(3.11), (3.12) & une seule solution qui est le point fixe de 7. O

Exemple 3.3.1. Considérons le problem de [’équation différentielle d’ordre frac-

tionnaire suivant :

D§[(t+ 1) x(t)] = Mz (1), t €10,1],

([I'=*tz] (0) = 0. (3.20)

Avec X une constante, a € (0,1).

Ici,a=0,b=1,pt)=t+1 et f(t,z) = Az.

Il est claire que f continue sur [0,1] X R, sir(t) = A, l’égalité (3.18) est vérifié.
Du Théoréme 3.3.1, on déduit alors que le probléme (3.20) posséde une solution sur
0, 1].

D’autre part, on a

A
I¢|r ()] =12 |\ = F((’Jz—‘l—l)ta’ pour tout t € [0, 1],
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donc
I3 |r ()] Al

p@  Tla+1)
Si|Al < T'(a+1), alors (3.19) est vérifié.

pour tout t € [0,1].

Du Théoréme 3.3.2, on déduit alors que le probléme (3.20) posséde une solution

unique sur [0, 1].
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire est de présenter plusieurs résultats d’exis-
tence pour certaines classes d’équation différentielles d’ordre fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville sur I’échelle de temps ,ces résultats ont été obtenus par 'uti-
lisation du théoreme de point fixe de Schauder et Banach.

Nous espérons, dans l'avenir 1'étudie qualitative de ces probleme et développer
d’autres méthode de résolution les dérivé d’ordre fractionnaire sur une échelle de

temps T.
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