République Algérienne Démocratique et Populaire
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
CENTRE UNIVERSITAIRE BELHADJ BOUCHAIB D’AIN-TEMOUCHENT

o
Sren gl

==

=

&....,_.,,aa” '

Institut des Sciences

Département des Mathématiques et de I'Informatique

MEMOIRE
Pour l'obtention du Diplome de Master en Mathématique
Option : Equations différentielles et modélisation

Présenté par :

Melle. Wassila BOUBOSSELA

QUELQUES PROBLEMES DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES NON-LINEAIRES

Encadrant :

Dr.Kheir eddine BIROUD
Maitre de conférence "A" a4 ’E.S.M de Tlemcen.

Soutenu en juin 2020

Devant le jury composé de :

Président : Dr. Hamid KHIAR M.C.A C.UB.B.A.T.
Examinateur : Dr. Tawfiq fawzi Mam1 M.C.A C.U.B.BA.T.

Encadreur : Dr. Kheir eddine BIROuD M.C.A E.S.M de Tlemcen.




=

"Vivre avec I’espoir est une vie qui en vaut bien d’autres."

Philosophe :Blaise Pascal.



Dédicace

Je dédie ce modeste travail,

A mon cher pere ahmed,
qui est le plus bon pere dans ce monde,grace a son encouragement, sa confiance et son
soutien moral et matériel et pour son amour infini en exprimant mes gratitudes, mon
profond amour et ma passion.

A ma chere mere lahouaria,
en témoignage de ma profonde gratitude et de mon incontestable reconnaissance, pour tout
les sacrifices qu’elle me contente, toute la confiance qu’elle m’accordent et tout 'amour dont

elle m’entoure.

A toue ma famille,
pour leur encouragement.

A mes amis(es),

a tous ceux qui me sont chers.

A ma tres chere copine Sanaa,
pour leur soutien moral.

A tout les personnes qui sont encouragée, qui ont tant attendu ce jour-la.

Me' Wassila



Remerciements

Je remercie d’abord et avant tout le bon Dieu qui m’a donné le courge et la patience pour

réaliser ce travail.

Je tiens a exprimer ma profonde gratitude et mes remerciements les plus sinceres a mon
encadreur Monsieur le docteur Biroud kheir eddine. Il m’a fait 'honneur d’accepter de
diriger mon mémoire. Ses conseils, ses critiques et sa rigueur scientifique m’ont permis de

mener ce travail a son terme.

J'adresse particulierement mes remerciements a Monsieur le docteur KHIAR Hamid,
d’avoir accepté de présider le jury.

Un grand merci aussi a Monsieur le docteur Mami tawfiq fawzi, pour avoir accepté de
faire partie du jury.

Mes vifs témoignages, a toute personne, ayant contribué de prés ou de loin a la réalisation
de ce projet.
Me Wassila



Table des matieres

Introductionl v
I Préliminaires 3
[[.L1 TLaméthodedelasousetsursolution/ . . .. ... ... ... ........... 3
(1.2 Espacede Banach|. . . . . . . . . . . . . . . .. . .. e 4
1.3 Fonction CONVEXE| . . . .« v v v v v i e e et e et e e e e e e e 5
(1.4 Introduction a I'analyse fonctionnelle| . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 6
(1.5 Théoremesdupointfixel . . . . . . . ... . ... .. .. .. .. .. .. 6
(1.5.1 Theoreme d’Arzela-Ascolil . . . ... ... ... ... ... oL, 6

[1.5.2 Théoreme du point fixe de type Leray Schauder] . . . . .. ... ... .. 7

(1.5.3 Théoreme du point fixede Banach| . . ... ... ............. 7

[1.5.4 Théoreme du point fixe de Guo-Krasnoselskii| . . ... ... ... .... 7

[2  Existence des solutions pour certains problemes aux limites de troisieme ordre| 9

2.1 Introduction| . . . . . . . . . . e e e e e e e e 9
2.2 Préliminaires . . . . . . . . oot e e e e e e e e e e 10
2.3 Resultats d’existence |. . . . . . . . . . i e e e e e e e e e e 14
Solutions positives a un probleme aux limites non locales de quatrieme ordre| 18
3.1 Introductionl. . . . . . . . . . . e e e e e e e 18
3.2 Lemmes fondamentaux | . . . . . . . . . . . . i e e 19
[3.3 Quelques résultats d’existence| . . .. .. ... .. .. ... .. ... ... 26

Bibliographie| 31




oQ
C([0,11,R)
C%([0,1],R)
C(X,Y)

Notations

:Ensemble des nombres réels.

: Ensemble des nombres réels positifs.

:Espace euclidien de dimension n .

:Un corps R ou C.

:Espace vectoriel.

: Valeur absolue d’un nombre réel .

:Norme sur R".

:Intervalle ,tel que 7 = [0, 1].

:Fermeture de Q.

:La frontiere de Q.

:Espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans R.
:Espace des fonctions de classe 2.

:Espace des applications linéaires continues de X dans Y.



Introduction

L’étude des équations différentielles ordinaires se trouve a l'interface de nombreux
problémes scientifiques. En effet, la plupart des phénomeénes de la physique ou des sciences
de I'ingénieur sont non linéaires et une modélisation par des équations linéaires risque, dans
certains cas, d’effacer des événements que les équations linéaires ne peuvent pas prendre
en compte. Inversement, on peut dire que c’est I'existence de ces phénomenes nouveaux-
apparition de chocs, ou de singularités, comportement asymptotique profondément différent
de celui des problemes linéaires-qui rend la théorie difficile et qui conduit a faire appel a
un arsenal mathématique tres vaste. L’interaction avec le reste de la mathématique se fait
aussi en sens inverse, car un certaine nombre de problémes abstraits se traitent a I'aide
des équations différentielles ordinaires (EDO) ou d’équations aux dérivées partielles (EDP)

non linéaires. Les liens avec 'analyse numérique sont continuels, et s’effectuent dans les deux.

L'un des problémes consiste a 'existence des solutions pour certains problemes aux
limites pour les équations différentielles ordinaires non linéaires du troisieme et quatrieme

ordre.

D’'une maniere générale, Les méthodes existantes sont de plusieurs sortes, nous citerons
a titre d’exemples la méthode des sur et sous-solutions [1]] et le théoreme de point fixe de

Leray Schauder[[2] . D’autre part nous trouvons des théorémes importants qui donnent

lexistence des solutions, par exemple, le théoréme de Krasnosel’skiif] [3] .

Ce mémoire est consacré a 'étude de quelques problemes de CAUCHY pour les équations
différentielles non-linéaires, il est composé de trois chapitres :

1. Juliusz Pawel Schauder( 21 septembre 1899, Lviv, en allemand Lemberg situé alors en Autriche-Hongrie-
septembre 1943, Lemberg, Pologne occupée) est un mathématicien polonais.

2. Mark Alexandrovich Krasnosel’skii(Le 27 avril 1920, Starokostiantyniv, le 13 févrire 1997, Moscou) est
un mathématicien russe. Parmi ses travaux sur I'analyse fonctionnelle non linéaire et ses applications.
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Le premier chapitre de ce mémoire porte sur des préliminaires ou on rappelons
quelques définitions et théorémes nécessaires pour le développement de notre travail.

Le deuxiéme chapitre, en utilisant la méthode de sous et sur solution et du théoreme de
point fixe de schauder pour I'existence des solutions du probléemes aux limites non linéaire

du troisieme ordre. On considere les problémes suivants :
u’ (O + fu@),u 0)=0,  re[0,1]

ru(0) — rou (0) = r3u(1) + rqa (1) = u”(0) = 0.

et
u’ (1) + f(&t, u(®),u (t),u’ (£) =0, tef0,1]

u(0) =u' (1) =u"(0) = 0.

ou f:[0,1] x R — R est une fonction continue, r|, ry, r3, r4 > 0 et p = rar3 + rir3 + riry > 0.

Le troisieme chapitre, est consacré a 'étude de I'existence d’une ou deux solutions posi-

tives pour le probleme aux limites non locale de quatriéme ordre, donnée par :

u @) +pu’ () = Aft,u(®),u’ (1), 0<t<l,

1
u(0) = u(l) = f p(s)u(s)ds,
0

1
u'(0)=u"(1) = f q(s)u” (s)ds,
0

oup,qe L'0.1],A>0et0<pB<n? feC(0,1] X [0,00) X (—00,0], [0, 0)),
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Ce mémoire est consacré a I’étude de certains types de problemes aux limites non-linéaires
,en utilisant notamment quelques méthodes connues et des théoréemes importants.

1.1 La méthode de la sous et sur solution
Soient a et b deux nombres réels tels que a < b,
I=la,b]={teR:a<t<b}
I =la,b[={teR:a<t<b}

Notre objectif est d’étendre le domaine d’application de la méthode de sous-sur solutions

a la classe de problemes aux limites du type

u' () = f(tu(t), Vtrel,
(1.1)

g1(u(a), u' (@) = 0 = gx(u(b), u' (b)),
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ou f : I xR — R est une application continue et g, et g, sont des applications continues qui
vérifient respectivement :

(H;) :¥x e R, l'application y — g;(x, y) est décroissante,
(H,) :¥x € R, l'application y — g;(x, y) est croissante.
Définition 1.1.1. 1) Une fonction «a € ' n C'(I) est une sous-solution de (1.1]) si :
(i) VeI, a'(t)=>yVye f(t,a);
(i) gi(a(a),a' (@) <0, g(ab),a' (b)) <O0.
2) Une fonction 3 € C’ N C'(I) est une sur-solution de (L.1)) si :
() Viel, B'()<yVye ft.B1);
(i) g:1(B@).B (@) >0, g(B(b).B (b)) > 0.
3) Une solution de est une fonction u € C*(I) qui vérifie (1.1).

Lorsque I'application I'application f admet une application continue, nous pouvons envi-
sager la recherche de solutions de classe C*(I).

Théoreme 1.1.1. [4] On suppose que f admet une application continue et qu’il existe une sous-

solution a et une sur-solution 3 du probléme (1.1) telles que
a(t) < B(1) Vel
Alors le probléme (1.1) admet au moins une solutions u € C*(I) vérifiant

a(t) <u(t) <p(t) Viel.

1.2 Espace de Banach

Cette section est consacrée a quelques définitions sur les espaces de Banach. On considere
un K -espace vectoriel E avec K = R.

Définition 1.2.1. (Espace normé). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une norme sur
E toute application N : E — R* telle que

(i) (séparation) N(x) =0 e x=0.

(ii) (homogénéité) YA € K,Vx € E : N(Ax) = |AIN(x).

(iii) (inégalité triangulaire) Vx,y € E : N(x +y) < N(x) + N(y).

Une norme est généralement notée ||.|| et le couple (E, ||.||) est dite Uespace vectoriel normé.

Exemple 1.2.1. On définit une norme sur Uespace vectoriel C([0, 1],R) de la manieére suivante

1l = sup |f(x)l.

x€[a,b]

Dans toute la suite on suppose que (E, ||.||) est un espace vectoriel normé.
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Définition 1.2.2. (Suites convergentes). Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On dit qu’une
suite (x,),en d’éléments de E converge dans E s’il existe x € E tel que

lim ||x, — x| = 0.

n—-+oo
C’est -a-dire pour tout € > 0, il existe ny € N tel que
n > ny implique ||x, — x|| < €.

On écrit alors x, — xou lim x, = x.

n—+oo

Une suite (x,),an diverge si elle ne converge pas.

Définition 1.2.3. (Suite de Cauchy). Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. On dit qu’une suite

(X,)nexy d’éléments de E est une suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe ny € N tel que
m,n = ny implique ||x, — x,|| < &.

Définition 1.2.4. (Espace de Banach). Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé est appelé espace

de Banach sur E, si toute suite de Cauchy converge dans E.
Exemple 1.2.2. L'espace C([a, b], R) muni de la norme ||.|| est un espace de Banach.

Définition 1.2.5. Une sous-ensemble A d’'un espace vectoriel E est dit convexe si et seulement si
pour tout x,y € A, 1€[0,1], Ax+(1-2A)ye€A.

Définition 1.2.6. (Coéne). [5]] Un sous-ensemble K d’un espace vectoriel E est dit cone de sommet

X Si et seulement s’il est stable par les homothéties de centre xo, c-a-dire
pour tout x€ K, 1>0, xo+ A(x—xp) € K.

Remarque 1.2.1. (i) Si on ne précise pas le sommet x, ce sera O.

(ii) K est un cone si et seulement si, AK C K, pour tout A > 0.

1.3 Fonction convexe

Définition 1.3.1. (Fonction convexe).[5]] On dit qu’une fonction f est convexe sur un intervalle

I si et seulement si :
pour tout x,y € [,A € [0,1], f(Ax+ (1 —=2y) <Af(x)+ (1 -2Df().

Lemme 1.3.1. Soit f une fonction deux fois continument dérivable sur un intervalle I, alors

i) Si f'(x)> 0, pour tout x € I, alors la fonction f est convexe sur I.
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1.4 Introduction a I’analyse fonctionnelle
Dans la suite (E, ||.||z) et (F,||.||r) désignent des espaces de Banach.

Définition 1.4.1. Soit F : (E,||.|lz) — (F,||.|lr) une application. On dit que ¥ est bornée si elle
envoie les parties bornées de E a des parties bornées de F c’est -a-dire 'image d’'un borné est un

borné.

Remarque 1.4.1. Soit ¥ : (E,||.||lg) — (F,|.|lr) une application bornée, c’est-a-dire pour tout & >

0, il existe § > 0, tel que
pour tout x € E : ||x||g < € = [|F (0)||F < 0.

Définition 1.4.2. Soient b € E et F : (E,||.|lg) = (F,||.|lr). On dit que F est continue au point b

si et seulement si, pour tout & > 0, il existe 6 > 0, pour x € E, on a
lx=bllr <e= IF (x) = FDllr <.

proposition 1.4.1. Une application ¥ : (E,||.llg) — (F,|.|llr) est continue au point x, si et
seulement si pour toute suite (x,), converge vers x dans E, alors (F(x,)), converge vers ¥ (x)
dans F.

Définition 1.4.3. Soient (E,||.||z), (F,|l.|lr) deux espaces de Banach. L’application ¥ : E — F
est dit compacte s’il transforme tout ensemble borné de E a un ensemble relativement compacte
de F.

Définition 1.4.4. Soient (E,||.||g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach. L’application ¥ : E — F
est dite complétement continue Si :

1) F est continue sur E.

ii) Pour tout sous-ensemble borné de A de E, implique que ¥ (A) est relativement compacte
dans F.

1.5 Théorémes du point fixe

Définition 1.5.1. Soit ¥ : (E,||.|lz) — (F,||.l|lr) une application. Un élément x, de E est un point
fixe de E si :

F (x0) = Xo.

1.5.1 Théoreme d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.5.2. (Equicontinuité). Soit (E,||.||), (F,|.||r) espaces normés et H une partie de

C(E,F). Ondira que ‘H est équicontinue en x, si pour tout € > 0, il existe n > 0, tel que
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Vx€E, llx—xlle <n implique |f(x)— f(xollr <€ VfeH.
On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

Théoreme 1.5.1. (Arzéla-Ascoli).[l6]] Soit K un sous-ensemble compacte dans E et (F,|.||r) un

espace de Banach. Soit H une partie de C(K, F). Alors, H est relativement compacte dans C(K, F)

si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) H est uniformément équicontinue.

(i) Yxe K,'H, = {f(x) : f € H} est bornée dans F.

1.5.2 Théoreéme du point fixe de type Leray Schauder

Le théoréme du point fixe de Schauder affirme qu'une application continue sur un convexe
compacte admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoreme 1.5.2. (Schauder).[2] Soient E un espace de Banach et M un sous ensemble convexe

fermé et borné de E. Supposons que et T : E — E est complétement continu et T(M) c M, alors
T admet un point fixe dans M.

Plus généralement, si M est un compact convexe de E alors toute fonction continue de T(M) c M
vers E tel que T(M) C M, fixe alors T possede un point fixe dans M.

1.5.3 Théoréme du point fixe de Banach

Théoreme 1.5.3. (Principe de contraction de Banach).[2] Soit (E, ||.||r) un espace de Banach et

¥ : E — E une contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

Vyuy € E, IF (1) = F O0lle <kllyr = y2lle

alors Uopérateur ¥ admet un point fixe unique x € E.

1.5.4 Théoréme du point fixe de Guo-Krasnoselskii

Le théoreme classique de BROUWER-SCHAUDER qui dite aussi le théoréme du point fixe
est un outil important dans ’étude de I'existence des solutions pour des différents problemes
mathématique. En 1960, un autre théoréeme du point fixe apparut c’est celui de Krasnoselskii,
et sa version générale est outil pour obtenir un ordre de multiplicité pour les solutions posi-
tives pour des problémes aux limites différents, notamment dans les équations différentielles

ordinaires et leurs versions discretes.

Théoreme 1.5.4. (Krasnoselskii).[3]] Soit K un cone défini dans un espace de Banach (E, ||.||g).

Supposons que Q; et Q, deux sous ensembles ouverts non vide de E. Avec

0eQ, ﬁ] c Q.
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Soit A : K N (Q,\Q,) — K une application complétement continue telle que
(1) ||Aull < ||ull, pour tout u € K N 9Q et ||Aul| > |lull, pour tout u € K N 9Q,, ou bien
(2) |Aul| = |lull, pour tout u € K N 9Q, et ||Au|| < ||ull, pour tout u € K N 9.

Alors Uapplication A posséde un point fixe dans K N (Q,\Q,).



CHAPITRE 2

Existence des solutions pour certains

problemes aux limites de troisieme ordre
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2.1 Introduction

Récemment, des problemes aux limites de troisiéme ordre ont été examinés dans de nom-
breux articles. Certains problémes de régulation et de contrdle de certaines actions par un
niveau de contréle ou par un signal se réduisent a résoudre les équations du troisiéme ordre.
D’autres applications des équations différentielles du troisieme ordre sont rencontrées dans
le contréle d’'un appareil volant dans ’espace cosmique, la déviation du faisceau sandwich et
I'étude des écoulements de drainage et de revétement. Pour plus de détails voir BAI [7] .

Comme le soulignent Anderson et J.M.Davis [[8] , une grande partie de la littérature

sur la solution des problémes aux limites d’ordre supérieur semble étre liée aux travaux de
Krasnosel’skii sur les équations d’opérateurs non linéaires ainsi que sur d’autres théoremes
de point fixe.

La méthode de sur et sous solutions est largement développée pour les équations d’ordre
inférieur avec des conditions aux limites linéaires et non linéaires. Mais il n’y a que quelques
applications aux équations différentielles ordinaires d’ordre supérieur. Pour les applications
a des EDO d’ordre supérieur, nous renvoyons le lecteur a Ehme [13] , Klaasen [14] et les

références qui s’y trouvent. En particulier, dans Cabada [10] et Yao [32] , la méthode de sur

et de sous solution est utilisée pour avoir des résultats d’existence de certains problémes aux
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limites du troisieme ordre avec un terme non linéaire monotone ou quasi monotone c’est a
dire qui ne dépend d’aucune dérivés d’ordre inférieur.

Le but de ce chapitre est d’étudier 'existence des solutions pour deux problemes aux
limites non linéaires du troisieme ordre suivants :

u () + f(t,u(t),u (1)) =0, pour tout te€[0,1], (2.1)
ru(0) = ru (0) = ryu(l) + ru (1) = u (0) = 0, (2.2)
et
u (O + f(t,u(®),u (), u (1)) =0, pour tout t€[0,1], (2.3)
u(0) = u' (1) = u’ (0) = 0. (2.4)

La méthode utilisée ici n’est pas basée sur le théoréme du point fixe de Krasnosel’skii ou
des opérateurs monotones, il est plutét basé sur le théoreme de point fixe de Schauder et la
méthode de sur et sous solution.

2.2 Préliminaires

Dans cette section , nous considérons (2.1)-(2.2)), en supposant que f : [0, 1]xR> — R est
une fonction continue, ry,rp,r3,r4 = 0 et p = ryry + riry + riry > 0. Nous donnons quelques
lemmes qui indiquent certaines restrictions sur le terme non linéaire qui nous permettre de

construire de sur et sous solutions .

Définition 2.2.1. On dit que « et B de C?[0, 11N C>(0, 1) sont de sur et sous solutions du probléme
(2.1)-(2.2), respectivement, si

" )+ ft,a(t),a ) =>0, 0<t<I,

ra(0) — ra (0) = rsa(l) + ra’(1) =0, a”(0) >0,

B 0+ ft.B0), (1) <0, 0<t<1,

nBO) = rB(0) = rB(1) + r,B' (1) =0, B"(0) <0,
avec : a(t) = [, G(t, )Nsds,B(1) = [ G(t, s)Msds.
Notons G(t, s) la fonction de Green de
~u'(t)=0, 0<t<1, (2.5)

ru(0) = rou (0) = r3u(1) + rqu' (1) = 0,
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ensuite |
—-x()y(s), O0<s<rt<l,
o,

G(t,s) = (2.6)
éx(s)y(t), O0<r<s<l,

ou x(t)y =ry+ry—nrtet y(t) = ry + rit, pour t € [0,1], p = rpr3 + rir3 + riry.

Clairement, G(t,s) > 0 pour 0 <t, s < 1.
Le lemme suivant vient de Lian[15]] avec une petite modification.

Lemme 2.2.1. [[I5] . Pour G(t,s) défini par (2.6)), les conditions suivantes sont satisfaites :

G(t,s)
R1 <1 t,s€(0,1),
(R1) Gss) pour t,s € (0,1)
G(t, s) ) ry ry
R2 >C = ’ >0, : o).
(R2) Gi.s) min{ e — rz} pour t,s € (0,1)

Preuve. Soit
x(t) =r3+ry—r3t,
et
y(t) = r, +rit, pourte[0,1].

ensuite |
=-x(y(s), 0<s<r<l,
Je

G(t,s) =
1x(s)y(l‘), O0<r<s<l,
P
Ce qui implique
Sx()y(s)
m, 0<s<rt< 1,
Gas) | 7
G(s,s)
R O
— r<s<l,
SX(8)y(s)
@, s<t<l1,
Grs) |
G(s,s)
M, <s< 1,
y(s)

Par conséquent, nous obtenons les résultats souhaités suivants

G(1, )
G(s, s)

<1 pourtel0,1],
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et + t
rs g — 13
T — 0<s<r<l,
G(I,S)_ rs g — 1S
G(s, 5) ry, +rit
, <tr<s<,
r+rs
Iy
n >C, 0<s<r<l,
G(t, s) T3+
=
G(s, s) r
>C, 0<r<s<l,
ry+n
. Ty r
avec : C = min{ }1=>0 i

41y r 4+

Soit n = fo 1 G(s, s)sds > 0. Nous avons les résultats suivants.
Lemme 2.2.2. S’il existe une constante M > 0 telle que
ft,s,r) <M, pour0<t<1, nMC<s<nM, -M<r<0,
alors le probléme et admet une sur solution.
Preuve. Siv(t) = —u (¢), le Probléme (2.1)-(2.2)) est équivalent a
V(D) = f(t, (Av)(©), (1)), 0 <1< 1. (2.7)

v(0) =0, (2.8)

1

ot (Av)(t) = f G(t, s)v(s)ds et G(t,s) est défini par (2.6). Il est clair que la restriction sur f
0

garantie que y(t) = Mt satisfait

¥ (1) — ft, (Ap)D), —y(1) >0, 0<r<1,
Y(0) > 0.

Cela montre que B(t) = (Ay)(t) est une sur solution du probleme(2.1)-(2.2). O

Lemme 2.2.3. S’il existe une constante N < 0 telle que
f(t,s,r) =N, pour0<t<1, nN<s<nNC, 0<r<-N

alors le probléme (2.1)-(2.2)) admet une sous solution.

Preuve. Si v(t) = —u (t),le probléme (2.1))-(2.2)) est équivalent a

V(1) = f(t, (Av)(©), —v(1), 0<t<1 (2.9)
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v(0) =0, (2.10)
1

otl (Av)(r) = f G(t, s)v(s)ds et G(t,s) est défini par (2.6). Il est clair que la restriction sur f
0
garantie que ¢(t) = Nt satisfait

@ (D) - ft, (Ap)(1), —p(1) <0, 0<r<1,
v(0) <O0.

Cela montre que a(t) = (Ap)(t) est une sous solution du probleme (2.1))-(2.2)). O

Remarque 2.2.1. Nous avons

1

1
at) = f G(t, s)Nsds,B(t) = f G(t, s)M sds.
0 0

En effet, nous pouvons écrire explicitement la sur solution S(t) et sous solution a(t). En particulier,

sir,,r3#0etr,=r, =0, alors :

—u’ (t) = v(t)
v(0)=0
1
ot (Av)(1) :f G(t, s)v(s)ds.
alors : ’ |
B(t) :f G(t, s)Msds.
0
t 1
:fG(t, s)Msds+f G(t, s)M sds.
0 t
1 1 (!
:—fx(t)y(s)Msds+—f x(s)y(t)M sds.
P Jo p Ji
M7 . Mt
6 6
et

1
at) = f G(t, s)Nsds.
0
t 1
= f G(t, s)Nsds+f G(t, s)Nsds.
0 1

¢ 1
= 1 f x(t)y(s)Nsds + ! f x(s)y(t)Nsds.
p Jo p Ji

Nt3+Nt
6 6
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M M N N
donc (1) = —€t3 +tet a(t) = —€t3 + 1 sont sur et sous solutions du probléeme ([2.1)-(2.2).

2.3 Résultats d’existence

Dans cette section, nous donnons quelques résultats d’existence pour les problemes (2.1])-

2.2) et 2.3)-.4.

Théoréme 2.3.1. Supposons qu’il existe deux constantes M >0 > N, M > |N| tel que

ft,s,r) <M, pour0<t<1, nMC<s<nM, -M<r<0, (2.11D)

f(t,s,r)>N, pour0<t<1, nN<s<nNC, 0<r<-N, (2.12)

Si f(t, s, r) est augmente en s, alors le probleme (2.1)-(2.2) admet une solutionu(t) telle que
a(t) <ut) <B@), B @) <u'(H)<a’t),tel0,1] ou

1
B(t) = Mf G(t, s)sds
0

et

1
a(r) = Nf G(t, s)sds.
0

Preuve. Supposons que les hypothéses et (2.12), alors la sous solution a(t) et la sur
solution B(t) du probléme et sont assuré par le lemme et le lemme (2.2.3).
Posons ¢ = —a”, ¢ = —B", puis ¢(t) = Nt < Mt = y(t). En revanche, M > 0 > N implique
a’(t) = B’(t), pour 0 <t < 1. En tenant compte de la condition aux limites et du fait que
la fonction de Green G(t, s) > 0 donne a(t) < B(t), pour 0 <t < 1.

Maintenant,Considérons le probléme tronqué
Lv=Fv, vedom(L), (2.13)

ott L : domL = {v € C'(0,1)n C[0,1] : v(0) = 0} — C[0, 1] est un opérateur différentiel tel
que (Lv)(t) = v'(¢), t€(0,1), et F: C[0,1] — CI[O0, 1] est un opérateur continu défini comme

(Fv)(@) = £ ADOLYg, ~vOl), (2.14)

ou [v]ﬁ = min{y, max{v, ¢}}.

Premiérement, nous prouvons que si v* est une solution de (2.13)), alors ¢(f) < v*(t) < Y(1),
t € [0,1]. Par conséquent, v*(¢) est une solution de (2.7)-(2.8). De plus, u*(t) = (Av*)(¢) est une
solution de (2.1)-(2.2)) satisfaisant a(t) < u*(t) < B(?).
En fait, si () £ v(¢), il existe 1 € (0, 1) tel que v*(7) < ¢(f). Comme v*(0) = 0 = —a”(0) = ¢(0),
par la continuité de v* et ¢, il existe t; € [0,7), t, € (1, 1] telle que v*(t;) = @(t;) et v(t) < ¢(t),
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pour t € (t;, ). Par conséquent, pour t € [t;, 1],

(Fv)(t) = f(t, AV ()10, —[v' (D15
= f(t. AV (D1, —(D)).

Soit p(t) = v — (1), t € [t1,1,], compte tenu de la monotonie de f et 'ensemble A, on a

@ () =-a ()< ft,a),a @) = ft, Ap(D), —p(1)), t€[0.1]
v (1) = (FV)@) = f(t, AV (010, —e(®), 1 € [11,12],

donc p'(t) > 0, t € [t1,1,). Ainsi,p(t;) = 0 implique p(t) > 0,t € [t;,1]. A savoir vi(t) > ¢(1),
t € [t1, ,]. C’est une contradiction. Ainsi, ¢(t) < v*(f) pour t € [0, 1].
De facon analogue, nous pouvons prouver que v*(t) < y(t), t € [0, 1].

Deuxiéemement, nous prouvons que léquation d’opérateur a une solution. Soit
T : C[0.1] — C]0, 1] par

(Tv)(t) = f(Fv)(s)ds, t€[0,1].
0

Il est claire que T est un opérateur continu et le point fixe de T est une solution du pro-
bleme (2.13). L’ensemble By = {w € C[0,1] : |w|| < M}, en tenant compte du fait que
IN| = |lell < |l¢ll = M, alors on déduit que ¢, ¥ € By. Maintenant a partir de la condition (2.11)),
ona

ITvIl< M, veBy

f (Fv)(r)dr

C’est, {T(By)} est équi-continu et uniformément borné. D’apreés le théoréme Arzela-Ascoli, nous

|(Tv)(®) = (Tv)(s) = < Mt - sl.

affirmons que T : By, — By, est un opérateur complétement continu, Autrement dit, théoréme
de point fixe de schauder garantie que T est admet une point de fixe v* € By,.
Par conséquent,

1
u*(t):f G(t, s)v'(s)ds
0

est une solution du probléeme (2.1))-(2.2) en C*[0,1] N C3(0, 1) tels que a(t) < u*(t) < B(t),
B <uw@<a @), tel0,1]

m|
Remarque 2.3.1. On observe que Uexistence de la constante M > 0 nous a permet non seulement
de construire une sur solution du probleme (2.1)-(2.2)), mais aussi d’assuré que Uopérateur

T : By, — By est complétement continu.

Remarque 2.3.2. Si le terme non linéaire f satisfait
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- ) t,nu, —u
fo = lim sup maXM <1
Ur—+00 0<e<1 u

1
alors il existe M > 0 telle que B(r) = f G(t, s)M sds est un sur solution de (2.1)-(2.2)).
0

Si le terme non linéaire f satisfait

t9 s
£ = lim inf min 2™

— Ur—>—00 0<r<1 u

1
alors il existe N < 0 tel que a(t) = f G(t, s)Nsds est une sous solution de (2.1))-(2.2)
0

Exemple 2.3.1. Considérons le probléeme

u’ (1) + %[r +In(1+u@®)—-u ()] =0, 0<r<1 (2.15)
ru(0) = 11 (0) = r3u(1) + rgu' (1) = 4 (0) = 0 (2.16)

1
Soit f(t,s,r) = §[t + In(1 + s) — r], Il est facile de vérifier que M = 1 et N = 0 satisfont les
conditions (2.11)) et (2.12)), respectivement et par conséquent,

1
a(t) =0, B = f G(t, s)sds
0
sont des sur et sous solutions de (2.15)-(2.16)). Par le théoréeme (2.3.1)), le probléme (2.15)-
(2.16) admet une solution positive u* telle que 0 < u*(f) < fol G(t, s)sds.

Nous donnons maintenant quelques conditions suffisantes avec lesquelles il existe au moins
une solution pour (2.3)-(2.4). Dans la suit, nous supposons que f : [0,1] x R> — R est continue.
Il n’est pas difficile de voir que (2.3)-(2.4) est équivalent a

V(1) = f(t, (Av)(©), (Bv)(@), —v(1)), 0<r<1 (2.17)
w0) = 0, (2.18)

1 1
otr (Av)(r) = f G(t, s)v(s)ds, (Bv)(t) = f v(s)ds.
Soit " t

Lemme 2.3.1. S’il existe une constante M > 0 et M > |N| telle que
ft,s,r) <M, pour0<t<1, nMC<s<nM, -M<r<0,

alors le probleme (2.3) et (2.4) admet une sur solution.
et

Lemme 2.3.2. S’il existe une constante N < 0 et M > |N| telle que

(t,s,r) =N, pour0<t<1, nN<s<nNC, 0<r
f P n n

N

—N,
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alors le probléme (2.3)-(2.4) admet une sous solution.

les lemmes (2.3.1)et(2.3.2) peuvent étre obtenu de maniere analogue et sont donc omis.

Un argument similaire a celui du théoréeme (2.3.1)fournit le résultat suivant concernant le

probleme (2.3)-(2.4).

Théoreme 2.3.2. Supposons qu’il existe deux constantes M > 0 > N, M > |N| tel que

Ft, 5, 1,7) < M, pour 1€[0,1],2,21€[0,M], re[-M,0], (2.19)
n
f(t, s,l,r) > N, pour t€[0,1],s € [yN,0],2], re[0,-N], (2.20)

Si f(t,s,1,r) augmente dans chacun de s et I, alors (2.3)-(2.4) a une solution u(z) telle que a(t) <
1
u®) < @), B < u' (1) <a’'(t), t € [0,1], ot B(t) = Mf G(t, s)sds, a(t) = Nf G(1, 5)sds,
0 0
1

77 = 3'
Exemple 2.3.2. Considérons le probleme
"’ 1 ’ ”
u (t)+ i O+ W (1)) +u (D] =0, 0<t<I, (2.21)
u(0) =u'(1) = u’ (0) = 0. (2.22)
On peut vérifier que M =2, N = 0 satisfont (2.19)),(2.20), respectivement, donc
1
a(t) =0, B() = Zf G(t,s)s ds
0

sont des sur et sous solutions de (2.21))-(2.22]). D’apres le théoréme (2.3.2)), le probléme (2.21))-
1

(2.22)) a une solution positive u* telle que 0 < u*(t) < 2f G(t, s)s ds.
0
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3.1 Introduction

La déformation d’une poutre élastique a I'équilibre, dont les deux extrémités sont sim-
plement supportées, peut étre décrite par un probléme aux limiteS d’équation ordinaire de
quatrieme ordre. En raison de son importance en physique, il a été étudié par de nombreux
auteurs en utilisant des alternatives non linéaires de Leray- Schauder, la théorie de I'indice
a point fixe et la méthode de la sous et sur solution, voir par exemple [19] -[22] ,[24] —[34] .

Récemment, une grande attention a été accordée a la question de la solution positive
d’une équation différentielle du quatriéme ordre avec un ou deux parametres. Par exemple,
Li [24] a étudié I'existence de solutions positives pour le probleme aux limites de quatrieme

ordre
u®@) + Bu’ () — au®) = f(t,u(t), 0<t<l,

(3.1)
u(0) = u(l) =u"(0) =u’(1) = 0,
sous les hypotheses :
(J1) f:[0,1] %[0, +00) — [0, +00) est continue,

J2) p<2n%, a>—-p2/4,a/n* +p/n* < 1.
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Chai [21] a étudié la forme généralisant ci-dessus avec des parametres variables. Tous les

résultats ne considerent qu'une équation avec une condition aux limites a deux points. Plus
récemment, Ma [27] a étudié I'existence de symétriques solutions positives de probléme aux

limites non locale de quatrieme ordre

1"

u () =hft,u), 0<tr<l,

1
u(0) = u(l) = f p(s)u(s)ds,
0

1
u (0)y=u'(1) = f q(s)u(s)ds.
0

Motivés par les articles ci-dessus, nous considérons les éléments non locaux suivants pro-

bléme aux limites
U () +pu’ (1) = Af(tu(),u’ (1), 0<1<1,

1
u(0) = u(l) = \fo p(s)u(s)ds, (3.2)

1
W 0)y=u'(1) = f q(s)u”(s)ds.
0

Nous supposons les conditions suivantes :
(A1) A>0et0<pB<n’.
(A2) f € C([0, 1] X [0, ) X (=00,0],[0, ), p,g € L'[0, 1], p(s) > 0, 4(s) > 0,

1 1 1
f p(s)ds < 1,f q(s)sin \/Esds + f q(s)sin \/B(l —s)ds < sin \/B
0 0 0

3.2 Lemmes fondamentaux

Posons 1, =0et0> A, = -8 > —n°. Etant donné m € L[0, 1], soit

1
1- f m(x)dx,
0

1 1
sin \/B - f m(s) sin \/Esds — f m(s) sin \/B(l — s8)ds.
0 0

Par (A1) et (A2),ona d; # 0,i = 1,2. Notons H,(t,s),i = 1,2 les fonctions de Green du
problémes suivants

1

02

U () +A4u®) =0, 0<t<l,

1
u(0) =u(l) = f m(s)u(s)ds.
0
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Par calcul standard, on obtient
1 1
Hy(t,5) =G, 9)+ 5 f G1(s, x)m(x)dx;
1 Jo

(l-s), 0<tr<s<l;
Gl(tas) =

s(1-1), 0<s<t<I;

H>(t,5) =Gy, )+ Gy(s, x)m(x)dx;

sin /Bt + sin VB(1 — 1) fl
) 0

sin /Bt sin VB(1 — s)

, 0<r<s<1y

\pB sin /B
Gy(t,s) =
sin yBssin VB(1 — 1)
\/Bsin \/B . 0 S < 1,
On note .
L1 =

1
1- f p(x)dx
0

sin /Bt + sin \B(1 — 1)
1 1 :
sin \B — f g(x) sin /Bxdx — f g(x) sin /B(1 — x)dx
0 0

p(t) =

Lemme 3.2.1. Supposons que (A1) et (A2) sont satisfaites, alors pour toute g € C[0, 1], u résout

le probléeme
u®P@) +Bu’ () =g@), 0<t<l,

1
u(0) = u(l) = fo p(s)u(s)ds, (3.3)

1
u'(0)=u"(1) = f q(s)u” (s)ds,
0

Si et seulement si

1 pl
u(t) = f f Ki(t, $)Ky(s, 7)g(1)dTds,
0o Jo

Oou
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1
K, s) =Gt 5)+p f Gi(s, x)p(x)dx,
0
1
KZ(Sa T) = GZ(S’ T) + PZ(S) L G2(T5 x)q(x)dx'

Preuve. (i) Soitv =u", alors (3.3) devient,

V() + () = -gt), 0<t<]l,

1
v(0) =v(l) = f q(s)v(s)ds,
0

alors

1
v(t) = —f K> (t, s)g(s)ds. (3.4)
0

De méme, a partir de
—-u'(t)=-v(@), 0<t<]l,

1
u(0) = u(l) = f p(u(s)ds,
0

On obtient 1
u(t) = —f Ki(t, s)v(s)ds. (3.5)
0

De (3.4) et (3.5)), nous obtenons

1 1 1l
u(t) = - f Ki(t,s) [— f K> (s, T)g(‘r)d‘r] ds = f f K, (2, s)Ka(s, 7)g(t)d7ds.
0 0 o Jo

D’ou le résultat.

(ii) Soit 1
v(s) = —f K> (s, 7)g(1)dr. (3.6)
0

1 1
Par hypothése, on a u(t) = f f Ki(t, $)K(s, 7)g(7)d1ds, il s’en suit que
o Jo

1
u(t) = —f Ki(t, s)v(s)ds. (3.7)
0
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Selon la définition de K, et (3.6)), v(t) est une solution du probléme aux limites suivant

—v”(t) + Lv(t) =—g(1), O0<71<l,

| (3.8)
v(0) =v(1) = f q(t)v(t)dr.
0
De méme, avec (3.7) on a u(t) est une solution du probléme aux limites suivant
—u'(t)=—-v(t), O0<t<l,
| (3.9)
u(0) = u(l) = f p(s)u(s)ds,
0
De (3.8) et (3.9), nous obtenons que u est une solution de (3.3)). O

Soit Y = C|0, 1], 'espace de Banach équipé de la norme ||u||, = max |u(t)|. Posons
<I<

1

1
X = {u e C?[0,1] : u(0) = u(1) = f p(s)u(s)ds,u’ (0) =u' (1) = f q(s)u”(s)ds},
0 0

lleelly = lee {los [luell2 = llullo + [lull; pour u € X.
Il est clair que ||.||1, |||l sont normes sur X.
Lemme 3.2.2. (X, ]|.||,) est un espace de Banach.

Preuve. Tout abord, prouvons ||.||, est équivalente a ||.||,.

Pour u € X, on a u(0) = u(1), ceci implique ||u'lly < |[u”|lo = |lull,. Par hypothése on a u(0) =
1

1 t
f p(s)u(s)ds, alors u(t) = f u (s)ds +f p(s)u(s)ds, il s’en suit que
0 0 0
r 1 ’ 1
lu(n)| < f lue (s)ld's +f PO)lu(s)lds < lulo + ||u||of p(s)ds.
0 0 0
1
De (A2), on sait que 1 —f p(s)ds > 0, donc
0

1 ’
llly < ——————— 1l llg < ——————[lul;.
l—f p(s)ds 1—f p(s)ds
0 0

Selon la définition de ||ull,, nous avons

1
lully < Mlullz = llullo + llaelly < [1 + ]—] llully,
1= [ p(s)ds

C’est-a-dire que la norme ||.||; est équivalente a ||.||;.

Deuxiemement, on montre que (X, ||.]|;) est un espace de Banach.
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soit {u,} une suite de Cauchy dans (X, ||.||;), c’est-a-dire que

” ”
||”n - um||0 = ||lu, — uplly = 0, (n,m — o0).

1
—
1—f p(s)ds

0

”un - Mm”() - 09 (I’l,m - OO)

en prenant en considération ||ully < lul];, on aura

Donc, puis Y est un espace de Banach, il existe u,v € Y avec |lu, — ullp — 0, |lu, — |l — 0, comme

1
n — oo. D’autre part on u, € X, alors nous avons u,(0) = u,(1) = f p(s)u,(s)ds et
0

1
U (1) = — f K (t, $)u, (s)ds. (3.10)
0
1
En faisant tendre (n — o) dans (3.10), on obtient u(f) = —f Ki(t, s)v(s)dsetu =v. ucelX,

0
lu, —ull; = O et (X,||.|l}) est un espace de Banach. Il s’en suit que (X, ||.||,) est un espace de Banach,
aussi O

Lemme 3.2.3. [24] . Supposons que (A1) et (A2) sont satisfaites. Alors on a
(1) Hi(t,s) =0, pour t,s€[0,1];Hit,s)>0, pour t,s e (0,1);
(ii) Gi(ta S) > biGi(ta t)Gi(S, S), Gi(t9 S) < CiGi(S’ 5)9 pour t» s € [Oa 1]’

1

ouC,=leth =1,Co= ——, b, = sin v/B.
1 1 2 sin B » = VBsin B

On note d; = mini«% biGi(t,n(i = 1,2), & = . Les calculs donnent les résultats
suivants.

Lemme 3.2.4. Supposons que (Al)et(A2) sont satisfaites. Alors pour p,(t), d; et & sont données
comme ci-dessus, on obtient les propriétés suivantes

(1) maxoc<r p2(1) = Pz(%);

(i) 0<d;<1,0<&< 1.

Posons

” . ” d2§ ”
P={ueX:u>0,u <0,min;

L]

1
p

il est clair que, P est un coéne en X.
Prenons 6 = min{d,, %}, par Lemme (3.2.4), 0 <0 < 1. Pour tout ue P, ily a

<

lu()| + i’ )| = Ollullr, t € [1/4,3/4]. (3.11)
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Définir
1 1
(Tu)(®) := A f f K\(t, $)Kx(s, T) f(t, u(t), u (7))drds, te€]0,1]. (3.12)
0 0

Par les arguments ci-dessus, nous savons que pour tout u € X, Tu € X et

1
(Tu) (1) = -2 f Ka(t, T f(1, u(t), u (7))dr. (3.13)
0

Lemme 3.2.5. Supposons que (A1) et (A2) sont satisfaites. Alors T : P — P est complétement

continu.

Preuve. Pour u € P, par ([3.12) et ( ,ilyaTu >0, (Tu)" < 0. Avec le lemme ,ily
a C,=1,C,>1, donc

1 1 1
ITully < A f f [Gl(s,s>+p1 f Gl<s,x)p<x>dx] Ky(s, D) f(ru(r),u ()drds,  (3.14)
0 0 0

! 1 ! Y
\Tull, < AC; f [G2<r,r>+p2(§) f Gl<r,x>q<x>dx]f(r,u<r>,u (). (3.15)
0 0

Par le lemme (3.2.4), (3.14) et (3.15), nous avons

mm (Tu)(t) =4

ps<g i

n B
AE

f f Ki(t, )Ky(s, ) f (T, u(7), u (T))d‘rds

1l 1 ;
Nf f [lel“’s”Pl f G (s, )p(x)dx| Kao(s, 1) f (7, u(t), u” (7))drds
0 0 0 ]

1 1 1 b
> d A f f [Gl(s, s) + pi f G (s, X)p(x)dx| K>(s, 7) f (1, u(t), u’ (7))dtds
0 0 0 |

> dy||Tullo.
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1
ax (Tu) (1) = = mln f K> (2, ) f (T, u(t), u’ (t))dt
1< 0

[nax
1
< -4 1m n f [dez(T T) +p2(t)f Go(s, x)q(x)dx f(T,u(1), I/t”(T))dT
1<<3 Jo
1
< ~dy min f [Gz(r )+ pa(0) f Gas. x)q(x)dx @ u().u (o)

17 1 h
= —drA f Go(r,7) + min po(1) | Ga(s, )g()dx | f(x,u(), u (T))dr
0 ]

4\1‘\4 0

g

17 1
= —drA f Ga(r,7) + € max pa(1) | Gals, x)q(x)dxl fr,u(t),u (1)dt
0 0

! 1\ ! ,
—drAé fo [G2(T,T)+Pz(§) fo Gz(s,x)q(x)dx]f(r,u(r),u (m)dr < —ifll(Tu) llo-

On peut donc obtenir T(P) C P. En utilisant le théoréme d’Arzéla-Ascoli, une preuve standard

donne T : P — P est complétement continu. m|

le théoréme du point fixe suivant est fondamental dans les preuves de nos quelques résul-
tats d’existence.

Lemme 3.2.6. [23] . Soit E un espace de Banach, P C E un cone et Q; et Q, deux ensembles

ouverts bornées de E avec 0 € Q, c Q; C Q. Supposons que A : PN (Q,\Q)) est un opérateur

complétement continu tel que
@A) Ax| < |Ix]l, x € PN oK, et ||Ax|| > |Ix]l, x € P N IQ,, ou
(i) | Ax|| = |Ixll, x € PN OQ; et || Ax]|| < ||x]|, x € P N Oy,

sont satisfaites. Alors A admet un point fixe dans P N (Q,\Q)).
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3.3 Quelques résultats d’existence

Supposons que K;, K>, G,, p», C,, défini dans la section précédente. Nous introduisons
quelques notations comme suit :

1 pl
A :f f Ki(s, $)K>(s, 7)dtds,
0 Jo
1 1 1
B :f [G2(s, s) + 02 (—)f Gz(s,x)q(x)dx]ds
0 2)Jo

1 1

otaver " G
0 f Ky(z, D)t
1 2
7
= . t,u,v . . . t,u,v
fo = lim sup max oA ) f = lim inf min A ),
Wtl=0  el00] ul +[v] T =0 =0 rel1/4.3/41 |ul| + [v|
— . tu,v . . . L,u,v
fo = lim supmax it ) f = lim inf min it ),
|ut]+|v| = +00 €011 |u| 4+ [v] 5 T julvlo+eo  re[1/43/4] |u| + |V

Théoreme 3.3.1. Supposons que (A1) et (A2) sont satisfaites. Le probleme (3.2]) admet au moins
une solution positive, si l'une des hypothéses suivantes est vérifiée.

o= 1 1
i < =70, > —ny,
@ Fo<m. f >

.. 1 = 1
(11) £O> /_17717foo< /_1770

. . - 1 e = o
Preuve. (i) Puisque f, < 2o et par la définition de f,, il existe r; > O tel que

max  f(t,u(z), u' (1) < =

\u(r)\+|u” (t)|£r1

Posons Q, ={u€ P :|ull, < r}alors, on a

Flt,u@),u’ (1) < 770, pour u € 0Q, ,te[0,1]. (3.16)

Par conséquent de (3.14)) et (3.15) on obtient

ITullo = Kl(l $)K(s,7) f (7, (1), il (T))deS

< A— 1770f f Ki(s, s)K>(s, T)dtds < Angry,

! 1
Tull;, < /lczf [Gz(r, T) + 02 (E)f G (T, x)q(x)dx] f(T,u(7), u (T))dT C,Bnor;.
0
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D’ott pour u € 99,
ITully = ITullo + ITully < (A + BCynory = r1 = [lull. (3.17)
, . 1 .
D’autre part, puisque f > il alors il existe r, > r; > 0 tel que

flt,u(t),u (t))
min ————
1/4<i<3/4, lu(®)| + |u” (t)l

9|u(t)|+| (t)l?l

Choisissons r, > %rz et soit Q,, ={u € P : |lull, < r}.
Pour u € 0Q,, et par (3:11)), pour 1/4 <t < 3/4, on obtient r, < 0ry < [u(t)| + [u” ()| < r
Il s’en suit que
Flt,u(®),u (1) > —m,pouru €0Q,,t€[1/4,3/4] (3.18)

D’autre part de (3.13)) on obtient

1
(Tu) (%)' =1 fo Kz(%,‘r) f(r,u(t),u (1))dr

> 1 f ' Kz(%,r) fr,u(t), u (t))dr

|
?7]167‘2]; Kz (E,T)dT
1

= .

Donc, pour u € 0Q,,,

T ull, > ry = |lull>. (3.19)

{3

En utilisant le théoréme du point fixe de Krasnosel’skii, alors il existe u, € 5,2\9,l tel que

Tug = ug, c’est -a-dire u, est une solution pour le Probléeme (3.2) avec

Uy 2 O,Ltg < 0, r < ||M0||2 < .

1
(ii) Supposons que f 0> M alors par la définition de f . il existe ry > 0 tel que

f@t,u(t),u (t)) 1

min
1d<i<3/a, u(0)] + u” (2)] 2

|u(t)\+|u" (t)|<r3



3.3 Quelques résultats d’existence 28

Soit Q,, = {u € P : |lull, < r3}, il s’en suit que

ft,u@),u’ (1) = —771, pour u € 0Q,,,te[1/4,3/4]. (3.20)

. " 1 . . ’
D’autre part, puisque f, < P il existe r, > 0 tel que

f@t,u(t),u (t))

ax
B O+ O

|u(t)|+|u (r)|>r

Ceci implique

/

[t u(),u’ (1) < —770, pour t € [0, 1], u(t) + |u" (D] > r,. (3.21)
Par ailleurs, de la continuité de f, il existe r; > ( tel que

ft,u(),u’ (1) < 770, pour t € [0,1], |u(t) + |u’ (1) > ’. (3.22)

Choisissons ry = max({r,,r,} et posons Q,, = {u € P: |lull, < ra).
Par (3.21) et (3.22), on conclut que

f(t, u(t), u (t)) 770, pour t € [0, 1], |u(?)| + lu (t)l ) (3.23)

Le reste de la preuve est similaire a (i) et comme conséquence on a le résultat d’existence. O

Corollaire 3.3.1. Supposons que (Al)et (A2) sont satisfaites. Alors le probléme(3.2)) admet au
moins deux solutions positives si f vérifié les hypothéses suivantes :

N 7 Mo — To .
(1) fO < /1 > foo < /l >
(ii) il existe Ry > O tel que

Ftu,v) > 0771

, pour t€[1/4,3/4],|ul + |v| > OR,.

Corollaire 3.3.2. Supposons que (A1) et (A2) sont satisfaites. Alors le Probléme (3.2]) présente
admet au moins deux solutions positives si f vérifié les hypotheéses suivantes :

M f,<Tf <t

(ii) il existe Ry > O tel que

6R,
ft,u,v) > /({770’ pour te[0,1],|ul+|v| <R
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Exemple 3.3.1. Considérons le probléeme aux limite suivant

() + ' (1) = 7 [ 18(u() - u' (1) = 17.9sin(u(r) —u" ()|, 0<t<1,

1
u(0) = u(l) = f su(s)ds,
0

u'(0)=u"(1)=0.

2

. Vs .
Dans ce probléme, on sait que 8 = VE p(t) =t, q(t) = 0, A = 7%, alors nous pouvons obtenir

) 48 — 1312 2 ) 3
Ci=1,C, =1, =2p, = V2. de plus, on obtient A = —ﬂ, B = — puisny = ﬂ—,
V& ? 48 — 11n
4 donc
m=—=_—-
\/Ecos%r -1

_ 1 1
fo=01< 5 xn~023, f =18>—n ~133.

Ainsi, B, p(t), q(t) et f satisfont aux conditions du théoréeme (3.3.1)), il existe donc une solution
positive au probleme ci-dessus.



Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié quelques problemes de CAUCHY pour les équations diffé-
rentielles non-linéaires.
On a commencé par I'étude d 'un probléme aux limites non linéaire de troisieme ordre et
grace a la méthode de sur et sous solutions et le Théoreme du point fixe de Schauder on a
trouver quelques résultats d’existence.Dans le chapitre 3 on a utilisé le théoreme du point
fixe de Krasnoselskii pour prouver quelques résultat d’existence du probleme aux limites du
quatrieme ordre.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l'existence de solutions pour un

probléme aux limite non linéaire d’équations différentielles du troisiéme et
quatrieme ordre en utilisant la méthode de sous et sur solution et certaine
théoremes de point fixe comme théoreme de Leray Schauder et le théoreme de
Guo-Krasnoselskii et de compression d’'un cone .

Mots-clés: Equations différentielles ordinaires ,Problémes aux limites, Sous et sur solutions,

Solutions positives, Points fixes,Cone.

Abstract

In this memory,we focus on the existence of solution for a nonlinear boundary

problem of third and fourth differential equations using the method of upper and
lower solutions and some fixed point theorems like Larey Schauder theorem and
Guo-Krasnosel’skii and expansion of cones. .

Keywords: Ordinary differential equaion, Boundary value problems,Lower and upper solutions,
Positive solution, Fixed point, Cone.
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