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Notations

CHR, X)

Imf
Taf
dof

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des nombres réels positifs.

Ensemble des nombres réels non nuls.

Ensemble des nombres réels strictement positifs .

Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des entiers naturels non nuls.

Ensemble des nombres complexes.

Ensemble des entiers relatifs.

Le conjugué de f.

Espace des fonctions continiement dérivables de R dans X.
Valeur absolue d’'un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.
[f(z),o € R}

f(z+a),acR.

af(z), a € C.

f(—a)

Adhérence de I'ensemble A.

Dérivée de f.

{z e R,|z| <r}.



Chapitre 1

Introduction et préliminaires

1.1 Introduction

La théorie des fonctions presque périodiques est une branche des mathématiques
lancée par le mathématicien Danois Harald Bohr au début du 20°™¢ siecle. 1l a écrit
une série de documents dans les années 1923 — 1925 ou se trouve les fondements de
cette théorie. La presque périodicité, comme propriété structurelle, est une généra-
lisation de la périodicité pure.

Les articles de Bohr ont rapidement attiré I'intérét d’un certain nombres de cher-
cheurs qui ont apporté de nombreuses contributions importantes au développement
de la théorie des fonctions presque périodiques, parmi lesquels V. V. Stepanov, H.
Weyl, N. Wiener, A. Besicovitch et J. Von Neumann. En 1933, Bochner définit et
étudie les fonctions presque périodique a valeurs dans les espaces de Banach.

Ces dernieres années, la théorie des fonctions presque périodiques a été déve-
loppée en relation avec des problemes d’équations différentielles, la théorie de la
stabilité, les systemes dynamiques,... etc. Le cercle de la théorie a été sensible-
ment élargi, et comprend non seulement les équations différentielles ordinaires et
les systemes dynamiques classiques, mais de larges classes d’équations aux dérivées
partielles et d’équations dans les espaces de Banach.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est introductif. Il a pour objectif de présenter la notion
des fonctions périodiques, ses principales propriétés et de donner certains résultats

sur ce type de fonctions. On rappelle, en outre, quelques définitions et théoremes

nécessaires pour le développement de notre travail.



Dans le deuxieme chapitre nous présentons les différents définitions des fonctions
presque périodiques et nous prouvons les théoremes fondamentaux de la théorie des
fonctions presque périodiques.

Dans le troisieme chapitre nous présentons des résultat sur ’existance et 1'unicité

des solutions presque périodiques de 1’équation déffirentielle non homogene
u=Au+ f

ou A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe et f est une fonction presque

périodiqe.

1.2 Les fonctions périodiques

Définition 1.2.1. [2] Soit T un nombre réel strictement positif. Une fonction f

définie sur R est dite périodique de période T si l’on a
flz+T) = f(z), Vx € R,

Remarque 1.2.1. 1. Si [ est périodique de période T', alors elle l’est aussi de

période nT" ou n € 7Z* .
2. Une fonction de période T est entierement déterminée par sa restriction da un

intervalle de la forme [a,a 4+ T],a € R.

Proposition 1.2.1. /2] Soit f une fonction périodique de période T continue sur

R,
b b+T
1. Pour tous a,b € R, / f(t)dt = / f(u)du.
a a+T
T a—:’}
2. Pour tout a € R, / f(t)dt = / f(t)dt.
0 a
Preuve.

1. On effectue le changement de variables u =t + T et on trouve

/ab:TTf(u)du = /abf(t +T)dt = /bf(t)dt

a

2. On a

/QM f(t)dtz/aof(t)dH/OT f(t)dt+/Ta+Tf(t)dt



et d’aprés 1.

d’ou le résultat.

Exemple 1.2.1. e La fonction créneau, par exemple de période 2w, qui vaut

1 sur[0,7] et O sur |m, 27|

e La fonction dent de scie f, paire, périodique de période 27, définie sur [0, 7]

par f(x) =7m —x.



Définition 1.2.2. [/]

On appelle polynome trigonométrique complexe toute fonction de la forme suivante

z) =Y Cpe™ zeR
k=1
ou C, € C et N\, € R.

Théoréme 1.2.1. [1] Si S et T sont deux polynomes trigonométriques, alors pour

tousce Ceta€eR, ona
i) T, 7,T, 6,T et T sont des polynémes trigonométriques.
it) T est uniformément continue sur R.
iti) T est borné sur R.
i) T+ S est un polyndme trigonométrique.

v) T'S est un polynome trigonométrique.

Preuve. 801ent T et S deux polynomes trigonométriques tels que pour tout = € R,

Z Cle T et S(z Z Dye* avec Cy, Dy € C et A\, i € R.
k=1 k=1

i) (a) Pour x € R, on a

T (z) = Z cOre™M* = Z dpe "
k=1 -

Par conséquent, ¢T' est un polyndéme trigonométrique.

(b) Pour z € R, on a

7. 7(x) =T (x + a)

n
_ Z Crkei)\k (z+a)
k=1
n
— Z Ckei)\kaei)\k:v'

k=1

Par conséquent, 7, 7" est un polynéme trigonométrique.



(¢c) Pour x € R, on a

3., = T(ax)

z)\k (az)

)\ka x

Par conséquent, 6,7 est un polyndéme trigonométrique.

(d) Pour x € R, on a

k=1
n

— Z Ckez)\km
k=1
n QE—

— Z kel(*)\k)w
k=1

Par conséquent, T est un polynéme trigonométrique.

ii) Puisque e est uniformément continue sur R, i.e.

Ve>0,30>0,Va,y €R, |z —y| <5 = [ — ™| <

Donc, pour tous z,y € R, tels que |z —y| < §

(@) - T(y) < 3 |Cule™s — )]

<2 1Ckl e
k=1

IALT ei)\ky

Z|Ck|€

k.f

3

d’ou la continuité uniforme de 7.

iii) Pour z € R, on a




d’ou T est borné sur R.

iv) Supposons m > n. Pour x € R, on a

m
Cvkez/\k:p 4 Z Dkel,ukz
k=1

(Ckei)\km + Dkeiukx> + Z Dkeiukx

k=n

I
NE

(T + 5)(z)

3
I

I
M=

e
Il
—_

Donc T + S est un polynoéme trigonométrique.

v) Pour z € R, on a

k=1 j=1
=Y Z(Cij)ei(ﬂj"")\k)x
k=1j=1

Donc T'S est un polyndéme trigonométrique.

Dans la littérature des séries de Fourier, on retrouve un cas particulier de po-
lynémes trigonométriques qui est défini comme combinaison linéaire des vecteurs

(€n)_N<n<n définis par e, : x — "7,

Proposition 1.2.2. [2] Si f est un polynome trigonométrique défini par f(zr) =
n=N

Z e x €R, on a alors
n=—N

1 /T -
Cp = —/ f(x)e™™*dz, n € Nyw € R.
T Jo

27
Si f est T-périodique, on définit la pulsation associée a T par le nombre w = T

Proposition 1.2.3. [2] Soit f : R — C une fonction périodique de période T,

continue. On définit les coefficients de Fourier de f par le formule suivante
1 [T .
Cp = —/ f)e ™ dt, n € Z.
T Jo

On associe a f, la série de Fourier définie par Z cpe™ x e R.

neZ
Proposition 1.2.4. (Inégalité de Bessel)/[’]
+oo 1 (T
Si f est T-périodique et continue, on a alors y len]? < ?/ | (1) dt.
= 0



Théoréme 1.2.2. (Formule de Parseval)/’]

Soit f : R — C une fonction continue, de période T et ¢, ses coefficients de Fourier.

On a

SO

nez

Corollaire 1.2.1. [?] Soit f une fonction périodique de période T', si f est continue,
et de classe C par morceaux, alors la série de Fourier de f converge uniformément

vers f sur R.
Rappelons le théoreme d’approximation de Weierstrass.

Théoréme 1.2.3. [1] Si [ est une fonction a valeur réelle continue sur M un sous

ensemble fermé borné de R, alors pour tout € > 0, il existe un polynome P. tel que
|f(z) — P.(x)| <e, Ve e M.

Rappelons aussi un cas particulier de ce théoreme pour les fonctions périodiques.

Théoréme 1.2.4. [1/Si f est une fonction continue et périodique de période T, alors

pour tout € > o, il existe un polynome trigonométrique

T.(z) = Z Ce™re

k=—n
2km
avec Wy =~ et Cp € C, tel que :

|f(z) —T.(x)] <&, Vz €R.



Chapitre 2

Les fonctions presque périodiques

2.1 Définitions et propriétés fondamentales

Définition 2.1.1. [I] On dit qu’une fonction f : R — C est presque périodique
si pour tout € > 0, il existe un polynome trigonométrique T. défini par T.(x) =

Ne
Z Ck7gez’\’“vfx, x € R tel que
k=1

|f(z) = To(z)| < e, Vz €R.

1.€.

ilelﬂg!f(:v) —T.(2)] <e.

On note par C,, l'espace des fonctions presque périodiques sur R.

Exemple 2.1.1. 1. Les polynomes trigonométriques sont des fonctions presque

périodiques, ceci découle de la définition.

2. Toute fonction périodique et continue est presque périodique, ceci découle du

théoreme 1.2.4.

Théoréme 2.1.1. [1] Il existe des fonctions presque périodiques qui ne sont pas

périodiques.

Preuve. Il suffit de trouver un polynome trigonométrique qui ne soit pas une fonc-

tion périodique. En effet, soit

flz)=e"+¢e™ xR,

10



et supposons qu’il existe w € R* tel que f(z +w) = f(z), Vo € R, on a alors

eiﬂ(z-i-w)ei(x-i—w) _ 6ia: + eiﬂx - eia}(eiw . 1) + eimc(eiww o 1) —0.

Vérifions que e et €™ sont linéairement indépendants, en effet, si pour tout o, 5 €
C, on suppose que

ae™ + Be'™ = () (2.1)

alors, si on dérive par rapport a x, on obtient

ioe™ +imBe™ =0 = ae™ + 1™ =0 (2.2)

(2.1) — (2.2) = Be'™ — Be"™ =0
= Be™ (1 —7)=0

= £ =0.
On remplace f = 0 dans (2.1), on trouve
e =0=>a=0

d’ou
ae” +Be™ =0=>a=5=0

Ce qui implique que € et €™ sont linéairement indépendants. Revenons a nos

calculs
ev—1 = 0 e = 1
emw _ 1 = elmw  — 1
w = 2hm
=
Tw = 2km
w = 2hw
= avec h,k € N
w = 2k
N k
T™T=—
h

Ce qui contredit le fait que 7 soit irrationnel, donc f n’est pas périodique. m

11



Théoréme 2.1.2. [/] Une fonction presque périodique est bornée et uniformément

continue sur R.

Preuve.

i)

ii)

La bornitude
Si f est une fonction presque périodique, alors pour tout n € N, il existe un

polynome trigonométrique T, tel que :
1
|f(z) — T, (z)] < e Vr e R. (2.3)

Pour n = 1, on sait que T} est borné donc, il existe M > 0 tel que, |T(x)| < M,

Vx € R, on obtient alors

[f (@) = |f(z) = Ti(x) + Ti(x)]
< [f(z) = Ti(x)| + [T1(2)]

<1+M

D’ou f est bornée sur R.

La continuité uniforme
Si f est une fonction presque périodique, alors pour tout € > 0, il existe un

polynome trigonométrique 7 tel que
f(@) ~T(@) < 5, Vo e R (2.4)

Puisque T} est uniformément continue, alors Ve > 0, 3§ > 0 tel que V x1, 29 €
R.
€
|$1 — LEQ‘ <= |T5(l’1) — T€($2)| < g (25)

|f(21) = f(@2)| = [f(21) — Te(21) + Te(21) — Te(w2) + Te(w2) — f(22)]
< |f(x1) = Te(w1)| + |Te(z1) — Te(@2)| + [Te(w2) — f(22)]

d’apres (2.4) et (2.5), il s’en suit que pour tout x1, x5 tel que |z3 — x5 < §, on

12



aura

D’ot la continuité uniforme de f.
[ |

Théoréme 2.1.3. [1] Si f est une fonction presque périodique, ¢ € C et a € R alors

les fonctions cf, Tof, 0af et f sont des fonctions presque périodiques.

Preuve. Si f est presque périodique, alors pour tout € > 0, il existe 7. un polynéme

trigonométrique tel que Vo € R,
|f(x) = To(2)| < e.

i) Montrons que f est presque périodique. Pour x € R, on a

F(z) = Te(x)| = | ) = Te(a)]
= |f(z) - T:(z)] <e
et puisque T, est un polynéme trigonométrique, alors f est presque périodique.

/

—,ou & > 0 on aura

ii) Montrons que cf est presque périodique. Prenons ¢ = ]
c

alors pour tout z € R,

lef () — cTa(z)| = |e(f(2) = T ()]

et puisque T, est un polynoéme trigonométrique, alors cf est presque pério-

dique.

iii) Pour a € R, montrons que 7,f est presque périodique. Pour z € R, on a

1Taf(2) = T To(7)| = | f(x + a) — Te(z + a)

< sup|flz) —Te(x)] <

13



et puisque 7,7; est un polynome trigonométrique, alors 7, f est presque pério-

dique.

iv) Pour a € R, montrons que J,f est presque périodique. Pour z € R, on a

[0af (2) = 0aTe(2)] = | f(az) — Te(ax)]
<sup|f(z) — To()]

zeR

<e

et puisque 9,7; est un polynome trigonométrique, alors d, f est presque pério-

dique.
|
Théoréme 2.1.4. [1] Si f,g sont des fonctions presque périodiques, alors les fonc-
tions f + g et fg sont presque périodiques aussi.
Preuve.

i) Montrons que f + g est presque périodique.
Soient f et g deux fonctions presque périodiques, alors pour tout € > 0, ils
existent deux polyndémes trigonométriques S. et T, de f et g respectivement

tels que pour tout x € R,
€ €
F@) — Se(o)] < & et lg(a) ~ Too)] < & (26)

On sait que S; + T est un polyndéme trigonométrique, donc

[(f +9)(@) = (Sc + T2)(2)| = [f(z) = Sc(2) + g(x) — Te ()]
< |[f(x) = Se(z)| + lg(x) — To ()|
€ €
< 5 + 5 = £

donc f + g est presque périodique.
ii) Montrons que fg est presque périodique.
Puisque f et ¢g sont des fonctions presque périodiques, alors elles sont bornées

ie. IM > 0, tel que |f(x)] < M et |g(x)] < M, Yz € R. De plus, pour tout

14



e > 0, ils existent S; et T} tels que,

1£(z) — Se(z)| < — et |g(z) — To(z)| < —————, Yz €R.

Donc pour tout = € R,

|5:(x)] = [Se(x) = f(2) + [ ()]
< [Se(x) = f(2)| + | f ()]

19
< i
oM

et

(Q?) - g<x)S€<x) + g(SC)SE(SL’) - (S€T€)<x>’
(f(z) = Se(x)) + Se(2)(g(x) — Te(x))]
|1/ (x) = Se(a) + |5:(2)] |g(x) — Te ()]

€ 9
<M M
B RIT )2(M+2jw)

et puisque (S.7%) est un polynéme trigonométrique, alors fg est presque pé-

riodique.

Corollaire 2.1.1. [I] Soient P : C — C un polynome et f une fonction presque

périodique, alors F' = P(f) est une fonction presque périodique.

Preuve. Si P est un polynome, alors P(f) est la somme et le produit de fonctions
presque périodiques, donc d’apres le théoréme précédent F' est presque périodique.

Théoréme 2.1.5. [1] Soit (f,), oy une suite de fonctions presque périodique qui

converge uniformément vers une fonction f, alors f est presque périodique.

Preuve. Soit (f),cy une suite de fonctions qui converge uniformément sur R vers
fie.
Ve >0, 3N(e) € N tel que Vx € R, n > N(e)= |f(z) — fu(z)| < %

15



Or fy est presque périodique, donc pour € > 0, il existe un polyndéme trigonomé-
trique T} tel que
€
|fn(z) = To(2)| < Y Vz e R. (2.7)

Par conséquent, pour tout x € R, on obtient

i.e. f est presque périodique. m

Corollaire 2.1.2. [I] L’espace C,,, muni de la norme du sup est un sous espace de

Banach de l'espace Cy des fonctions bornées sur R.

Preuve. Les théoremes 2.1.4 et 2.1.3 affirment que I'espace Cp,, des fonctions presque
périodiques est un espace vectoriel sur C par rapport aux opérations usuelles d’ad-
dition de fonctions et de multiplication par des scalaires. Il reste a montrer que C),
est un espace complet, pour cela on va montrer que 'espace Cp, est fermé, alors
soit (f,)nen une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément
vers une fonction f, par le théoréme précédent f € C), i.e. il est fermé dans Cj, et
puisque Cp muni de la norme du sup est complet, alors €}, muni de cette norme est

aussi complet, donc c’est un espace de Banach. m

Théoréme 2.1.6. [1] Si [ est une fonction presque périodique et ¢ est continue sur

Imf, alors ¢ o f est presque périodique.

Preuve. Puisque f est bornée, alors I'ensemble Imf est borné et fermé, en effet,
puisque Im f est borné alors il existe une boule fermée B(0, ) tel que Imf C B(0,7),
mais Imf est le plus petit fermé contenant Imf, donc Imf C Imf C B(0,r) par
conséquent I'mf est borné.

En appliquant le théoréme d’approximation de Weierstrass a la fonction ¢, on aura

que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que
1 _
[6(y) = Baly)l < . ¥y € Im .

16



En particulier, pour y = f(x) € Imf, Vz € R, ie.

6(F(2)) — Pu(f(x))] < ; vz € R,

Par passage a la limite quand n — oo, on obtient que P,(f), qui est une fonction
presque périodique par le corollaire 2.1.1, converge uniformément vers ¢(f), donc le

théoreme 2.1.5, affirme que ¢(f) est presque périodique. m

Corollaire 2.1.3. [1] Soient f et g deux fonctions presque périodiques telles que

0 <m < |g(x)|, alors f est une fonction presque périodique.
g

1
Preuve. On regarde i comme le produit de la fonction f par la fonction —, donc

1
par le théoreme 2.1.4, il suffit de montrer que — est presque périodique.
g
En effet, g est bornée, d’apres le théoreme 7?7, donc il existe M > 0, tel que pour

tout z € R, m < |g(z)] < M ie. Img C {z€C,m < |z] < M} . D’autre part,

on considere la fonction ¢ continue sur 'ensemble {z € C,m < |z| < M}, alors en

1
utilisant le théoreme 2.1.6, on conclue que ¢(g) = — est presque périodique. m
g

Théoréme 2.1.7. [1] Si f est une fonction presque périodique et f' est uniformé-

ment continue sur R, alors f' est presque périodique.

Preuve. Soit f = fi +ifs, ou fi et fo sont deux fonctions a valeurs réelles. Puisque
f'= fi+ifs, alors f] et fi sont uniformément continues sur R.

Considérons la fonction ¢, définie sur R par

bule) = [fe+ ) = @), neN

ult) = [ue +3) +ifole + 5) = fila) — ifo(e)]
—n[fie+ )~ fila)] +ni [fae + 1) - fulo)]

Alors,

lim ¢, (z) = fi(x) +ifs(x) = f'(z)

n—oo

D’autre part, puisque f est une fonction presque périodique, alors par les théoremes

17



2.1.3 et 2.1.4, la fonction ¢, est aussi presque périodique. Ce qui implique que [’
est presque périodique d’apres le théoreme 2.1.5.

2.2 Fonction presque périodique au sens de Bohr

Définition 2.2.1. [/ Un ensemble E C R est appelé relativement dense, s’il existe
un nombre strictement positif | > 0 tel que tout intervalle de R de longueur | ren-
contre E, i.e.

31> 0, [a,a+NE#0, Va € R.

Exemple 2.2.1. .

1. L’ensemble 7 est relativement dense dans R, en effet, la,a+ 2[NZ # ), Va €
R.

2. Pour tout réel T, l'ensemble {nT,n € Z} est relativement dense dans R, en

effet 31 =2T tel que, la,a+ 2T[N{nT,n € Z} # 0, Va € R.

Proposition 2.2.1. Tout ensemble qui contient un ensemble relativement dense est

relativement dense.

Preuve. Soient F; et E5 deux ensembles tels que E; est relativement dense et
E, C E5 CR.

E est relativement dense dans R, donc il existe [ > 0 tel que
la,a+1|NE; # 0, Va € R,

Comme E;, C FEs, alors

la,a+ 1N Ey # 0, Ya € R.

i.e. By est relativement dense dans R. m
Dans ce qui suit, on considere une fonction continue f définie sur R a valeur

complexe.

Définition 2.2.2. [7] Un nombre T est appelé e-presque période de la fonction f :
R—Csi:

sup [f(z +7) — f(z)] <e.

z€R
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On note par

E(f,e) = {T eR,sup|f(z+7)— f(o)] < 5}

zeR
I’ensemble des e-presque périodes de f.

Définition 2.2.3. [7] Une fonction continue f : R — C, est dite presque périodique
au sens de Bohr si pour tout € > 0, Uensemble E(f, ) est relativement dense dans
R, i.e.

Ve>0,3l.>0,[a,a+|NE(f,e)#0, VaeR.

Exemple 2.2.2. Soit la fonction définie sur R par
f(x) = sin(27x) + sin(v2mz).

La fonction f ainsi introduite est presque périodique au sens de Bohr. D’un point
de vu géométrique, on observe l’existence de presque périodes a partir de [’allure de

sa courbe
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Théoreme 2.2.1. [0/
1. Sie <, alors E(f,e) C E(f,€).
2. SiT e E(f,e), alors (—7) € E(f,¢).

3. 8im € E(f,e1) et o € E(f,22), alors (11 +72) € E(f, &1+ &2).

Preuve.

1. Soit e < &' et 7 € E(f,¢), on a alors

su£|f(x—|—7)—f(x)| <e<é

ieT € E(f¢).

2. SiT e E(f,e),alors |[f(x+7)— f(z)| <e, Ve e R.Pourx =s—7,0us €R,

on a

fs—T4+7)—fls=T)<e=|f(s) - fls—7)[<¢
donc —7 € E(f,¢).

3. Si
7 € E(f,e1),alors|f(z+ 1) — f(z)] < e,V €R.

et
Ty € E(f,e9),alors|f(z + 1) — f(z)] < e,V € R.

Donc pour z € R, on a
[f (x+(n+ )= fla) =[f@e+(n+m) - fle+n)+ fle+n) - flz)

<@ +n)+m) = fle+n)+ [z +n) - fo)

< ilelgu(y‘f‘ﬁ) - f(W)] +21€1£|f(x+7'1) — f(2)]

<ete

Donc (11 + 12) € E(f, &1+ €2).

Dans ce qui suit, on va présenter quelques propriétés des fonctions presque pé-

riodiques de Bohr et qui découlent directement de la définition.

Proposition 2.2.2. [0] Si f est une fonction presque périodique et € € R, alors
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1. E(f,e) = E(1.f,¢), Ya € R.

2. BE(f,e) = E(f,e).

Preuve.

L. Si 7T € E(f,¢), alors |f(z +7) — f(x)| <&, Vo € R. Donc pour x = a + s ou

s € R, on obtient
fla+s+71)— fla+s)] <e VseR.

Le.sup | f(s+7) — 1uf(s)| <e,dout € E(1,f,€). Aprésentsit € E(7,f,¢),
seR

alors |7, f(z +7) — 1. f(z)| < e, Vo € R. Prenons x = s —a ou s € R, on aura

alors

|f(s+7)— f(s)] <e, Vs eR.

i.e. 7 € E(f,e). Finalement, E(f,e) = E(1.f,¢).

2. SiT e E(fe),alors |f(xr+7) — f(z)| < e, Yz € R. Donc

fla—7) = f@)|=f(~a+7) - f(-)| <=

i.e. (—7) € E(f,e) et d’aprés théoreme 2.2.1, 7 € E(f,e). Ainsi

E(f.e) C E(f,e).

D’autre part, f = f donc

v

B(f.¢) € B(f.e) = B(f.¢).

Finalement, E(f,¢) = E(f,¢).
n

Théoréeme 2.2.2. [0] Si f est une fonction presque périodique, alors f est bornée

et uniformément continue sur R.

Preuve. Commencons par montrer que f est bornée. Si f est une fonction presque
périodique, alors pour tout € > 0, il existe [. > 0 tel que tout intervalle [a, a + [.]
contient un nombre 7 vérifiant |f(xz +7) — f(x)| < e, Vo € R.

Prenons € = 1, alors Vo € R, 37 € [z, —z + 1], |f(x +7) — f(2)| < 1. Comme f
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est continue sur R, alors elle atteint ses bornes sur tout compact de R. i.e. il existe
M > 0, tel que |f(z)| < M, Vx € [0,1;]. Il vient que pour tout = € R, (x+7) € [0, 4]

et donc

[f (@) = |f(z) = fle+7)+ fle+7)]
< |[f(2) = fle+ 1)+ [f(z+7)|

<1+M

i.e. f est bornée sur R.

Montrons ensuite que f est uniformément continue. Si f est une fonction presque
£

périodique, alors E(f, g) est relativement dense pour tout € > 0,i.e. il existe [, > 0

tel que tout intervalle de longueur [. contient un nombre 7 vérifiant

[f(z+7) = f(z)| < 3, Ve eR.

Wl ™

Or f est continue sur R donc elle est uniformément continue sur [0,2 + ] i.e
pour tout £ > 0, il existe 0 < § (sans perdre de généralité, on peut supposer §<1)
tel que

Vo,y € 0,2+ L], [z -yl <0 =[f(z) - f(y)] <

Wl M

Soient =,y € R tels que |x — y| < § et prenons 7 € [—x + 1,—x + 1 + ], on aura

alors
0<1§$+7—§1+l5§2+l£7
ainsi
(z+71)€[0,2+1].
Ensuite,

—r+y+1<y+7<-z+y+1l+1

comme |x —y| < §, on aura alors —d+1 < y+7 < J+1+[.. D’autre part 0 < 0 < 1,

dou 0 <y+7 <2+ [ ainsi

(y+7)€(0,2+1].
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Finalement,

=
=
|
=
s
A

f@) = fle+n)+f@+7) = fly+ 1)+ 1fy) = fly+7)]
—+ =

IN
Wl ™

+5_€
3

Wl M

i.e. f est uniformément continue sur R. m

Théoréme 2.2.3. [(] Si (fu)nen est une suite de fonctions presque périodiques qui

converge uniformément sur R vers une fonction f, alors f est presque périodique.

Preuve. Si (f,)nen converge uniformément sur R vers f, alors

Ve >0, dng € N, Vn > ng, |fu(z) — f(z)| < -, Yo € R.

Wl M

SiT € E(fn, %), alors |fr,(x +7) — fn, ()] < =, Vz € R, et

Wl M

[f(@+7) = @) <[f(@+7) = oo (@ + T+ [fro (2 +7) = fro (@)] + | o (2) = [ ()]

ie. 7 € E(f,e) ce qui implique que E(fno,g) C E(f,e). Comme E(fno,g) est
relativement dense, par la proposition 2.2.1, E(f,¢) est relativement dense aussi.
i.e. f est presque périodique. m
Théoréme 2.2.4. [0] Si f est une fonction presque périodique, alors

1. af est presque périodique, pour tout o € C.

2. 1,f est presque périodique, pour tout a € R.

3. f est presque périodique.

Preuve.

1. SiT € E(f,¢e), alors sup |f(z + 7) — f(x)] < . Ainsi,
R

S

sup|(af)(z +7) — af(z)| = sup (lal [f(z +7) = f()])

zeR

= lalsup|f(z +7) = f(2)] < lale.

z€eR

D'ou 7 € E(af,|ale), ie. E(f,e) C E(af,|ale). Or E(f,e) est relativement
dense, et d’aprés proposition 2.2.1, E(af,|a|e) est relativement dense aussi.

i.e. af est presque périodique.
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2. Si f est presque périodique, alors pour tout € > 0, E(f,e) est relativement
dense. Par la proposition 2.2.2, E(7,f,e) = E(f,¢) donc E(7,f,¢€) est relati-

vement dense pour tout € > 0 i.e. 7, f est presque périodique.

3. Si f est presque périodique, alors pour tout € > 0, E(f,¢) est relativement
dense. Par la proposition 2.2.2, E(f,¢) = E(f,¢) donc E(f,e) est relativement

dense pour tout € > 0 i.e. f est presque périodique.

Proposition 2.2.3. [(] Si f est une fonction presque périodique, alors
1. Sif#0et alzrelﬂf{ |f(x)| =m >0, alors la fonction g = } est presque périodique.
2. g = f? est presque périodique.
3. |f] est presque périodique.
Preuve.
1. Soit € > 0, si 7 € E(f, m?¢), alors sup |f(z+7) — f(z)] < m?, Vo € R.

Donc pour tout z € R, on a

1 1
ota47) = 9001 = | 10~ 7
_ |f(:v) —fle+T)

fla+ ) f(@

Par conséquent 7 € E(g,¢), ce qui implique que E(f,m?) C FE(g,¢), par
la proposition 2.2.1, E(g,¢) est relativement dense. i.e. g = ? est presque
périodique.

2. Soit e > 0,si7 € E(f,ﬁ), alors |f(x 4+ 7) — f(z)| < ﬁ, x € R. Donc

gz +7) —g(x) = fA@+7) - f(z)

= (fle+7) = f2) (f(z+7)+ f(z))

Puisque f est presque périodique, alors elle est bornée, i.e. AM > 0 tel que

|f(z)] < M, Yx € R. Donc

l9(z +7) —g(@)| <2M |f(z +7) — f(z)| < ¢
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3

Ainsi 7 € E(g,¢) i.e. E(f, 2M> C E(g,¢).
Or E(f, ﬁ) est relativement dense, alors d’aprés proposition 2.2.1, E(g,¢)

est relativement dense. i.e ¢ = f? est presque périodique.

3. Si f est presque périodique, alors pour tout € > 0 et 7 € E(f,¢), on a

|f(x+7)— f(z)] <e, VzeR.

En utilisant une inégalité avec valeur absolue, on obtient

f@+n) = f@| < |fle+7) - flz)[<e

ie. 7 € E(|f|,e) et E(f,e) C E(|f|,e). Par la proposition 2.2.1 x — | f(z)|
est presque périodique.

Théoréme 2.2.5. [3] Soit f : R — C une fonction presque périodique, et g une

fonction continue sur Imf a valeur dans C, alors go [ est presque périodique.

Preuve. Puisque f est bornée, alors on avait déja montré dans le théoreme 2.1.6

que Imf est bornée, donc g est uniformément continue sur le compact Imf, i.e
Ve>0, 30 >0, Vy,ze Imf, |ly—z| <d=|g9(y) —g(2)| <e,

Puisque f est presque périodique, alors pour tout 7 € E(f,d), on a

|f(x+7)— f(z)| <0, Vz € R.

Donc, Vx € R, on a

lg(f(z+7)) —g(f(2)) <€

Ce qui implique que
E(f,0) C E(g,¢€)

Et d’apres proposition 2.2.1, E(g,¢) est relativement dense. i.e. g o f est presque

périodique. m

Théoréme 2.2.6. [0] Soit f une fonction presque périodique et dérivable, si la

dérivée [’ est uniformément continue sur R, alors elle est presque périodique.
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Preuve. Si [’ est uniformément continue, alors

Ve>0,30>0,Vr,yeR, [z —y| <d=|f'(z) — f'(y)] <e.

Soit la suite de fonctions (¢,,), définie sur R par :

Pn () =n<f(x+;)—f(x)>, z €R.

Pour tout a € R, la fonction g = 7,f — f est presque périodique. En effet, puisque
f est presque périodique on sait que Ve > 0, E(7,f,e) = E(f,¢) est relativement

€
dense. Prenons 7 € E(f, 5), alors pour tout z € R on a

9(z +7) —g(o)| = |flataz+7) = flz+7) = flatz)+ )
<[flatz+7)=flata)|+[f(z+7) - fl2)

2 2

IN

Donc E(f, %) C E(g,¢), par la proposition 2.2.1, E(g,€) est relativement dense. i.e.
1

g = Tof — [ est presque périodique. Par le théoréme 2.2.4, la fonction — [7,f — f]
a

1
est presque périodique. Ainsi, si on prend n > 5 alors pour tout x € R, on obtient

n/oif'(ijs)ds—f’(x)

1

n [T 1f e+ s) = fa))ds

|6n(z) = f'(z)] =

1

gn/oﬁ If'(x+s)— fl(x)|ds <e

i.e. (¢n)n converge uniformément vers f’ sur R. Par le théoreme 2.2.3, on conclut

que f’ est presque périodique. m

Théoréme 2.2.7. [1] Soit f une fonction presque périodique et F' une primitive de

f. F est presque périodique si et seulement si elle est bornée sur R.

Preuve. Si F est une primitive presque périodique de f, alors F' est bornée d’apres
le théoreme ?7.
Inversemment, soit f une fonction presque périodique et I’ est une primitive bornée

de f, montrons que F est presque périodique.
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Notons qu’on peut restreindre la preuve au cas ou f est a valeurs réelles car si

f=fi+ifsou fiet fosonta valeurs réelles, alors

F(z) = /Orr f(t)dt
:/Ox fl(t)dt—ki/ox fo(t)dt

= Fi(x) + iFy(x)

Par conséquent, F' est bornée si et seulement si F; et F5 sont bornées sur R. Si F'

est bornée, alors il existe m, M € R tels que
m < F(x) < M, Vz € R.

Par la caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure, pour tout € > 0,

il existe deux réels x; et x5 tels que

€ €
F(x1)<m+éet F(ZL‘Q) >M—6.

Posons d = |x1 — x3|. Par la presque périodicité de f, Ve > 0, 3l; > 0 tel que tout
. . € -

intervalle de longueur /; contient un @—presque période pour f. Pour montrer que

€

F est presque périodique, on montre que pour tout € > 0, on a E(f, ﬂ) C E(F,¢)
oul=10 +d.

Tout d’abord, on montre que tout intervalle de longueur [ de R contient deux réels

21, 22 tels que F(z) < m+% et F(zg) > M — %
£

En effet, soient & = min{xy,x2} et 7 € T(f,@) N[B-=E&B—E+14], Ve >0,

V3 € R. Puisque £ <z, <aoet f—E< 7 < B —E+ 1y, alors
6§x1+7—7 6§ZL‘2—|—T

et
T+ <PB+hL+x =& 7+ <+l +x—¢

Or il est facile de voir que —§ +x1 < det =+ x5 < d

Ainsi, si on pose z; = x1 + T et 2o = 2o+ 7, alors z; € [B, 5+ ] et 2o € [5,5 + ]
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D’autre part, on a

z2 T2

Flz) = F(z1) = [ f(0dt+ F(a) = Fla) = [ f(eyat

zZ1 1

6d
€ €
>——d+M——-—m—-
6d’ " T " 6
€
>M—m—=
"
Comme
F(Zg)—MSOGtF<Zl)—m>O
alors
€ €
Ensuite considérons 7 € E(f,%), r € Ret z1,20 € [z,2+1] tel que (2.8) soit
vérifiées.
Alinsi,

e, €
>y — i R SV
m (m—|—2) 2l<21 )
SO LR
2 21

De méme pour z3, on obtient

Flx4+71)—F(zx)=F(2a+7) — F(22) + (f(t) = f(t+7))dt

19 19
< — _ —_ —
<iit=c
-2 2

D’ou
|F(x+7)— F(z)] <e, Vo € R.
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i.e.

E(f, %) C E(F,¢), Ve > 0.
Finalement, par la proposition 2.2.1, F(F,¢) est relativement dense Ve > 0, i.e. F’

est presque périodique. m

Définition 2.2.4. (Bochner)[(]
Soit f : R — C une fonction continue. f est dite normale ou presque périodique
au sens de Bochner si et seulement si, pour toute suite de réels (o, )nen, il existe

une sous suite (o, )i telle que la suite (f(z + an,))ken converge uniformément sur

R.

L’un des résultats importants de cette théorie des fonctions presque périodique
est I’équivalence des trois définitions citées plus haut, donc on peut utiliser celle qui
nous arrange et travailler avec. Ceci est présenté dans le théoréme suivant, pour la

preuve voir [1].

Théoréme 2.2.8. [/] Soit f : R — C une fonction continue. Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes
1. f est presque périodique au sens de Bohr.
2. f est limite uniforme d’un polynome trigonométrique.

3. f est presque périodique au sens de Bochner.

2.3 Analyse de Fourier des fonctions presque pé-

riodiques

2.3.1 La valeur moyenne d’une fonction presque périodique

Pour introduire la série de Fourier d'une fonction presque périodique, il est né-

cessaire de définir la valeur moyenne de cette fonction.

Théoréme 2.3.1. (Théoréme de la valeur moyenne)/!]

Si fest une fonction presque périodique, alors

T—o0

lim ;/GM F(@)dz = M{f}

29



existe uniformément par rapport a a. M {f} est indépendante de a et s’appelle la

valeur moyenne de la fonction presque périodique f.
Preuve. On démontre d’abord que cette limite existe si f est un polynome trigo-

nométrique, en effet, si

f@)=co+ > cpe™* zeR.

k=1

avec Ay # 0 et k € N, on a alors pour T > 0

1 a+T A\
@ =g [T o Do
atT
— T/a codr + T kz::l Ck/a T oy

n 6i)\k(a+T) . ei/\ka

:CO+

1 I
donc
1 pot+T n eiAk(a+T) — eirka
— dr — <
[ )< 3
|Ck| iAa ei)\kT_l‘

Z [iAeT|

Passons a la limite quand T tend vers l'infini, on trouve

Ck

)\—k:

2
<zl£&f2

y 1 rotT J
fim |7 [ Sz =

donc M {f} = ¢ existe et elle est indépendante de a.
Maintenant, si f est une fonction presque périodique quelconque, alors pour tout

e > 0, il existe S, un polynoéme trigonométrique tel que

7@) = Se@)] < 5, Vo e R (2.9
1 a+T
Puisque la valeur moyenne de S, existe, i.e. Tlim = / S:(z)dz existe, alors la
—00 a
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1 a+T
fonction 7' — T / Se(z)dz vérifie le critére de Cauchy, i.e

Ve > 0, E'A(€), VTl,TQ > A(&) =

1 a+T1 1 a+T5>
/ Se(x)dx — —/ Ss(x)dx‘ <<

T T 3
(2.10)
or
1 a+T1 1 a+To d < 1 a+T1 S d 1 a+Ts S d
7L @ = [T e < 2 [T (@) = Se(@) de o [T 18.0) - (@) da

et d’aprés (2.9) et (2.10) on trouve pour tout 77,7y > A(e),

1 rat+T) 1 fatT> 15 € 5

= d _7/ d S c s

Tl/a f(z)dx 7). f($)$<3+3—|-3
< €

1 a+T
i.e. que la fonction T — T / f(z)dz vérifie le critere de Cauchy ce qui implique

I 1 a+T d )
que Tgrolof/a f(z)dz existe.
Il reste a montrer que la limite est indépendante de a, c¢’est-a-dire

a+T T
lim ;/CL ’ f(z)dz = lim ;/0 f(z)dx

T—oo T—o0

1) Supposons que a > 0et T > a
Comme f est presque périodique, alors elle est bornée, i.e. il existe M > 0

telle que pour tout = € R, |f(x)| < M.

T

/;JFT f(z)dz —/ f(z)dx

0

1

T

T
1

/Q+T f(z)dx — /Oa f(z)dz

T

T
<3 ([ s [l )

1 a+T a
§</ Mdas+/ de>
T \Jr 0

2Ma
<
- T

31




2) Supposons que a < 0, "> 0

7{ La+Tf(x)dx—[JTf($)d$ :71, /Oa+Tf(:v)d:U+ aof(x)dx—/on(:v)d:v
:;'—/:FTf(a:)dw%— aof(x)dx
<t ([, r@lars [l )
< —2Ma
- T

Passons a la limite quand T" — oo, on trouve alors

. 1 a+T T
jll_lgof /a f(:z:)d:c—/o f(z)dx| <0, Ya € R.
le.
im = [ f@)de = lim & [ f@)d
fim g [, S = Jim 7 [ S

Par conséquent, la valeur moyenne existe pour n’importe quelle fonction presque

périodique et cette valeur est indépendante de a.

Proposition 2.3.1. [/] La valeur moyenne d’une fonction presque périodique coin-

cide avec la moyenne usuelle d’une fonction périodique.

Preuve. Si f est une fonction périodique de période w alors pour tout 7' € R, on

peut écrire T = nw + «a,, avec «a,, € R, tel que 0 < o, < w et n € Z, en effet,

T
prenons la partie entiere n de —, T' € R, on aura alors
w

T
n<=—<n+1 (2.11)
w

donc 0 <T — nw < w, posons «,, = T — nw, alors on peut ecrire T" = nw + «, ou

0<a, <w.
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et par I'inégalité (2.11), si T'— o0 < n — o0.

n =g, s
= lim /Onwmn f(z)dz

=0 nwW +
1. 1 nw d nw—+aon d
N nggo nw + oy, [/0 f(x) v /mu f(x) o

= lim L [/Omu f(x)dx + /Oan fly+ nw)dy]

n—o0 N + an

or f est une fonction périodique, donc f(y + nw) = f(y) et

M{f} = lim L { Onw f(x)dx—i—/oanf(x)dx} :

n—o0 N + (a7

On va montrer maintenant que

" t@)de = n /0 " ) da. (2.12)

0

Faisons cela par récurrence, pour n = 1, ’égalité est vraie.

Supposons ensuite que (2.12) est vrai pour n et montrons qu’elle est vraie pour

(n+1).
(n nw-+w
/0 +)w /Oanr B
; f(x da:—i—/mu f(x)dx
/”wf dx+/ (y + nw)dy
:/ d:c—l—/ f(y
= n/ (x)dz +/O
n+1) /Ow f(z)d
donc
M) =l o [T o+ [ @)
- T}Lrgo@/ow f(x)dx +JLIEOM_/()QTL f(z)dz

1 w
:—/fxdx
w Jo
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m Voici quelques propriétés dont bénéficie la valeur moyenne.

Théoréme 2.3.2. (Les propriétés de la valeur moyenne)[l]

Soient f et g deux fonctions presque périodiques et ¢ € C on a :
1. M{f}=M{f}.
2. M{cf} =cMA{f}.
3. M{f}>0sif>0.
4. M{f+g}t=M{f}+M{g}.

5. Si (fn)n est une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformé-

ment vers f, alors

Tim M {f,} = M{f}.

Preuve.

1. Soit f € Cp,, alors f = f1+1ifs, ou fi et fy sont des fonctions a valeurs réelles.

On a
Jim 2 [ oy = Jim 2 / [1la) + i) d
:Tlgrolof fl( )dx%—zhm—/ fo(x)dx
=£g*/Lm>x—agnf/¢m>
= Jm 2 [ @)~ i) dr
_Tlggof 0 f(x)dx
donc
MA{f} =M {]}

M {cf} = lim f/ cf (x)dx

:CTIEI;OT/O f(z)dx

= cMA{f}
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3. Si f € C, telle que f(xz) >0, Vo € R, alors
T
/f( Ydr > 0= — / x)dr >0
0
ce qui implique que
MA{f} = Jim - / z)dz > 0.
4. Si f et g € Cpy, alors on a

M+ gy = Jim = [ [f(2) + g(e)] do

1 /T
= lim T/ x)dr + hm T/o g(x)dx

T—o0
= M{f}+ M {g}
5.
1 T
\Mm}MUHIWT nmm1gfﬁmmx
T
=t = [ @) = (@) d
< Jim 4 [ 1fae) — 5l d
< sup|fu(a) — £ Jim 2 [ dr

Par passage a la limite quand n — oo, on obtient

Tim M{f,} = M{f}.

Soient f une fonction presque périodique et A € R, on sait que fe ™ est une

fonction presque périodique, alors d’apres le théoreme 2.1.4 | M { f e‘i’\'} existe.

n
F=> cpe™
k=1

On note a(\) = {fe_“‘ } et ¢ la fonction définie par ¢(cq, -+ ,¢,) = M {

i

ou fty, - , by € Ret ¢y, -+ ,c, € C.
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Lemme 2.3.1. [/]
4 , 1 si h=k
M {eitwemimn ) = (2.13)
0 si h#k

Preuve. Si k = h, alors, Vo € R, e %e~#* = 1 donc

MA{1} = hm—/ dr =1

T—oo T
et si k # h, alors, Vo € R, e~ = =imn=m)7 donc

M {e_i(“h_“k)'} = lim 1 /T e~ =)

T—>ooT 0

’ 1 l e~ (n—pr)z 1T
= lim = | ——
T—oo T | —i(pn — fx)

| e~ un—nr)T | 1
=lim —F++ lim ———
T—o0 —i(pp — pue) T T—o0 i(pn — pig) T

=0

Théoréme 2.3.3. (Inégalité de Bessel)[l]

La fonction ¢ atteint son minimum aux points (a(py), ..., a(puy)), et

z alm) < M {1} (2.14)

Preuve. On a

2
TR :M{f che }
{17+ S S5 7S]
k=l k=1 k=1

n

n n n
— { Z Z ckcn(e etk e ) — Z c}fe_i“’“' - Z ckfei“k}
k=1 he1 k=1

k=1
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d’apres 2 et 4 du théoréeme 2.3.2 et (2.13), on trouve

Blersoen) = MY+ 303 e {eimvemh — S cenr {emim)
k=1

DTSSR ISED L
k=1
=M {|f|2 — > cralpg) — Z aralpe) + - leel” + 3 la(u))®
k=1 k=1 k=1

= U} 3 b i) = X )P

Puisque > |e, — a(u)|? > 0, Ve, € C, alors
k=1

MR} + 3 fe = al = 3 latua)| 2 M {151} = 3 ()

et par suite

‘ ( k)‘2> VckE(C.

M:

dler, rcn) = M{| I} -

k=1

ie. M {|f\2} -> la(u))? est un minimum pour la fonction ¢ qui est atteint au

points ¢, = a(pg), k = 1---n. Donc pour (¢, ...,¢,) = (a(p1), ..., a(p,)), on obtient

M {|f =S aue } = 2 {1} = 3 lam)l* (2.15)

et par le théoreme 2.3.2-(3), on a M {‘f — " alpy)e
k=1

MUY = S o)l 2 0= 3 laga) < 21 {1517}

k=1
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2.3.2 Série de Fourier associée a une fonction presque pé-
riodique

Théoréme 2.3.4. [0] 1l existe un ensemble fini ot dénombrable de A pour lesquels
a(A) #0.
Preuve. Par (2.14), on trouve que, pour tout p > 0, 'ensemble {\ € R, |a(\)| > p}

1
est fini. Ainsisi A, = {)\ e R, Ja(N)| > }, alors A, est fini. De plus {\ € R, |a(\)| > 0} =
n

Up® A, et par conséquent il est au plus dénombrable. m

Définition 2.3.1. [/] On définit le spectre de la fonction f comme l’ensemble

o(f) ={reR,a()) # 0}

qui est au plus dénombrable.

Définition 2.3.2. [1] Soit f une fonction presque périodique. Les nombres A, k €
N tels que a(\y) # 0 sont appelés les exposants de Fourier de [ et les nombres

A = a(\), k € N, sont appelés les coefficients de Fourier de f.

Définition 2.3.3. [1] Si f est une fonction presque périodique, alors la série for-

[ee]
melle Z Ape™® 1z e R est appelée la série de Fourier associée d f et on note
k=1

f(.l’) ~ ZAkei/\kx-
k=1

Théoréme 2.3.5. [/] Si f est une fonction presque périodique telle que f(x) ~

(e.)
Z A alors pour a, \g € R, on a
k=1

o) Fla) ~ Y Aye ™
k=1
) 7uf(x) ~ 3 Ageeteine
k=1

C) ei)\owf(x) ~ ZAkei(/\kJr)\o):p
k=1

Preuve.
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a) fe ™ est presque périodique d’aprés les théorémes 2.1.3 et 2.1.4, donc

M {fe“’“'} — M {fefuk.}
M

Il
?Ebl

i.e. Ay est le coefficient de Fourier de f associé & (—\;)

b) 7.fe ™ est presque périodique d’aprés les théorémes 2.1.3 et 2.1.4, donc

—ide- . 1 T — i\, T
M{Tafe ’“}: lim T/ flz+a)e " *dx,
0

T—+oco

posons u = x + a, alors
. 1 a+T .
S 2V G - —iAg(u—a)
M {Tafe } Tgr—&l:loo T/a flue du

— M iy 1/a+T fu)e 4 dy
T—~+o00 T a

— 6i)\kaM {fe—i/\k-}

— ei)\kzzAk

oo
Le. T, f(z) ~ Y Apertein,

k=1

c) On va chercher les coefficients et les exposants de Fourier de la fonction

x — 0% f(x). Par le théoréme 2.1.4, cette fonction est presque périodique

et M{e“o'fe_“} existe pour tout A\ € R, donc cherchons A € R telle que
M {ei’\o'fe_“"} # 0.

M {e”\o'fe’m'} = lim — f(x)e’Z(A’AO)d:c #£0

seulement si (A — A\g) € o(f) i.e. A € a(f) + Ao. Aussi, si A = A\ + Ap ou

Ak € o(f), alors
M {eMo'fe_iA'} =M {fe_i)‘k'} =A, #0

Finalement, M{e“o'fe_“"} = A, # 0 si et seulement si A = A\, + Ao ol
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A € o(f). ie.
ei)\ozf(x> ~ i Akei()\k+)\o)x.

k=1

Théoréme 2.3.6. [1] Si la dérivée (primitive) d’une fonction presque périodique est
presque périodique, alors sa série de Fourier peut étre obtenue par différenciation

formelle (intégration).

Preuve. Considérons une fonction presque périodique f avec une dérivée presque

périodique, alors la valeur moyenne M { I e’“'} existe et on a

a+

1 atT / —iAT 1 —iAx T N att —iAx
f/a fl(z)e ™ dx = T [f(m)e A } +2)\T/a f(z)e ™ dz,

a

passons a la limite lorsque 7" — oo, on trouve

R S L Wt VT | —iX(a+T) “ina] ooy g, Lot v
lim T/a fi(x)e = 11520? [f(aJrT)e — fla)e } +z)\Thm T/a f(x)e " dx

T—o0 —0
o SR DD e e
= Jim S i S ik g [ e

Comme f est une fonction presque périodique, alors elle est bornée sur R, et puis

M
< —.
- T

T

Par passage a la limite lorsque 1" — oo, on trouve

fla+T)e~MatT)

lim =0.
T—00
Par conséquent
MA{fle ™} =iaM {fe™}. (2.16)

Il s’ensuit que f’ a les mémes exposants de Fourier que f, sauf pour A = 0, ¢l
apparait parmi les exposants de Fourier de f.
Cest -a-dire

a(f") =a(f)\{0}. (2.17)

Si on note A}, les coefficients de Fourier de f’, nous obtenons de (2.16) que

' = iz A (2.18)
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et

f/<£li'> ~ Z Z)\kAkel/\kx
k=1
Maintenant, si I’ est une primitive presque périodique de f, i.e. F' = f, par (2.17)
on devrait avoir que

o(f)=o(F)\{0}
et si on note Ay, Ay les coefficients de Fourier de f et F respectivement, alors
A

iNe
Toutefois 0 peut appartenir a o(F), et a(0) = M {F}

et puisque N\, # 0, alors Ay =

d’out
o) Ak )
F(z) ~ M{F} 4> e,
k=1 Z)\k
[ |
n .
Si P est un polynoéme trigonométrique défini par P(x) = Z ape™*  alors d’aprés
k=1
proposition 1.2.2, les exposants de Fourier de P sont les (Ax)r<n et les coefficients
de Fourier sont les (a)g<n.
Le théoreme suivant affirme qu'une fonction presque périodique peut étre approchée

par un polynéme trigonométrique construit a partir de sa série de Fourier, pour la

preuve voir [1].

Théoréme 2.3.7. [1] Soit f une fonction presque périodique, on lui associe sa série
o

de Fourier Z Ae™®  alors il existe une suite de polyndome trigonométrique (Ty)n
k=1

définie par

T.(z) = Z rk,nAke“‘kx, Ve eR

k=1
qui converge uniformément sur R vers f . Les nombres ry,,, dépendent de A\, et n et

non pas de Ay, k € N et m dépend de n.

Théoréme 2.3.8. (Egalité de Parseval)[l]

[o.¢]
Soit f une fonction presque périodique tel que f(x) ~ Z A alors
k=1

oo

S 1A = M{|f}

k=1
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Preuve. Par I'inégalité de Bessel on a

S 1A < M{If1}
k=1

donc
S A < M{|£}
k=1

Il reste a montrer que
S 1A > M{|£1}
k=1

Puisque f est presque périodique, alors d’apres le théoreme 2.3.7, il existe un poly-

noéme trigonométrique (7,),, défini par T, (z) = Z reApe™® € R tel que

k=1
7(x) - Tu(@) < =, Vo € R
d’ott
, 1
et

Considérons a présent la fonction ¢, définie par

d(b1,bay -+ b)) = M{ f- Zbke“’“'
k=1

)

¢(A17A27"' 7Am) S ¢(b1;b2a"' 7bm)

ou by = rp Ay alors par le théoreme 2.3.3, on obtient

i.e

S|

M { f=>" A
k=1

2 m
} < M{ f— ZTkAkeMk'
k=1

)
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En combinant cela avec I’équation (2.15), on obtient que

S|

MAIfP) = Y 1Al <
k=1
On tend m — oo pour obtenir

M|} < S IAP +

1

=
Il

et enfin, on fait tendre n vers l'infini

M} <Y 1A (2.19)
k=1
Finalement,
S 1A = M{|fP}
k=1
| ]

Lemme 2.3.2. [0] Si f : R — R* une fonction presque périodique et M {f} = 0,
alors f(z) =0, Vo € R.

Théoréme 2.3.9. (Théoréme d’unicité)[!]

Soient f et g deux fonctions presque périodiques, si f(x) ~ ZAke“""x et g(x) ~

k>1
> Age™", alors f = g.

k>1
Preuve. Posons

o(z) = f(z) — g(x), z € R.

¢ est presque périodique, donc M {gbe*”‘k'} existe et vaut

M {ge™} = M{(f - g)e=}
=M {fe_i)‘k'} - M {ge‘i’\’“'} =0

Par I’égalité de Parseval

M|} = > M {pe '}

k>1

i.e.
M {lgP’} =0,
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et par le lemme 2.3.2 ¢(z) =0, Vo € R. ie.

Théoréme 2.3.10. [1] Soit f une fonction presque périodique, si la série de Fourier

associée a cette fonction converge uniformément sur R, alors elle converge vers f.

Preuve. Soit f(z Z Ape™® Pour z € R, si on pose
k=1
ZA e ot S ( ZA M
k=1

alors (S,), est une suite de fonctions presque périodiques qui converge uniformément

sur R vers S. Le théoreme 2.3.2 affirme que

lim M{S,} =M{S}

n—-+o0o

Donc pour A € R.

M {Se*’)"} = lim M {Sne*“"}

n—-+o0o
o —iA 'L/\
= nLH«Poo Z A M { Kk }
et on obtient
, A i A=A
M {Se’”"} = £ g
0 si A 7é )\k

Ainsi f et S ont la méme série de Fourier, d’apres le théoreme d’unicité, on a f = S.
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Chapitre 3

Solution presque périodique d’une
équation différentielle non

homogene

3.1 () semi-groupe
Tout au long de cette section X sera un espace de Banach muni de la norme ||.]|.

Définition 3.1.1. [/] Une famille (T(t));>0, d’opérateurs linéaires bornés de X d

X est dite un semi-groupe sur X st :
1. T(0) = 1.
2. T{t+s)=T{t)T(s), Vt,s > 0.
Définition 3.1.2. [/] Un semi groupe d’opérateurs linéaires bornés (T(t))i>o, est

uniformément continue si

fim [170) — 1] = 0.

Définition 3.1.3. [/] Soit (T(t))i>0 un semi-groupe sur X. L’opérateur linéaire A

défini par
T(t)r —
D(A) = {x € X : lim Weasz'ste}
t—0+ t
et
Ap = tim LT ZT e pa),
t—0+ t

est le générateur infinitésimal du semi groupe (T(t))i>0, D(A) est le domaine de A.
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Définition 3.1.4. [/] Un semi-groupe (T(t))i>0, des opérateurs linéaires bornés sur

X est un semi-groupe fortement continu si

lim T'(t)x = x, pour tout x € X.
t—0

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés fortement continu est dit un Cy semi-

groupe.
Théoréeme 3.1.1. [/] Soit (T(t))i>0 un Cy semi-groupe, alors ils existent deux
constantes w > 0 et M > 1 telles que

IT(t)|| < Me™, pour toutt € R,
Corollaire 3.1.1. [/] Si (T'(t))i>0 est un Cy semi-groupe, alors pour tout x € X,
t — T(t)x est une fonction continue de RT dans X.

Théoréme 3.1.2. [/] Soit (T'(t))i>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infini-

tésimal. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Pour toutxz € X,
1 t+h
lim — T(s)xds =T(t)z.

h—0 h J¢

¢
2. Pour tout x € X ett >0, / T(s)xds € D(A) et
0
¢
A( / T(s)zds) = T(t)z — .
0
3. Six € D(A), alors T(t)x € D(A) pour toutt >0, et

d
%T(t)x = AT (t)x

=T(t)Ax.
4. Pour tout x € D(A) ett>s>0

T(t)e - T(s)e = | "T(r) Andr

= /: AT (1)xdr
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Définition 3.1.5. [/] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour toute suite

(Tn)n>0 d’éléments de D(A) telle que :

limz, =2¢€ X
n—oo

et
lim Az, =y e X

n—o0

On a alors

re€D(A) et Az =1y

Corollaire 3.1.2. [/] Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe

(T'(t))e>0, alors
e Le domaine D(A) est dense dans X.

e A est un opérateur linéaire fermé.

3.2 Fonctions presque périodiques a valeur dans
un espace de Banach

Dans cette section, on considere les fonctions définies sur R a valeur dans ’espace
de Banach X.

Si nous voulons définir des fonctions presque périodiques a valeurs dans un es-
pace de Banach, alors trois possibilités sont a portée de main, puisque les trois
propriétés mentionnées dans le chapitre 2 pour les fonctions a valeur complexes (dé-
finition de Bohr, définition de Bochner, définition d’approximation par polynome
trigonométrique) peuvent étre formulées en termes d’espaces de Banach. Et peu im-
porte laquelle de ces propriétés est choisie comme définition, car, ces propriétés sont

également équivalentes dans les espaces de Banach.

Définition 3.2.1. [/] Une fonction continue f est dite presque périodique, si pour
tout € > 0, il existe () > 0 tel que tout intervalle de longueur l(c) contient un
nombre T vérifiant :

|fEt+71)—f)] <e, tEeR. (3.1)

Remarque 3.2.1. Un nombre T pour lequel l'inégalité (3.1) est vraie est appelé e-

presque période de la fonction f. La définition ci-dessus dit que pour chaque € > 0,

47



la fonction f a un ensemble de e-presque période qui est relativement dense dans R.

Définition 3.2.2. [I] Une fonction continue f est dite normale ot presque pério-
dique au sens de Bochner si pour toute suite de mombres réels (hy)nen, on peut
extraire une sous suite (hy, )ren telle que la suite de fonctions (f(x + hn,))ken Soit

uniformément convergente.

Définition 3.2.3. [/] On appelle polynome trigonométrique a valeur dans X toute

fonction de la forme suivante
n .
T(z) = Cre™*, z € R.
k=1

o Cy € X et \, € R.

Définition 3.2.4. [1] Une fonction f est appelée une fonction presque périodique si
pour tout € > 0, on peut déterminer un polynome trigonométrique T, a valeurs dans
X, tel que

If(t) = T-(B)[| <&, t €R.

Les fonctions presque périodiques a valeur dans un espace de Banach ont presque
les mémes propriétés que les fonctions a valeurs scalaires, on va citer quelques une.

Pour les preuves, voir [1].

Définition 3.2.5. [I] Un ensemble A C X est dit relativement compact si son

adhérence est compact dans X .

Théoréme 3.2.1. [/]
1. Une fonction presque périodique a valeur dans X est bornée sur X.
2. Une fonction presque périodique est uniformément continue sur R.

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions presque périodiques d valeur dans [’espace
de Banach X qui converge uniformément vers une fonction f, alors f est

presque périodique.

4. L’ensemble des valeurs d’une fonction presque périodique a valeur dans X est

relativement compact en X.
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3.3 Solutions presque périodiques

Dans cette section nous expliquerons certains résultats concernant les solutions
presque périodiques de I'équation différentielle non homogene : v’ = Au + f.
A étant un opérateur linéaire non borné dans un espace de Banach tandis que f est

une fonction presque périodique.

Définition 3.3.1. [/] Une fonction u : R — X est appelée une solution classique
de [’équation

u'(t) = Au(t) + f(t), te R (3.2)

si u est continiment dérivable sur R, u(t) € D(A) pour tout t € R et I’équation

(3.2) est vérifiée.

Avant de donner le théoreme principal de cette section, on donne un résultat qui
concerne les solutions de 1’équation homogene u'(t) = Au(t) qui sont définies sur R.
Mais avant, on va présenter un lemme qui sera utile pour la preuve du théoreme

principal.

Lemme 3.3.1. [5] Soit (S(t))t>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitési-

mal. Supposons que u : R — D(A) est une solution de l’équation
u = Au (3.3)
alors, pour tout nombre réel fixé a et pour toust > o on a :

u(t) = S(t — a)u(a).

Théoréme 3.3.1. [7] Soit X un espace de Banach et (S(t))i>o est un Cy semi-
groupe vérifiant Uinégalité ||S(t)| 1y x) < MePt, pour tout t > 0, ou M > 0 et
B8 < 0.

Soit A le générateur infinitésimal de (S(t))i0, et u : R — D(A) une solution de
Iéquation u'(t) = Au(t), t € R. Si on a

t+1 )
sup/ U (o)]|” do < o0
ter Jt
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il en résulte que

u(t) =0, vteR.

t+1
Remarque 3.3.1. Si f : R — X, telle que sup || f(¢)|| < +o0, alors sup/ £ ()| dz <
teR teR Jt
—+00.
En effet, sisup || f(t)|| < +oo, alors il existe C' > 0 tel que pour tout t € R,
teR

IFl <= ol <c?

donc

r+1 z+1
[ swiras [ ctar< e

t+1 )
sup/ | f(z)||” dx < 4o0.
teR Jt

A présent considérons, (S(t)):>o un Cp semi-groupe sur X qui vérifie ’estimation
1S(t)]| < MeP',t > 0,5 < 0, et soit A son générateur infinitésimal. Avant d’énoncer

le théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. [7] Si la fonction continue h : RT — X, admet une dérivée droite

continue h' (t) = k(t), alors elle est dérivable et W (t) = k(t), t € Rf.

Théoréme 3.3.2. [5] Soit f : R — X une fonction presque périodique, telle que f €

CH(R, X) et sup ||f'(t)|| < oo, alors il existe une solution unique presque périodique
teR

u de l’équation :

u'(t) = Au(t) + f(t), Vt € R. (3.4)

Preuve.

1. Unicité
Supposons qu’ils existent deux solutions presque périodiques u; et u; de I'équa-

tion (3.4) telles que uy # us et

uy = Auy + f et uh = Aug + f.
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On a

=Aui+ [ —Aug — f
:Au1 —AU2
:A(u1 —Ug).

Par conséquent (u; —uq) vérifie 'équation homogene v’ = Au. D’autre part u,
et ug sont presque périodiques, alors V' = (u; —us) est aussi presque périodique
d’apres le théoreme 2.1.4, d’ou V' est bornée d’apres le théoreme ?77.

En utilisant le théoreme 3.3.1, on déduit que pour tout t € R, V(¢) = 0 donc
ur(t) —uz(t) = 0= uy(t) = us(t), Vt € R.

. Existence

Considérons la fonction u définie par 'intégrale suivante :

t

u(t) = f St =0)f(o)do = lim [ S(t—0)f(o)do, tER

R——o0 JR

Commencons par montrer que u est bien définie, pour cela, montrons d’abord
que S(t — -)f(+) est continue sur [R,t]. Soit (0,), C [R,t] tel que lim o, =
oo. Comme f est une fonction continue, alors lim f (0n) = f(0g), et comme
(S(t))>0 est un Cj semi-groupe, alors Lim S(t—on,)f(o0) =St —09)f(00).

D’autre part,

15(t = 0n)f(on) = S(t = 00) f(o0) | < ISt = 00) f(om) — S(t — o) f(00)]]
+ 15t = on) f(a0) = S(t = 00) f(o0)]l
< IS = on)ll 1f (on) = f(o0)
+ 5t = on)f(00) = S(t = 00) f(o0)
< MeP || f(a,) — f(o0)]
+ 15t = on) f(a0) = S(t = a0) f(o0)]l
< MeP | f(0,) — f(o0)]
+15(t = on)f(00) = S(t = a0) f (00|

o1



Par passage a la limite quand n — oo on trouve

lim S(t —o,)f(0,) = S(t — 00)f(00)

n—oo

i.e. S(t—-)f(-) est continue sur [R,t], et par conséquent elle est intégrable au
sens de Riemann.

t
Montrons ensuite que / S(t—o) f(o)do converge, pour cela, montrons qu’elle

est absolument convergente,

IS =) f(@) < IS =) 150
< Me™ ) sup (o)

t t
et puisque / e Pdo = Fe_ﬁt est convergente, alors / |S(t —o)f(o)|do

t
est convergente, i.e. / S(t—o)f(o)do est absolument convergent. Par consé-

y " St~ 0)f(o)da| < T sup[5(0)]
/oo H ]ﬂ! o€R

quent / (0)do converge. De plus

A présent montrons que u est presque périodique. Puisque f est une fonction

—ef

presque périodique, alors pour tout € > 0, il existe | = I(——), tel que tout

intervalle de longueur [ contient un nombre 7 vérifiant

—&8
Sup 1FE+7) = fOI < =7

Alors, on peut écrire

w(t +7) — u(t) = /t” S(t+7— o) f(o)do — /_too S(t — o) f(0)do

—0oQ
En utilisant le changement de variables £ = o — 7, on obtient

t

ult+7) - ult) = /t S(t -+ 7~ [ S(t—0)f(o)do

—00

= [ st-glre+n) - re)de
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et par conséquent

Jutt+7) = w(@)l| < [ IS¢ =15 +7) - 7€)l de

—ef /t Meﬁ(t_g)df

< _]\ZﬁMe’Bt /_oo e’ﬁgdf’
—ef e

< ettt

=" € _B

<e.

i.e. u est presque périodique au sens de Bohr.
Pour finir montrons que u est une solution classique sur R i.e. u € C*(R, X)

et que u vérifie I'équation (3.4). On peut écrire u(t) = 1_1>rJrrl un(t) ou

un(t) = /t S(t—o)f(o)do, t > —n.

—n

t+n

Etabilissons la dérivabilité de u,,. Sit—o = s, alors u,(t) = / S(s)f(t—s)ds
0

et si on pose t +n =z et g,(z) = f(x —n) € C(R, X), alors

un(t) = /0 S(8)gn(x — 5)ds = vp ().

1
On peut affirmer que la dérivée & droite de vy, v, (z) = hhm+ 7 [Un(x + h) — v, (2)]
—0
existe pour tout z > 0.

En effet,

w(z+h) =

o\

(8)gn(x + h — s)ds

:/S gnx+h—sds—|—/ ($)gn(z + h — s)ds,

0

donc

/:+h S(8)gn(z 4+ h — s)ds + ;L [/Ox S()(gn(x 4+ h — 8) — gu(x — 5))ds

> =

1
- la(e 1) = v, (2) =

D’une part, posons

[: /Ox s(s)g"(x +h— Sf)L —onlr=s) o /Ox S(s)gn(x — s)ds
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alors

I < [ Jsto) | =m0 =)o)
n h_ — Yn - /
< [ise|[ &I == g g as
0
x (T +h—38)—gu(x—s)
< M/ BS g (I _ / _
< ; e dssiﬁ]%)ﬂ 3 gy (T — 5)
D’autre part, Posons s = hf + z, alors
1
h/ $)gn(w + b — 8)ds = / S(hé + 2)gn((1 — B)R)d6.
0

Donc

H/Ol S(h0 + 2)ga((1 — O)h)d0 — S(m)gn(O)H _ H/Ol S(hO + 2)gn((1 — O)h)d0 — /01 S(x)gn(O)dQH
< [ 100 + ) [ga((1 ~ ) ~ 5, ()] 48
+ [ S8+ 2) = S(@)] gu(0)] 40
< [ M g (1= 0)h) — gu(0)]
+ [ 11500 +2) = 5] 9a(0) 1 d8

1
< M sup [lgn((1 = 0)h) = ga(O)]] [ ****)ag
0€l0,1] 0

+ [ 118010+ 2) — 5(2)] 9,0} a6
1 e —1

Bx _ _ —
< Me eil[l(ﬁ]!\gn((l 0)h) gn(O)Hﬁ( . )

+ [ 11806+ 2) — ()] 9a(0)1] 6

x+h—35)—gy(zr—s)
Y d

S =

1 etk Y LN
ie. }lgr(l)ﬁ/z S(8)gn(z+h—s)ds = S(x)gn(0) et 11112%/0 S(s) (
| s()g @ = s)ds

0

Finalement, la dérivée a droite de v,, existe, et

vl (z) = S(2)gn(0 +/ s)g,(x — s)ds, > 0.

et puisque S(z) € L(X) et g/, est continue alors v est continue. D’aprés le
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lemme 3.3.2, la dérivée v/, existe sur |0, +oo[ et v (z) = v/ (z), x > 0.

De plus, v,(x) = / S(x — s)gn(s)ds et pour tout h > 0
0

1 v (z + h) — v, (2)]

z+h
h[ /0 S(x+h—s)gn(s ds—/ (x — 8)gn(s ds}

x

1

S(h)S(x — s)gn(s)ds + — / S(x+h—s)gn(s)ds

S~

= S PS = e

S(z — $)gn(s)ds

S

o S(x+h—s)gn(s)ds + S(hz_l /Ox S(x — $)gn(s)ds

—

On pose s = hf + x, alors
1 rz+h 1
E/ S(x + h — 8)gn(s)ds :/ S((1 — 0)h)gn(h8 + )db.
T 0
Donc

/01 S((1 = 0)h)gn (h6 + 2)d6 — gn(x)dQH _ /01 S((1 = 0)h)gn(hO + 2)d6 — /01 gn(a:)dQH

< [ 181~ Oml u(30 + ) — gu()] 0
+ [0 — o)~ 1gu ()| do

< M sup [lgn(h6 + ) — gu H/ 3(h0+2) g

0€[0,1]
+/ 1(S((1 = 6)h) = I)gn(x)| db
Lefh—1
< M sup ||gn(h8 + x) —gn(x)“eﬂxfe
0€[0,1] 6 h
+/ 1(S((1 = 0)h) — Ign ()| db
ie.
z+h
lim o [ S( b= )ga(s)ds = ga(x)
Donc

Par le théoreme 3.1.2 v, (x) = /z S(x —s)gn(s)ds € D(A), et par la définition
0
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du générateur infinitésimal de S, on obtient que

lim M /x S(z — $)gn(s)ds = A(/Ox S(z — s)gn(s)ds) = v, — gn(x).

h—0 h 0

i.e.

v (2) = Avn(2) + gn(z), = > 0.
Revenons a u,(t) = v,(z) ot x =t 4+ n, on aura alors

_ dun(t) _ dvn<x> dx _ U;L(t + n)

/ _— =
Unlt) = =, dr  dt

et
up (t) = Au,(t) + f(t), t > —n. (3.5)

D’autre part,
t+n
(1) = o (t+ 1) = S(t +n) f(—n) +/0 S(s)f'(t — s)ds.
donc

w0 - [ T S(s)F(t — 8)ds

/ S (t— s)ds — / T S(8) [t — s)ds
118G +m)f(=n)

+o0o
< [ TIS@F/ =)l ds + |5+ m) f(=n)]

+oo
< Msup |If(©) [ e™ds+ Msupl| f(1)]] e
£eER t+n teR

<

Bt

< (~Msup||f(©)]| <
£ER

)e’™ + Msup || f(t)] e”e™
B teR

< Cefn

i.e.

n—oo

“+o0o
lim o/, () = /0 S(s)f'(t — s)ds, Vit € R.

Prenons maintenant a € R et choisissons n tel que —n < a. Puisque u/, existe

alors on peut écrire

Un(t) = up(a) + /at ul (s)ds, t > a. (3.6)
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+oo
et on peut méme montrer que u/, converge vers v(t) = / S(s)f'(t — s)ds
0

uniformément sur [a, +oo[, en effet,

—+00

Ju ) — ool = | [ SC5) 0 = s)ds + S+ mp=n) — [ S0 - )ds
</ TSt — s)ds — / T () f (¢ — s)ds

—+00

+n

+ 1S +n)f(=n)|

< [TNSs) - 5| ds + St + ) f(—n)]|

t+n

+o0o
< Msupl|lf(©N [ e¥ds+ Msup| f(B)]| ¥
£eR t+n teR
Ba

< (~Msup | () <
EeR

Je™ + M sup || f(1)]| "€
B teR

< CePn

par passage a la limite quand n — +o00 on trouve que

Donc u},(t) converge uniformément vers v(t) sur [a, +0o0.
Notons aussi que u, est continue, et puisque la convergence de u/, vers v est
uniforme sur [a, +00[, alors v est continue sur [a, +00o[ et par passage a la limite

dans (3.6) on obtient
t
u(t) = u(a) +/ v(s)ds, t > a.
De cette écriture, on déduit que
v(t) =d'(t), t > a. (3.7)

ol a est quelconque i.e. u € C*(R, X). Revenons a (3.5), Au,(t) = u/ () —

f(t), t > —n, et par passage a la limite,

lim Aun(t) = o(t) — f(t), t €R

n—-+00
= /(1) - f(1

o7

+SE+n)f(=n)

< /OHnS(s)f’(t—s)ds— /OHnS(s)f’(t—s)ds— |7 s - s




De plus on a

lim w,(t) = u(t)

n—-+00

Puisque A est un operateur fermé alors, pour tout ¢t € R,
u(t) € D(A)

et

D'ou u vérifie (3.4).

Corollaire 3.3.1. [5] Sous I’hypothése du théoréme précédent, toute solution bornée

sur R d’équation v’ = Au + [ est presque périodique.

Preuve. Nous avons prouvé que cette équation a exactement une solution, donc elle

t
doit coincider avec / S(t — o) f(o)do et elle est presque périodique. m
—o
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