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Introduction générale

Historique

Le calcul fractionnaire est la branche d’analyse mathématique qui étudie la généralisa-
tion des notions de dérivation et d’intégration a des ordres non entiers (réels ou complexes).
Son histoire remonte a L’Hopital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée
d’ordre % .

Ensuite , Fourier , Abel , Liouville , Riemann , Weyl , Riez , Marchaud et Caputo , entre
autres , ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les
dérivées et les intégrales non entiéres .

Récemment , Khalil et al. [411] ont introduit une nouvelle dérivée fractionnaire qui s’ap-
pelle « la dérivée fractionnaire conformable » . Cette nouvelle notion est trés intéressant ,
voir [32, 54| . Pour les résultats récents sur les dérivées fractionnaires conformables, nous
renvoyons aux |50, 22, 23,29, 40, 35, 6, 54, 53, 41, 8, 34, 16, 51, 20] .

Plus tard , cette théorie est développée par T. Abdeljawad dans [50] , qui a donné les
définitions des dérivées conformables & gauche et a droite d’ordre supérieur , les fonctions
exponentielles , 'inégalité de Gronwall , transformation de Laplace pour le calcul frac-
tionnaire conformable , etc...
En particulier , Benkhettou et al. [32] ont introduit un calcul fractionnaire conformable
sur une échelle de temps arbitraire , qui est une extension naturelle du calcul fractionnaire
conformable . La théorie d’échelle de temps a été développé en 1988 par S. Hilger [418]
dans sa thése de doctorat et dirigé par B. Auldbach afin d’unifier I’analyse continue et
discréte .

De plus , dans [18] , Pauteur a prouvé le théoréme de la moyenne pour le calcul

fractionnaire conformable sur des échelles de temps arbitraires . Dans [55] , les auteurs ont
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développé les espaces de Sobolev fractionnaires par des calculs fractionnaires conformables
sur les échelles de temps . Dans [52] , les auteurs ont prouvé certains théorémes de base

pour le systéme fractionnaire conformable de Dirac sur les échelles de temps .

Organisation du mémoire

Ce mémoire se décompose de trois chapitres :

® PREMIER CHAPITRE :
Dans ce chapitre , nous présentons quelques préliminaires sur le calcul des échelles de
temps utilisées dans ce mémoire , puis nous introduisons la A—dérivée , V—dérivée et
la relation entres les deux , quelques définitions et propriétés sur I’échelle de temps . Et
nous rappelons aussi quelques notions fondamentales de la théorie de la V—mesure et
V —intégration de Lebesgue ol nous donnons une relation entres la mesure puy sur T et
la mesure de Lebesgue py sur R .

e DEUXIEME CHAPITRE :
Dans ce chapitre , nous introduisons tout d’abord la notion de calcul fractionnaire , ensuite

on donne une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire :

Ta(f)(t) = ll_l}% S+ Etlj) — f(t>, pour tout ¢ > 0. (1)

Elle est définie en t = 0 par :

On définit aussi I'intégrale fractionnaire conformable et leurs propriétés . Enfin , on géné-
ralise cette nouvelle dérivée sur 1’échelle de temps .
e TROISIEME CHAPITRE :

Dans derniére chapitre , on définit la V—dérivée fractionnaire conformable d’ordre o
a €]0,1] et V—intégrale fractionnaire conformable sur les échelles de temps , et nous
étudions leurs propriétés . On démontre le théoréme de la moyenne et théoréme de la
moyenne généralisé , et nous définissons la fonction absolument continue , et on introduit
les espaces de Lebesgue L% (T,R) et L? (T, R) , et on adapte cela a des fonctions a

valeurs vectorielles .



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons quelques définitions et propriétés sur les échelles
de temps que nous utiliserons dans ce mémoire et nous présentons également des résultats
principaux sur la différentiabilité et I'intégration sur les échelles de temps .

La plupart de ces résultats seront énoncées sans preuve . Pour plus de détails , on peut

consulter [20] , [25] et [16] .

1.1 Calculs sur les échelles de temps

Une échelle de temps T est un sous-ensemble fermé non vide de I’ensemble des nombres
réels R . Ainsi Z, N | i.e. les nombres entiers relatifs , les entiers naturels sont des exemples

d’échelles de temps .

Définition 1.1.1. [26, 25] Soit T une échelle de temps . Pourt € T , on définit opérateur de
saut avanto : T — T par :
o(t):=inf{s € T:s > t},

et 'opérateur de saut arriéere p : T — T par :
p(t) ==sup{s € T : s < t}.

Par convention , on supposera que :
» inf() =supT (i.eo(t) =t si T admet un maximumt) ,

» sup () = inf T (ie p(t) =t si T admet un minimumt) .
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Définition 1.1.2. [26, 46] Soit T une échelle de temps,t € T . On dira que :
1) t est dispersé a droite sio(t) >t .

2) t est dispersé a gauche si p(t) <t.

4) t est dense a droitesio(t) =t ett <supT.

)
)
3) t est isolé s’il est simultanément dispersé a droite et a gauche . (ie., p(t) <t < o(t)) .
)
5) t est dense a gauche si p(t) =t ett > infT .

)

6) t est dense s’il est simultanément dense d droite et dense a gauche . (ie., p(t) =t = o(t)) .

Définition 1.1.3. [26] Soit T une échelle de temps .
* Si T admet un maximum M dispersé a gauche , alors on pose T" = T — {M} , sinon T* =T .

¢ Si T admet un minimum m dispersé a droite , alors on pose Ty, = T — {m} , sinon T, =T.

Définition 1.1.4. [26] La fonction de granulation y : T — R™ est définie par :
w(t) :==o(t) —t.
La fonction de granulation en arriérey : T — R™ est définie par :
Y(t) =1t — p(2).
Définition 1.1.5. [26] Soit f : T — R une fonction , on définit la fonctions f° : T — R par:
fo(t) == (foo)(t) = f(o(t)), pourtoutte T.

et la fonctions f* : T — R par:

fP(t) := (fop)(t) = f(p(t)), pourtoutte T.

1.2 Différentiabilité sur les échelles de temps

1.2.1 Delta différentiabilité

Définition 1.2.1. [46] Soient f : T — R une fonction ett € T* .
On dira que f est A-différentiable ent s’il existe un nombre f2(t) € R tel que pour toute > 0,

il existe un voisinage U det ou

1f7(t) = f(s5) = fA()(o(t) — s)| < elo(t) —s|, pourtouts € U.
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On appelle f2(t) la A—dérivée de f ent . Si f est A—différentiable ent pour toutt € T*, alors
2 TF — R est appelée la A—dérivée de f sur T" .
Théoréme 1.2.1. [46] Soient f : T — R une fonction ett € T" .

i) Si f est A—différentiable ent , alors f est continue ent .

ii) Si f est continue ent et sit est dispersé a droite , alors f est A-différentiable ent et

lin% " existe et finie.
s— —
Dans ce cas ,

iv) Si f est A—différentiable ent , alors

Fo(t) = F(t) + u(t)f2(2).

1.2.2 Nabla différentiabilité

Définition 1.2.2. [13] Soient f : T — R une fonctionett € T .
On dira que f est V-différentiable en t s’il existe un nombre [V (t) € R tel que pour toute > 0,

il existe un voisinage )V det ou
[f2(t) = f(s) = SV ()(p(t) = s)] < elp(t) — 5|, pourtouts € V.

On appelle [V (t) la V—dérivée de f ent .
Si f est V—différentiable en t pour toutt € Ty, alors fV : Ty — R est appelée la V—dérivée de
fosurTy .
Théoréme 1.2.2. [15] Soient f : T — R une fonction ett € T}, .
(i) Si f est V—différentiable ent , alors f est continue ent .

(ii) Si f est continue ent et sit est dispersé a gauche, alors f est V—différentiable en t et
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(iii) Sit est dense a gauche , alors [ est V—différentiable en t si et seulement si

f(t) — f(s)

existe et finie.

Dans ce cas ,

() — 1 O I,

DEMONSTRATION.

i) Supposons que f est V —différentiable en ¢, alors, pour tout € > 0 il existe un voisinage

V de t tel que :

|(f(t) = £(5)) = [Y(£)(p(t) — 5)| < e"|p(t) — 5|, pourtouts € V.

Ou,
. €
IREAORIVAIO

Par conséquent , nous avons , pour tout s € V; N |t — *, ¢t + &*[,

1F(t) = F(s)] = |(F(p(t) = f(s)) = [V (&)(p(t) = s)
—[(£(p(t) = £(1)) = £ () (p(t) = )] + fY()(t — 5)|
<& [(p(t) = s)| +&* [(p(t) = )| + | FY()(t = 5)]
< e {y(t) +[s =t () + Y (O]}

< {1+ 29() + |V )]}

<e.

Donc, f continue en ¢ .

iv) Sit est dense a gauche , alors y(t) =0, et

Flp(t)) = f(t) =) f¥(8) = f (1),

D’autre part, si ¢ est dispersé a gauche . Donc d’apres la propriété (ii) du théoreme (1.2.2)
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on a

Théoréme 1.2.3. [15,26] Si f, g : T — R sont V—différentiables ent € T} , alors

(i) f + g est V—différentiable en't et
(f +9)V () =Y () + g7 (1)
(ii) Pourtout € R, af est V—différentiable ent et
(af)¥(t) = af¥(t).
(iii) fg est V—différentiable ent et

(Fo)¥ (@) = fY(t)g(t) + f(t)g" (t).
= f(t)gV(t) + [V () g ().

(iv) Sig(t)g~(t) # 0, alors / est V—différentiable en t et
g

Y _ IY®glt) = f(H)gV ()
<g> t)=

1
) Si f(t)fr(t) # 0, alors 7 est V—différentiable en t et

AN MO
(f) O ==Forw

Définition 1.2.3. [27] Soient f : T — Rett € (Tg)r = Tyz .

On définit la V —dérivée seconde de f ent par :

V=)V T - R
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De la méme manieére , on définit la NV —dérivée d’ordre n de f par :
V" T — R, pourtoutn € N*.

Dans le théoréme suivant , nous donnons une relation entre la V—dérivée et la

A—dérivée .
Théoréme 1.2.4. [39]

i) Supposons f : T — R est A—différentiable sur T* , alors f est V—différentiable ent et

fY(t) = f2(p(t)), pourtoutt € T}.

tel que o(p(t)) =t si, en plus, f> est continue sur T alors f est différentiable ent .

ii) Supposons f : T — R est V—différentiable sur T}, , alors f est A—différentiable ent et
A1) = fYV(o(t), pourtoutt € T

tel que p(o(t)) =t si, en plus, fV est continue sur T}, alors f est différentiable en't .

DEMONSTRATION.

La démonstration est similaire a celle donnée par les théorémes (3.3.9) et (3.3.10) . O

Théoréme 1.2.5. [26] Soit f : R — R une fonction différentiable et g : T — R une fonction
V —différentiable . Alors f o g est V—différentiable et on a :

(fog)¥(t) = { | 10 - hv(t)gv(t))dh} )

DEMONSTRATION.

La démonstration est similaire a celle donnée par le théoreme (3.2.5) . O

Théoréme 1.2.6. [26] Supposons quev : T — R est strictement croissante er T := v(T) est une

échelle de temps . Soitw : T — R, sivV(t) et we(v(t)) existent pourt € Ty, , alors
(wov)V(t) = [(w6 o U)UV] (t), pourt € Ty.

Exemple 1.2.1. Soit T = Netv(t) =4t + 1.

T=uv(T)={4n+1:neN}={1,50913,---}.
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Soit w : T — R est définie par : w(t) = 2 . Alors
(wov)V(t) = (4t +1)* — [4(t — 1) + 1]* = 32t — 8.

Maintenant , on calcul v¥ (¢) et w" (t)

o) = dtetw¥ () = LW =WO®) oy

t—p

Par conséquent ,

(wY ov)(t) = wY (v(t)) = 2(4t +1) —4 = 8t — 2.

Donc,

[(W o U)UV] () = (8t — 2)4 = 32t — 8 = (w0 v)" (1)

1.3 Lintégration sur les échelles de temps

1.3.1 Delta Intégration

Définition 1.3.1. [26] Nous dirons qu’une fonction f : T — R est réguliére si sa limite a droite
existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe en tout point dense a gauche

deT .

Définition 1.3.2. [45] Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue en tout

point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe et est finie en tout point dense a gauche
deT .

On note I’ensemble des fonctions f : T — R qui sont rd-continues sur T par :

Cra = Cra(T) = Crq(T, R).
L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont A—différentiables et ses A—dérivées sont rd-
continues sur T sera noté par : C}, = C},(T) = C},(T,R) .

Définition 1.3.3. [44] Une fonction continue f : T — R est pré-différentiable avec domaine
différentiabilité D, tel que D C T*, T*\ D est dénombrable et ne contient que des points dispersés
a droite dans T et f est A—différentiable pour toutt € D .

Le théoréme suivant garantit 1’existence de pré-antidérivée .
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Théoréme 1.3.1. [26] Soit une fonction f : T — R réguliére . Alors il existe une fonction F'

pré-différentiable avec de domaine D telle que
FA(t) = f(t), pourtoutt € D.

Toute fonction F' s’appelle pré-antidérivée de f .
Définition 1.3.4 (antidérivée [2]).
Une fonction F' : T — R est appelée antidérivée de f : T — R si

FA(t) = f(t), pour toutt € T*.

Théoréme 1.3.2. [2] Toute fonction rd-continue posséde une antidérivée .

1.3.2 Nabla Integration

Définition 1.3.5. [33] Une fonction f : T — R est dite ld-continue si elle est continue en tout

point dense a gauche de T et si sa limite a droite existe et est finie en tout point dense a droite de
T.

On note I’ensemble des fonctions f : T — R qui sont ld-continues sur T par :
Cld = Cld(T) = Cld(T, R)

L’ensemble des fonctions f : T — R qui sont V—différentiables et ses V—dérivées sont ld-

continues sur T sera noté par :
Clld = Czld(T) = Czld<T> R)-

Définition 1.3.6 ( antidérivée[33] ). Une fonction F' : T — R est appelée NV —antidérivée de
f:T—Rsi
FN(t) = f(t), pourtoutt € T.

Théoréme 1.3.3. [2] Toute fonction ld-continue posséde une V —antidérivée .

Définition 1.3.7. [2] Soit une fonction f : T — R réguliére . Nous définissons V —intégrale de

Cauchy par :
b
/ f(t)Vt = F(b) — F(a), pourtouta,be T.
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1.4 V-—intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

Dans cette section on rappelle seulement les notions fondamentales de la mesure et
I'intégration pour définir la V—mesure et la V—intégrabilité sur I’échelle de temps bornée
ToutmnT=a<b=maxT .

Pour les notions de la A—mesure et la A—intégrabilité on peut trouver dans [5] .

1.4.1 Notion de mesure sur les échelles de temps

Définition 1.4.1. [24] Soit F; une famille d’intervalles fermés a droite et ouverts a gauche de T
de la forme

(c,d] ={teT:c<t<d}.
ouc,deTetec<d.

Définition 1.4.2. [9] On définit une mesure additive m; : F; — R™ par
mi(Je,d]) = d —c.

Une mesure extérieure m; : P(T) — R pour un ensemble arbitraire E C T est définie par :

k=m k=m
inf{ (dy —c) - E C U]ck,dk] avec |cg, di] € fl} si a¢k,

k=1 k=1
+00 si a€e k.

Définition 1.4.3. [9] Un ensemble A C T est V-mesurable si la relation
mi(E) =mi(ENA)+mi(EN(T\ A).

est vérifiée pour tout ensemble 2 C T .

Maintenant , on considere la famille
My (m]) ={ACT: AestV — mesurable }

La V —mesure de Lebesgue notée ji.y comme étant la restriction de my sur [’ensemble My (m7) .
Nous présentons plusieurs concepts de la mesure générale et de 'intégration appliqués a 'espace
mesurable complet avec le triplet (T, My, uv) . Cet espace mesuré est utilisé pour définir la

V —mesurabilité et la V —intégrabilité des fonctions f : T — R.
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1.4.2 Les ensembles mesurables sur les échelles de temps

Lemme 1.4.1. [9] L’ensemble de tous les points dispersés a gauche de T est dénombrable , c’est-

a-dire, il existe J C N et {t;}ic; C T tels que
Ly:={teT:p(t) <t}={ti}ics.

Théoréme 1.4.1. [47, 24] Pour toutty € Ty, la V—mesure d’ensemble {to} donnée par :

v ({to}) = to — p(to)-

Voici une correspondance intéressante qui existe entre la mesure py sur T et la mesure

de Lebesgue py, sur R .

Théoréme 1.4.2. [37] Soit A C T . Alors A est V—mesurable si et seulement si A est mesurable

pour la mesure de Lebesgue . Dans ce cas sia ¢ A , nous avons la propriété suivante :

p(A) = po(A) + ) (k).

i€J g

Pour A C T, nous définissons
Ja={ieJ t; € AN Ly},

avec J C Net{t;}ics CT.

Corollaire 1.4.1. [12] Soit E' est V—mesurable . Alors iy (E) = pr(E) si et seulement sia ¢ E

et I/ n’a pas des points dispersé a gauche .

Lemme 1.4.2. [47]

1. Sic,deTetc<d, Alors
pv(Je,d])) =d — ¢, pv (Je, d) = p(d) —c.
2. Sic,deTyete<d, Alors

pv([e,d) = p(d) = p(c),  pv(le.d]) =d— p(c).
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1.4.3 V—mesurabilité et V—intégrabilité des fonctions sur les échelles
de temps

Définition 1.4.4. [12] Une fonction f : T — R est V—mesurable si pour tout o« € R, 'ensemble
Y [~o0,a)) ={t € T: f(t) < a} est V—mesurable .

Définition 1.4.5. [12] Soit une fonction f : T — R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire

qui prolonge f a Uintervalle [a,b] , f(t) : [a,b] — R définie par :

Ft) = f(t) sz: teT, |
f(t;) si te(p(t),t;), pouri € Jy.

Proposition 1.4.1. [37] Soient f : T — R et f son extention sur la,b] . Alors, f est V—mesurable

si et seulement si, f est mesurable au sens de Lebesgue .

Théoréme 1.4.3. [9]

Soient E C T un ensemble V—mesurable tel quea ¢ E et E = EUJ.., (p(t;),t;) . Soient

i€Jp
f: T — R une fonction V—mesurable et f : [a,b] — R son extention sur [a,b] . Alors, f est

V —intégrable sur E si et seulement si, f est intégrable au sens de Lebesgue sur E . Dans ce cas

/E f()Vs = /E F(s)ds.

Nous définissons un deuxiéme type de prolongement pour une fonction f : T — R sur[a, ] . Soit

on a que,

la fonction

~ f(t) st teT,
() = f(t) — fo(t)
V()

(t;—t) si te(p(ti),t;), pouri € Jy.

Définition 1.4.6. [9] On dira que f : T — R est absolument continue sur T si pour toute > 0,
il existe un 0 > 0 tel que si {[ak, bk[}zzl , ag, by, € T est une famille finie d’intervalles deux a

deux disjoints satisfaisant

n

D bk —ar) <4 alors > |f(by) — flaw)| <.

k=1

Lemme 1.4.3. [9] Si fest différentiable en t €]a,b] N'T alors [ est V—différentiable en t et
Y = 1.

Théoréme 1.4.4. [9] Soient f : T — R et son extension f : [a,b] — R . On a que f est

absolument continue sur T si et seulement si f Uest sur [a,b] .



1.5 Fonction exponentielle 12

1.5 Fonction exponentielle

Dans cette section , nous définissons deux fonctions importantes sur une échelle de

temps qui généralisent la fonction exponentielle sur R , e, (., o) et é,(.,to) -
Définition 1.5.1. [26] Soit h > 0, on définit les nombres complexes de Hilger par :
1
Ch::{ze(c:z#—}.
h
et I'axe imaginaire de Hilger
Zh::{zeC:—%<1m(z)<%}.
Pour h = 0, on pose par définition Cy = C,Zy = C.

Définition 1.5.2. [26] On dit que la fonction p : T — R est p-régressive si
1+ p(t)p(t) # 0, pour toutt € T*.
On note ’espace des fonctions rd-continues j1—régressives par :
R, =TRu(T)=R,(T,R).
Définition 1.5.3. [25] On dit que la fonction p : T — R est y-régressive si
1L —~(t)p(t) # 0, pourtoutt € Ty.
On note ’espace des fonctions ld-continues y—régressives par :
R, =R,(T) =R,(T,R).
On munit cet ensemble de I’addition définie pour tous p,q € R, par :
(p @y )(t) :==p(t) +q(t) —v(t)p(t)q(t), pour toutt € Ty.

Le groupe (R.,, ) est dit groupe régressif . Le conjugué de chaque élément p du groupe R., noté
par ©4p est donné par :
—p(t)

(e,p)(t) = W, pour toutt € Ty.
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Définition 1.5.4. [26] Soit p € R, , la fonction A—exponentielle e, : T x T — R est donnée

par la formule :

t
ep(t,s) = exp (/ fu(T)(p(T))AT) , pour toutt,s € T.
ot la transformation p—cylindrique &, : C,, — 7Z;, est définie par :

log(1+hz) si h>0,

1
&(z) =< "
z si h=0.

Définition 1.5.5. [15] Soit p € R, , la fonction V—exponentielle ¢, : T x T — R est donnée

par la formule :
t A
éy(t,s) = exp (/ E4(n) (p(T))VT) , pourtoutt,s € T.

ou la transformation ~y—cylindrique €n : Cp — Zy est définie par :

. —Llog(l —hz) si h>0,
En(z) = 08
z si h=0.

Théoréme 1.5.1. [15] Soientp € R, etty € T . Alors la solution unique du probléme a valeur

initiale

est donnée par :
y(t) = épo (T, o).
Théoréme 1.5.2. [25] Soientp,q € R et s, t,r € T . Alors
(1) éo(t,s) =1leteéy(t,t)=1.
(2) ép(p(t),s) = (L=~ (t)p(t))ép(t, s) .

(3) éy(t,s o0

)

(4) €,(t,m)e,(r,s) = é,(t, s) (Propriété de semi-groupe) .
)
)

(5) €,(t,s)éq(t,s) = ép@wq(t, s) .

e

(6) ZZEtv z) epewq(ta 3)
1\ —pt)

D \aw s>) =)
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Exemple 1.5.1.

Supposons que % % sont deux fonctions y—régressives sur T N (0, 00) .

Soit ty € T N (0,00) . D’apreés la propriété (iv) du théoréme (1.2.3) et la propriété (6) du
) a

3

théoreme (1.5.2) , on

b 1 [t 1 v
. e(s,t)Vs == — . éi(s,ty)| V
/to ot é1(s,to)Vs 5/t0 [65(57%) éx(s 0)} s



Chapitre

Calcul fractionnaire conformable

2.1 Introduction

La théorie des dérivées de I'ordre non-entier n’est pas nouvelle , ces origines remontent
a la fin du 17%m¢ siécle , on Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul
différentiel et intégrale . Leibniz a introduit le symbole : jt—z f(t) pour désigner la néme
dérivée d’une fonction f . Quand il a annoncé dans une lettre a ’'Hopital , I'Hopital
a répondu : « Que signifie jt—z sin = % » . Cette lettre de I’'Hopital , écrite en 1695 ,
est aujourd’hui considére comme le premier pas de ce que nous appelons la dérivation
fractionnaire.

les avantages des dérivées fractionnaires deviennent conséquents dans la modélisation
des propriétés mécaniques et électriques des matériaux et dans de nombreux autres do-
maines .

Il existe plusieurs définitions de la dérivation d’ordre non entier ( On a par exemple :

Riemann-Liouville , Grunwald-Letnikov , Weyl , Caputo , Marchaud , et Riesz ([17]) , on

donne seulement les deux dérivées fractionnaires suivantes :

Définition 2.1.1 (Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville [1]).
Soient f € C([a,b],R),n € N, a € [n—1,n[. La dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction

f est définie par :
ﬁ ! Da(f)@)—;ﬁ /t Ldm
“ S T(n—a)dtn ), (t—x)entl™

Définition 2.1.2 (Dérivée fractionnaire au sens de Caputo [1]).
Soient f € C™([a,b],R),n € N« € [n—1,n][. La dérivée fractionnaire d’ordre c de la fonction

est définie par :
Fesrddmer o 1 ()
Da(f)(t)zr(n_a)/a e

15
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Remarques 2.1.1. [41]

i) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ne satisfait pas D¢(1) = 0
(D2(1) = 0 pour la dérivée fractionnaire au sens de Caputo ) si o n’est pas un nombre

naturel .

ii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de produit :
D (f9) = fDa(g) + 9Dy (f).

iii) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de quotient :

_ gDs(f) — [Dsl9)

Dy (f/g) 72

iv) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas la régle de la composée :
Dy(fog)=fg) g

v) Toutes les dérivées fractionnaires ne satisfont pas : D*DP f = D*P f en général .

2.2 Calcul fractionnaire conformable

Dans cette section , nous donnons une nouvelle définition de dérivée fractionnaire et
intégrale fractionnaire . La forme de la définition montre que c’est la définition la plus
naturelle et la plus fertile . Si @ = 1, la définition coincide avec la définition classique de

la dérivée premiére .

2.2.1 Dérivée fractionnaire conformable

Définition 2.2.1. [41] Soient f : Rt — R une fonction , et « €]0,1] . On définit la dérivée

fractionnaire conformable de f d’ordre o par :

To(F)() = tig LTI TE),

e—0 g

(2.1)

pour toutt > 0.
* On note To(f)(t) = f(O(t) .
* Si f est existe et finie, on dit que [ est a—différentiable ent .

* Si f est a—différentiable dans 'intervalle |0,a[ ,a > 0, et limF FO(t) existe, alors
t—0
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La dérivée fractionnaire conformable de [ d’ordre o ent = 0 est définie par :

F(0) = lim f(¢).

t—0

Proposition 2.2.1. [36] Soient f :]0, +oo[— R, o €]0, 1] . Si f est différentiable ent > 0, alors

ona:

FEOE) =t (). (2.2)
DEMONSTRATION. On a

f(a) (t) = lim flt+et'™) = f(t)

e—0 £

t+ et =) — f(t
g ST (),
e—0 ctl-o

Soit h = et'~“ , alors

= frpe.

lim
h—0

f(t + h) — f(t)tlfa
h

Donc,

FOxt) =t ().
]

Théoréme 2.2.1. [36] Soit f :]0,+o0o[— R une fonction . Alors les propriétés suivantes sont

équivalentes :
a) [ est différentiable ,

b) f est a—différentiable pour() < av < 1.

DEMONSTRATION.

a) = b) 777

Supposons que f est différentiable , donc d’apres la proposition (2.2.1) , nous avons

FOM) =t ().

ie., f est a—différentiable .
b) = a) 777
Inversement , si f est a—différentiable , Alors f'(t) = t*~1 f(*)(¢) .

Donc f est différentiable .
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Exemples 2.2.1. [41] Soit ¢ > 0. On a les dérivées fractionnaires conformables de certains
fonctions suivantes :
1) ()@ = ptP=®  pour tout p € R.

Pour tout t > 0, d’apreés la proposition (2.2.1) et le théoréme (2.2.1) on a
(tp>(a) — tlfoz<tp)/ — tlfaptpfl — ptpfa.

2) (M@ =0, pourtout A € R.

) (
3) (ePt)(@) = ptl=aert et <€§ta)( @) — peat” ,pour toutp € R,
4) (sm(bt))(a) = bt'">cos(bt) ,Vb e R.

) (

5) (cos(bt))® = —bt'~*sin(bt) ,Vb € R.

Remarque 2.2.1. [10] Soient o €]0,1],p € R . Alors la fonction x : t — (e='") est une solution

unique d’équation différentielle fractionnaire conformable suivant :

2@ (t) = px(t), t>0,

(2.3)
z(0) = 1.

Soit z(t) = ea'" . D’apreés la définition (2.2.1) nous avons :

e Pourt > 0,o0ona

)(a) . eg(t—I—etl*a)a B ezta

e—0 £

e Pourt =0, 0na

29(0) = lim 2 (¢) = lim pe="" = pz(0) = p.

t—0 t—0

D’autre part , on a la condition initiale :

Donc , et est une solution unique d’équation différentielle fractionnaire conformable (2.3) .

Définition 2.2.2. [41, 36] Soient a €|n,n + 1], et f : RT™ — R une fonction n—différentiable

ent > 0. Alors la dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre o est définie par :

T()(f) = lim L2+ et = D)

e—0 g

(2.4)

Ou [«] : est la partie entiére de o .
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Remarque 2.2.2. [41, 36] En conséquence de la définition (2.2.2) , on peut facilement montrer

que

Ta(f)(2) =t flel (@),
Ou,a €ln,n+ 1], et f est (n+ 1)—différentiableent > 0 .

Théoréme 2.2.2. [36] Soit o €]0, 1] et on suppose que f, g : [0, +oo[— R sont a—différentiables

ent > 0. Alors nous avons les propriétés suivantes :
(1) (&f +n9)' ™ = Ef +ng'®) , pour tout &, n ER..

@) (f9) @ = fg') +gf@.
(@) _ fg(a)
® (19 = P2 T0
DEMONSTRATION.

(1) La preuve de cette propriété découle directement du définition (2.2.1) .

(2) D’apres la définition (2.2.1) ,on a

flt+et™)g(t +et'™) — f(t)g(t)
e—0 9

flt+ett=)g(t +et'=2) — f(t)g(t + 8t1_a)]

f()g(t +et'™) — f(t)g(t)]

€

ft+et'™) = f(t)

3

gl ett =) )ty S 20

~
S

= FO(E) - lim g(t + =) + ()9 (8).

Puisque g continue en ¢ , Alors hII(l) gt +et'™*) = g(t).

E—

(3) D’apres la proposition (2.2.1) et le théoréme (2.2.1) , on a

()0l

. (f’<t>g<t> - f(t)g'(t))

g2(t)
_ 9O f ) - f)g ()
g2(t)

]

Théoréme 2.2.3. [41] Si la fonction f : [0,4+00|— R est a—différentiable ent, > 0, o €]0, 1]

alors f est continue en ty .
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DEMONSTRATION.
t tlfa _ t
Nous avons f(to +5t(1)_0‘) — f(to) = f(to+ety” ) — f(to) e
€

Par passage a la limite quand ¢ — 0,

fto + ety ) — f(to)

. 1—a .
g lto +ete™) = Sto) = 1y : e
Soit h = 5t(1)_°‘ , alors
lim [ f(to + h) — f(to)] = £ (t) - 0
h—0
lim f(to + ) = f(to).
h—0
Donc f est continue en t . [

2.2.2 Intégrale fractionnaire conformable

Définition 2.2.3. [41] Soient f : [a, +oo[— R une fonction,a > 0 et €]0, 1] .

L’intégrale fractionnaire conformable de | d’ordre o de a verst définie par :

THF)() = TR f) (0 /f ds_/f 5o ds,

L’intégrale considérée est 'intégrale impropre usuelle de Riemann .

Notation 2.2.1.
" f)
Soit 0 < a < b, On note la valeur de I'intégrale / tljdt par ,J°[f] ,etona

oJalf] = Za(F)(0).

Proposition 2.2.2. [9]

SAGIESA
DEMONSTRATION.

Soit 0 < a < b.On suppose que f € L*([a,b],R) , alors
t
Soit f € L'([a,b],R) , alors 0]

b
‘_ atla ‘—/a TARe!

SARIEEA]

= [0l

a

Par conséquent ,

]

Théoréme 2.2.4. [53, 41] Soienta > 0, €]0,1[, et f : [a, +oo[— R est une fonction continue

sur le domaine de L, alors pour toutt > a ona:

(Z2() W (t) = f(t).
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DEMONSTRATION.
Puisque f est continue , donc Z¢( f) est différentiable .

D’apres la proposition (2.2.1) nous avons

@ () @) = L (ze())

dt

dt ), s'=@
_ lfaf(t)
=t tl_—oc

= f(b).

Théoréme 2.2.5. [9] Sig € L'([a,b]), alors la fonction x : [a,b] — R définie par

x(t) = ema(@) (e;xg + 3¢ [ﬂ]) : (2.5)

e_é(i)a

est une solution du probléme

r@(t) + La(t) =g(t), teclab], a>0,

z(a) = xo.

DEMONSTRATION.
Soit x : [a,b] — R une fonction définie par (2.5) . D’apres les théorémes (2.2.2) , (2.2.4) et la

proposition (2.2.1) , nous avons

1 /1\° a « t
= (0 o) (2 ) v ()
(6% a € a‘a € al‘a
1\“ o
=— (—) emala) (6;950 +aJ, [&D +g(t)
a e ala)”

Donc,

D’autre part ,
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Proposition 2.2.3. [9] Sixz : (0,00) — R est a—différentiable ent € [a,b] , alors

z(t)z*(t)

2(1)]@ —
|z (), @]

DEMONSTRATION.

D’apreés la définition (2.2.1) , nous avons

|zt + et — |2(t)]
e—0 £

o(t + et? =) — z(t)?

B lli% L(|x(t +ett=o)| + |$(t)|)]

 lim [x(t et —2(t)?* 1
e—0 £ |z (t + et =) + |z(t)]
@ 1
=01 gy
_ 2x(t)x(a)(t)2|x1(t)|

]

Définition 2.2.4. [10, 12] Soit (E, M, i) un espace mesuré . Une propriété P est dite presque
partout (p.p) sur E ou presque pour tout (p.p.t)t € E s’il existe un ensemble B C E négligeable
tel que P est vraie sur E\ B .

Définition 2.2.5. [10, 12] Soit A ensemble mesurable pour la mesure de Lebesgue sur I . On dit
que la fonction f : I — R est une fonction a—intégrable sur A si et seulement si t®~1 f(t) est

intégrable au sens de Lebesgue sur A , et on note

/A f)dat = /A tLf(t)dt.

Définition 2.2.6. [12] Soient E C R un ensemble mesurable , et ® : EE — R une fonction
mesurable . On dira que ® € L} (E,R) si

/E 1B(s)|dus = /E [B(s)|sds < +o0.

On dira qu’une fonction mesurable f : E — R" est dans I’ensemble L (E,R") si

J 1 das = [ 5]l ds < +oc.

ie., f; € L1 (E,R) , pour chacune de ces composantes f; : E —+R,i=1,..n.
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Définition 2.2.7. [12]

Une fonction f : I — R" est dite absolument continue notée f € AC(I,R") sur I si pour tout

e >0, il existe un o > 0 tel que si {[ak, bk[}Z:n est une famille finie d’intervalles deux a deux

disjoints satisfaisant
k=m k=m

(be —ar) <6 alors Y |[f(bx) = fla)| <e.

k=1

Théoréme 2.2.6. [12] On suppose que la fonction f : I — R™ est absolument continue sur I ,

alors f est fractionnaire conformable différentiable d’ordre o p.p. sur I et on a

f(t) = f(0) + 9 (s)dys,  pourtoutt € I.
[0,¢]

2.2.3 Applications

Exemple 2.2.1. Soit 'équation différentielle fractionnaire conformable suivante :

y D (x) + ry(z) = x>0,
y(0) = 1.

(2.6)

Ona

y 2 (@) + Vay(z) = 27)

En multipliant I’équation (2.7) par €” , on trouve

ey (2) + Vaey(z) =

D’apres le théoréme (2.2.2)

(e"y(x) M =

Par I'intégration , on a

2 2
§x3/2+c:>y(x): 232e™" 4 ce"

e"y(z) = 3

La condition initiale implique que c = 1.
Donc,

2
y(x) = §x3/2e_m +e”

est un solution d’équation différentielle fractionnaire conformable (2.6) .
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Exemple 2.2.2. Soit I’équation différentielle fractionnaire conformable suivante :

1 @_3(3)1/3

7 (t):m, t € [2,10],

(5)"
e “\2
D’apres le théoréme (2.2.5) ,ona: a = % ,a=2etg(t) = 2393
V2

£\1/3 ~2/3
:C(t) = 6_3(§> 633:0 + 1/335 |:S—:|

7

En utilisant la définition (2.2.3) pour calculer I'intégrale Z , on obtient :

t ¢—2/3

|
J

7= . s2/3(ds

t 4—4/3

Donc,

2.3 Calcul fractionnaire conformable sur les échelles de
temps

On introduit quelques notions de A—dérivée fractionnaire conformable d’ordre «

0 < a < 1 pour une fonction définie sur ’échelle de temps arbitraire T .

Définition 2.3.1 (Delta dérivée fractionnaire conformable [32]).
Soient f : T — R une fonction ,t € T* et o €]0,1] . Pour t > 0, on dira que f est
A—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t s’il existe un nombre féa) (t) tel que,

pour tout e > 0, il existe un 0—wvoisinage V, C T det , (ie, V; =]t — §,t + 5[ NT),d > 0 our,

‘(f"(t) — f)) = W) (p(t) — )| < elo(t) —s|,  pourtouts € V.
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On appelle (Aa)(t) la A—dérivée fractionnaire conformable d’ordre o de f ent .

On définit la A—dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

Si f est A—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t pour tout t € TF , alors

féa) : T* — R est appelée la A—dérivée fractionnaire conformable de f sur T* .

Définition 2.3.2. [32] Soient T une échelle de temps , « €|n,n + 1], n € N et f n—jfois

A—différentiable en T*" . On definit la A—dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre o

par:

Théoréme 2.3.1. [32] Soient o €|n,n + 1|, n € N. On a la relation suivante :

o n—a 1+n
JRI(8) = e AT ). (2.8)
DEMONSTRATION.
La démonstration est similaire a celle donnée par le théoreme (3.2.7) . O

Maintenant, nous introduisons A—intégrale fractionnaire conformable (ou A*—intégrale

fractionnaire ) sur I’échelle de temps .

Définition 2.3.3. [32] Soit f : T — R une fonction réguliére . Alors la A*—intégrale fraction-

nairede f ,0 < a < 1, est définie par :

/f(t)Aat:/f(t)to‘lAt.

Définition 2.3.4. [32] Supposons que f : T — R est une fonction réguliere .

On note A“—intégrale fractionnaire indéfinie de f d’ordre o, 0 < a < 1 par:

Faalt) = [ A%

Alors, pour tous a,b € T, on définit A*—intégrale fractionnaire de Cauchy par :

/ f(t)Aat = FA,a(b> - FA7a<a).

Théoréme 2.3.2. [32] Soit « €]0, 1]. Alors, pour toute fonction rd-continue f : T — R, il existe
une fonction Fa o : T — R tel que (FA@)(AQ) (t) = f(t) pour toutt € T .

La fonction F ., s’appelle A —antidérivée de f .
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DEMONSTRATION.

 Si a = 1 alors il réduit a la définition (1.3.4) et le théoréme (1.3.2) .

« Si v €]0, 1] . Supposons que f est rd-continue , alors f est une fonction réguliére .
Donc, Fa o(t) = / f(t)A“t est A—fractionnaire conformable différentiable sur T* .

En utilisant I’égalité (2.8) et la définition (2.3.3) , nous obtenons
(Faa)(t) = 10 (Faut)® = f(1), Vte T

O

Définition 2.3.5. [43] Soit (T, Ma, pa) un espace mesuré , et soit un ensemble E C T . Une
propriété P est dite A— presque partout (A—p.p) sur E ou A—presque pour tout (A—p.p.t)t € E

s’il existe un ensemble B C E A—négligeable tel que P est vraie sur E\ B .

Définition 2.3.6. [32] Soient f : T — R une fonction , A est un ensemble A—mesurable de T .

On dit que [ est A*—intégrable sur A si et seulement si t*~' f(t) est intégrable sur A , et

/Af(t)Aat:/Atalf(t)At.



Chapitre 3

Calcul nabla fractionnaire conformable sur

les échelles de temps

3.1 Introduction

En 2014 , Khalil et al. [41] ont défini une nouvelle dérivée fractionnaire qui s’appelle
la dérivée fractionnaire conformable (voir la définition (2.2.1)) .
En particulier , Benkhettou et al. [32] ont étendu cette définition sur I’échelle de temps
arbitraire , qui est une extension naturelle du calcul fractionnaire conformable (voir la
définition (2.3.1)) , qui a été développée plus tard |18, 55] .

Motivé par des résultats dans [32, 18, 55] , dans ce chapitre , nous introduisons les
définitions de V—dérivée fractionnaire conformable et V—intégrale conformable sur les

échelles de temps et nous étudions leurs propriétés importantes .

3.2 V-—dérivée fractionnaire conformable

Nous commencons par introduire la notion de V—dérivée fractionnaire conformable

d’ordre « €]0, 1] pour une fonction définie sur ’échelle de temps arbitraire T .

3.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.2.1. [11, 12]
Soient f : T — R une fonction , t € Ty et « €]0,1] . Pourt > 0, on dira que f est
V —fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t s’il existe un nombre Ty o(f)(t) tel

que , pour tout € > 0, il existe un 6—voisinage V, C T det, (ie, V, =t —6,t +0[NT),5 >0

27
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[(F7(8) = F(8) " = Toa(HW)(olt) — )| < elp(t) — 5|, pourtouts €V,

On appelle Ty o (f)(t) la V—dérivée fractionnaire conformable d’ordre o de f en't .

On définit la VV —dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

Si f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en t pour tout t € Ty, , alors

Tv.o(f) : Tk = R est appelée la V —dérivée fractionnaire conformable de f sur T}, .

Remarque 3.2.1. [11,12] Sia = 1, et f admet une V —dérivée fractionnaire conformable d’ordre

o alors Ty o () (t) = fY(t).
Notations 3.2.1. On note :

> Toa(f)(t) = &” (t).

» C%([a,b]T,R) = { f :la,blr — R, f est V—fractionnaire conformable différentiable
d’ordre « sur [a, blr et To.o(f)(t) € C([a,blr)}.

» C([a,blr,R) = {f : [a,b]r — R, f est V—fractionnaire conformable différentiable
d’ordre o sur [a, blr et Ty o (f)(t) € Cua([a, b]r) }

Certaines propriétés importantes de V—dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre

« sont données dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1. [11, 12] Soient o €]0,1], f : T — R une fonction ett € Ty . Alors on a les
propriétés suivantes :
(i) Sif est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre cv ent , alors f est continue en

t.

(i) Si f est continue ent et sit est dispersé a gauche , alors f est V— fractionnaire conformable

différentiable d’ordre o en't et

1) = Fo®) 10

50 D)

(iii) Sit est dense a gauche , alors [ est V— fractionnaire conformable différentiable d’ordre o

t _
ent si et seulement si la limite lim Mtl_“

existe et finie .
s—t t—s

Dans ce cas ,

f(a) (t) = lim Mtlfa_ (3.2)
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(iv) Si f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o ent , alors

Fo(8) = ft) =~ f508). (3.3)

DEMONSTRATION.

(i) Supposons que f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en ¢, alors

pour tout € > 0 il existe un voisinage V; de t tel que :

(Fo(0) = F()E ™ = [ (0(p(t) = 5)| < e¥[p(t) = 5|, pour tout s € V.

Ou,
. 13
1+ 29(8) + | f&0 ()]

* l—«a

Par conséquent , nous avons , pour tout s € V; N |t — &*, ¢ + &*[,

) = £6)] = |(Folt) = £(5)) = £E B)(plt) — )t

=[(F o) = ) = £ p() = 0t + (D)t - st
(p(t) = =+ |1 (1) = syt
< el ) + 1s =t + 0 + 18 (1)1
<ele {142y + 118 )1}

<e.

<e&*

(p(t) — s)t* | + ¢

Donc, f continue en ¢ .

(if) Supposons que f est continue en ¢, et t est dispersé a gauche . Par la continuité ,

f(t) = fp(0)) 1-a
() '

Etant donné € > 0 et o €]0, 1] , il existe un voisinage V; de t tel que

lim
s—t p( )

F) ~ F(5) o F0E) = () 1
t)—s p(t) —t

< g, pour tout s € V,.

‘f(p(t)) —f8) g SO = FpR)) 1oa
p(t) —s ~(t)

D’ou,
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(iii)

(iv)

D’apreés la définition (3.2.1) on trouve I'égalité (3.1) .

Supposons que [ est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o en ¢ et ¢
dense a gauche .
Soit € > 0, puisque f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre v en ¢,

donc il existe un voisinage V; de ¢ tel que ,

(F7(8) = FDE™ = S0 (p(t) = 5)| < elp(t) - 5], pour tout s € V).
Parce que p(t) =t,ona

t) — a
S 35 f(s)tl—a _ é)(t)‘ <, pourtouts €V, tel que s #t,
—s

Par conséquent , nous obtenons le résultat (3.2) .
Maintenant , on suppose que la limite a droite de (3.2) existe et est égale a ¢, et t est
dense a gauche .

Alors, il existe V, tel que,
‘(f(t) — fs)Nt — 4t — s)‘ <egl|t—s|, pourtouts eV,
le fait que ¢ est dense a gauche,
[(F(p(1)) = F(s)1 = £(p(t) — )| < elolt) — s].

Donc f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre v en ¢ et f(va) (t)y="1¢.

Sit est dense a gauche , alors y(t) =0, et

Flp(t) = F(t) — 7 () f ()t = f().

D’autre part, si ¢ est dispersé a gauche , alors d’apres la propriété (ii) du théoreme (3.2.1)

on a

Donc , Iégalité (3.3) est vraie . [
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Proposition 3.2.1. [11,12] Si f : T — R est définie par f(t) = ¢, pour toutt € Tetc € R,

alors

15 = (@ =0

DEMONSTRATION.

Sit dispersé a gauche , alors par la propriété (ii) du théoréme (3.2.1) on a

1) = £20) 1

(1) -0

FEt) =

Autrement , si t dense a gauche , alors par la propriété (iii) du théoréme (3.2.1) on a

(o) : C—C ,1qa
tzlm( -t ):O.
fo () =1l PR

Proposition 3.2.2. [11,12] Si f : T — R est définie par f(t) =t pour toutt € T , alors

= si oo #1,

1 si a=1.

DEMONSTRATION.

«Si0 < a < 1, dapres la propriété (iv) du théoréme (3.2.1), on a

p(t) =t — (O (1) = y(t) = (1 S (1),

Siv(t) # 0, alors f(t) =t |
Maintenant on suppose que y(t) = 0, ie., p(t) = t . Dans ce cas t est dense a gauche et d’aprés

la propriété (iii) du théoréme (3.2.1) on a

o . t_ _ _
fé)(t):hm(t S a) = i,

s—t — S
-Siazl,alorsféa)(t)zl. O

Exemples 3.2.1.

1) La fonction f : R — R est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre « en

t)— f(s
point ¢ € R si et seulement si, la limite lirr% Mtl_a existe et finie.
s— — S

Dans ce cas,

@) = f9(t) = lim JO = fs) oo (3.4)
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Car dans ce cas T = R, tous les points sont dense et il suffit d’appliquer la propriété (iii)

du théoréme (3.2.1) .

« L’identité (3.4) correspond a la dérivée fractionnaire conformable donnée dans la défi-

nition (2.2.1) .
«Si v = 1 alors féa)(t) =fVt)=f'(t).

2) Soith > 0.Si f: hZ — R, alors f est V—fractionnaire conformable différentiable

d’ordre v en t € hZ avec

eSia=1eth=1,alors

éa) (t) =Vf(t)=f(t)— f(t—1), (ouV estl'opérateur de différence arriere .)

Exemple 3.2.1. Soientp € R, ,ty € T et f(t) = €,(¢,ty) pourt € Tona

FEE) =t =pe, (¢, to).

« Cas 01 : ¢ est dispersé a gauche , d’apres la propriété (ii) du théoréme (3.2.1) , on a

« A () N -
FEt) = (ep(t to)) o) = &Y (£, to)t .
D’apres le théoréme 12 dans [15] on a
éZ(t, to) = pép(t, to)

Donc,

FE) = £ 7ope, (1, t).

« Cas 02 : ¢ est dense a gauche , d’apres la propriété (iii) du théoréme (3.2.1), on a

1) = (y(t,10)) ) = &Y (1, to)t

D’apres le théoréme 12 dans [15] on a

&y (t,to) = pép(t,to).
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Donc,

FEt) = 1 pe,(t, to).

Théoréme 3.2.2. [38] Soient p(t) = t* 'p(t),a €]0,1].Sip € R, ,tx € T, alors la fonction

V —exponentielle é5(t, to) est une solution unique du probléme suivant :
(3.5)

DEMONSTRATION.
D’apres le théoréme (1.5.1) on a la fonction V—exponentielle é,(¢, t) est une solution unique

du probléme suivant :

D’apres 'exemple (3.2.1) , on trouve

(ea(t,10)) ) = £-2p(1)ép(t, to) = p(£)ep(t, to).

Donc , la fonction é;(t, o) est une solution unique du probléme (3.5) . ]

Théoréme 3.2.3. [11, 12] Supposons que f,g : T — R sont V—fractionnaires conformables

différentiables d’ordre «v alors ,

(i) Lasomme f 4+ g : T — R est V— fractionnaire conformable différentiable et
(F+9¥ =1+ 98
(ii) Pourtout A € R, \f : T — R est V—fractionnaire conformable différentiable et
WS =2

(iii) Si f et g sont continues alors le produit fg : T — R est V—fractionnaire conformable

différentiable et

(f9)S) = f&g + fog&.

= 159"+ foy.
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1
(iv) Si f est continue alors — est V—fractionnaire conformable différentiable et on a

e e
0%

Pour tous pointst € T et f(t)fr(t) #0.
(v) Si f et g sont continues alors i est V—fractionnaire conformable différentiable et on a

(i)m _ 1&g — 198

9/v 99°

Pour tous pointst € T et g(t)g°(t) # 0.

DEMONSTRATION. Supposons que f et g sont deux fonctions V —fractionnaires conformables

différentiables d’ordre v ent € T}, .

(i) Soite > 0.1l existe deux voisinages V; et U; de t ou ,

|p(t) — s|, pourtouts € V.

DO | ™

() = F)E = W (1) = 5)| <

p(t) —s|, pourtouts € U,.

N ™

(&(t) = g™ = g O plt) — 5)]| <

Soit W, = V; NU, . Alors , pour tout s € W, ,

(497 (@) = (F + @)D = (A0 + 6§ O)p(0) = )] < elp(t) .

Donc, f + g est V—fractionnaire conformable différentiable et

(f+ )9 (1) = 152 + 69 1),

(ii) Soite > 0. Alors

(<) <e¢|p(t) —s|, pourtouts €V,

(F7(8) = FDE™ = SO p(0) — 5)

Il s’ensuit que

() = AN = A (0 (p(t) = 5)| < elllp(t) = 5], pour touts € V..
Par conséquent , A f est V—fractionnaire conformable différentiable en ¢ . et

AN ) = M)
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(iii) Sit est dispersé a gauche , alors

(F)(t) = (fg)(t );(tgfg) () 1-a
- Wﬂ a] (1)) + [Wﬂ_a
= 157 )9(p(1)) + f(1)g5” (2).
Si t est dense & gauche , alors
(Fa)(1) = tim SO =9 1o
~ lim {f(tiif(s) M} o) + [g(?s:i(s) L

Et pour 'autre formule il suffit de permuter f et g .

(iv) D’apres la proposition (3.2.1) , on sait que

(f 'l)(a)ﬂl)(“’—o
fle Y 7

Par conséquent , d’apres la propriété (iii) du théoreme (3.2.3) ,

1\ (@ L _
(5). st + 50575 =

Puisque on a f(p(t)) # 0, alors

nNe
(f)v O = =50 700

(v) On utilise les propriétés (iii) et (iv) du théoréme (3.2.3) on trouve

(). 0=(3). 0

()
_— G)V () + £ )

95 ()
- <> o
Wt)g(
g

)
) — f(t >g<€><t>,
t)g°(t)
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Si f,g : R — R deux fonctions telles que g différentiable en ¢ et f différentiable en
g(t) . Alors

(fog)(t) = f(g(t)g'(t)- (3.6)

L’égalité (3.6) ne satisfait pas dans le calcul fractionnaire (voir la remarque (2.1.1)), et
aussi dans le calcul sur les échelles de temps (d’ordre entier ou fractionnaire) voir ’exemple

suivant :

Exemple 3.2.2. Soit T = Z . On suppose que f,g : Z — Z sont deux fonctions définies par
ft) =4 ,g(t)=2t.

Il est clair que

(fog)e) =da(2t — 1)t #£ (4t — 1)(2t) 7t = f&(g(t)) 9 (2).

Théoréme 3.2.4. [11, 12]
Soit a €]0, 1] . On suppose que g : T — R est continue et V— fractionnaire conformable diffé-
rentiable d’ordre c ent € Ty , et f : R — R est continument différentiable . Alors , il existe c

dans Uintervalle [p(t),t] , avec

(fo9)S (1) = F'(g(c))g (1). (3.7)

DEMONSTRATION. Soit t € Ty.

« Cas 01 : Si ¢ dispersé a gauche ,

Dans ce cas,

(fog)S(t) =

Sig(p(t)) = g(t) , alors nous obtenons

(fog)d'(t) =0 et g&(t) = 0.

Par conséquent , I’égalité (3.7) est vraie pour tout ¢ dans I'intervalle réel [p(t), ] .

On suppose maintenant que g(p(t)) # g(t) . Par le théoréme de la moyenne , nous avons

(fog)d(t) = = f1(€)g (1)

Flalp(®) = flg(®) 9(t) — 9(p(t)) 1-a
9(p(t)) = g(t) (1)

D’ou, £ entre g(p(t)) et g(t) .

Puisque ¢ : T — R continue donc il existe ¢ € [p(t),t] tel que g(c) = & qui vérifie

Iégalité (3.7) .
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« Cas 02 : Si ¢ dense a gauche,

Dans ce cas,

(fo9)$() = lim

o Fe) — Flo(s) gl —g(s) .
sot - g(t) — g(s) t—s '

Par le théoréme de la moyenne , il existe & entre g(p(t)) et g(t) tel que,

(o0 =tim { e - L= 2 d

Par la continuité de g nous obtenons, lirr% & = g(t) alors
S—>

(fo )& (t) = f'(g(t)g ().

Puisque ¢ dense a gauche donc, ¢ = t = p(t) qui vérifie I’égalité (3.7) . Donc , il existe

c € [p(t),t] qui vérifie I'égalité (3.7) .

0
Exemple 3.2.3. Soit T = N.
«Pourt € T\ {0},ona:p(t)=t—1lety(t)=1.
«Pourt=0,0na:p(t)=0ety(t)=0.
1) Onprend f(t) =t*,etg(t) =t.
Le théoréme (3.2.4) garantit qu’on peut trouver ¢ dans 'intervalle [p(t), ¢] tel que
(fo0)3(0) = F'(a(c)gy (1). (38)

Par le théoréeme (3.2.1) ,on a

(Fog)§(t) = 21~ g (1) = -7 et f'(g(c)) = 2c.

D’apres I'égalité (3.8) , on a

2 = et

Donc,

3
c=te [t —1,t].
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2) On prend maintenant f(t) = g(t) = t* pour tout ¢ € T \ {1} . Nous obtenons

Dime _ (£0 (1) = F(g(e)g(t) = 22 - 222,

8
5
c—\/gte [t —1,¢].

Par conséquent ,

Théoréme 3.2.5. [19, 49] Soient f : R — R une fonction continiment différentiable , o« €0, 1]

et g : T — R est V—fractionnaire conformable différentiable . Alors f o g :

V — fractionnaire conformable différentiable et on a :

(o)1) = { [ 76t~ e >)dh} ().

DEMONSTRATION.

« Cas 01 : ¢ dense a gauche

s—t t—s

— lim f(g(t)l)t - F9(s) 1-a

i [ L) = f9(s) 9(8) —9(5)] j1-a
sot [ g(t) —g(s) t—s
i 2@ = Flo(s) . 9() = g(s) 1q
sot g(t)—g(s) st t—s

= f'(g(1)) - g (t).

D’autre part , puisque ¢t = p(t) , alors y(f) = O eton a

[ 760 - ity <>>dh} (1)
| 7t }”(t)

« Cas 02 : ¢ dispersé a gauche

(fog)t) = (fo9)(p(1) 1-a
v(t)
Flg(®) = (g @) 1-a
(1) ’

(fog)P(t) =

T — R est
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D’autre part,
Fo0@0 = { [ a0 - mee s @)an} o0
_ 1 wt @]l @
- {{f(gof) e o 0)] o
— e 100 =9 0) - S0
fg*®) = (fog)(t)
(@)t
_ (fog)t) - f(g"®))
Yttt
_ fY®) ~ [(g°@) 1o
() '
0

Exemple 3.2.4. Soient f : R — Ret g : Z — R deux fonctions définies par :
g(t)y =1, f(t) = €', alors

gy = (2t — D)t et f/(t) = €.
D’apres le théoreme (3.2.5) , on a

(fog)(v"‘)(t)Z{/O 7 (g(t) — ry(p)eogle <>>dh} (1)

1
(275— 1)tl—a/ t2—h(2t—l)dh

22(: . 1 tl (03 t2/ —h(2t 1

2t . tl N t2 |: e—h(2t 1:|
h=0

= (2t — 1)t'~ ‘”2{

Théoréme 3.2.6. [31] Soient c une constante, m € Net0 < a <1.

1) Sif(t)=(t—c)™, alors
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eSic=20, alors

m—1
FE) = (™)) == (',
1=0

2) Sig(t) = (t—;c)m , alors
( ) . m—1 1
gy (t) = —t ZZ:; (t— o)t (p(t) — cym=i’

Avec, [p(t) — c](t —c) #0.
DEMONSTRATION.

1) Par récurrence :

«Sim = 1, alors f(t) = t — ¢ . D’apres la propriété (i) du théoréme (3.2.3) et les
propositions (3.2.1) et (3.2.2) , on trouve : f(va)(t) =t

m—1

- Maintenant , on suppose que fi(¢) = ¢!~ Z(t — o)™ (p(t) — ¢)' est vraie .
i=0
Avec f(t) = (t —c)™.
« Montrons pour m + 1, ie.,
Ft) =172 (0 = 0" (p(t) = o
i=0

Avec F(t) = (t — )™ = (t — ¢) f(t) .

On utilise la propriété (iii) du théoréme (3.2.3) , on trouve

((t =)y

((t— o) f ()%
(t— )& Flp(t) + (t — o) f5(2)

F& (1)

m—1
=t p(t) — )"+ (t =)ty (=) (p(t) — )
i=0
=t (t= )" (p(t) — )
=0
Dousic =0, alors on a
m—1
féoc) (t) _ (tm>(v0t) _ tl—oz Z tm—l—zp(t)z.
i=0

Dans ce cas, si ¢ est dense a gauche , alors féa) (t) = mtm—.
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2) Ona:g(t) = %t) , par la propriété (iv) du théoréme (3.2.3) , nous avons
(o) ()
@y _ (L _ @)
0= (7). 0= R

1
— tl*O{
; (t =) (p(t) — )™~
U
Nous définissons la V—dérivée fractionnaire conformable ()% pour a €]m, m + 1] ,

ol m est un nombre naturel .

Définition 3.2.2. [11, 12] Soient T une échelle de temps, « €lm, m + 1], m € N et f m—fois

V —différentiable en T;m . On definit la V —dérivée fractionnaire conformable de [ d’ordre o

par:
O = (™.

Exemple 3.2.5. Soient T = hZ ,h > 0,ona f(t) =t3eta =2.1.

Alors par la définition (3.2.2) , nous avons
;&0 = (17)9 o).
Puisque p(t) =t — h,ety(t) = h, on trouve
V0 = ()" = (6t - 6m)g ™.

D’aprés la propositions (3.2.1) et les propriétés (i) et (ii) du théoréme (3.2.3) nous obtenons

<) =6().
Donc d’apres la proposition (3.2.2) on a

&) =60,
Théoréme 3.2.7. [11, 12] Soient o« €lm,m + 1|, m € N . On a la relation suivante :

FEI (1) = glrm—e Y (3.9)
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DEMONSTRATION.
Soit f une fonction m— fois V —différentiable . Pour o €]m, m + 1], il existe 5 €]0, 1] tel que
a = m + 3. D’aprés la définition (3.2.2) ,on a : féa) = (fvm)(vﬂ) .
Par la définition d’ordre supérieur' de V—dérivée et les propriétés (ii) , (iii) du théoréme
(3.2.1) , on obtient

) =) @),

Remarque 3.2.2. [11, 12] Dans l’égalité (3.9) quand m = 0, nous avons

FE) = £ fY (1), @ €lo,1].

3.3 V-—intégrale fractionnaire conformable

Dans cette section , nous introduisons la V—intégrale fractionnaire conformable ( ou

V.—intégrale fractionnaire ) sur 'échelle de temps .

3.3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.3.1. [11, 12]

Soit f : T — R une fonction réguliére . Alors la V ,—intégrale fractionnairede f ,0 < o <1,
est définie par:/f(t)vat = /f(t)ta_1Vt.
Notations 3.3.1.

» Sia =1,alors /f(t)Vat = /f(t)Vt , est V—intégrale indéfinie .

» SiT =R, alors / f(t)Vat = / f(#)t*dt , est 'intégrale fractionnaire conformable
indiquée dans la définition (2.2.3) .

Définition 3.3.2. [11, 12] Supposons que f : T — R est une fonction réguliére .

On note V ,—intégrale fractionnaire indéfinie de f d’ordrea,0 < o < 1 par:

Foalt) = [ £(09a

Alors , pour tous a,b € T, on définit V ,—intégrale fractionnaire de Cauchy par :

/meﬂm@—mm»

1. voir la définition (1.2.3) .
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Définition 3.3.3. [11, 12] Soient f : T — R une fonction, A est un sous-ensemble V —mesurable

de T . On dit que f est V,—intégrable sur A si et seulement si t*~' f(t) est intégrable sur A , et

/Af(t)vatZ/Ata_lf(t)Vt.

Théoréme 3.3.1. [11, 12] Soit o €]0, 1] . Alors , pour toute fonction ld-continue f : T — R, il
existe une fonction Fy ., : T — R telle que (Fv@)(va) (t) = f(t) pour toutt € Ty, .
La fonction Fy ,, s’appelle V ,—antidérivée de f .

DEMONSTRATION.
¢ Si o = 1 alors il réduit a la définition (1.3.6) et le théoréme (1.3.3) .

«Sia €]0, 1] . Supposons que f est ld-continue , alors f est une fonction réguliére .

Fyo(t) /f

est V—fractionnaire conformable différentiable sur T}, .

Donc,

En utilisant I’égalité (3.9) et la définition (3.3.1) , nous obtenons

(Fea)$(t) =t (Fo.a()Y = f(t), ¥t € Ty

]

Théoréme 3.3.2. [11, 12] Soient o €]0,1] , a,b,c € T, \,5 € R et f, g deux fonctions ld-

continues alors

b b b
W) / AF(E) + Bo(t)]Val = A / )Vl + / ONA.

2) /abf(t)vat: —/baf(t)v ¢
3) /bf(t)Vat:/cf(t)Vat+/cbf(t)Vt
/ FOVat = 0.

) S’ilexiste g : T — R avec | f(t)| < g(t) pour toutt € [a,b], alors

< /abg(t)vat.

b
(6) Si f(t) > 0 pour toutt € [a, b alors/ f(t)Vat >0.




3.3 V—intégrale fractionnaire conformable

44

DEMONSTRATION.

Comme f et g sont deux fonctions ld-continues donc d’apres le théoreme (3.3.1) , f posséde

une V,—antidérivée F', et g posséde une V,—antidérivée GG, telles que
F ) = f(t) et G(t)=g(t) pour toutt € Ty.
(1) Pour tout t € Ty , nous avons,
(AF + 8G) 2 (8) = AFS (1) + BGE) (1) = M (t) + By(t).

donc,

/ INf(8) + Bg(t)] Vat = / (AF + BG) (1) Vot

— [AF + BG] (b) — [AF + 5G] (a)
= AF(b) — AF(a) + BG(b) — BG(a)

_A/f Vt+ﬂ/

(2) Nous avons,

b a
/ F(O)Vat = F(b) — F(a) = —[F(a) - F(8)] = - / F(t)Vat

(3) Nous avons ,

/f H)Vat = F(a) — F(a) =0.
5) On note que

|Fyvo(t)] < Gy.a(t) surla, b

implique que

|F'(b) = Fa)] < G(b) = G(a)
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/ab f(#)Vat| < /abg(t)vat.

(6) La preuve de cette propriété est donnée directement par la propriété (5) .

ie.,

]

Théoréme 3.3.3. [49] Soient a,b € T ,oua < b, a €]0,1] et f,g sont deux fonctions

V —fractionnaires conformables différentiables , alors

/fp OVl = (f9)(0) / Vi,
/ (068 OV at = (£9)(0) / 1)

DEMONSTRATION.

(1) D’apres la propriété (iii) du théoréme (3.2.3) , On a

Flp)ge(t) = (f9)&) (1) — f&) () t).

Si f, g sont deux fonctions V —fractionnaires conformables différentiables , Alors

/f <a>vt—/(fg Vt_/fv .
). . / & (£)g()Vat

— (f9)(®) - (f9)(a) - / O (1)g(t) Vat.

(2) Méme chose pour la deuxieme propriété .

Théoréme 3.3.4. [11,12] Si f: T — R est une fonction ld-continue ett € Ty, , alors

/ Ve =207 01

DEMONSTRATION.
Soit f une fonction Id-continue sur T}, . Alors f est une fonction réguliere .

Par la définition (3.3.2) et le théoréme (3.3.1) , il existe une V,—antidérivée de f satisfaisant

/ o J08 = Foalt) = Foalp(t) = (Foa) S (6700t = () f(1)t2



3.3 V—intégrale fractionnaire conformable 46

Théoréme 3.3.5. [11, 12] Soienta,b € T ,a € [0,1] et f : T — R est une fonction ld-continue .

Nous avons :

b b
i) ST =R, alors/ ft)Vat = / f()t*~dt ( ou lintégrale a droite est I'intégrale
fractionnaire conformable” ) .

Si v = 1 alors elle se réduit a I'intégrale usuelle de Riemann .

(ii) Si[a, b]T ne contient que des points isolés , alors

b Ete]a,bh- ()t f(t) si a<b,
/ f®)Vat =4 0 st a=2>,
— D iclbals Yt f(t) sioa>b.

(i) SiT = hZ = {hk : k € Z} tel que h > 0 alors

Xh: h(kh)* 7 f(kh)  si a <D,

k=241

b
/ f)Vat =4 0 si a=b,
¢ 0
— > h(kh)*'f(kh) si a>0b.
(| k=241
(iv) SiT = Z alors
( b
Z tlft)  sioa<b,
b t=a+1
/ fA)Vat=14 0 st a=a>,
— Z U (t) si a>b
\ t=b+1

DEMONSTRATION.

(i) SiT =R, alors féa) (t) = f@(t) = lim Mtl_o‘ . (d’aprés I'exemple (3.2.1)) .

2. voir la définition (2.2.3) .
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(ii) [a, b]T ne contient que des points isolés donc on supposera que [a, b]r = {to, 1, -

tels que

a:t0<t1<t2<---<tn:b.

«Sia < b, alors d’apres la propriété (3) du théoreme (3.3.2) on a

/f Vt—Z/tm

:Z/tlﬂ F(O)Vat

p(tit1)

= Z |:Fva z+1 FV,a(p(ti-f-l))

= Z (Fv,a)(va) (i) v (i)t
i=0
n—1

= A(tig1) fta)E0T
=0

Par conséquent,

/ FOVat = S et (1),

te]a blt

 tn}

e Sia > b, alors en utilisant la propriété (2) du théoreme (3.3.2) , on obtient le résultat .

e Sia =10, alors en utilisant la propriété (4) du théoréme (3.3.2) , on obtient le résultat .

(iii) Soient T =hZ ,h > 0.Sia < b, alors
Soita € hZ ,alors A ki € Z tel que a = hky = k1 =

@|@:|@

Soit b € hZ ,alors 3 ky € Z tel que b = hky = ky =
Soitt € hZ ,alors 3 k € Z tel que t = hk .

Soit t €]a,b] — hk €|hky, hiks)
— k Ewﬁ, kg]

:ke[kﬁl—f—l,k’g]

a b
— k —+1. 1.
e[h+,h]

Donc,
b
r

b
/ FOVat = Y h(kh)* f(kh).

k=241
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Sia > b, alors en utilisant la propriété (2) du théoréme (3.3.2) , on obtient le résultat .

Sia = b, alors en utilisant la propriété (4) du théoréme (3.3.2) , on obtient le résultat .

(iv) Si T = Z, c’est une cas particuliere de (iii) .

Exemples 3.3.1.

1) Si f: T — R est définie par f(t) = ct'=®,c € R, pour tout t € R, alors

/f (b a).

2) Si f: R — R est définie par f(t) = v/t , pour tout t € R , alors

b
2 1 1
OVt = | t3dt = pote — gtz
/af<>va / pa (0" )

3) Si f: 3N — R est définie par f(t) = 2" et = 1 , alors

[ron=3n2i
HERERENE

_\/_—FT—FE

Lemme 3.3.1. [11, 12] Soient T une échelle de temps , a,b € T aveca < b .

Si féa) (t) > 0 pour toutt € [a,blr , alors f est une fonction croissante sur [a, b|t

DEMONSTRATION.
Supposons que fé existe sur [a, b|r et f(a)( t) > 0, pour tout ¢ € [a,b]r , alors par la
propriété (i) du théoreme (3.2.1) , fv est continue sur [a, b|t et d’aprés la propriété (6) du

théoreme (3.3.2) , on a
t
/fg‘)(g)vagzo, a<s<t<b, Vst

D’apres la définition (3.3.2) , on trouve

+ / FO )V ol > f(5).
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Théoréme 3.3.6 (Théoreme de Rolle [18]). Soit f : T — R une fonction continue sur |a,b|r ,
qui est V — fractionnaire différentiable conformable d’ordre o sur|a, b|y et satisfait f(a) = f(b).
Alors 3 &1, & €a, bl tels que

R6) <0< ().

DEMONSTRATION.
Puisque f est une fonction continue sur [a, b]t , On suppose que f posséde un minimum m et

un maximum M . Par conséquent , 3 &1, & € [a, bl tel que

m = f(&) et M = f(&)

Puisque f(a) = f(b), On suppose que &1, &; €la, b]t .
1. Soit p(&;) < & . Alors

[ (&) — f(p(&2))

11—«
& — p(&2) ' =0

©(&) =

2. Soit p(&) = & . Alors

f(&) = f(t) 10

(&) = lim e > 0.

t—&2 gg —1
3. Soit p(&1) < & . Alors

f(&) — f(p(&1))
& —p(&1)

(va)(fl) = = <o.

4. Soit p(&;) = & . Alors

Donc,

Exemple 3.3.1. Soit T = %N , f(t) =t? — 3t + 5. On va trouver £, & €]0, 3[NT tel que

) <0< f9%).

Ona:
f(0) = f(3) =5.
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«Pourt € T\ {0},ona:p(t)=t—13.
ePourt=0,0na:p(t)=0.
Alors

FEUt) = (p(t) +t = 3)t o = <2t _ ;) e

Par conséquent ,

(&) = (251 - ;) €7 <0 pour & = {1/2,1,3/2}.

et

$(&) = (252— ;) €720 pour &= {2,5/2}.

Théoréme 3.3.7 (Théoréme des accroissements finis [18]).
Soient 0 < a < b, f est une fonction continue sur |a,b|r qui est V— fractionnaire conformable

différentiable d’ordre «v sur |a, b|t . Alors il existe £, m €]a, b|r tel que

o— [} f b) — f a a— a
e (9 < LU ooy
DEMONSTRATION.
D’apreés le théoréme (3.2.7) on a
th= s 0<a<l,
(1)) = (3.10)

1 St o=

Soit h(t) = f(t) — f(b) — w

est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre « sur |a, b|t et h(a) = h(b) .

(t — b) . Alors la fonction h est continue sur [a, b|r qui

Nous combinons la propriété (i) du théoréme (3.2.3) avec 'égalité (3.10) , on trouve

féa) (t) — —f(bl)) : Zz(a)tl_a si 0<a<l,
h(vg) (t) = (3.11)
R CEY (DR

On applique le théoreéme (3.3.6) a la fonction £ .
3¢&,n €a, by tel que h(va)(f) <0< h(va)(n) . On trouve

f(b) — f(a)

et e < TOZI o jiony
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Exemple 3.3.2. Soient T = 2 U {0} et f(¢) = €' . Alors, pour tout ¢ > 0, nous avons
p(t) =1Lsit#1letpt)=0sit=1,et

@ SO =) 4y =€ 2 t_ t/2\41-a
fv (t>_Wt1 th —;(6 (& 2)t1 .

Par conséquent , pour tout ¢t > 1,3 &, n €]0, t]r tels que

t_
e 1 < ng—l%(gn . 677/2)171—01.

Sa—l
t n

(€§ - 65/2)51—04 S

Mmoo

Donc,
et —1
t

%(65 _ 65/2) <

Corollaire 3.3.1. [18] Soit f une fonction continue sur [a,b|r et V— fractionnaire conformable

< (e" - e"/Q).

I | N

différentiable sur |a,b| . Si féa) (t) = 0 pour tout t €|a,b]y , alors f est une fonction constante

sur [a, ] .

Corollaire 3.3.2. [18] Soit f une fonction continue sur [a,b|r et V— fractionnaire conformable
différentiable sur |a,bly . Alors f est dite croissante , décroissante , strictement croissante et
strictement décroissante sur [a, by si f£(t) > 0, f&) <0, 1) > 0 et f£(t) < 0 pour

toutt €]a, bl , respectivement .

Maintenant , nous présentons le théoréme des accroissements finis généralisé qui gé-

néralise le théoréme (3.3.7) , en prenant g(t) = ¢ pour tout t € T .

Théoréme 3.3.8 (Théoréme des accroissements finis généralisé [18]).
Soient 0 < a < b, f et g sont deux fonctions continues sur [a, b|t qui sont V—fractionnaires
conformables différentiables d’ordre o sur|a, b]t . On suppose que g(va) (t) > 0 pour toutt €]a, b|r

Alors il existe £, 1 €|a, b|r tels que

1) -
g€ ~ 90 —gla) T ¢ ()

DEMONSTRATION.
Si g(va ) (t) > 0 pour tout ¢t €|a,b|r , alors g(a) # g(b) . Maintenant , nous considérons la

fonction suivante :

La fonction h est continue sur [a,b]r qui est V—fractionnaire conformable différentiable

d’ordre « sur |a, b|r et h(a) = h(b) .
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D’apres la propriété (i) du théoréme (3.2.3) , on trouve

w0 =100 - L1 0w,

On applique le théoréme (3.3.6) a la fonction h .
3¢, n €la, bl tel que h(vf)(é) <0< h(va)('r]) . On trouve

R _
g€ ~ 9b) —gla) = ()

]

Dans les deux théorémes suivants , nous donnons une relation entre V—fractionnaire
conformable différentiable et A—fractionnaire conformable différentiable donnée dans la

définition (2.3.1) .

Notation 3.3.1. On note, en générale féa) (to) # f(Aa) (p(to)) et féa) (to) # féa)(a(to)).
Si o(p(to)) = to alors £ (to) = £\ (p(to)) . et si p(o(to)) = to alors £ (te) = FE (0 (t0)) -

Et nous avons les deux théorémes suivants :

Théoréme 3.3.9. [11, 12] Supposons que f : T — R est A—fractionnaire conformable dif-
férentiable® sur T* et si féa) est continue sur T* , alors f est V—fractionnaire conformable

différentiable sur T}, et
féa)(t) = éa)(p(t)), pour toutt € Ty,.

DEMONSTRATION. Soitt € Ty, .
On considere le cas t est dispersé a gauche . Puisque f est A—fractionnaire conformable
différentiable , alors f est continue . Par conséquent , f est V—différentiable fractionnaire

conformable ent et on a

D’autre part , puisque p(t) sera dispersé a droite , nous avons

£ p(t)) =

flo(p®)) = f(p(t) y1-a _ F(&) = f(p() 1o
t —

(o) — (1) ST

Par conséquent ,

£ = 19 (o(t)).

3. voir la définition (2.3.1) .
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Soit maintenant ¢ est dense .
Dans ce cas d’apres I'existence de f éa) (t), il s’ensuit que la limite

o 0= )

e (3.12)

existe est finie et égale a f éa) (1) .
D’autre part , puisque ¢ est dense a gauche , d’apres 'existence de la limite (3.12) , il s’ensuit

que féa) (t) existe et égal a cette limite . Donc

F&) = 10 0).

Finalement , soit ¢ dense a gauche et dispersé a droite . On applique le théoréme de la valeur
moyenne ( Théoreme 15 dans [55] ) a f , on trouve

f@t) — f(s)

o < ) (3.13)

i) <

ou¢,nentre sett,sis —tdoncé —t,n — t,etpuisque fgl) est continue , il en résulte

que
L 10 = 16)

st t—s

= LM @), (3.14)

D’autre part, puisque ¢ est dense a gauche , le membre a gauche de (3.14) est égale a t*~* féa) (t).

Donc, f&(t) = £ ().
0

Théoréme 3.3.10. [11, 12] Supposons que f : T — R est V—fractionnaire conformable différen-
tiable sur T, et si féa) est continue sur Ty, , alors f est A— fractionnaire conformable différentiable
sur TF et

@ty = (1),  pour toutt € T".

DEMONSTRATION. Soit ¢ € T .
Nous considérons le cas t est dispersé a droite . Puisque f est V—fractionnaire conformable
différentiable , alors f est continue . Par conséquent , f est A—différentiable fractionnaire

conformable en ¢t et on a

t—o(t)

D’autre part , puisque o(t) sera dispersé a gauche , nous avons

ey = 100 = FO0) o _ Jo0) = 1)1
T ) B
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Par conséquent,

Soit maintenant ¢ dense .
Dans ce cas d’apres I'existence de féa) (t), il s’ensuit que la limite

i 7 = 708) 1

R (3.15)

existe est finie et égale & f{(¢) .
D’autre part , puisque ¢ est dense a droite , d’apreés I’'existence de la limite (3.15) , il s’ensuit

que f(va) (1) existe et égal a cette limite . Donc,

£ = f57(8).

Finalement , soit ¢ dense a droite et dispersé a gauche . On applique le théoreme (3.3.7) a f,

on trouve
f(t) — f(s)

< ) (3.16)

S R (s

ou&,nentre sett,sis - tdonc& — t,n — t, et puisque que f(va) est continue , il en

résulte que
o 0= 1(5)

s—t t—s

A L0 (3.17)

D’autre part , puisque ¢ est dense a droite , le membre 4 gauche de (3.17) est égale a t*~ 1 f gl) (t).

Donc, (1) = f&() . O

3.3.2 Fonction absolument continue

Définition 3.3.4. [11, 12] Une fonction f : [a,blr — R est dite absolument continue notée
[ € AC([a, blr,R) sur [a, bly si pour toute > 0, il existe un 6 > 0 tel que si {(ay, by|r},._, est

une famille finie d’intervalles deux a deux disjoints satisfaisant

o

=m

(b —ax) <9  alors i |f(br) — flo(ar))| < €

k=1

Lemme 3.3.1. [11, 12]On suppose que la fonction [ : [a,blr — R est absolument continue sur

[a, b]r si et seulement si f est V—différentiable V—p.p. sur [a, b]t et on a :

f(t) = f(a)+ fY(s)Vs,  pourtoutt € [a,b]r.

[a,t]jr
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Théoréme 3.3.11. [11, 12] On suppose que la fonction f : [a,b]r — R est absolument continue
sur [a,b]r , alors f est V— fractionnaire conformable différentiable d’ordre oo V—p.p. sur [a, b]r

et on a ’égalité suivante :

f(@) = f(a)+ féa)(s)vas, pour toutt € [a, b].

[aft]'ﬂ’

DEMONSTRATION.
D’aprés le lemme (3.3.1) , f est V—différentiable V—p.p. sur [a, b]r . Alors , par la remarque
(3.2.2), f est V—fractionnaire différentiable d’ordre o V—p.p. sur [a, bt .

Par conséquent , la définition (3.3.2) implique que

f(t) = f(a)+ féa)(s)vas, pour tout ¢ € [a, b].

[aat]'ﬂ"

]

Lemme 3.3.2. [43] On suppose que les fonctions f,g € AC([a,b|r,R) , alors le produit fg est

absolument continue sur [a, b|r et on a

/[ ’ (f¥g+ 2g%) )Vt = f(b)g(b) — f(a)g(a)

- /[ ORI

Théoréme 3.3.12. [55] On suppose que les fonctions f,g € AC([a,b]r,R) , alors le produit fg

est absolument continue sur [a, bl et on a

/ 0+ 1768 (.t = 0)90) ~ @)oo

= /[ ) (fo$) + f$09°) (1) Vat.

DEMONSTRATION. D’apreés la propriété (iii) du théoréme (3.2.3) et le théoréme (3.3.11) , avec le

lemme (3.3.2) , nous avons

g P () + F ) g(t) Vot = y FO g (1) + 5 1) g (1)t
- / (f9) OVt
[a,b]T

= (fg)(b) — (fg)(a).
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3.4 Les espaces de Lebesgue L, (T, R) et L, (T, R)

Dans cette section , on définit Les espaces de Lebesgue Ly (T, R) et L7, (T, R) sur les

échelles de temps , et on donne quelques inégalités de convexité .

3.4.1 Définitions et quelques inégalités de convexité

Définition 3.4.1. [43] Soient E C T un ensemble V—mesurable,p € [1,+o0c] et f : E — R

est une fonction V—mesurable . On dit que f appartient a L% (E, R) si
/E |/ (5)|"Vs < +o0, pour p € [1,+o0].
Et, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|f|<e¢  V-pp surE, pour p=-+oc.

Définition 3.4.2. [55] Soient E C T un ensemble V—mesurable,p € [1,+o0c] et f: E — R

est une fonction V—mesurable . On dit que f appartient a LZV(E, R) si
/E‘f(s)‘pvas < 400, pour p € [l,400].
Et, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
|f|<c¢  V-pp surE, pour p=-+oo.

Lemme 3.4.1. [43] Soitp € [1,+00] . Alors I’ensemble L%, (]a, b]r, R) est un espace de Banach

avec la norme qui définie pour f € L% ([a, b]r,R) par:

< /[(I,bh‘

inf{c>0:|f|§c V-p.p. sur[a,b]qy} si p=+o0.

p 1/p
f(t)] w> si pe[l,+oo],

HfHLg([a,b]T,R) -
Corollaire 3.4.1. [43] L%([a,b|t,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné
pour tout (f, g) € L%([a,b|r, R) x L%([a,b|r,R) par:

(f, 92 (a)r k) = s f(t)g(t)Vt.
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Théoréme 3.4.1. [55] Soit p € [1,+o00] . Alors 'ensemble L, (|a,b|r,R) est un espace de

Banach avec la norme qui définie pour f € L7, y([a, b]r, R) par :

(\/[;lvbh’

inf{c>0:|f|§c V-p.p. sur[a,bh} si p=+00.

» 1/p
f(t)‘ Vat) si p€[l, 400,

17112 o

DEMONSTRATION.
Il est clair que L? ¢([a,b]r,R) est un espace normé . Pour cela il suffit de montrer que
L} (la,blr, R) est un espace complet .

Soit {un fnen est une suite de Cauchy dans L7, i ([a, b]r,R) . Alors nous avons

/[;lvb]'ﬂ‘

U (t) — un(t)‘pvat = /

[a,b]T
/[;lvbh‘

Comme L3 ([a, b]r, R) est un espace de Banach , alors il existe ug € L, y([a, b], R) .

U (1) — un(t)‘pto‘_1Vt (3.18)

p
vVt — 0 .

m,n—> 00

U (LT — up ()7

D’apres le lemme (3.4.1) et I’égalité (3.18) , on a

p

Vit

HUn - U/OHLP V([avb]TJR) - / un(t) - UO(t)
“ [a,b]T

:/ un(t)—uo(t)‘pta_IVt
[a,b]T

p
Vt — 0.

n—-oo

:/ Un (DT — ug(t)t 7
[a,b]T

; p
Donc, I'espace L, y([a, b]r, R) est un espace de Banach avec la norme - ||LZ,V([‘1’Z7]T’R) :

]

Corollaire 3.4.2. [55] LZ o([a,b]r,R) est un espace de Hilbert muni de produit scalaire donné

2
a,V
pour tout (f7 g) € Li,v([av b]Ta ]R) X Li,V([a’a b]T7 R) par

(fa g)Liyv([a,b]T,R) - f(t)g(t)vat

[a,bh-
Lemme 3.4.2. [43] Soientp,q € [1,+00], tel que % + % =1.

Si f € L% ([a,b]r,R) et g € L% ([a, b]r,R) , alors f.g € Ly([a,blr,R) eton a

”f'g”le([a,b}T,R) < ||f||L%([a,b]T7]R)‘||g||L%([a,bh7R)- (3.19)
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DEMONSTRATION.
Soit 1 < p < oo, f € L%([a,blr,R) et g € LY ([a, b]r, R) tel que g est le conjugué de p . Il est
clair que

f9=f-9

Par le théoreme (1.4.3) et I'inégalité de Holder pour les fonctions définie sur R , on obtient

||f'g||L1V([a,b}T,R) < ”f”Lg([a,b}T,R)'||9||Lg([a,b]T,R)'

N
Théoréme 3.4.2. [55] Soient p,q € [1,+o0] , tel que % + % =1.
Sif € L}, o([a, 0], R) et g € L}, o ([a,b]r,R) , alors f.g € L, y([a,b]r,R) etona
Hf'gHLclhv([a,b]T,R) < HfHLZ’V([a,b]T,R)'HgHLgyv([a,b]T,R)' (3.20)
L’inégalité (3.20) s’appelle Inégalité de Holder .
DEMONSTRATION.
Par le lemme (3.4.2) , nous affirmons que
76010y o = [ [f®(0] 7t
Vv [avb]']l‘
[ Jrwgto)eve
(a,b]T
a-1 a-1
= / (]f(t)|t v >(|g(t)|t z )Vt
[a,b]T
a—1\P % a—1\4 q
< / ({f(t)\t v ) vt - / (]g(t)\t z ) Vit
[avbh’ [avb]’]l‘
1 1
P a—1 i 1 a—1 !
_ (/ oIE w) . (/ OIR w)
[a,b]T [a,b]T
- HfHL}W([a,b]T,R) ’ HgHLév([a,b]T,]R)'
O
Remarque 3.4.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
Lorsque p = q = 2, l'inégalité (3.20) se réduit alors a I'inégalité suivante :
Hf'gHLi’v([a,b]T,R) = HfHLi’v([a,b]T,R)'HgHLi’v([@b]T,R)' (3.21)
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Lemme 3.4.3. Soient1 < p < oo et f, g des fonctions dans l’espace L, (T, R) , alors on a

”f + gHL%([a,b]T,R) < HfHL%([a,b]T,R) + ||9HL1;([¢1,17}T,R)' (3.22)

DEMONSTRATION.

Soient 1 < p < oo, f € L% ([a,b]r,R) . Il est clair que

Par le théoréme (1.4.3) et I'inégalité de Minkowski pour les fonctions définie sur R , on obtient
I'inégalité (3.22) .
O]

Théoréme 3.4.3.

Soient 1 < p < oo et f, g des fonctions dans Uespace L, (T, R) , alors on a

1+ 9llis qaemy < 1 ez ey T 190 2s aireny: (3.23)

L’inégalité (3.23) s’appelle Inégalité de Minkowski .

DEMONSTRATION.

Par le lemme (3.4.3) , nous affirmons que

F0)+9(0)| Vat

_ / £() + g(t)’pto"1Vt
[a,b]T

= [ Jroe v e

a—1|P
] o
[a,b]T
p
:/ f(t)‘ t“1Vt+/
[a,b]T [a,b]r

_ / f(t)‘pvat+ / ‘g(t))pvat
[a,b]T [a,b]T

- Hingyv([a,b]T,R) + HgHLﬁ,V([avblmR)'

Donc,

Hf + g”LZ‘v([a,b]T,R) < HfHLg’V([a,b]T,R) + HgHL’;’V([a,b}T,R)'
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3.5 Calcul V—fractionnaire pour les fonctions a valeurs
vectorielles

Maintenant , nous introduisons V—dérivée fractionnaire conformable sur les échelles
de temps pour les fonctions & valeurs vectorielles et nous donnons certaines propriétés

importantes .

Définition 3.5.1. [11, 12] Une fonction f : T — R" est dite ld-continue si elle est continue en
tout point dense a gauche de'T et si sa limite a droite existe et est finie en tout point dense a droite

de T . On note I’ensemble des fonctions f : T — R™ qui sont ld-continues sur T par : Cy(T,R").

Définition 3.5.2. [11, 12] Soit f : T — R™ une fonction, f(t) = (fi(t), fa(t), -+, fu(t))-
Soitt € Ty . Alors on définit

180 = (L0, (R ®. - ()W)

* On appelle (Va) (t) la V—dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre ccent > 0.

e La fonction f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre oo sur T}, s’il existe un
nombre féa) (t) pour tout t € Ty, .
* On appelle féa) (t) : Ty — R™ la V—dérivée fractionnaire conformable de f d’ordre ac en t, et

on définit la V —dérivée fractionnaire conformable en 0 par :

Définition 3.5.3. [11, 12] Soient T une échelle de temps, « €lm,m+1],m € Net f : T — R"
m— fois V —différentiable en Ty . On définit la V—dérivée fractionnaire conformable de f

d’ordre o par :

FEE) = (F7) ).

En combinant les théorémes (3.2.1) , (3.2.3) avec la définition (3.5.2) , on trouve le

théoréme suivant :
Théoréme 3.5.1. [11, 12] Soient f : T — R™ une fonction, o €]0,1] ett € Ty . Alors on a les
propriétés suivantes :

i) Si f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o ent , alors f est continue en

t.

ii) Si f est continueent , et sit est dispersé a gauche, alors f est V— fractionnaire conformable
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différentiable d’ordre o en't et

1) = Fo®) 10

D) (3.24)

iii) Sit est dense a gauche , alors f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o

t _
ent si et seulement si la limite , lim Mtl_o‘

existe et finie .
s—t t— s

Dans ce cas ,
f(a)(t) — lim f<t> - f(8> tlfa.

.2
v s—t t—s (3 5)

iv) Si f est V—fractionnaire conformable différentiable d’ordre o ent , alors
Fo) = F(1) = (0 S 8),

Théoréme 3.5.2. [11, 12]Supposons que f,g : T — R™ sont V—fractionnaires conformables

différentiables d’ordre v alors ,

i) lasomme f + g : T — R" est V—fractionnaire conformable différentiable et
(F+9% =1 +905.
ii) pour tout A\ € R, A\f : T — R" est V—fractionnaire conformable différentiable et
AN =

iii) Si f et g sont continues alors le produit fg : T — R" est V—fractionnaire conformable

différentiable et

(f9)S) = f&g + fog%).

= 1S9 + 1%,

Ensuite , nous introduisons V—intégrale fractionnaire conformable (ou V—intégrale

a-fractionnaire) sur 1’échelle de temps pour les fonctions a valeurs vectorielles .

Définition 3.5.4. [11, 12] Soit f : T — R"™ une fonction, f(t) = (f1(t), fo(t), -+, fu(t)).
Soit A est sous-ensemble V —mesurable de T . alors f est V ,—intégrable sur A si et seulement si

fili =1,2,...,n) sont V,—intégrables sur A , et

/A FOVat = ( /A F(OVat, /A FO)Vat, /A fn(t)Vat).
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En combinant la définition (3.5.4) avec le théoréme (3.3.2) , nous obtenons le théoréme

suivant :

Théoréme 3.5.3. [11, 12] Soient o €]0,1] , a,b,c € T et \,5 € R et f,g deux fonctions ld-

continues alors

v M)+ B0Vt = A / Ot + 8 / G0Vt
2 [ rova=- [ swvat.

o | (0t = [ s | 0.t

4 /aaf(t)vat:().

5. S’ilexiste g : T — R avec || f(t)|| < g(t) pour toutt € [a,b] , alors

‘ /abf(t)vat < /abg(t)vat.

Définition 3.5.5. [11] Une fonction f : [a,bly — R™, f(t) = (f1(t), fa(t), - -, fu(t)) est dite

absolument continue sur [a,b|r (ie., f € AC([a,b]r,R™)) si poure > 0, il existe un § > 0 tel

que si {(ax, bi]r} .-, est une famille finie d’intervalles deux d deux disjoints satisfaisant

k=

3

(b —ax) <9  alors i I|f(br) — flo(ar))| < e

o

=1

En combinant les définitions (3.5.2) , (3.3.2) avec le théoréme (3.3.11) , nous obtenons

les théorémes suivants :

Théoréme 3.5.4. [11, 12] On suppose que la fonction f : [a,b]ly — R™ est absolument continue
sur [a,b]r , alors f est V— fractionnaire conformable différentiable d’ordre o NV —p.p. sur [a, b]r

et on a I’égalité suivante :

f(t) = f(a)+ féa)(s)vas, pour tout t € [a, b|t.

[(I,t]ﬂ‘

Théoréme 3.5.5. [55] On suppose que les fonctions f,g € AC([a,b]r,R"™) , alors le produit fg

est absolument continue sur |a, b|t et on a I’égalité suivante :

/[b] (P80, 9) + (171,98 ()) |Vt = (

~
—
>
N—
Q
—
>
N—
N—
|
~—
~
o
S
N—
Q
—
S
N—
N—



Conclusion

Dans ce travail on a étudié le calcul V—fractionnaire conformable sur les échelles de
temps . Les résultats de mémoire consistent une généralisation de la dérivée fractionnaire
conformable [11] et la V—dérivée |26, 25, 15] consiste a étudier la dérivée fractionnaire
conformable sur des échelles de temps . Il serait intéressant au lieu de suivre I’approche
Delta qu’ils ont adapté dans [17] et 'approche Nabla que nous avons adapté , on peut

développer I'approche Diamond |3, 14] .
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Abstract

In this memory , we introduce the definition of nabla conformable fractional derivative of
order @ €]0,1] and their important properties , we introduce and develop the notion of
nabla conformable fractional integral of order a €]0, 1] on time scales . The basic tools for
fractional differentiation and fractional integration are then developed . The Hilger time
scale calculus is obtained as a particular case , by choosing @ = 1 . Many basic properties

of the theory are proved .

— ) <> —.

Key words : Time scales , Conformable fractional derivative , Conformable fractional
integral , Conformable fractional calculus on time scales , A Mean Value Theorem |,

Absolutely continuous function .

Résumé

Dans ce mémoire , nous introduisons la définition de la V—dérivée fractionnaire confor-
mable d’ordre « €]0, 1] et leurs propriétés importantes , nous introduisons et développons
la notion de la V—intégrale fractionnaire conformable a €]0, 1] sur 'échelle de temps .
Les outils de base pour la différentiation fractionnaire et 'intégration fractionnaire sont
ensuite développés . Le calcul de 1’échelle de temps de Hilger est obtenu comme un cas par-

ticulier , en choisissant a €]0, 1]. Plusieurs propriétés de base de la théorie sont prouvées.

— =) <> —

Mots-clés : Echelle de temps , Dérivée fractionnaire conformable , Intégrale fractionnaire
conformable , Calcul fractionnaire conformable sur 1’échelle de temps , Théoréme de la

moyenne , Fonction absolument continue .
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