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Résumé

Le concept de la dérivation fractionnaire a beaucoup d’applications.

Il intervient dans la résolution de plusieurs problémes fractionnaires non li-
néaires, en particulier, dans ’étude de I'existence et de I'unicité.

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de toute notion ainsi que
quelques unes de ses extensions et généralisations qui entrent dans la réso-
lution des problémes différentiels fractionnaires non linéaires .Nous démon-
trons l'existence et I'unicité des solutions en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et les théoremes du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.

Mots-clés: équation différentielle fractionnaire non linéaire, probléme aux conditions
aux limites,dérivée fractionnaire de Riemann, dérivée fractionnaire de Caputo,
dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov, intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville,théorie du point fixe.
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INTRODUCTION

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appli-
quer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme et par la méme introduire
la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur
inverse de la dérivée, peut éventuellement étre considérée comme une dérivée d’ordre
"moins un". On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équi-

valent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul clas-
sique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines remontent a la fin du 17¢™¢

siecle, I'époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel

dn
dtm

d’une fonction f. Quand il a annoncé dans une lettre a 'Hopital (apparemment avec

et intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole 4_pour désigne la n"¢ dérivée
I'hypothese implicite que n € N), 'Hopital a répondu :

Que signifie 2L sin = 17

Cette lettre de 'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier pas de
ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé spé-
cifiquement pour n = } , c’est a dire une fraction (nombre ractionnel) a en fait donné
lieu au nom de cette partie des Mathématiques. Une liste de mathématiciens qui ont
fournit des contributions importantes au calcul fractionnaire jusqu’au milieu du 20°™¢
siecle, inclut :

P.S.Laplace (1812), J.B.J.Fourier (1822), N.H.Abel (1823 - 1826), J.Liouville (1832 -
1873), B.Riemann (1847), H.Holomgren(1865 - 1867), A.K.Grunwald (1867-1872),
A.V.Letnikov (1868-1872), H.Laurent (1884), P.A.Nekrassov (1888), A.Krug (1890),
J.Hadamard (1892), O.Heaviside (1892-1912), S.Pincherle (1902), G.H.Hardy et
J.E.Littlewood (1917-1928) , H.-Weyl (1917), P.L’evy(1923), A.Marchaud (1927),
H.T.Davis (1924-1936), A.Zygmund (1935-1945), E.R.Amour (1938-1996), A.Erdélyi
(1939-1965), H.Kober (1940), D.V.Widder (1941), M.Riesz(1949).
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L’étude des problemes fractionnaires est d’actualité et plusieurs méthodes sont ap-
pliquées pour la résolution de ces problemes. Néanmoins les méthodes basées sur le
principe du point fixe un role trés important.

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui montrent I'exis-
tence des solutions dans divers types d’équations. La théorie du point fixe est au coeur
de l'analyse non linéaire car elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théoremes

d’existence et d’unicité pour nombreux problemes non linéaires.

La méthode du point fixe est associée aux noms de plusieurs mathématiciens célebres
tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz et Picard. En fait, les précurseurs de la théorie du
point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois, c’est le mathé-
maticiens polonais Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une idée abstraite.
Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis
seulement un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences spécialisées.
Pour la premiére conférence, le mérite est attribué a B.Ross qui a organisé la premiere
conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications a 'université de New Haven
en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la premiere monographie le mérite est attribué
a K.B.Oldham et J.Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en
1974 apres une collaboration commune, commencée en 1968.

De nombreuses définitions ont été alors données sur la dérivation et I'intégration frac-

tionnaire.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres :
e Chapitre 1 :C’est un rappel de quelques définitions, notions de base et résultats sur la

dérivation fractionnaire.

e Chapitre 2 : Dans ce chapitre nous présentons les résultats que nous obtenons pour le

probléme aux limites suivant :

‘D(t) = f(t,u(t)), teJ=][0,1], 2<a<3
u(0) = 0,4'(0) = v/(1) = Bu(n),

ou °D* désigne la dérivé fractionnaire de 'ordre «v au sens de Caputo, f : [0, 1] xR — R
une fonction continue et € (0,1) et 5 € [1, %] sont des constantes arbitraires .
Ces résultats concernent l’existence et I'unicité de solutions pour ce probléme.
Le premier de ces résultats il est obtenu moyennant le principe de contraction de Ba-

nach.
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Le second résultat de ce chapitre est obtenu par utilisation du théoréme de point fixe de

Schaefer.

e Chapitre 3 : Ce chapitre traite le probleme aux limites suivant :

Dgu(t) = f(t,u(t)), teJ=]0,1], 2<a<3.
D~ 'u(0) = 0, Dy u(1) = 0,u(1) = 0,

ou Df est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, f : / x R — R est une

fonction donnée.

Nous montrons deux résultats d’existence de solutions pour ce probléme.
Le premier résultat, moyennant le principe de contraction de Banach, affirme que le
probléme admet une solution unique. Le second résultat est montré par utilisation du

théoréme de point fixe de Krasnoselskii.
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Dérivation et Intégration

Fractionnaires : Notions Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions, propriétés et résultats sur
les différentes approches de la dérivation fractionnaire (voir[[1],[3],[16],[17],[15]1[18]1D).

I.1 Définitions et notations

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, notations et quelques théoremes

qui nous seront utiles dans notre étude.

Définition 1.1.1 [20]

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet sur le corps C ou R.

Soit J = [a,b] un intervalle fini ou infini de R oli a,b € R et a < b et soit (X,]|.|) un
espace de Banach.

e ((J, X) l'espace de Banach des fonctions continues y : J — X, muni de la norme

[Ylloe = sup{ly(®)| : t € J}.

e C"(J, X) l'espace de Banach des fonctions n fois continument différentiables.
e L'(J,X) l'espace de Banach des fonctions mesurables y : J — X qui sont Lebesgue

intégrable, muni de la norme

b
Iyl = [ ly(s)| ds.

Définition 1.1.2
On dit qu'un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy est convergente

dans cet espace.
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Définition 1.1.3 [20]
Soient X et Y deux espaces de Banach, et A : X — Y une application linéaire. On dit

que A est bornée si elle envoie les parties bornées de X sur des parties bornées de Y.

Définition 1.1.4 [20]
Soient X et Y deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné toute application
linéaire continue de X dans Y.

Proposition 1.1.1 [23]
Soient C(J, X) l'espace des fonctions continues de J dans 'espace de Banach X et
Q C C(J,X). Q est relativement compact dans C(.J, X) si et seulement si les conditions

suivantes sont vérifiées :

a) L’ensemble Q est uniformément borné, i.e :
AK >0 : ||flle < K, VteJ, VfeQ.
b) L’ensemble Q est équicontinu, i.e :
Ve>0,30>0 : Vit € J, [ti —ta| <d=|f(t1) — f(t2)| <e, VfeQ.

Remarque 1.1.1

Pour tout = € J, 'ensemble {f(x), f € Q} est relativement compacte dans X.

Définition 1.1.5 [20]

Soient X, Y deux espaces de Banach et A un opérateur défini de X dans Y ;

a) A est dit compact si 'image de X par A, i.e. 'ensemble A(X) est relativement com-
pact dans Y.

b) A est dit completement continu, s’il est continu et 'image de tout borné de X est

relativement compact dans Y.
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Théoreme 1.1.1 (Arzela-Ascoli) [19]
Soient X un sous-ensemble compact d’'un espace métrique et F C C(X). Alors, F est
relativement compacte (pré-compact) dans C(X), si et seulement si F est équicontinue

et uniformément bornée.

Théoreme 1.1.2 (Bolzano-Weierstrass) [23]
Soit X un espace métrique, A C X est compact, si et seulement si de toute suite d’élé-

ments de A on peut extraire une sous-suite qui convergente dans A.

Définition 1.1.6 [27, 13]

Soit (X, d) un espace métrique complet et soit 7" une application de X dans X . On dit
que T est une application Lipschitizienne s’il existe une constante positive k telle que
I'on ait :

d(Tz, Ty) < kd(x,y), Vz,ye X. (1.1)

v Si k < 1, l'application T est dite k-contractante.

Définition 1.1.7
Soit f une fonction définie sur [0, oo|, f est dite d’ordre exponentielle a(a > 0) s'il existe

une constante positive k et 7' > 0, tels que :
Vi>T, ona |f(t)] < ke

Définition 1.1.8
Soit f : R — C une fonction localement intégrable sur [0, co| et d’ordre exponentiel .

La transformée de Laplace de la fonction f est 'application L définie par :

L(f)(p) = /OOO e P'f(t)dt, peC avec Re(p) >«

Définition 1.1.9 [23]
Soient E un espace de Banach muni de la norme |.|| et 7' : £ — E une application. Un

élément z de F est dit point fixe de T'si Tx = .
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1.2 Fonctions de base

Dans cette section, nous introduisons quelques fonctions spéciales qui nous seront
utiles dans les autres chapitres. Ces fonctions jouent un réle important dans la théorie

du calcul fractionnaire.

[.2.1 Fonction Gamma

L'une des fonctions de base dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler
', qui généralise la factorielle n! permettant a n de prendre des valeurs non entieres et
méme des valeurs complexes.
Définition 1.2.1 [22]

La fonction Gamma I' est définie sur C par l'intégrale impropre suivante :
“+oo
I(z) = / el Re(z) > 0. (1.2)
0

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C, si Re(z) > 0.

Proposition 1.2.1 [22]
L'une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait a 'équa-
tion fonctionnel suivante :

[(z+1) =z20(2). 1.3)

En particulier :
['(n+1)=mn!, VneN"

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des poles simples

aux points z = —n, (n=0,1,2,...).

Preuve.

On démontre cette proposition par une intégration par partie de (I.2)

“+oo
Dz + 1) :/0 et tEFD-L gy

+oo
= et 7 dt
0
+oo _

— [_e—t tZ]iooJrz/O et 7l dt.

I'(z)

Donc
['(z+1)==zI(z).
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En particulier, on a :
+oo
(1) = / ettt dt = 1.
0

et en utilisant (I.3), on obtient pour z € N* :

re) = 1ra) = 11 = 1
r@3) = 2I@) = 211 = 2
r'4) = 3T(3) = 320 = 3l
I'n+1) = nl'(n) = nnh-1)! = nl
Par conséquent
['(n)=(n—1)!

Proposition 1.2.2 [22, 21]

Pour toutn € N*, on a :

1 2n)! \/m
r (" * 2) -G -4

avec

()
Preuve.
On a

()
En effet

1 00 gt

F<§) = %dt.

Soit le changement de variable suivant :
u=+vt = t=u?> et dt=2udu,

d’ou

D’apres I'intégrale de Gauss on a :
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Alors

r(1> NG

Sy
:<n ; r<n_;+1)

(2n—1).2n = 3) ... 3.1./7.

En multipliant et en divisant par (2n — 2).(2n —4) ... 2,ona:

1\ (@n—1).2n—-2) ...321
F<”+2> = on2.@n—4.. 2 V"

o @n=-D) T
Co2n2nl (g — 1)
 @2n=-D!'m

©22n-l (g — 1)

En multipliant et en divisant par 2n, on obtient :

r <n+ 1) _ @21 VT

2) " 22-19n.(n—1)!

e E

4n p)

Par conséquent (I.4) est prouvée. [

Théoréme 1.2.1 [8]
La fonction Gamma est définie et de classe C* sur |0, +oo], ses dérivées successives sont

données par la formule
+o0
P () = / e~ (Int)* dt.
0
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I1.2.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Béta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.

Définition 1.2.2 [22, 21]

La fonction Béta est définie par l'intégrale d’Euler de seconde espéece

B(z,w) = /1 (1 —t)¥ tdt, Re(z) >0, Re(w) >0, 1.5)

0

cette intégrale est convergente pour tout z,w € C.

Proposition 1.2.3 [22]
Les fonctions I" et B sont liées par la relation suivante :

B(z,w) = =———=, Re(z) > 0,Re(w) > 0. (1.6)

Preuve.
Pour MRe(z), Re(w) > 0,0on a:

P(2)T(w) = ( / o e—ttz—ldt> | ( / o e—ssw—lds> |

+oo  pt+oo
= / / 21wl (t45) gt s
0 0

Soit le changement de variable suivant :

r=1t+s
t=uxy
alors
0<z , 0<y<l1
et
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ainsi

dt.ds = z.dy.dx

il s’ensuit que : :

I
—~
S—
+
8
8
N
_l’_
€
L
Cb|
8
IS ¥
)
N—
—~
S—
>
Ny
N
L
—~
—_
<
N—
€
L
=¥
Ny
N—

Donc

Remarque 1.2.1

Il est clair que :

B(z,w) = B(w, 2) Re(z) > 0,Re(w) >0
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1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b]. On considére I'intégrale suivante :

1@ = [ rwa

25 = e [ flu)du

a

En permutant 'ordre d’intégration, on obtient

X

Ef@) = [ (@ =nfwat

a

Plus généralement le n'™* itéré de I'opérateur I peut s’écrire

1" f(z) = / dt1 /:1 dtg.../atnl Ft,) dt,
1 e

ot — /a (@ —t)""' f(t) dt, YneN. (L.7)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel
par la fonction Gamma : (n — 1)! = T'(n). Riemann s’est rendu compte que le second
membre de (I.7) pourrait avoir un sens méme quand n prend une valeur non-entiere, il

était naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suit :

1.3.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 (Intégrale de Riemann-Liouville)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre

a € C au sens de Riemann-Liouville de f notée I, I'intégrale suivante :

I f(z) = F(la) [t d (@ > a,%e(a) > 0) 1L.8)

Ou I' estla fonction Gamma et on note [ par [°.
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Exemple 1.3.1

On considere la fonction f définie par :
f()=(x—a)’, x€la,b ou AB>-1, a>0.
On a alors

/ Y@= )t — a)f dt. (L.9)

En faisant le changement de variable suivant :

t—a

T= , VYx>a.
T —a
t=a+(x—a)r, avec 0<7<1, donc dt=(z—a)dr. (I.10)
Donc, (1.9) devient

o b lx—a— r—a)T)* Y a+ (z—a)T —a)’(x —a) dr
@) =y [ o= @@ et @ - a7 - 0w - a) d

__Lr z—a)(1—7)]"""(z—a))’ (z —a)dr

=t ) E= @0 =" (= @)l (@~ a)d

r— a8 1
:7( F(oz)) /OT(BJFI)_I(l—T)"‘_1 dr.

En tenant compte de la définition de la fonction Béta (I.5) puis de la relation (I1.6),

ona:

r —a)*t’
19f(x) = <M))B<ﬁ+ 1)

_(z— a)**P (B + 1) ()
- T(a) TB+a+1)

Alors, on obtient I'intégrale fractionnaire d’ordre « de la fonction f :

LB+1)

I =~ _(z—a)eth [.11
Cas particulier,
e Si a = 1. D’apres (I.3) on déduit que
1 s_ 1 148
I,(x—a)’ = (x—a) ™.

p+1
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e Si 5 = 0. On a dans ce cas
I =——

Proposition 1.3.1 [14]
Soit f € C([a,b]). Pour « et  des nombres complexes ou Re(a) > 0 et Re(S) > 0, alors

I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville possede les propriétés suivantes :

g I f(o)] = 122 f (2). (1.12)

et pour Re(a) >1 ona:
jxfgf S (1.13)

et pour Vz € [a,b] ona:
lim (15)(x) = f(x). (1.14)

Preuve.
» Soit f € C([a,b]), On a par définition de ¢

12 [11@) = g [ w0 2] 0 a

= F(la)/:(:c—t)al [F(lﬁ) /at(t—s)ﬁl f(s) ds| dt.

D’apres le théoreme de Fubini, on pourra permuter 'ordre d’intégration et on a :

12 (1200 = sy [ @ =0 =9 pe) ds

- S z—1)* Nt —s)f ! S
_r(a>r(5)/af()/s( 1ot — )P dt ds. (1.15)

7
En effectuant le changement de variable suivant dans l'intégrale 7 :

t—s
7’:

Vo > s,
r—s

alors :
t=s+(x—s)r, avec (0<7<1), donc dt=(x—s)dr.
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On obtient

7= /Ol(x —s—(z—8)7) s+ (x —s)T—5)Hx —s) dr

= /01 [(z—s)(1— 7)]0‘_1 [(z — S)T]ﬂ_l (x —s)dr

En tenant compte de la définition de la fonction Béta (I.5) puis de la relation (I1.6),

ona:

T=(z—s)"" B3 a)

s L)

== T(a+B)

De a la formule (I.15), on obtient alors

« 1 v « _IF(O{)F<6)
1 1206 = g 70 |- o e o
1 * a+pB—1
“ g b

= 1% f(2).

D’ou le résultat. |

» Pour l'identité (I.13) on utilise la dérivation classique d’une intégrale dépendant d’'un
parametre.

OnaVvz >a:

210 = - (e [ -0 st )

_ r(la)/ i(x O
:?@;L%V%WQﬂﬂﬁ

— r(al— 0 /az(:c —1)*72f(t) dt

=177 f(2).
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» Pour I'identité (I.14) , on suppose que f est continue sur [a,b]. Alors on a :

I2@) = g [ o070
d’ou :
(2)(0) ~ s 1)
¢ Dla+1)
L t dt Lo t)et dt
—|F(a)/a<x 1) bt oy [ @00 ) |
<m0 10 - 1) | ar
1 r—0 o1 1 z -
<F(a)/a (x =) [ f(t) = f(2) | dt+r(a)/x_5(x—t) | f(t) = f(z) | dt.

Puisque la fonction f est continue, on a alors :
V(z,t) € [a,b]*,Ve > 0,30 >0:|z —t|<d =] f(z) — f(t) |[< e

D'ou :

(Q‘f)(w)—é‘f <F(1a/ (@ — 0| f(t) = f(z) | dt
e L0 ) = ) |
<F(1a)/a —0 O+ @) Dt s [ @
<2F](\i/ — 1) dt+ (11)50‘
S 2P(oé T - =0+ F(Of—i— o
< OM((r—a) =) + =),
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Ou M = sup{f(z),z € [a,a — §]}. Donc, lorsque « — O on a :

(z —a)”

(g f)(z) = F(a+1)f(x) <&
ce qui entraine que
i, (12.)(e) ~ s 1) = |t (12 P)e) - 1) < &

Comme ¢ est arbitraire, il s’en suit que :

li_n}O(Ig f)(z) = f(x), ce qui achéve ainsi la preuve de la proposition . |

Remarques 1.3.1 [14]

Vx € [a, b],nous avons :

I
—~
8
|
Q
S~—
Q
~
—~
Q
SN—
+
—~
IS
83
T
L
=
—~ ~
I3
SN—

* Pour « =0 :

* Pour « = —1:

D'ou :



1.3 Calcul fractionnaire 15

> Une simple itération de cette formule donne :

l’ _ a)ori-]

s +j)f(j)(a) + 10T, Y € [a, b].

e L’identité (I.12) n’est valable que si PRe(a) > 0 et Re(S) > 0 car nous avons, par

exemple (poura=1letf=—1):

LI, f)(x) = fi(;i,f)(fﬁ) = f(x) = fa) # I.f(2) = f(x), Vx € [a,b].

I1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) [22, 14]

Soit Re(w) € Jn—1,n[,n € N* et f € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre
a € C au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction f notée D¢, la fonction définie
par :

D f(w) = D" 17 f(x)]

- F(nl—oz) (ci) /j(x —t)" T f(t) dt,  (n=[Re(a)] + 1,2 >a). (1.16)

Ou |.] la partie entiere d'un nombre réel et D" = (di)n.
X

En particulier, pour « € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide
avec la dérivée classique;
e Sia=0,ona:

Dyf(z) = DI, f(x)] = f(x).

e Sia=n,(neN),ona:
Dy f(x) = D" I " f(w)] = D" I, f(x)] = D" f(x).

Exemple 1.3.2

On consideére la fonction f définie par :
f(x)=(r—a)’, z€la,b] ou BeR
Soient n € N* et a > 0 tel que « €]n — 1, n[, nous avons

DZ(x —a)’ = D" [I77%(z — a)°] .
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D’apres (I.11), on obtient :

o . n F(6+ 1) n—o-+
Dile~a)’=D [F(ﬂ+1+n—a)<x_a) 51
F(5+1) d " n—ao
B F+1+n—a) de) (z—a) +B] ' (L.17)

On sait que

(;;) (z—a) " P =m-—a+B)n—a+B—-1)-n—a+f—n+1)(z—a)" F"
—m—a+B)n—a+B—-1)(B—a+1)(z—a)’"
:F(5+1+n—a)

—q)P@
NEETE (x —a)”™ . (1.18)

En substituant (I.18) dans (I.17), on aura :

L(B+1) IF'B+1+n—a)
B+1l+n—a)| TB-a+1)

Dz —a)’ = T (x —a)’™] .

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «a de la fonction

f, telle que :
I'(g+1) _
afp _ \B — _ 4\B«
D¢z —a) TG—atl) (x —a)”™ . (1.19)
Cas particulier,
* Si a = 1. D’apres (I1.3) on déduit que
LB+1) B B d
1 N8B 2\ " 7). \B-1 _ _ N\l )8
Da(x CL) F(/B) (ZI: a’) B(I‘ CL) dx (‘1; Cl) :
* Si 5 = 0. On a dans ce cas
Dal = m(.I — a,) .

Ce qui montre que la dérivé fractionnaire de Riemann-Liouville d’'une constante n’est
pas nulle.

* Si a = (0.Dans ce cas

rB+1)

W(x)ﬂ_o‘, si f>—1

Dj(x)’ =

0. si pe{a—1,a—2, a—3,---, a—n}
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Exemple 1.3.3
Nous avons les relations suivantes :Vz € [a, b
> D% =1;

> D' =ux—a;

1

Remarque 1.3.1 (Dérivée des fonctions exponentielles)

La dérivée d’ordre n € N, d’'une fonction exponentielle ¢’ ou b est une constante, est

d n
(dzt> ebz — bnebm'

Liouville a étendu cette définition pour inclure les dérivées d’ordre arbitraire « :

donnée par I'expression suivant :

D2eb® = poeb”,

Il a aussi utilisé le développement en série pour collecter toutes les fonctions exponen-

tielles :

oo
- >
n=0

avec Re(b,) > 0etc, € R.
Dol

D3 (f(x)) =Dy (Z Cp€ ) =Y e be’” Va € C.

n=0

Remarque 1.3.2 (Dérivée de fonctions trigonométriques)
On a d’apres (1.16)

(e
( < ) + isin ( ;T)) (cos(bx) + isin(bx)) b
b™

. T
[COS (bx+a2) + ¢sin <bm+a2>} .

a( zb:p)



1.3 Calcul fractionnaire 18

D’ou 'on déduit les identités suivantes :

D¢ cos(bx) = b* cos(bx + ag).

D¢ sin(bx) = b* sin(bx + ag).

Proposition 1.3.2 [14]
Sin > Re(a) > Re(P) >n — 1> 0, alors pour f € C([a,b]), on a la relation

(DEI2 f) (2) = I°P f(x).
En particulier, si § =k € N et fRe(«) > k, alors
(DEISF) (2) = 1°7* f(a). (1.20)

Preuve.

En utilisant la définition 1.3.2 et de proposition 1.3.1, on obtient

(Di12f) (@) = D" [1277 (12 f ()]

D" [ [rta=8 f }
(1

(710

77 f ().

n

d’ott le résultat. (Car D"(I") = I) [ ]

Remarque 1.3.3

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative, i.e :
« (07
Do D+ DP o D2,

Proposition 1.3.3 (Linéarité) [22]
Soit Me(a) € |n — 1,n[, n € N* et soient les deux fonctions f et g pour lesquelles les
dérivées fractionnaires d’ordre o € C de Riemann-Liouville existent. Alors pour A\, u €

C,ona:

Dg (Af +9) () = MDg f)(x) + (Dgg) ().
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1.3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant, les
demandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de I'approche ma-
thématique pure bien établie, car les problemes appliqués nécessitent I'utilisation des
condition initiales f(a), f'(a), etc. Ces besoins ont bient6t conduit a la naissance d’une
définition alternative des dérivées fractionnaires qui a été introduite par M.Caputo a la

fin des années soixante.

Définition 1.3.3 (Dérivée de Caputo) [22]
Soient Pe(a) € |n — 1,n[, n € N* et f € C"([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire

d’ordre a € C au sens de Caputo de f notée “D?, la fonction définie par :

Dy f(x) =1 [D"f(x)]

- F(nl—a) /;(“" —t)m et ) dt,  (n=[Re(@)] + 1,2 >a).  (1.21)

On note “Djy par “D®.

Exemple 1.3.4

On considere la fonction f définie par :
f(x)=(r—a)’, x€lab] ou B>0.
Soient n € N* et a >0 tel que « € [n — 1,n], nous avons

‘Dz —a)? = I {D”(x — a)ﬁ}

1 z N (n)
=T a /a (z —t) (t—a)’]" dt.
On sait que
-] = r e ™
et donc
il —a) = g Z;% o 1) [ @=trete = oy (1.22)
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En y effectuant le changement de variable (I.10) dans I'intégrale Z, on obtient
1
I= / (z—a—(v—a)r)" “Ha+(z—a)T —a)’"(x—a)dr
0
1
= [e-a) =" @ - o’ (@ - o) dr
0

1
= (ZL‘ — a)ﬂ_a/ 7—(5—714-1)—1(1 _ T)n—a—l dr.
0

En tenant compte de la définition de la fonction Béta (I.5) puis de la relation (I.6), on

a:

T=(zx—5)""B(f-n+1,n—a)
s ol (B=n+1)I(n— oc)'

—e) r@—a+1)
La formule (1.22), devient alors :
cpal,.  \B F(ﬂ_‘_ 1) F(B —n+ 1)F(n — CY) _ \B—«a
Dae =) = e =t —n s TG—atn @977
et donc
Doy — g = LB o vsa
Dg(x — a) _F(ﬁ—oz—i—l)(x a)’~e.
D’ou
LB+1) _ :
———(r—a)’? siB>n-—1
I'g — 1
cpee—ap = | T+
0. si fef0,1,2,---, n—1}

Remarque 1.3.4
La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante f(¢) = C' est nulle,

autrement dit : °DSC = 0.

Proposition 1.3.4 (Linéarité) [22]
Soit Re(a) € |n — 1,n[, n € N* et soient deux fonctions f et g pour laquelle les
dérivées fractionnaires d’ordre o € C de Caputo (I.21) existent. Alors pour A, u € C,

ona:
Dy (Af+9) () = A°Dgf(z) +“Dig(x).
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I.3.5 Lien entre les dérivée fractionnaires de Caputo et de Riemann-
Liouville
Propriété 1.3.1 [14]

Si Re(a) € In—1,n[,n € N* et f e C"([a,0]), larelation reliant la dérivée au sens de

Riemann-Liouville (I.16) et celle de Caputo (I.21) est donnée par :

D f(a) = kz L o~y
= D%f(x z_: — (i —)i— 1 (x—a)* (n=[Re(a)]+1,2>a). (1.23)

En particulier, lorsque fie(a) €]0,1[, on a :

f(a)

‘Dy f(x) = Dy f(x) — m

(x —a)™ . (1.24)
A partir de (1.23), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo, si a est un zéro d’ordre n de f. Plus
précisément, on a :

f®a)=0, (k=0,1,---,n—1). (1.25)

Alors,
Dy f(x) = Dgf(x).

Preuve.
Soit f € C"([a, b)), de la définition 1.3.2, on a :

a = f(k)(a) k| _ pnyn—a = f(k
Da [f(x)—];)r(k+1)(x—a)]—Dla [f<x>_ZPk+1 ]

() e

Z

k=0

(t—a)*| dt.
k+1 a)}

T

Par intégration par partie de I'intégrale Z, on obtient :

=1 4k (g =
(f(t) -5 - a>k) (o~ t)”“’}

(a0 SR
+/a T(n—a+1) (dt) [f(t)— 2 rrn 9 ] dt.

k=0
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Donc,

En intégrant n fois, on aura :

T = [:foHrnDn f($) o = f(k)<a> (.1' o &)k

= I2IeD" | f(a) -

n—1 (k)
Or kz:%) F]Ek; —(irai) (z — a)* est un polyndme de degré n — 1, donc :

=113 [D"f(z)].
Alors,

- () mre s

= DI D" f ().

n=1 r(k)(,
D; [f(w) -3 e a)k]

En tenant compte de (I1.20) de la propriété 1.3.2 et de la définition 1.3.3, on obtient :

n=1 r(h)(,
D; [f(:v) ¥ e a)k] = D' D )

= 17 [D"f(x)]
= D5 f(x).

En plus par linéarité de 'opérateur DS, on a :

n=1 r(k)(q L
D; [f(x)—kgorfzkjf)@— >] D2 (e {Z AUN —a>k].
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Et d’apres 'exemple 1.3.2, on aura :

=1 (k) (g, n=1 £(k) (g
D¢ {Z Ff(k:—i(—i)(x — a)k] => Sa) D%(z — a)"

- :z:é FJEZ)ﬁ) r(z<ﬁ jy_ —?1) (v —a)™
-5 7 o S
Alors,
Dg | 1) - kz S o= | = Do) - kz - af
Ce qui montre (1.23). m

1.3.6 Dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Lenikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation en-
tiere d’une fonction a des ordres arbitraires. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre
entier p (si p est positif) et I'intégrale répétée (-p) fois si (p est négatif), d'une fonction
f comme ceci :

Pour une fonction f donnée, d’apres la définition classique de la dérivation en un point
tona:

£ = tim LO=IE=D Ly e, (1.26)

= l1um -
h—s0 h h—0 h

On utilise le méme concept pour la dérivée seconde pour trouver

f//(t) _ hlglo f/(t) - il(t - h‘)
f@)—f@t=h)  flt—h)—f(t—2h)
= lim h h
h—0 h
= Jim o (F(6) — 2f(¢ — h) + F(t — 2h)).
Donc
7(t) = lim. th( F(t) = 2F(t— B) + f(t — 2h)). 1.27)
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Par itération on trouve la formule générale

FOE) = lim S (1) (Z) £t —kh).

n
h—s0 h pr

Oou

k k+1)0(n—k+1) k!

Pour un entier p arbitraire on a :

FO() = Jim o3 (1) (Z) £t~ k).

Remarquons que sip < non a

) = lim = 3 (—1)* (p> f(t —kh)

:p+1

/
1 & p
-hg%m%gj@4ﬁ()fu—km
f

(t — kh).

— lim 23 (<) (P
h—s0 R P k

en tenant compte du fait que P ‘
p+J

) =0,pourtoutj =1,2,3,... n.

Définition 1.3.4

La dérivée fractionnaire d’ordre > 0 de Grunwald-Letnikov est donnée par

LD f(t) = Jim o i(—l)k (:) f(t—kh)

n\ I(n+1) nn—1)n-2)...(n—k+1)
=1 ,
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Remarque 1.3.5

Remarquons que

plo) Ma+1)
(=1) (k) B (_1)kr(k +D)l(a—k+1)

B pala—=1) . (a—k+1)(a—k)!
= (=1 o — k)
_ —a(-a+1)...(~a+k-1)
B k!
Ik — )

T(k+ 1) (—a)

Donc
1 X Tk-a

TN = Jim 5e X ra ey )

L’intégrale fractionnaire se traduit par I'’expression suivante :

GL]af(t) _GL D_af(t) — lim A% —io F(k + (X)

Cas particuliers :

pour o = 1.
=X T(k+1
GL[lf(t) = hlinohl;] Mf(t — kh)
+oo
linthf (t — kh)
pour o = 2 :

L2 B2 - T(k
CLI2f(t) = hm Z k+i—)2)(2)

—+00

:ﬂﬂ&hg%%+1ﬁﬂ_km-
En faisant le changement de variable ¢ + h = z, on déduit que :

GLI2f(t) = Jim hQZkf z —kh).

k=1

f(t—kh)

F(t — k).
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I.4 Lemmes fondamentaux
Lemme 1.4.1 [14]
Soient Re(a) € |n—1,n[,n € N* et f € C"([a,]), alors

(D13 f) (x) = f(x). (1.28)

Preuve.
Soient Re(a) € In — 1,n[,n € N* et f € C"([a,b]). La relation (1.23) de propriété 1.3.1

permet d’obtenir le résultat suivant :

(“DgISf) (z) = (DI f) ni: 120" (@ (x —a)*°
ala a —a+1) '

Puis d’apres le lemme 1.4.4, on a

n—1 a £\ (k) a
(DS (0) = f(0) = 3 il o oyt

k=0

Et comme k£ <n—1<Re(a), pour k =0,1,--- ,n— 1, alors les dérivées

(12)™ (a) = 0.
Ce qui donne
(“DIg f) (z) = f(x).

Lemme 1.4.2 [32]

Soit « > 0,alors '’équation différentielles

‘Df(x) =0
admet les solutions
f@)=cotcart+er®+.. . +cpz™?t, €Ri=01,2,....n—1,n=[a] +1.

Preuve.

Supposons que

D" f(r) =
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d’apres la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo (I.3.3), on obtient

n—o d _
I (d) fa) =0,
Cest a dire . e
e /0 (@ — t)mo! (dt> F)dt =0,

puisque —— 7& 0,ona

et par suite

xn—a—lf(n) (t) —0.

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de 1’égalité

L (2" f(1)) (p) = L(0)(p) = 0

posant F(p) = L(f)(p) on obtient

alors
Z kf k 1 O,
donc

F(p) = En:p"“f(’“‘”(o)?

k=1

en appliquant maintenant la transformée inverse de Laplace :

L Y (F(p)(z) =L (2”: p"“ﬂ’“”(@) (x)

k=1

il s’ensuit que
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en faisant le changement d’indice i = k£ — 1 on trouve

pour ¢; — # on a

n—1
flx) =) ar'.
i=0

on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres

de I'égalité

puisque (0 <i<n—1<n)ona
‘D*f(x) =0.

Ce qui achéve la démonstration. |

Lemme 1.4.3 [32]

Soit o > 0, alors
I1°°Df(2) = f(x) + o+ crx + cox® + ...+ cpyz™

pourc; e Rii=0,1,2,...,n—1,n= o] + 1.

Preuve.

De la définitions de la dérivée fractionnaire de Caputo (I.3.3),on a:

DY () = 0 ().
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on applique l'opérateur de I'intégrale fractionnaire aux deux membres de I’égalité

IaCDaf<ZE> _ ]ajnfaf(n) (I)
=1"D"f(x)

2:1Fn—j+1)tl—>o<daz> G

en((2) o)

-3
zi: O

(n=3) (0
(n—j+ 1)f (0)
par le changement d’indice £ = n — j on obtient :
n=1 (k) (()) -k
D) = fla) - 3 TP
= K
n—1 c Ik
= flz) = > =5
= K
n—1 k
= flz)+ > qu; :
= k!

Lemme 1.4.4 [14]
Si Re(a) € n—1,n[,n e N* et f € C([a,b]), alors on a I'égalité

(DI f) (x) = f(=).

Preuve.

En se basant sur la propriété classique :

(D"I;f) () = f(x),

Et en utilisant la définition 1.3.2 et de proposition I.3.1, on déduit

(DSISf) (x) = D1~ (Ig f(x))]
= D" |17 f(x)]
= f(x).

d’ou le résultat. [ |
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Lemme 1.4.5 [14]

Soit Re(a) € |n — 1,n[, n € N*, alors 'équation différentielle d’ordre fractionnaire
Dgf(x) =0,

Admet une solution donnée par :

1) = S g iy 0 = D) 1),

Poura=0,0ona:

F(k + 1) xa—(n—k)

k+1+a—n) (= [Rela)]+1).

flz) = g::ockr(

Oules ¢, € R, (k=0,1,...,n— 1) sont des constantes réelles.
Preuve.

Soit Re(«) > 0, on a alors

D3 () = 065 (o (7= (@) = 0

S (I f)(x) = ez —a)f
k=0
= I'(k+1)
In otk
lC Z L(k+1+a) (z—a)
= F<k + 1) at+k—n
(:)f(x)_,;)c’“r(kJrlJra—n)(x_a) '
d’ou le résultat. [ |
Lemme 1.4.6
Soitn —1<a<mnetfeC(JR)
n Dafk 0 -
1Dy ) = 1(a) = 3. poi e
k=1
=f(z) = — .~ x €]

aveccy, € Rpourk=1,...,n.
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Preuve.
Soitn —1<a<mnetfeC(JR).

D’apres la définition de I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (1.3.1),

ona:
D2 @) = s [ = 0P DS A0
S g AR DN IO
_ CZE F(a1+ 3 [ @=Ds ey

F

En faisant des intégrations par parties répétés de F, nous obtenons :

Feoros (a1+ ¥ [ - t)a;;(fna F(8))dt
B 1 T o e n (JZ _ a/)osz‘ﬁ’l dnfk _—
T T(a—n+1) / (z =) (I A (0))dt - ,Z;) T(o—k +2) [dx”—’“l f(a)]
- 1 T ot T n (.T _ a)a—k+1 o
= F(Ol—n—Fl)/a (x —8)* (" f(1))dt — kgl mwa "f(a)]
" (r—a a—k+1 .
= I ) - 3 e (D)
(O]
Donc
(g a a—k+1
I3 (D3] = g |1f) = 3 (e )
= 1) = 3 e gy D)
Poura =0:
D)) = 1) = X g =y DA 0)
_ 2D )
—f@)‘;r(a_kﬂ)
= f(z) — 1™t — e — . — ™™,
avec ¢, = D51 (0) etpourk=1,...,n. [

I'(a—k+1)
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I.5 Quelques théoremes du point fixe

Dans cette section, nous présentons des théoremes de point fixe qui seront utiles dans

notre travaille pour I'existence de solution du probléme aux limites d’ordre fractionnaire.

Théoreme 1.5.1 (Banach)[11]
Soient X un espace de Banach et 7' : X — X un opérateur contractant alors 7" admet

un point fixe unique. i.e 3lu € X telque Tu = u.

Théoreme 1.5.2 (Schaefer)[11, 12]
Soient X un espace de Banach et 7 : X — X un opérateur complétement continu.

Si ’ensemble :

e={u€ X :\Tu=u, pouruncertain A €0,1[}

est borné, alors 7' possede au moins un point fixe .

Théoreme 1.5.3 (Théoreme du point fixe de Kranoselskii) [26]
Soit F' un ensemble non vide, fermé et convexe d'un espace de Banach X.
T, et T, sont deux applications de F' dans X telles que :

- T\(x)+Ty(y) € F, Vz,y€F,

— T} est une contraction ,

— T, est compacte et continue.

Alors, T + T> admet un point fixe dans F,autrement dit, il existe = € F tel que :

Ti(z) + Tz(x) =z



> N € CHAPITRE II >, <

Probleme aux limites pour une
équation différentielle fractionnaire

non linéaire au sens de Caputo

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité de solutions pour une équa-
tion différentielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites (voir [6]).
Nos résultats se basent sur I'application de deux théoremes du point fixe, a savoir
e Le théoreme du point fixe de Banach.

e Le théoréme du point fixe de Schaefer.

II.1 Présentation du probleme

Nous considérons I'équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des condi-

tions aux limites :

‘D(t) + f(t,u(t)) =0, pourtout te[0,1] 2<a<3. (11.1)
u(0) = 0,4 (0) = /(1) = Bu(n), (11.2)

ot “D* désigne la dérivé fractionnaire de 'ordre « au sens de Caputo, f : [0,1] xR — R
une fonction continue et n € (0,1) et 5 € [1, %] sont des constantes arbitraires .

Il existe de nombreux travaux qui traitent de 'existence et de la multiplicité des solutions
d’équations différentielles non linéaires par I'utilisation des techniques d’analyse non
linéaire, en particulier la théorie du point fixe.

Dans [31], en utilisant certains arguments de point fixe, S.Zhang a prouvé I'existence de

solutions pour le probléme aux limites non linéaire fractionnaire suivant :

{ cDeu(t) + f(tu(t) =0,0<t<1,1<a<2.
w(0) =v,u(l)=p, vp#0.
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Dans un autre article, par I'utilisation de théoreme de fixe sur les cones, S.Zhang a [28]
étudié l'existence et la multiplicité de solutions positives du probléme aux limites non

linéaire fractionnaire

{CDO‘ u(t) + f(¢, ()):0,0<t<1, l<a<2,
(0) +4/(0) =0, (1) +/(1) =0,

ol D la dérivé fractionnaire au sens de Caputo.

Dans [2], M. Benchohra, S. Hamani, K. Ntouyas et A. Ouahab, au moyen de théoreme
de point fixe de Banach et de l'alternative non linéaire de type Leary-Schauder, ont
prouvé l'existence de solutions pour le probléme de la valeur limite du premier ordre

pour I’équation différentielle de 'ordre fonctionnel :

{CD%uy—( ut) =0,0<t<1, O<a<l,
(0) + bu(1) = c,

ol “D¢ est la dérivé fractionnaire au sens de Caputo ,f est une fonction continue et a, b, ¢
sont des constantes réelles avec a + b # c.
M.Houas et Z.Dahmani dans [20] ont considéré le probléme aux limites fractionnelle

non linéaire suivant ;

{CD“u():f( su(t), DPu(t)), 2<a<3,8<a—-1,0<t<1
u(0) = u(1) = 0, hu(n) + Aot (n) = Azu(§) + Au'(€) = 0,

ol °D* et °D? sont les dérivés fractionnaires au sens de Caputo ,\;,i = 1,4 sont des
constantes réelles avec A3 + M Ay + A A3(§ — 1) # 0 et f une fonction continue sur
[0, 1].

T.Qui et Z.Bai en [24] ont discuté de I'existence des solutions positives pour les pro-
blémes aux limites associés au équations différentielles fractionnaires non linéaires de

la forme :
{HWMﬂ—f@u@%2<a<& 0<t<l

w(0) = u/'(1) = u"(0) = 0,

ol D" la dérivé fractionnaire au sens de Caputo, f(1, 1] x [0, +oo[— [0, +-00[ est conti-
nue, avec 1tli_x)n() f(t,.) = +oo(Cest- a-dire que f est singuliereent =0 ).

Dans Ce travail, nous étudions I'existence et I'unicité de solution pour le probleme aux
limites (I1.1)-(1I1.2) .

Nos résultats améliorent ceux de [[29],[30]].
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II.2 Existence de solution
Dans cette section on s’intéresse a I'existence des solutions du probleme (I1.1)- (II.2).

» On commence par donner la définition d’une solution du probleme (1I.1)-(II.2).

Définition 11.2.1 [32]
On dit que la fonction v € C3(J,R) est une solution du probléme (11.1) et (I1.2),s’il existe
un fonction f € L'(J x R,R) et Vt € J telle que :

‘D(t) + f(t,u(t)) =0. pourtout teJ=][0,1], 2<a<3.

et la fonction u satisfait les conditions (I1.2)

» Pour l'existence de la solution, on a besoin du lemme suivant :

Lemme I1.2.1

Soit n # 1 et h € L'[0,1]. Une fonction u est une solution de probléme aux limites :

Dou(t) +h(t) =0, 2<a<3, 0<t<1, (LA
u(0) = 0,4'(0) = u'(1) = Bu(n), (I1.B)

si et seulement si c’est une solution de 'équation intégrale fractionnaire

1 Bt 1
t)= [ G(t,s)h(s)d G h(s)d
u(t) = || Gt s)his)ds + 1 [ Gl 9)h(s)ds
ou 5
1 — (t—s) 1+ 2(1—s)*2 si s<t
) == ) ot
a-1) t2(1 — 5)272, si s>t
et )
1 ——— (=8 4?1 —5)*2 si s<n
G(n,s) = M(a—1) a—1
@ (1 —s)*"2 si s>

ou G(t,s) et G(n, s) sont les fonctions de Green.
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Preuve.
En appliquant 'opérateur /* aux deux membres de I’égalité (II.A) , on aura :
(I°°Du)(t) = — I*h(t)
1 t
=——— | (t—5)"""h(s)d 1.3
By Jy = 9 th(s)as (aL3)
Et d’apres lemme (1.4.2) et lemme (1.4.3) ,on a:
I1°°Du(t) = u(t) + co + 1t + cot? + ...+ cpt™ L. (I1.4)
Puisque o €]2,3[, doncn = [a] +1=3. Alors on obtient :
(I*°D*u) = u(t) 4 co + c1t + et
Donc de (I1.3) et (II.4) ,on a :
() + o+ ert + o = —1/t(t— $)*1h(s)ds
0 7 T(a) Jo
d’ou .
t
u(t) = —cy — cit — cot® — 7/ (t — 5)* th(s)ds (I1L.5)
0

I'«)

pour certaines constantes ¢y, ¢1, cs € R.

Il reste a vérifier les conditions aux limites, on a :

uw(0)=0 = ¢ =0.

En dérivant v : .
t
u'(t) = —cp — 2¢qt — F(Oz—l)/o (t — 8)*?h(s)ds

avec la condition «'(0) = «/(1) implique que

1 ! a—2
—c1 = —c1 — 2¢9 — F(oz—l)/o (1 —s)*2h(s)ds.

Donc
1

co = a1 /01(1 — 5)*2h(s)ds.
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Pour ¢;, nous avons :

u'(0) = Bu(n)
—a=p (—cm — o1 — F(la) /On(n - S)alh(S)dS)

2

—c =0 (—cm + 21“((7)47—1) /01(1 — 5)*2h(s)ds — (o) /On(n - s)alh(s)ds>

et puis

A P BT e i
= BT e O G ey

En remplacant les valeurs de c¢; et ¢, dans (II.5), on obtient la relation désirée dans
lemme (I1.2.1), c-a-d :

Bt 1 -
w0 =~ I D) Jy (R
Bt . .
+ (a—1)(a—1)(Bn—1) /0 (n—s$)* "h(s)ds

* QI‘(;_l) /01(1 — 5)*2h(s)ds — F(loz) /Ot(t — )% Uh(s)ds.

- i pn—1) UO” : (n—s)*"h(s)ds — /01 (1 — 5)°2h(s)ds

(0= 1)( .
+ Qr(al_l) /01 t2(1 — 5)* 2h(s)ds — F(loz) /Ot(t — )% Uh(s)ds.
Bt

S / "G $)h(s)ds + / "Gt $)h(s)ds.

Dans cette section, on donne les conditions d’existence et 'unicité de la solution du pro-
bleme (II.1) et (II.2) dans l'espace C]0, 1].
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Hypotheses :
Soient les hypotheses suivantes :

(H1) la fonction f : [0,1] x R — R est continue.

(H2) Il existe une constante k£ > 0 telle que :

| f(tu(t) = [t o) [< k[ ut) — o) |

pour chaque ¢ € [0, 1] et tous les u,v € C([0, 1], R).

(H3) Il existe une constante N > 0, telle que :

| f(t,0) |[< N, pourchaque ¢t € ]0,1].

» Notre premier résultat dans ce travail est basé sur le principe de contraction de Banach

Théoréme 11.2.1
Supposons que les hypotheses (H1) et (H2) sont vérifiés.
Si de plus

3 s
QF(a)k<|Bn—1|+1><1 (I1.6)

alors le probléme (II.1) et (II.2) admet une solution unique sur [0,1].

Preuve.
On va transformer le probléme (II.1) et (II.2) en un probleme de point fixe.
T est bien défini, en effet :

Si weC([0,1,R) alors (Tw)e C(]0,1],R).

Nous avons l'opérateur 7' : C([0, 1], R) — C([0, 1], R) donné par :

Tu(t) = 50 _51”)(;” = /01(1 )2 f (s, u(s))ds
pt n a1
e TG =Ty 1 ) s ul)ds
4 2r<oi—1> /01<1 )92 f (s, u(s))ds
1

- / ‘(= $) L f (s, uls))ds.
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Il est clair, d’apres le Lemme (I1.2.1) que les points fixes de 'opérateur 7' sont les solu-
tions du probleme (II.1)-(II.2). Il reste a montrer que 7" est une contraction , pour tous
u,v € C([0,1],R),t € [0, 1], nous avons :

QL&
2l(a—1)(Bn — 1

Bt
(a—=1DI'(a—=1)(Bn—1
+2F(;_1)/0 (1= 5)™2 f(s, u(s))ds

b /Ot(t )L f (s, u(s))ds

I'(a)
Bt

T =Ty (L) vleds

Bt " o1
- AT TTG T T JRCED S CHOE

s [ = s
1

+ F(a)/ot(t 8 (s, v(s))ds |

| Tu(t) — To(t) )/01(1 )92 f(s, uls))ds

4 ) =8 ()

+

Par (H2), nous obtenons

Bt
20(a—1) | fn—1|
Bt
(a=Dl(a—1)|pn—1|

| Tu(t) — To(t) | < Bllu— v /01(1 — §)2ds

+

" a—1
Ellu=vl [ (n=s)""ds

2 1
Y ku- Oo/ 1— 5)°2g
e A K N TR
1 t
ki lu— Oo/t— algg.
gl (=0

Par conséquent, nous avons

i s g
‘T“(“‘T““)'g”“‘“””gr<amn—1|+r<a+1>|ﬁn—1|]

1 1
Flu=vle M I5rey * Ty 1)]
[ 153 16 1 1
9T(a) [ Bn—1] T(a)|Bn—1]  2I(a) r<a>]
3 8
< 2F(a)k[|/@n—1

<lu—vllok

,+1] TR
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donc nous déduisons que

B
oT(a)" L Bn—1]

| Tu—To s #1] fuv .
Enfin, grace a (I1.6) nous déduisons que 7" est une contraction.
D’apres le principe de contraction de Banach, le probleme (II.1) et (II.2) admet une so-
lution unique sur [0, 1].
[ |

» Maintenant nous donnons un résultat de I'existence et 'unicité basé sur le théoreme

de point fixe de Schaefer.

Théoreme I1.2.2
Supposons que les hypotheses (H1),(H2) et (H3) sont satisfaites. Alors, le probleme

(IL.1) et (I1.2) admet une solution unique sur [0,1].

Nous utilisons le théoreme de point fixe de Schaefer pour prouver que 'opérateur
T:C([0,1],R) — C(]0,1],R) donnée par :

=51 —6177><tﬂn -1 /ol<1 = )"/ (s, u(s))ds
pt n -
- (a — DI'(a—1)(Bn — 1) '/0 (n—5)*""f(s,u(s))ds
" 2P<otz—1> [ =9 s uts)ds

_ r(la) /Ot(t — )L f (s, u(s))ds.

admet un point fixe.

Preuve.

Nous divisons la preuve en quatre étapes :

Etape 1 : T est continue.

Soit (uy,)nen une suite telle que u, — u dans C([0, 1], R).
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Pour tout ¢ € [0, 1], nous avons

| s G (= (s
Bt

+ (a—1(a—1)(Bn—1) /0 (n— s)aflf(s,un(s))ds
" 2F<ci—1> [ =92 s w(s)ds
) F(loa [ =9 (s, (s))ds

An*t

NEXCENIE
Bt n =
- DTG =T ) (e
t2

- m /01(1 — 5)* 2 f(s,u(s))ds + F(loz) /Ot(t — ) f (s, u(s))ds |

| Tup(t) — Tu(t)

n—1) /01(1 —5)* 2 f(s,u(s))ds

donc

Bn*t

(a—1)]fn—1] /01(1 — 8)" 7 f (s, un(s)) — f(s,u(s))|ds
Bt

* DTG O =D b s ) = S o)

* 21“(54 —1) /01(1 —8)* 2 f(s,un(s)) = f(s,u(s))|ds

+F&%[a—@aHﬂ&w@»—f®w®M®-

| Tun(t) = Tu(t) | < 5

Bt | »
< st gy =1y G = Fu) e [ s ds
gt ) .
T DG =T )~ S e [ = s s
t2

i 16w = FCu0) e [ (=82
1 ¢ a—1
+ gy 176w = FCu0) o [ 6= 5
Bt pt
S [Q(a “O(a-1)[An—1]  ala—D(a-1)(Fr—1)
. ! b T P un() = FCu() e

20a—1D'a—-1)  aol(«)

En utilisant (H1), nous prouvons que || T'u,, — Tu ||oc— 0 quand n — oc.
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D’ott la continuité de 7" sur C([0, 1], R).

Etape 2 : L'image de tout ensemble borné par 7" est un ensemble borné dans C([0, 1], R)
soient p > 0 et B, = {u € C(J,R), || u ||«< p} pour || u ||c=sup {| u(t) |1 te J}.
Pour tous u € B,, nous avons

T o —Bln)(tﬁn Y /01<1 = 8)" 7 f (5, u(s))ds
pt n o
- (a — DI'(a—1)(By — 1) /0 (n—s)*""f(s,u(s))ds

2 t

+ M_l)/olﬂ = 5)* 7 f (s, u(s))ds — r(la)/o (t— )" f(s,u(s))ds |, (%)

donc

I~

| fs,uls)) [ =] f(s,u(s)) = f(s,0) + f(s,0) |
<[ f(s,u(s)) = f(s,0) [+ ] f(s,0) |
<klu(s)|+N
<kp+ N. (%)

En utilisant (x*) dans (*), nous avons

Bt
(a—1)| ﬁn

| Tult) | < 5 _1|/1—s°‘2k| s) | +N)ds

+ $)* Mk | u(s) | +N)ds

(o = DI a—l !577—1!/ -

i zr(f_m/ol(l — )" (k[ u(s) | +N)ds

1 1
—— | (t—s5)"(k N)d
Figay €9 G uls) [+ N)ds
Par conséquent

(kp + N)pn’t 1

TS o0 =1y [y =11 b

(1—5)*?ds

(k’p—l-Nﬂt _sa 1 S
D a D [ar=T]h 1~
+M/O (1—s)°"2ds + W;(Z)N)/(t— 5)" s
(kp+ N)B (kp+ N)3 (kp+N) (kp+N)

A(e) [ fn—=1| Dla+1)[pn—1]  20(a) = T(a+1)
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| Tu(t) [<

3(/<:p+N)< B )

1 1.7
(@) \[Br—1]" a7

Donc
| Tu ||oo< 00, Vit € [0,1] = TeT(B,)

Par conséquent, 7'(B,) est bornée.
Etape 3 : L'image de tout borné par 7" est un ensemble équicontinu de C([0, 1], R).

Soient 1, %, € [0, 1] avec ¢; < t, et soit B, un ensemble borné de C ([0, 1], R) .
Pour u € B,,on a:

HWGO_TMQHgJ_ﬂnyfﬁén_n[ﬁl_@w?ﬂ&“@ﬂs
+Ka—nnf?nwn_nﬂﬁn—$“VQWQD@
i zr(f_ 1) /01(1 =) f (s, uls))ds
_-Iwix)Jéh(tl"s)a_lf(s,u(s))ds
+mXaf§&n_U1ﬁl_$a%ﬂ&M$Ms
(a— 1)r(a6i21)(577 Y /On(n — 5)* f(s,u(s))ds
_2ré%4)411—®a2ﬂ&u@»@

iy ) = s (e |

Donc
b TR LS 2P<fn— l>t<1| %52—‘ ) [ =2 | (s u(s)) | ds
oln ot ! — ) s, u(s S
ey e AUSD A PO
[ti—to | (b + 1) ! L
2I'(a — 1) /0 (L=95)*""[ f(s,uls)) [ ds
1

“ iy o =T Tt st s [ =) | o) s
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Grace a (H3) et (xx), nous obtenons

| Tu(t) = Tult) | € ot A L [ =0 () |+
D T Ty 7 ) | s
LB L) e g+
_ P(la) /0“ (b — ) (k | u(s) | +N)ds
+ F(la) /0 (ts = ) (k | u(s) | +N)ds

et donc

| Tu(ty) — Tu(ts) |

_|_

o B | ti—ta | (kp+ N)

~

2 (a)(] pn—11)
Blti—ty| (kp+ N)n®

I(ar+1)(] fn—11)
[t =t | ( +t2)(kp + N)
2l ()

(7 —13)

(kp + N)
['(a+1)

quand t; — t5, le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers 0, d’ou I'équi-

continuté de 7.

D’apres I’étape 2 et I’étape 3 et le théoreme d’Arzéla-Ascoli, 7'(B,) est relativement

compact pour tout borné B,. C-a-d 7" est completement continu.

D’apres I’étape 1, 7' : C([0,1],R) — C(]0, 1], R) est continue et completement conti-

nue.

Etape 4 : Soit w = {u € C([0,1],R) : u = AT(u),0 < A < 1} . Nous montrons que w est

borné.

Soitu € w,doncpour A tq 0<A<1 etchaque t¢e€0,1]onawu= AT (u)donc

[ u(t) [ = A Tu(t) |

Bt

ABt

2T(a — 1)(B

n—1) /01(1 —5)* 72 f(s, u(s))ds

_|_
At?

(@ =Dl = 1)(Bn -1

ity ) (0= () ds

A

I(a)

/Ot(t ) (s, u(s))ds | -
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Comme 0 < A< 1,0 <t < letne (0,1) on déduit que

(D) < 5r7m Uﬁ i (1= 52 | £(s,u(s)) | ds
b ! — )t s, u(s s
* I AT 1 e
Sy =9 ) | ds
+F(1a)/01(1—s)a—1 | f(s,u(s)) | ds.

Gréace a (II.7), nous obtenons

|u<t)‘<3(pk+N)< B )

oT(a) \[gn—1] "

Cela montrons que w est borné.
En conséquence du théoreme du point fixe de Schaefer, nous déduisons que 7" admet un

point fixe qui est une solution unique du probleme (II.1)-(II.2). [ |
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Probleme aux limites pour une
équation différentielle fractionnaire
non linéaire au sens de

Riemann-Liouville

Dans ce chapitre,nous étudions I’existence de solutions pour une équation différen-
tielle fractionnaire non linéaire avec des conditions aux limites.(voir [7])
Nos résultats sont basés sur 'application de deux théoremes du point fixe :
e Le théoréme du point fixe de Banach.

e Le théoreme du point fixe de Krasnoselskii .

III.1 Présentation du probleme

Nous considérons le probleme aux limites suivant pour une équation différentielle

fractionnaire non linéaire :

Dou(t) = f(tu)),te J=[0,1],2<a<3.  (IL1)
D§ 'u(0) = 0, D§*u(1) = 0,u(1) = 0. (I11.2)

Ou Df est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (a=0), f: J xR — R
est une fonction donnée.
Les résultats sont prouvés grace au principe de contraction de Banach et le théoreme de

point fixe de Krasnoselskii sur un cone.

Habituellement, I'outil fondamental utilisé dans la littérature pour prouver l’existence
de solutions positives pour les probléme de valeurs limites pour les équations différen-

tielles ordinaires et fractionnelles, équations aux différences est la théorie du point fixe
(voir [[51,[31,[17],[14]1,[18]D.
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Dans [4], M. Benchohra, J.Henderson, S.Ntouyas et A.Ouahab ont utilisé le théo-
reme du point fixe de Banach et I'alternative non linéaire de Leray-Schauder pour étu-
dier I'existence de solutions pour les équations fonctionnelles et neutres fonctionnelles

d’ordre fractionnaire avec retard infini :

Dgu(t) = f(t,u(t)), 0<a<l, 0<t<l1
u(t) = o(t), t<0,

ou f:[0,1) x B — R est une fonction donnée, ¢ € B avec ¢(0) = 0, et B est 'espace
de phase.

Dans [9] , D.Delbosco et L.Rodino ont prouvé 'existence et I'unicité des solutions de

certaines classes d’équations différentielles fractionnelles non linéaires de la forme :
Diu(t) = f(t,u), 0<s<1,

ou f:[0,a] x R — R,0 < o < +o0,est une fonction continue donnée.

Dans ce travail,les auteurs ont utilisé le principe de contraction de Banach.

En utilisant un théoreme de point fixe de krasnoselskii dans les cénes,El-Shahed dans
[10] a prouvé I'existence et la non-existence de solutions positives pour le probleme aux

limites non linéaire suivant :

0,0<t<1,2<a<3,

{ Dgu(t) + Aa(t) f(u(t))
u(0) =u/'(0) =/ (1) =0,

Dans [25], A.Saadi et M.Benbachir ont obtenu des conditions suffisantes pour ’existence
et la non-existence de solutions positives pour le probléme aux limites fractionnaire non

linéaire suivant :

=0,0<t<1],2<a<3,

{zwu+wwﬂww>
w(1)= 3 8 (n) = X,

u(0) = u/(0) =0,

ou f : [0,00) — [0,00) et a : (0,1) — [0,00) sont des fonctions continues, n €
(0,1), 0 €0,1/n°2) et A € [0,00) sont des constantes .
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II1.2 Existence de solution

Dans cette section on est concerné par I'existence des solutions du probléeme (III.1)-
(IT1.2).

» On commence par donner la définition d’une solution du probleme (III.1)-(III.2).

Définition II1.2.1
On dit que la fonction u € C(J,R) est une solution du probléme (III.1) et (III.2), s’il
existe un fonction f € L'(J x R,R) et V¢ € J telle que :

Dgu(t) = f(t,u(t)). pourtout teJ=10,1, 2<a<3.

et la fonction v satisfait les conditions (III.2)

» Pour l'existence de la solution, on a besoin du lemme suivant :

Lemme II1.2.1
Soit h : J — R une fonction continue. Une fonction u est une solution du probléeme

aux limites :

D§u(t) =h(t), teJ=[0,1,2<a<3, (IC)
D§u(0) = 0, Dy ?u(1) = 0,u(1) = 0. (1I1.D)

si et seulement si c’est une solution de 'équation intégrale fractionnaire

u(t) = F(la)/ot(t ) h(s)ds + W/Olu _ $)h(s)ds
toc—S

0 | (1= 5)"h(s)ds.

Preuve.
Soit u une solution de probléme (II.C)-(IL.D) . En appliquant 'opérateur /* aux deux

membres de 1’égalité (I1.C),on aura :

(I*Dgu)(t) = I*h(t)

= F(la) /Ot(t — 5)* 1 h(s)ds. (IL.1)

Et d’apres lemme (I.4.5) et lemme (I.4.6) ,on a :
I°Dgu(t) = u(t) — ert* b —ept® 2 — . —cpt"

Puisque « €]2,3[, doncn = [a]+1 =3 alors on obtient :
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I9Deu)(t) = u(t) — eyt — ot 2 — 51273, (111.2)
0

Donc de (II1.1) et (III.2), on a :

1t
u(t) — e t* "t — cpt® ™ — gt = F(a)/o (t — 5)* 'h(s)ds.

Alors, nous avons :

1 t
u(t) = cit® '+ ot P4 st P+ / (t — s)* h(s)ds (II1.3)
I'(a) Jo

Il reste a utiliser les conditions aux limites pour trouver les constants ¢y, ¢z, c3.

e Pour ¢, en appliquant la dérivé D*~! aux deux membres de I'égalité (II1.3), on a :

1 t
D§ tu(t) = ¢ Dy 4 eo DT + ey DTS + @) / DSt — 5)*h(s)ds.
) Jo

Et d’apres I'exemple (1.3.2), on a :
D't =T'(a).
Dyt =0.
Dy~ ? = 0.
DMt —8)* ! =T(a).
En remplacant les valeurs dans la solution (II1.3), on obtient :
t
Ds tu(t) = ¢ (a) +/ h(s)ds.
0

Et d’apres la condition D§ 'u(0) =0, on a :

D 'u(0)=0 = ¢ =0,

e Pour c,, en appliquant la dérivé D$ 2 aux deux membres de 'égalité (II1.3), on aura :

DS 2u(t) = ¢ Dy 2t 4 ey DY 212 4 ey DG 23

1 t
) /0 Dg2(t — s)* h(s)ds.  (IIL4)
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Pour ¢; = 0 et d’apres 'exemple (1.3.2) ,ona:

Fla-1)

Da—Qta—l —
° I'(2)

L.

D§ 2 =T(a —1).
D8z—2ta—3 — D(c)v—2t(a—2)—1 = 0.
D72t —8)* = —L(t —s).

En remplacons dans, on obtient :
t
DE2u(1) = esl(a — 1) +/ (t — s)h(s)ds.
0

Pourt=1,ona: )
D§2u(1) = col'(a — 1) +/ (1 — s)h(s)ds.
0

Alors

_F(al—l) /01(1 ~ $)h(s)ds.

Cy —

e Pour c3, en remplacant (¢ = 0) dans la solution (III.3)avec (¢; = 0), on aura :

1 1 a1
u(l) =co+c3+ F(OZ)/O (1 — )" "h(s)ds,

d’ou
1 ! a—1
wW(l)=0 = = r(a)/o (o —1)(1 —s) — (1 — $)° Yh(s)ds.

En remplacant les valeurs de ¢, et ¢3 dans (I11.3), nous obtenons

u(t) = P/Ot(t — )2 h(s)ds + M/Olu — $)h(s)ds

ta*3

) /0 (1= 9 Uh(s)ds

qui est la solution de probleme (III.C)-(II1.D).
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Inversement, si u est une solution de probléme (III.C)-(IIl.D) ,on a :

t*3(1 —t)

u(t) = I%h(t) + Tla—1)

I?h(1) — t*3I*h(1)

et par conséquent
Du(t) = h(t), D* *u(0) = I'h(0) = 0.

D ?u(1) = I*h(1) — I*h(1) =0 et wu(l) = I*h(1) — I*h(1) =0

et donc u est une solution de probléme (III.C) et (III.D).

Dans cette section, on donne les conditions suffisantes d’existence de la solution du pro-
bléme (III.1) et (II1.2).

Hypotheses :

Soient les hypotheses suivantes :

(H1) la fonction f : J x R — R étre une fonction continue.

(H2) 1l existe une constant k£ > 0 tq :

| fit,u) — f(t,v) |<k|u—v]|, Vu,veR Vtel

(H3) Il existe une constante 5 > 0 telle que

| f(t,u) < B, VteJVucR.

Théoréme I11.2.1
Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées. Si de plus

2 1
k (F(a—l— ) + 2 (a — 1>) < L (I11.5)

alors le probleme (III.1) et (III.2) admet une solution unique sur .J.

Preuve.

Nous transformons le probleme (II1.1) et (III.2) en un probleme de point fixe.
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Pour cela, considérons 'opérateur 7" : C'(J,R) — C(.J,R) définit par :

e T est bien défini, car

Si weC(J,R), alors (Tu)e C(J,R).

Il est clair, d’apres le lemme (II1.2.1) que les point fixe de 'opérateur T sont les solutions
de probléme (II1.1)-(IIL.2).

Maintenant, d’apres le théoréme de contraction de Banach , il suffit de prouver que

T est une contraction .

Soit u € C(J,R) et t € J. Nous avons :

| Tuy(t) — Tus(t) | < F(la)/ot(t —5)* 1| f(s,ui(s)) — f(s,ua(s)) | ds
T L =9 s - flsno) | ds
g ) 0= () = fls (o) | ds
< k|l u;(_a;@ [l /Ot(t —8)* s+ k|| u1 — us ||oo M/Ol(l — s)ds

ta—3 ! a—1
+kHuy—WHmF@OA(1—$ ds

k|l uy — up ”OOta n kllur—up oo t* (1 —1) | k|l ug —ug [|oo t*7°
al'(«) 2l — 1) al'(a)

I I N Y DR
S T+ " an@—1)) "2l

donc, nous déduisons que :

2 1
Tla+1)  20(a—1)

Hﬂn—TmHm<< )ka—uﬂu-

En vertu de (III.5), on déduit que 7" est une Contraction .
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Du théoreme de Banach, 7" admet un point fixe unique qui est la solution unique du
probleme (III.1) et (II1.2).

|
Maintenant, nous donnons un résultat d’existence basé sur le théoreme du point fixe de

Krasnoselskii.

Théoréme III.2.2
Supposons que (H1) , (H2) et (H3) sont satisfaites . S’il existe 5 > 0 telle que :

2 _
o“-at? (I1L.6)

Fayn <O

alors le probléme (III.1) et (III.2) admet au moins une solution sur .J.

Preuve.

La démonstration est basée sur le théoreme (I1.5.3) .

Pour u € C(J,R) ett € J =10,1],

1 toz—S

Tou(t) = £y /Ot@ — ) f (s, uls))ds + Fa 1) /01(1 — ) f(s,u(s))ds.  (IL7)

et

toz72 taf?)

Tyu(t) = _r(a_1)/01(1 = ) u)ds =~ fs /01(1 89 (s, uls))ds.  (IIL8)

La preuve se fait en quatre s’étapes :
Etape 1 : On montre que T u; + Thuy € Bs,Vuy, uy € Bs.

Soit Bs = {u € C(J,R),d > 0:|| u||< ¢},nous allons prouver que T u; + Tous € By,

pour tout uy, us € Bs.

Vui,ug € BsetVte€ J=10,1],ona:
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1t -
| Tyun (t) — Tous(t) | < r(a)/o (t—9)"" | f(s,ur(s)) | ds

e A=) | o) | ds
N F(Z_D [ )1 fssuals)) | ds
N I{‘E:) I (1= )| f(s,u(s) | ds.
L 1“(046—1) /01(1 — 5)ds + r(ﬁa) /01(1 — )" ds,

B (e
S Ia) \a “ o
< B [a?—a+2

() o
par la condition (III.6), on déduit que

2 _ 2
| Tous — Ty s =2 (222 5
I

=

c’est a dire T u; + Thuy € B.

Etape 2 : On montre que 7} est une contraction.

Soit uy,us € C(J,R) ett € J, nous avons :

1

| Thun () = Thus(t) | < P(a)/o (t =) [ f(s,ua(s)) = f(s,ua(s)) | ds

" <tl> [ =) 1 s, (s)) = (s, uals)) | ds.

I'a —
kAl ug — g ||oo/t 1
< t— s)*1d
() 0( ) i
Ellur—up [l 7
['a—1) 0

kAl ug — g ||00to< +ta—3k | u1r — s [|oo
T(a+1) 2l (= 1)

+ ta*:?)

(1 — s)ds.

<kt ) |
SP\Tlar1)  20(a—1)) M7 2l

donc, nous déduisons que
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1 1
Tla+1) | 20(a— 1)) I =z floe -

| Tyuy — Thus ||o< k (

En utilisant la condition (III.5), nous concluons que 77 est une contraction.

Etape 3 : On montre que 7, est continue.
Soit (u,), une suite dans C'(/, R) convergente pour la norme || . ||, vers une limite u,

Cest-a-dire lim | un —u ||oo= 0. pour n € Nett € J, nous avons :
n oo

| Ton ) = Toult) | < oy [ (0= 5) = (0= ) 1 s, a(s) — (s, us) | ds]
<ot vl [ (=9 =0 -9)
a— 2
< W—l)k | wn —u|oo -

Puisque u est continue , alors :

oa—2

Toup —Tou || oS 5%
| Tou | 2ol (a — 1)

k|l up—1u|l— 0 (n — 00)

d’ou la continuité de 7.

Etape 4 : On montre que 75 est compacte.

Etape 4.1 : Il est suffisant de prouver que pour chaque sous-ensemble borné Bs de

C(J,R), nous prouvons que 7»(Bs) est un sous ensemble borné de C'(J,R)..

soit u € Bs estt € J, nous avons :

| Tou(t) | < F((j_l) [ =) 1 fGs.uts)) | ds + F(la) [y | (s u(s)) | ds
< F(aﬁ_ ¥ /0'1<1 — §)ds + F(ﬁoz)/ol(l _ gyt

<B( 1 N 1 )
SP\2r(a—1) Tla+1))’

nous déduisons que :

1 1
Ma—1)  Tla+)

||T2u||oo<5< )ZCSt:>T2€B5

et par suite 75(Bjs) est bornée.
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Etape 4.2 : Nous prouvons que T»(Bs) est équicontinu.

Soit u € By ettty € J, tels que (¢; < ), nous avons :

a—2 a—2
ty " =17

| Tou(tz) = Tou(th) | < r(a—1)/01(1 =) | f(s,uls)) | ds

R

I(a) /01“ = 5)* [ f(s,uls)) | ds

1972 — 972 g1
<pE—— (-
a1 /0 (1= 9)ds

ty -1 /1 -

- 1—9)"'d
+ 3 o) ; (1—1s)*""ds
o7 — o2
2I'(a— 1)

173 — 493
Ma+1)’

< B + 5
quand t; — t,, le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers 0, d’otu I'’équicon-
tinuté de 75.

D’apres 'étape 4.1 et I'étape 4.2 et le théoreme d’Arzéla-Ascoli T5(Bs) est relativement
compact .

Enfin, d’apres les étapes (1,2,3,4) et comme une conséquence du théoreme (I.5.3) ,
nous

en déduisons que 7; + 7> admet au mois un point fixe, qui est une solution du probleme
(IT1.1) et (II1.2). |

II1.3 Exemple

Soit f : [0,1] x [0,00) — R une fonction définie par :

xZ

Pour ¢ € [0,1] et z > 0, nous avons :
| 62) = f(t9) 1= 5y | o= yl< g Lo =y
v W g 1P YIS I

Ce qui prouve que f satisfait (H1) et (H2) du théoreme (III.2.1).

Pour appliquer le théoreme (II1.2.1), on vérifie que

L[ 2 1 1
5 (F(a+1) - 2F(a—1)> =5
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ce qui est le cas puisque nous avons :

> Pour o = %,nous obtenant

1( 2 1
= + =0.19258 < 1,
(F(19 21“(2))

et pour o = £, nous obtenons

1( 2 + ! >—051198<1
5 I‘(%) 2F(§) ' '

En conclusion, par le théoreme (I11.2.1), le probléeme (II1.1) et (II1.2) admet une solution

unique.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Dans ce mémoire on a appliqué la dérivation fractionnaire a I'étude de deux pro-

blemes différentiels fractionnaires non linéaires avec des conditions aux limites.

On a rappelé quelques notions des dérivées fractionnaires comme la dérivée frac-
tionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Caputo et quelques outils de base du calcul

fractionnaire avec quelques propriétés.

On a présenté aussi quelques résultats d’existence des solutions d’un probleme aux
limites d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et d’'un probleme aux limites d’ordre

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans le cas ou a €]2, 3].

Les résultats d’existence et d’'unicité sont prouvés en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et le théoreme du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.
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Résumé

Le concept de la dérivation fractionnaire a beaucoup d’applications.

Il intervient dans la résolution de plusieurs problemes fractionnaires non li-
néaires, en particulier, dans ’étude de I'existence et de l'unicité.

Dans ce mémoire on aborde différentes applications de tout notion ainsi que
quelques unes de ses extensions et généralisations qui entrent dans la réso-
lution des problemes différentiels fractionnaires non linéaires .Nous démon-
trons l'existence et 'unicité des solutions en utilisant le principe de contrac-

tion de Banach et les théoremes du point fixe de Schaefer et Kranoselskii.

Mots-clés: Equation différentielle fractionnaire non linéaire, probléme aux limites,dérivée
fractionnaire de Riemann, dérivée fractionnaire de Caputo,
dérivée fractionnaire de Grunwald-Letnikov, intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville,théorie du point fixe.

Abstract

The principle of fractional derivation has many applications. It intervenes in

the resolution of several nonlinear fractional problems in particular, in the
study of existence and uniqueness.

This paper discusses different appliquations of this principle as well as some
of its extensions and generalizations that involve in the resolution of nonlin-
ear fractional differential problems.We demonstrate the existence and unique-
ness of solutions using the principle of Banach contactions and the fixed point

theorems of Schaefer and Kranoselskii.

Keywords: Nonlinear fractional differential equation,boundary condition problem,
Riemann fractional derivative,Caputo fractional derivative,fractional
derivative of Grunwald-Letnikov,fractional integral of

Riemann-Liouville, fixed-point theory.
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