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Notations

Ensembles

R Ensemble des nombres réels.
N Ensemble des entiers naturels.
N* Ensemble des entiers naturels non nuls.

C([a,b],R) Ensemble des fonctions réelles continues sur [a,b] de R.

Fonctions

I'(z)  Fonction Gamma.

B(z,w) Fonction Béta.

E.p(z) Fonction de Mittag-Leffler.

I f  Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f.
D¢ f  Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f.

GLDaf  Dérivée fractionnaire de Grunwuld-Letnikov d’ordre «v de la fonction
f.

D'f = %ﬁt) Dérivée ordinaire d’ordre n par rapport a t de la fonction f.

L[f(t)] Transformée de Laplace de la fonction f.

Abréviations

G-L  Grunwuld-Letnikov

R-L  Riemann-Liouville.



Introduction Générale

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer
le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-meme, et par la méme introduire la
dérivée seconde. Puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration, opérateur
inverse de la dérivée, peut éventuellement étre comme une dérivée d’ordre ” moins
un”. On peut aussi se demander si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent
d’ordre fractionnaire.

En 1695, Leibniz dans une lettre a I’'Hospital, voulut engager une réflexion sur une
possible théorie de la dérivation non entiere d’'une fonction. Dans sa réponse, 'Hos-
pital s’est intérrogé sur la signification qu’on pourrait donner a la dérivée d’ordre
%. En effet, % est a égale distance de 'ordre 0 qui est sensé designer la continuité et
I'ordre 1 sensée designer la dérivabilité classique. La réponse de Leibniz contenait a
peu prés cette phrase :

”cela conduirait ¢ un paradoxe a partir duquel, un jour, on pourra tirer
des conséquences utiles.”

Depuis cette époque, la dérivation d’ordre non entier a attirée 'attention de
nombreux mathématiciens célebres, tels Euler (1730), Laplace (1812), Fourier (1822),
Abel (1823—1826), Liouville (1832—1873), Riemann (1847), et Laurent (1884). Cest
seulement lors de ces dernieres décennies que cette théorie commence a toucher un
nombre important de domaines mathématiques et autres grace a une explosion des
activités de recherche sur I'application du calcul fractionnaire touchant la physique,
la mécanique, la diffusion fractale, la biologie, électrotechnique, électrochimie,. . .

La théorie du calcul fractionnaire est presque aussi vieille que le calcul lui-méme,
mais aujourd’hui, un certain nombre de manuels ont été publies sur ce domaine et
ses applications, on cite par exemple le livre de Samko S.G [7] , qui considéré comme
une encyclopédie de la dérivation et de l'intégration d’ordre fractionnaire. On peut
citée également les travaux de I.Podlubny[5],k.B.Oldham [4].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de s’adapter avec le
calcul fractionnaire .
Ce mémoire contient trois chapitres répartis comme suit :
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e Le premier chapitre est destiné aux différents outils et techniques mathé-
matiques utilisés par la suite : fonctions spéciales (les fonction Gamma, Béta
et celle de Mittag-Leffler), transformée de Laplace, espaces de fonctions (inté-
grables, et absolument continues) et quelques notions et résultats de la théorie
d’analyse fonctionnelles .

e le deuxieme chapitre nous présentons les définitions de dérivations et in-
tégrations fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et ses propriétés.

e le troisieme chapitre nous avons traité ’approche de dérivée fractionnaire
de Griinwald -Letnikov, ainsi que leurs propriétés, et le lien avec l'opérateur
fractionnaire de Riemann-Liouville .

A la fin, nous donnons une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions, notions, propriétés et ré-
sultats sur 'analyse fonctionnelle, pour plus de détails voir ([1]).

1.1 Les fonctions spéciales

Les fonctions spéciales sont définit de maniere assez imprécise, puis qu’elles re-
groupent les fonctions que l'usage (ou la fréquence d’utilisation a finit par associer
a un nom). Ces fonctions jouent un role important dans la théorie du calcul frac-
tionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Eu-
ler, qui généralise la factorielle n! et permet n de prendre aussi des valeurs non
entiers et méme des valeurs complexes.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma T" est généralement définie sur C par l’inté-
grale suivante :

I'(z) = /+00 e "= 1dt, Re(z) > 0. (1.1)
0
Cette intégrale est convergente pour tout compleze z € C, Si Re(z) > 0.
Proposition 1.1.1. L’une des propriétés de base de la fonction Gamma est :
['(z+1) =z2I'(z), Re(z) >0. (1.2)
En particulier :
I'(n)=(n—-1)! VneN*

Démonstration. Représentons I'(z + 1) par I'intégrale d’Euler et intégrons par par-
ties :
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Soit z € C avec Re(z) > 0, alors

—+00
r@+1yi/ e =1t
0

400
= / e A dt
0

+oo +oo
—-[—e%ﬂ -+z/ﬁ e 'ttt .
0 0

tZ
lim t*e ' = lim — =0
t—o0 t—o00 et

Or

Par conséquent :
I'(z+1) ==2I(z).

En particulier, on a

+oo
Fu%:/‘ e 'ttt =1,

0

D’apres (1.2), pour toute z € N*, on obtient :
T'(2)=10(1) =1.1=1!
[(3) = 2.I(2) = 2.11 = 2!
[(4) = 3.0(3) = 3.2 = 3|
I'(n+1)=nl(n)=n(n—-1)!=n!

On a bien par récurrence que

Ce qui entraine

r(n+g) =20 (13)

(2)- e

On pose le changement de variable suivant :

En effet,

v=1t=1t=1% et dt = 2v dv.
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D’ou

D’apres lintégrale de Gausse, on a

+o0
/ eV dy = ﬁ
e 2
Alors JF
1 78
I'=|=2+X—= )
(3) =25 -

Calculons maintenant (1.3), pour tout n € N*.

g (20 = 1).2n = 3) .. 3.1V

En multipliant et en divisant par (2n — 2)(2n —4) ... 2, on a

1\ (2n—1).2n—2)..321
: (”+§) = 9n.(2n—2).(2n — 4) VT

_ Cn-nWF
- 2non-l(n — 1))
(2n — 1)/

Sl (p— 1)

En multipliant et en divisant par 2n, on obtient

F( 1> on.(2n — 1)I\/7

~22-19p.(n — 1)

(2n)! VT

4m pl
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Par conséquent (1.3) est prouvée.
Une autre propriété importante de la fonction Gamma qu’on peut représenter par
une limite :

['(z) = lim

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.1.2. La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espére)est
donnée par :
Pour toute z,w € C, on a

B(z,w) = /01 11 — 1) dr, Re(z) > 0, Re(w) >0, (1.4)

cette intégrale est convergente.

Théoréeme 1.1.1 (Relation entre les fonctions Béta et Gamma). :
Les fonctions Béta et Gamma sont liée par la relation suivante :

I'(z)(w)

PTG

Re(z) > 0, Re(w) > 0. (1.5)
Démonstration. Soient (z,w) € C* avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0, telle que

+o0o
['(z) = / e T ldr
0

+o0
F(w) = / e s¥ ds.
0

En utilisant le théoréeme de Fubini, on obtient

+o0 +o0
I'(z)Nw) = / / e Tt e dr dt
0 0

“+o0o “+o0o
— / / r# e Tl gr gt
0 0

On effectue le changement de variable r =7+t = dr =dr +dt et 0 <r < +o00.

T __ T

Onpose 7=rs=s=7= 5
Donc,

sitT=0=s=0.
SiT=+400=s=1.

On a
dr =dt +dx = dx =dr — dt

et on a 7 = rs donc
dt = dr — (rds + sdr) = dt = (1 — s)dr — rds.

Alors
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dr
dt

rds + sdr
(1 —s)dr —rds

= drdt = rdsdr.

Donc N .
L(2)MNw) = / / e "(rs)* 1 (r(1 — )" r ds dr
0+oo 01
= / / e "ty (1 — 5) Ty ds dr
0 0
—+o00 1
:/ e TrF ey dr/ 11— s)" ds
0 0
+o00 1
= err”wldr/ s 11— s) ds
0 0
=I'(z 4+ w)B(z,w)
I'z)l’
D'ou B(z,w) = (2) (w) |
[(z+w)
Proposition 1.1.2. Pour tout z,w € C avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0. On a
1. B(z,w) = B(w, z).
2. B(w,z) = B(w+1,z2)+ B(w, z + 1).
5. Blw,z+1)=2B(w+1,2) = 2 B(w, 2).
Démonstration. 1.
1 1
B(w,z) = / t (1 — )" tdt = / (1 —t)*"'*dt = B(w, 2)
0 0
2. B(w,z) =B(w+1,z)+ B(w,z+ 1)
Blw,z+1) = C(w)T'(z+1) _ [(w)zT'(2) _ 20(w)T(2)
FNMw+z+1) Tw+z+1) (w4 2)D(w+2)
['(w)l'
-~ (w)T'(z) S B(w, z).
wHzl(w+z) w+z
On obtient
(w+ 2)B(w,z+1) = z2B(w, 2)
Et ceci implique
B(w,z) = EB(w, z+1)+ B(w,z+1)
z
wl'(w)l(z + 1) wI'(w)zT(2)
2w+ 2+ 1) +Bw,z+1) 2w+ 2z+1 +Blw,z+1)
['(w+ 1I(2)
=—<+B 1
Twiz7D) + B(w,z+ 1)

Donc
B(w,z) = B(w+1,z) + B(w, z + 1).
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D(w)l(z+1) 20(w)(z)

Blw 2+ 1) = 5051 " Tw 24 1)
_z wl'(w)(2) _ 2 Tw+DI(2)
wl(w+z+1) wl(w+z+1)
- 5B(w+ 1,2)
D’ou
Bw,z+1) = ” +ZB(w,z)

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffler

Définition 1.1.3. La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série de fonction
sutvante

—+00
Zk

Ea(Z):Zm, OZ>0,Z€(C

k=0

La fonction généralisée de Mittag-Leffler est donnée par

+oo k
z
Eos(z) =) ——— a,>0,2€C
Propriétés
1. El,l(z) =e
2. ELQ(Z) = ezz—l
3. E173(Z) = ez;#
4. Ym e N, Ey ,,(2) = zm%l [ez — 21:_02 %
5. Fa1(2%) = cosh(z)
6. E272(Z) = _sinl;(z)
Démonstration. 1. Soit z € C alors
+oo k +oo
z z
FE = Z o e*
1a2) L Th+1) Lk C
2. On a
+o0 Zk +oo Zk +oo Zk_l
E — —_— —_— _—
12(2) kz:; T(k+2) ; (k+ 1)! ; K|

z +oo Zk : z +oo Zk_l +oo Zk_l _
Czomme e* =) ;2 57 on obtient e = z) /™ Z— 41, et alors ) ;7 - =
e

7_1 ceci donne

ef —1

z

Ei5(z) =
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+OO z +OO Z
3. El 3( ) k=1 Fk+3) Zk 1 (k+2 - k=2 "k PU1Sque

+ook

Z_l_
e* _Zk'_1+z+zk|—>zk':—e - :

Et alors on trouve

O R T

4. Soit m € N* fixé on a

Montrons que Fy 1 = o [ez Zl—_ol 7@_?]
+o0 k I k
P z
Ei, = L T ’
1 (2) ;Fk+m+1) — (k+m)l'(k +m)
_+OO Zh=m 1 R
T A kD(k) 2™ &= kD(k)
R
k=m
RN e I e e
PR I i Cp D] b
k=0 k=0 k=0
D’ou
m—1
1 2F
E — =) =
1m+1(2) om [e k!]
k=0
5.
+00 ok
E21 Z r 2k,+1 Z 2k! - COSh(Z)
6.

+oo 2% foo 2k 1IX e sinh(z)

B () =Xt ey~ R ) s R
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1.2 Quelques notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.2.1 (Formule de Dirichlet). Soient h(x,y) une fonction continue et
a, B deux réels positifs. L’expression suivante est dite formule de Dirichlet :

e R KT K R

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérét particulier.
Par exemple, si on prend

h(z,y) = g(z)f(y)
et

Alors,

/0 (t — o) de / (& — )" fy)dy = Bla, ) / (t = )" f(y)dy

Ou B est la fonction béta.

Définition 1.2.2 (Regle de dérivation de Leibniz). La régle de dérivation de Leibniz
est définie par :

b(t) Bt)
% [ ; f(t,x)dx] = f(t,b(t))b' () +/0 %f(t,:v)dg:.

Théoréme 1.2.1 (Théoreme de Fubini). Soit h une fonction continue sur [a,t] X
[s,u] @ valeurs dans C. Alors

/at (/Suh(x,y)dy>dx:/: </:h(:p,y)dx>dy

1.3 Transformée de Laplace

Définition 1.3.1. La tmnsformee de Laplace d’une fonction réelle g localement
intégrable sur [0, +oo[ notée G(p [g } , est donnée par
+0o0o
G(p) = t)e ?dt, pecC. (1.6)
0

O1 p, appelé variable de Laplace (Re(p) > a) et g(t) est appelée l'originale de G(p).

On peut définir une transformation inverse de Laplace, notée £71, telle que

G(p) = Lg(t)](p) & g(t) = L7 [G(p)].

» La transformée de Laplace inverse est donnée par :

1 c+ioco
L7HGp)}t) = g(t) = —/ e G(p)dp, ¢=Re(p)

210 Jo—ino
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» La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier nde la fonction f est :

n—1
L{g"™ )} (p) =p"Glp) = > p"*1g®
k=0
n—1
=) g (0)
k=0

Propriétés 1.3.1. La transformée de Laplace est linéaire :

Llafi(t) + Bf(t)](p) = aL[fi(®)] (p) + BL[fo()] (p)-

Propriétés 1.3.2. . Lorsque le produit f(xz —t)g(t) est intégrable sur R, le produit
de convolution de f et g est définie par :

(f * ) /ft—;c da:—/f g(t — 2)d (17)

Le tableau suivant donne un bref résumé de certaines transformées de Laplace utiles.
Nous allons souvent se référer a ce tableau le long de ce mémoire.

F(p) ft) = E‘ll [F(p)]
1 e~
p_al tfff") t
(pta)® (o ©

L t* 1B, o(at®)
p pg J —
p(p®+a) Eo(—at?)
IW 1— Ea(—at )
@ taEl’a_H (CLt)
— tP 1B, p(at®)

1 1 a b

—ae | as" —¢")

Dans le tableau a et b sont des constantes réelles distinctes.

1.4 Espaces fonctionnels

1.4.1 Espaces [P, lorsque p € [1,+o0|

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de
Lebesgue et la définition de L'(Q), espace des fonctions sommables sur 2, muni de
la norme définie par || f|| = [, |f()|dz.

Définition 1.4.1. L’espace des fonctions de puissance p-eme sommables dans )
peut étre défini par :

LP(Q2, C) = {u mesurable sura,b], a valeur dansC ||ul” € L'} .

C’est un espace normé, dont la norme, noter || - ||, ou || - ||z» est définie par :

I, = | [ \f(z)\pdx];
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Définition 1.4.2. Soit L>(Q) l’espace des fonctions f mesurables telles que :
da > 0, mesE, = mes{x : |f(x)] > a} =0.

C’est un espace normé, la norme étant ;|| flco = inf{a:mesm,=0} @

1.4.2 Espaces des fonctions absolument continues
Définition 1.4.3. Soit f une fonction de [a,b] dans R. f est dite absolument conti-

nue st :

Pour tout € > 0 il existe §(¢) > 0 tel que pour tout partition{|ax, bx[}7—, de [a,b],
et

Yoy (b —ax) < 4, alors

STUF () — f (an)] <.

k=1

Si f est absolument continue alors elle est uniformément continue.

Toute fonction absolument continue est a variation bornée.

La somme de deux fonctions absolument continue et le produit dune telle
fonction par un nombre sont absolument continue.

Toute fonction absolument continue est est la différence de deux fonction ab-
solument continue croissantes.

Théoréme 1.4.1. Soit f € Lyi([a,b],R) alors ¢(x) = [ f(t)dt est absolument conti-
nue.

On note AC([a,b],R) ’espace de fonction absolument continue.

e (AC([a,b],R) est un espace de banach, avec

b
1flac = 1£(@)] + / 1F(s)| ds

e AC"([a,b]),R = {f Sa,b) — R f oL, f(”_l)} . sont absolument continue.
o f e AC([a,b],R) <= f(x) = f(a) —|—fax f'(s)ds, f' € L'Y([a,b],R).

o feAC™([a,0,R) = f(x) = Xp0) S f B (a) + [ f0)(s)ds.



Chapitre 2

Intégrales et Dérivées d’ordre
Fractionnaire

Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées pour généraliser la
notion de dérivation d’ordre non entiers. Dans cette section on va présenter les no-
tions de la dérivée et 'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,
pour plus de details voir ([3, 4, 7]).

2.1 Equation d’Abel

Définition 2.1.1. On considere I’équation intégrale

L [" e N . o
)/av (x—t)l_adt—f(t)’ 6]0’1[7 6[ 7b]7 (21)

Ou ¢ est la fonction inconnue et f est une fonction donnée .
L’équation (2.1) s’appelle ’équation d’Abel, et elle admet une solution définie

par
1 d [ [f(t)
elt) = m_a)%/a @t

En effet, posons x =t, et t = s alors

f(t) = 1)/90( #8) g (2.2)

[« r—s)l-@

En multipliant l’équation (2.2) par (x —t)~“ , on obtient

@ty s =@t %d

a

Par intégration
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D’apres le théoreme de Fubini on obtient

[« )/a(x—t “f(t)dt = // )z — )"z — 5)* dtds
_/a )ds/s (z — 1)t — s)* dt,

Maintenant, on calcule l'intégrale

J = /x(x — )7t — 5)*"Ldt.

En y effectuant le changement de variable t = s +r(x —s), on a dt = (v — s)dr, si
t=xr=1etsit=sr=0,t—s=r(x—s), donc

/sz(x—t)a(t—S)aldt:/Ol(x_t) o sy

Donc
Alors

Ceci implique

/90 o(s)ds = ﬁ% /w(x — )" f(t)dt

Justification de la solution de l’équation d’Abel : Dans cette partie on va im-
poser quelque condition sur la fonction f de 'équation (2.1) pour justifier l’existence
de la solution. Soit f : [a,b] — R une fonction donnée. On introduit la fonction

sutvante :
1 I
o) = g |

Lemme 2.1.1. Si f € L'([a,b]),R alors fi_o € L'([a,b]),R.

/a e ( :cf—(% dt)d’
< e o [ AL

Démonstration.

/ | fi-a(2)| dz =
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D’apres le théoreme de Fubini et Dirichlet on obtient

/ab|f1_a<x>|dx§ ﬁ /ab|f(t)|dt / . jt)adx: (1_a / P — Bt

Alors ,
/yfla(x)\dx< /\f (b — ) at

<b -
= T@-a)

Dot fi_o € L*([a,b],R). |

| fllr < o0

Théoréme 2.1.1. Soit « €]0, 1| L’équation d’Abel admet une solution dans L*([a,b], R
si et seulement si

fia € AC([a,b],R), et fi_o(a)=0.

Démonstration. .

e La condition nécessaire. Soit ¢ € AC([a, b], R) solution de I’équation d’Abel,
alors

) (xw_(tz)adt ~ 10> heole) = 7507 | e ( / t ( f_” ads) .

)
heole) = ey [ G mmma ), U )

Montrons que fi_,(-) € AC([a,b],R).

e f1_, est continue.
Soient x1, x5 € [a, b] tels que x; < x4 alors

e @) = fieo ) = =y | | ] )ads‘
mdt
1 -
—m/ (s ”ds/s (t = s)

e MECICRRNRE

1

(b_ a)l_a 2
: (1-a)B(a,1-a) /xl lp(s)lds.

Donc |fi—a (1) — fi—a (z2)] — 0 quand z; — z5. D’ou fi_, € C([a, b],R).
D’apres la définition de f;_, on a

/ _ 1 T et () —
fa®) = 5= |, ot i) =0

a,l—« r — 1)
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Comme ¢ € L'([a,b],R), donc d’apres le lemme(2.1.2) ona f]_, € L'([a, b],R).
Dot fi_o = [ fi_odt,x € [a,b], ce qui montre que fi_o(-) € AC([a,b],R).

e La condition suffisante
Puisque fi_o € AC([a,b],R). Alors f{_,(z) = L fi_o(z) € L'([a,b],R).

On considere la fonction g définie par

1

o0 = / ' (xf {__i)(?_adt, v € [a,b].

Montrons que f = g.

1 d [* g(t)
fl—a(flf) = m%/a (J,’ — t)adt,x < [CL, b]

Ceci implique

) L d oty
fica(z) = m@/@ mdt = g1_a(T)

On af;_, et absolument continue alors ¢g;_, et aussi absolument continue.
Alors fi_o_ g1_o = c est constante.

Le fait que ¢ = 0, donc fwf g(t)dt 0= f(t)g = ().

Lemme 2.1.2. Si f € AC([a,b],R) alors fi_o(z) € ([a,b],R). e

F(z_a) [f( 1 «@ / f 1 adt
Démonstration. Comme f € AC([a,b],R) alors f(t) = f(a) + fa f'(s)ds

flfa(x> =

D’apres le théoreme (2.1.1) fi_, € ([a,b],R). Ceci donne

I S L ()
fiala) = ; /a( i

'l —« r—t)
1 e (F@)+ [ (s)ds)
“T—a) / T
o * (f(a) 1 Todt T
‘ru—aLl<x—w‘ﬁ+ru—axl<x—wlaf(”

IO e N A LR
T T2 a) *ru—a>l (A @—swﬁ)d
O R S N
=TT a) +r(1—a)/af<t)d5/s )
) S T P
-9 vt R
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Do,
froale) = e | F@ =0 [T oo

Corollaire 2.1.1. Si f € AC([a,b],R), alors I’équation d’Abel 0 < o < 1 admet
une solution ¢ dans L'([a,b],R). donnée par la formule.

o) = iy s + [ ] wefa].

Démonstration. D’apres le lemme (2.1.2) on a

1

fia@) = 155

—f(a)(z —a)* + /f s)tedt,

I’équation d’Abel admet une solution donnée par

p(r) = % {F(l 1_ a) /: (xf_(ti)adt] = dixﬁa(x)

() = gl 1_ ) {(g;f_m(i)a /j (xf,—@t))“dt}

Ceci implique

Dérivée fractionnaire sur intervalle [a,b] :
Riemann réalise le lien entre I'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire a
partir de la solution de 1’équation intégrale Abel pour tout « €]0, 1.

2.2 Approche de Riemann-Liouville

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions et résultats du I'approche
de Riemann-Liouville (R-L). Nous allons commencer par la définition de 'intégrale
de Riemann-Liouville.

2.2.1 Unification des dérivées et intégrales d’ordre entier

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C, QRe(ar) > 0 au sens de Riemann-
Liouville généralise la célebre formule attribuée a Cauchy d’intégrale répété n-fois.
Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a,b] , On considere I'intégrale :

_ / ' f(s)ds



2.2 Approche de Riemann-Liouville 23

Pour une primitive seconde en utilisant le théoreme de Fubini , on peut écrire :

I?f(t) :/:dtl /atlf(s)ds

= [ stoyas [

— [ = 91s

a

B :/atdtl /atl dts /ff(s)ds

= [ dt / 1(t —s)f(s)ds

-3 / (= ) (s)ds

a

Et par récurrence dans le cas général, on a la formule de Cauchy :

() :/axdxl / d:@.../:n_l £(t) dt
1

:[:f(x):m/:(x—t)"_lf(t) dt, Vn € N.

(2.3)

D’apres la généralisation du factoriel par la fonction Gamma I'(n) = (n — 1)!. Rie-
mann observe que le second membre de (2.3) pourrait avoir un sens méme pour des
valeurs non-entieres de n, il était donc naturel de définir 'intégration fractionnaire
comme suit :

2.2.2 Intégrale d’ordre Fractionnaire

Définition 2.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre o € C au sens de Riemann-

Liouville de f notée IS, l'intégrale suivante :
1 xr
ITf(x) = m/ (x — 8)* 1 f(s) ds, (x > a,Re(a) > 0). (2.4)

On note Iy par I¢.

Proposition 2.2.1. Soit f € C([a, b)), lintégrale fractionnaire de Riemann -Liouville
posseéde la propriété suivante.

IP[If(x)] = IP"f(z). pour p>0,q>0 (2.5)

Démonstration. La preuve découle directement de la définition

(1)) = ﬁ / (1] ()t

- [ (¢ — s f(s)ds | .
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D’apres le théoreme de Fubini, on pourra permuter ’ordre d’intégration et on aura :

R = o [ 6 [ @m0 = as (26)

L(p)l

J/

-~

T

En effectuant le changement de variable suivant dans l'intégrale 7 :

T = t=s , Vo >s,
r—s
alors
t=s+(z—9)T, avec (0<7<1), donc dt=(x—s)dr.
On obtient

1= /01(:6 —s5— (v —8)T)VP s+ (v —8)7 —8)" (v — ) dr
-/ (= (= = ) o ) dr
= /0 o= i1 - et
— (z — s)Pte! /0 (1t

En tenant compte de la définition de Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on a

T = (z—s)"""'B(q,p)
v L (P)T(q)

~EIT g

En retournant a la formule (2.6), on obtient alors

B0 = i [ 16| pl e - sy as

B L(p)T'(q) ¢ o P E(g) ds

T (@T(p+q) /a (& =)™ fs) d
—1 ’ Pra=l£(g) ds

:F(p+Q)/a(I_S)+ f()d

= IV f(x).

D’ow le résultat. [}

2.2.3 Intégrales fractionnaires def(t) = (t — a)”

On considere la fonction f définie par :

f&)=(t—a)P’, telab] ot B>-1, a>0.
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On a alors

“(t—a :L t — e —a)fdr
-0 = g [ == o) (2.7

En faisons le changement de variable en effet :

T—a

r= ,  Vt>a.

t—a
Alors
T=a+(t—a)r avec 0<r<1 donc dr=(t—a)dr.

Donc, (2.7) devient

It —a)’ = —/0 (t—a—({t—a)yr)* Ha+ (t—a)r—a)’(t —a)dr

En tenant compte de la fonction Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

5 _ (t —a)>t?
()

(- T(E+ 1l

T I(a) TB+1+a)

I¢(t — a) BB+ 1,a)

Alors, on definit I'intégrale fractionnaire d’ordre «a de la fonction f, telle que

w@—@ﬁ:F”5+” (t — a)*+?. (2.8)

B+a+1)

Cas particulier :

e Sia=1. D’apres (1.2) on déduit que
INt —a)’ = ——(t —a)'*P.
e Si 5 =0. On a dans ce cas

1°1 = (t — a)°.

['(a+1)
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2.3 Dérivées d’ordre fractionnaire

Définition 2.3.1 (Dérivée de Riemann-Liouville). Soit Re(a) € |n — 1,n[,n € N*
et f € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre a € C au sens de Riemann-
Liouville d’une fonction f notée *ED2 la fonction définie par :

REDRf(t) = D I f(t)]

1 a\" [*
RLDSf(t) = m <£> /a‘ (t — T)niailf(T)dT, (n = [%6(0&) + 1],t > a).
(2.9)
d n
dt) =
En particulier, pour a € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
coincide avec la dérivée classique

Ou [.] désigne la partie entiere d’un nombre réel et D™ = <

e Poura=0, on a
Dqf(t) = DI, f(t)] = f(2).
e Poura=n, telquenéeN, ona

Dy f(t) = DI f(1)] = DI f(1)] = DM f (1)

2.4 Dérivée fractionnaires de f(t) = (t — a)”
On considere la fonction f définie par :
f)=(t—a)P, telab ot PBeR
Soit n € N* et @ > 0 tel que a € |n — 1,n[, nous avons
REDe(t —a)’ = D" [I77°(t — a)°] .
D’apres (2.6), on obtient

LB+1) ot
(ﬁ—i—n—oz—l—l)(t_a) /81

T ]

RLDat_ B:Dn
2t~ a) = D"

En effet,

(%>n(t—a)n—a+ﬁz(n—oﬁ—ﬁ)(n—a—l—ﬁ—l)...(n—a+5_n+1)<t_a)n—a+g_n
—n—a+pfn—a+p—-1).(B—a+1)(t—a)l™
:F(5+1+n—a)

['B—a+1)

(t — a)ﬁ_a.
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Donc,
LpB+1) FB+n+1-a)
B+n+1l—-—a)| T(B—-—a+1)

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonc-
tion f, telle que :

RLpo(t —a)f = T (t —a)?~>|.

Ir(g+1) _
RLDa t — B _— t — B o
Cas particulier;;

» Pour a =1, on a:

rpg+1) d
Dit—a)=—"—2(t—a)’ ' =B(t—a)ft=—(t—a)’
-0y = <) = B - ) = Gt — )
» Pour § = 0. dans ce cas on a
1
RLDalz _ —a
a F(l_a)<x a’)

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante
n’est pas nulle.

2.5 Composition avec les intégrales fractionnaires

Proposition 2.5.1. L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-
Liouwville est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire.

DY (D, (1) = DY) = (1)

En général on a
REDT (REDf (1)) =" D"f (1) (2.10)

Démonstration. Nous avons pour n =m > 1

BDY (LD, 0) = G [ o ()

d t
-4 | 10 = 1

Sim —1 < n < m, alors en utilisant la regle de composition des intégrales fraction-
naire au sens de RL, on obtient :

REDI™f(t) = FEDS ) (REDITF (1))

D’ou
RLDZL (RLD;mf<t)) _ d {RLD;(mfn) (RLD;nf(t)) }

= Z
T rLpm ) = £

T



28 Intégrales et Dérivées d’ordre Fractionnaire

Proposition 2.5.2. Si la dérivée fractionnaire BEDTf(t),(m —1 < n < m) d’une
fonction f(t) est intégrable, alors :

RL RL - RL nif (t—a)"
D" D7 Dy 2.11
(o) = 10 -3 e )

(m—i+1)

Démonstration. On a

"D (EDH0) = g [ (=D
d 1 ¢ WRL
== {—F(n Y /a (t— 7)™ DIf(T)dr| .

En effectuant des intégrations par parties répétées, on utilisant la définition de R-L,
on obtient :

1 t o TRL 1y B 1 t ndm v
F(n+1)/a(t_7) [ Daf(T)]dT—m/a(t—T) DI f ()

_ 1 ' — )™ (m—n)
_F<n_m+1)/(t Py (BE D) () .

_ a)nfiJrl

A" o t
-3 [ o)t

1

==~ t — ) LREp=m=n) £ ()
F(77_m+1)/a<t i {RED L0 ()} d
(t_a)nfi+1

_ 2 (D) e vy

_ RiLDaf(fmfnfl) (RLD;(mfn)f(I») )

m —i+1
_ RL 1 (n—i) (t —a)m"
Z[( Da f(t))]t:a F(2—|—77—i)
= "D, (1),
™ [ (RL py(n—i (t—a)t
_Z[( D )f( ))]t:a 7\
— I'2+n—1)
(2.12)
Par substitution, on obtient le résultat désirée (2.11). |

Proposition 2.5.3. Si0<m—-1<qg<m, on a

(t —a)r

). =it (2.13)

RLDa—n (CIL%LDgf(t)> RLDq nf i RLDQ z
=1

Démonstration. Pour prouver la relation (2.13), nous utilisans les relations (2.10),(2.11),(2.12)
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. Donc, on obtient :
WD (PDLFD) = "D (D (D (1)}

= t—a)
_ RLDq—n { Z RLDq Zf ( :
i=1

)

Ji- “Tlg—i+1)

— RLpa=n f(p) — Z [RLDZ—if(t)L:a RL [yq—n { (t —
_ RLDq—nf(t) _ Z [RLDZ—if(t)L:a %'

1

7

D’ow le résultat désiré.

2.6 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 2.6.1. Dans plusieurs problemes appliqués, on trouve la composition
de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec des dérivées d’ordre

entier.
De la définition de la dérivée de Riemann-Liouville,nous avons :

A" kL e _d 1 am ! el
P ("D f(t)) = prm <mdt—m/a (t—1) f(T)dT)

n+m t
_ I‘(ml— N ;inm / (t — 7)™ f(7)dr
]' ! m—a—1 Vdr
_F((n+m)—(n+a))/a<t_7—) f(r)d
0}

Dans le cas inverse des opérateurs, nous avons :

LD 1) = (n_ll). [ = mar
_ "if t—a)

=

Et que
REDE (1) = REDEH (LD (1)
En combinaison (2.14), (2.15) et (2.16), on obtient :

ey (CI) — e (02 (o)
n—1
_ a+tn f(Z) t B CL)
— RLDQ-F { lz; Z + 1 }

RLDa+nf nz:l )Z o

Fz—l—z—a—n) '

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Alors, on peut déduire que la dérivation fractionnaire au sense de Riemann-Liouville
dérivation d’ordre entier ne commutent que si f)(a) = 0, pour touti = 0,1,2,... n—
1

2.7 Composition avec les dérivées fractionnaires
Proposition 2.7.1. Soitn—1<n<netm—1<qg<m :En utilisant la définition

de la dérivée fraction au sens de Riemann-Liouville et les formules (2.10) et (2.14),
on obtient :

RL o (RE i (1)) — Z_Z {REp =) (REDaf (1))}
_ jt_’; {RLDg“‘mf(t) - Z [*or )], F((ltJ: n?j: - i) }
— REDTEf (1) - Z D 0]
En permutant 1) et g, la relation (2.17) donne - o
D (M DRS0) = D0 - 30 D0 S ea

Une comparaison des relations (2.17) et (2.18), montre que les deux opérateurs de
dérivation fractionnaire "t D" et DY ne commutent que si m = q ou si les condi-
tions suivantes sont vérifiées :

[RLD"*if(t)L:a =0, pourtout i=0,1,2,...,m

et
[RLDq’if(t)]t:a =0, pourtout 1=0,1,2,...,n

Remarque 2.7.1. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-
commutative, i.e

Do D = D £ DB o D2
Exemple 2.7.1. On considére la fonction f définie par

g:la,b] — R
T — f(r)=1

[N

1111y
Calculer D§g,DiDgg,Dg *g.
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1
. 5 1 .
Solution. On a Dg1 = \/LET 2 ceci nous donne

—1

11 1 d 1 Toox2
DDl = ——— | ——— _dg
0 0 F(%)dTﬁ 0 (7-—5(;)%
1 d T —1 —1
— ;E ] TT(T—LE)TCZ.I,

On sait que

11 141
Donc D D1 =0=D; *1.
Exemple 2.7.2. Soit la fonction g définie par

g:la,b] — R

_1
2

r — glr)==x
1 11 141
Calculer D§g, DgDig et Dg *g.

1
Solution. De la méme maniére que l’exemple précédent, on trouve que (D¢ g)(z) =
0, de plus on a

Ol

(D¢ 2g)(x) = (D'g)(z) =

11
D'oit (D3 Dig)(x) = 0 # —La3
Exemple 2.7.3. soient a; = L et ap = %, la fonction g définie par :

2

g:la,b] — R

VI

r — flr)==2
1 3 13 3 1 1.3
Calculer Dig, Dgg, DiDgg, DgDig et Dy *g.

Solution. On a
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et alors
T 1
(g — 7V 3dr — 3(1 — o) 2p3p 2d
/07' (x —7)"2dr /Ov( v) zx2z2dv
1
= 3 1— 2
x/o vz(1l—wv) z2dv
1
= x v%’1(1—0)2 Ldv
0
()
Alors
soa BG) TEIG) 3, V7
P =T T rery ~ 1T 2
% 1, 1 d2 31 -
Dg (z2) = P(%)jll’ﬁ(gi)] =0
D’ou
(DZDig)(z) = 0. (2.19)

|=2". (2.20)

(2.21)

Alors d’apres (2.19),(2.20), (2.21) on a

Dgtl D(t)mg 7£ D(O)QD(O)tlg % D81+a2g.

2.8 Transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire de R-L

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire
d’ordre r > 0 de R-L définie par :

DT (1) = % / (t — 7y f(r)dr, (2.22)

laquelle peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions g(t) = ¢"~1 et f(t)
comme suit :

D) = 5 [ = = e ) (2.23)
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La transformée de Laplace de la fonction " !est

G(p) = L[t" ] (p) =T(r)p™". (2-24)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution , nous obtenons la
transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de R-L :

L[,D;"f(1)](p) =p " F(p). (2.25)

Maintenant, nous nous intéressons au calcul de la transformée de Laplace de la
dérivée fractionnaire de R-L, qui pour cela nous I’écrivons sous la forme

oDy f(t) = ¢ (1),

o10) =0 DT $0) = s [ (=m0 (220

L’utilisation de la formule de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier
donne :

L[,D;f®)](p) = p"Glp) — > _ p"g"F1(0). (2.27)

La transformée de Laplace de la fonction g(t) est déterminée par (2.25) :

G(p) =p " F(p). (2.28)
En résumé, de la définition de la dérivée fractionnaire de R-L, il vient :

dn—k’—l

g(n—kz—l) (If) — WOD;(nfr)f@) = D;_k_lf(t). (2.29)

En substituant (2.29) et (2.28) dans (2.27), nous obtenons ’expression finale suivante
pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L d’ordre r > 0 :

n—1

LD f®)] () =p F(p) = > _ 0 0Dy F(t)i=o- (2.30)

k=0



Chapitre

Dérivée de Griunwald-Letnikov

Dans ce chapitre nous décrivons une approche pour I'unification des deux notions,
qui sont souvent présentées séparément dans l'analyse classique : dérivée d’ordre
entier n et intégrale répétée n-fois, nous citons quelques définitions et résultats du
calcul fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov. Nous allons commencer par la
définition de la dérivéé de G-L, en donnant les propriétés les plus importantes de
cette approche, ainsi que le lien avec 'approche de R-L pour plus de détails voir
([3, 5, 2]).

3.1 L’unification des dérivées et des intégrales frac-
tionnaires d’ordre entier

L’idée principale de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov est de géné-
raliser la définition classique de la dérivation entiere d’une fonction a des ordres
arbitraires. Ce qui permet d’exprimer la dérivée d’ordre entier p (si p est positif) et
I'intégrale répétée (—p) fois si (p est négatif), d'une fonction f comme ceci :

Considérons une fonction continue y = f(t), d’apres la définition classique de la
dérivation en un point ¢ on a :

df . f(t) = f(t—h)
! = — =
J) = = i I (3:1)
de la méme maniere, on peut définir la dérivée seconde d’une fonction :
() — f'(t = h)
" o
() = Jim h
fO)—f(t=h) _ f=h)—f(t—2h)
h—0 h
o () =2 )+ (= 2h)
h—0 h?
utilisant (3.1) et (3.2)on obtient
A f f(t)=3f(t—h)+3f(t—2h)— f(t—3h)
" _%J _
J0) = G = Jim h3 (3:3)
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et, par récurrence

P = G = tim o S () e ) (3.4)

r
r=0

ol

(n) nn—1)(n=2)...(n—r+1) n! (3.5)

r) r! “rltn—rl)

Grace a la propriété fondamentale de la fonction Gamma I'(n+ 1) = n!, ¥n € N, on

obtient :
n\ F(n + 1)
r ) rlT(n—r+1)

Considérons maintenant I’expression suivante généralisant les fractions dans (3.1)(3.4).
pour un entier p on a :

Wy LN gy (P B
100 = lim g S (1) s 39
Définition 3.1.1. Soit p un réel strictement positif, on définit la dérivée d’ordre

non entier de la fonction f au sens de Grinwald-Letnikov par :

Py — LNy LD
D <t>_;133<1)hp;( )T!F(p—r+1)f(t h)
1

= /Z(x —t)PLf(¢) dt, (x > a,MRe(p) > 0).

Remarque 3.1.1. Remarquons que sip <n on a :

dp
lim /(1) = (1) = &7 (3.7)

car dans un tel cas, comme il ressort de (3.1), tous les coefficient du numérateur
apres g sont égauz a 0.

Considérons des valeurs négative pour p. Par commodité, on note

{pl_p(p+1)---(p+r—1) (3.8)

ro| rl

Alors on a :

(—p):—p(—p—l)"'(—p—r+1):(_W[p] (3.9)

r 7! r

Et en remplagant p dans (3.6) par —p on peut écrire :

0= 3 [ ] e (3.10)

r
r=0
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Ou p est un nombre entier positif. Si p est fixé, alors f,g_p) (t) tend vers 0

quand h — 0. Pour arriver a une limite non nulle, on suppose que n — 400 quand
h — 0.

Alors, On peut prendre h = t_T“ ot a est une constante réelle, et on consideére la

valeur limite ( soit finie ou infinie) de f,g_p)(t), que l’on notera comme suit :

lim i7" f(8) = D7 (1) (3.11)

Cas particuliers : Considérons quelques cas particuliers.

Cas 1 : Pourp=1ona:

Fo@) = hzn: f(t —rh). (3.12)

En tenant compte de t — nh = a et que la fonction f(t) est supposée continue,
on conclut que :

lim fV(t) =D () = /0 h Flt—2)dz = / f(r)dr.  (3.13)

nh—t—a

Cas 2 : Pourp=2ona:

{2} _ 2-3-...-(24r—-1) ot
r r!
Et on a .
20 = b (rh) f(t—rh) (3.14)
r=0
En notant par t + h =y on peut écrire :
n+1
2@ =0 (rh) f(t —rh). (3.15)
r=1

Si h — 0, alors :

h—0
nh=t—a

lim fU2() = D2 f(t) = /0 _azf(t—z)dt: / (t —7)f(r)dr,. (3.16)

car y — t quand h — 0.

Cas 8 : Pour p =3 on a l'expression générale de ,D;” En tenant compte de

{3} 34 BHr—1)  (+1)(r+2)
r! 1.9

On a

FE 8 = % (r+ 1)(r + 2R2f(t — rh) (3.17)
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En notant, comme ci-dessus, par t + 2h =y, on écrit :
h +
Fis :—QZ r(r+ 1)h2f(y — rh) (3.18)

L’expression (3.18) se réécrit comme :

n+1 2 n+1

Z'th —rh) + 1h—2 Z rhf(y —rh) (3.19)

r=1

En faisant tendre h — 0, nous obtenons :

1

GLD 3f<> 2‘

/ T = 2y = / (b= f(r)dr (3.20)

Parce que y -t et h — 0 et

h2 n+1 ;
W T 2 Ml =y h/a(t—T)f(T)dr:O,.

Les relations (3.13) — (3.20) suggérent l’expression générale suivante :

n

CLDPf() = lim hpzm Ft—rhy = !

(p—1!

Pour prouwver la formule (3.21) par récurrence on a montrer que si elle est vérifiée
pour un certain p, alors elle est aussi vérifiée pour p + 1. Introduisons la fonction

_ / s (3.22)

qui admet la propriété évidente f1(a) =0, et considérons

h—0
nh=t—a r=0

/ P (e (321)

SEDPTUf(t) = lim hp“i: { pjfl ] f(t—rh)

h—0
nh=t—a r=0
. pzn p+1 _
= Ilzlg(l) h { }fl(t Th) (3.23)

nh=t—a r=0
n

1 p p+1 _
]%l}r:éhzo[ . }fl(t (r+1)h)

En utilisant (3.8), il est facile de vérifier que :
lp“ :{p]Jr{ff” (3.24)

r

Ou nous devons poser
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La relation (3.24) appliquée a la premiére somme de (3.23) et le remplacement de r
par v — 1 dans la seconde somme donnent :

n

aGLD;pflf(t) = i]}g(l) hPZ [ f } fi(t —rh)
nh—ta r=0

+ lim hpz p+l fi(t —rh)

h—0 r—1
nh=t—a r=0 “- -

n

—am S| PP -

h—0 r
nh=t—a r=0 bt
n+1l ¢ B
T p p+1 _
flLlE%hZ_r—l_fl(t rh)

nh=t—a r=1

=D fi(t) — lim AP { p:; ! } filt = (n+1)h)

h—0

nh=t—a
_ GLp-» VPRV T p+1 | 1 l-a
=. Dy fit) = (t —a) nhjgo{ n :|npf1 a "

Il suit de la définition de la fonction fi(t) que :

lim f; (a— t—a) =
n—o00 n

En tenant compte de la limite connue

lim p+1 iZIim (p+1)(p+2)...(p+n): 1
noeel oMb e nPn) T(p+1)
nous obtenons
_ 3 1 t )
DY) = SPDP () = (p—1)! / (t—7)" ' fi(r)dr
T=t +

(t =) fi(7)

_ —|—$! i (t—7)Pf(r)dr

p! .
1 t
= [ = s

ce qui termine la preuve par récurrence de la formule (3.21).

Montrons maintenant que la formule (3.21) est une représentation d’une intégrale
répétée p-fois. En intégrant la relation

) =

it 5 | (6= = D

(p—2!

de a at, nous obtenons :

o0 = [ (0 ) i
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Et

SEDTT() = / t (CED; PP f(1)) dt, ete.

et donc

“osn) = [ (D) a

t t t

- / dt / dt / (GED; PP (1)) dt
at at ¢ t

[t [ar. [ a

pfois

On remarque que la dérivée d’ordre entier n et l'intégrale répétée n-fois d’une fonc-
tion continue f(t) sont des cas particuliers de la formule générale :

o0 = i w1 (P fie-om)
nh=t—a r=0

qui représente la dérivée d’ordre n si p = n et l'intégrale répétée n-fois si p = —n.

Alors, Uintégrale fractionnaire se traduit par [’expression suivante :

TP(0) =8 D (0 = g b S D e = )

1/ -
-5 / (o — P (bt

3.2 Ladérivée d’une constante au sens de Griinwald-
Letnikov

En générale la dérivée d'une fonction constante au sens de Griinwald-Letnikov
n’est pas nulle ni constante.

Soit f(t) = c et p un nombre non entier positif. on a donc

fR) =0



40 Dérivée de Griinwald-Letnikov

pour k=1,2,---n

n—1
G D _ f(k)<a) k—p 1 ' n—p (n)
D0 =X ey gy
t—a)r 0@ .
T TG Y

3.3 La dérivée de f(t) = (t — a)”

Soit p un nombre non entier (0 <n —1<p < n) et soit § >n — 1, alors on a

f®)(a) =0, pour tout k =0,1,--- ,n —1
my— LBFY s
f (7—)_ F(ﬁ—n—i-l)(T a)’B ,
D’ou
GLP(s _ \B _ r'p+1) ¢ g pem
SO _F(n—p)F(ﬁ—nJrl)/a(t Ty -

On utilisant le changement de variable 7 = a + z(t — a), on obtient

GLP (¢ _ o)8 — L(B+1) ' e FONREIAY:
CDH(t— o) = g [t = =)

(8
L TEENE—a [N aa
CIT'(n—pTl(B-—n+1 )/(1 ) d
F(/B )5(n—p,5 —n+ 1) (t . a)ﬁfp
Fn—pT'(B—-—n+1)
_ T+ (t— a)P"
FB-p+1)

3.4 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 3.4.1. Soient n un entier strictement positif et p non entier. Alors :

o @rr0) = opr (1) — oy
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Démonstration. Pour m > p — 1, on pose s = m on a d’une part :

®) (a)(t — a)P+*
GLDP f
S Z —p+k+1)
t
_ )5 f£(s41)
+ ptstl) /a (t—7) P (r)dr

on suppose que m < p < m + 1.

Calculons la dérivée d’ordre entier n de la dérivée fractionnaire d’ordre réel p,
ou on prend s > m +n — 1. Le résultat est :

d" GLDPf Zf

dtn ¢ —n+k;+1)
1 t (s+1)
t — s—p—n r(s+ d
+1“(—p—n+s+1)/a( ™) S myd
=2 DI (1),

Comme s > m +n — 1 est quelconque, prenons s = m +n — 1. Ceci donne

(G (0) = D)

m+n—1 t— a) —p—n+k

f
B Z - —n+k:+1)

1 ' —r m—p—1 g(m+n) T
+—F(m—p)/a(t ) f (1)dr.

Considérons maintenant 'ordre inverse des opérations et calculons la dérivée frac-

. . e Cdrf(t
tionnaire d’ordre p d’une dérivée d’ordre entier d{ﬁ ),

copp (A7) _s= /@) =)
dtn £ I'(—=p+k+1)

¢
_ \s—p f(nts+l)

+ ptstl) /a (t—71)Pf (1)dr.

Et X
iy (A7) 8 L) )
dtn c~ TI(-p+k+1)
1 ' —p—1 £(m+n
+—F(m—p) / (t—7)m"P 1f( + )(T)dT.

Alors,

p — P f(k
ﬁ(“GLth(t))_“GLDt( dtr > Z — —n+k+ 1)
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On déduit alors que la dérivation fractionnaire et la dérivation classique ne com-
mutent que si :

f®a)=0, (k=0,1,2,....,n—1)
|

3.5 Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 3.5.1. Trois cas sont a distinguer :

e Sig<0etpéeR, alors
SIDL(GEDLf() = SEDITf ().
e 5i0<m—-—1<g<metp<O0, alors :
cIDI(SEDYF()) = SEDITf(R).

Seulement si f(k)(a) =0 pour tout k =0,1,2,...,r — 2 avec r = maz(m,n).

Démonstration. :

Cas1: Sig<0etp<0,alors:

DI (FDEI0) = s [ (6= 7)o (G D) dr

I'(=q)
1 t —q-—1 ’ _ )y—q-1
= W/ (t—1) dT/a (=&~ f(&)d¢

q (_p) a
1 ¢ ¢ VRN
:m/a f(f)d§/£ (t—1) (=& dr.

En Effectuant le changement de variable 7 = £ + z(t — £) on obtient :

/5 (b= ) — )Py = (t— g) P! /0 1(1 _ )ty

Alors,
LDy (SEDYf(1)) = % / (t— &) P L (€)de
1 ' —p—q—1
_m/&(’f—f) f(&)dg
= D).
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Cas2:Si0<n<g<n+1.
Ona:q=(n)+(¢g—n), avecq—n<0alors:
GLDq (GLDpf( )) dtn {GLDq n (GLDpf( ))}
dr
dtn {GLDp+q nf(t)}
=EDIT ()
ePour0<m<p<m+letg<Oona:
SEDPF() = Jlim f7(0)
h—o0
nh=t—a
F® (@) (t — )Ptk
Z F —p+k+1)
+ ! /t(t — )P ) ()
F'(—p+m+1) J,
les fonctions (t—a)P** ont des singularités non-intégrables pour k = 0, 1,...,m—

1 et dans ce cas on a :

£ @)t = a)

GLDPf() F( p+m+1)

+ aGLDf_m_lf(m-’_l)(t).

De plus, la dérivée d’ordre réel q de L DY f(t). existe seulement si

f®a)=0, (k=0,1,2,...,m—1).

Alors,
) (a) (¢ — a) 7
GLDQ GLDP t :f
a t(a tf()) F(—p—q+m+1)
N 1 /t fHO(r)dr
M(=p—q+m+1) J, (t—T)ptem
Car

GLD (CLDy L fm D (1)) = CLDpr fni )

_ ! [ Lo
S Tep—qtm+1) J, (t—rprem
Pour p > 0 et ¢ > 0 tel que [q]:net [p]:mavecm n € N* dans ce cas
& g6Lpin (GLpp
dr

- = {GL pri- nf(t>}
=SEDYTf (1)

GLDq (GLDPf< ))

Et par conséquent,

S D} (SEDLf(6) =R (FRDIf (1) = SRDYT ().
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3.5.1 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire
de G-L.

Proposition 3.5.2. Soit f une fonction qui posséde la transformée de Laplace F(s).

Pour0<a<1lona:

L{FDIf(t)} (s) = s*F(s)

Pour o > 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique mais
dans le sens des distributions on a aussi :

L{G"DYf(1)} (s) = s*F(s)
Démonstration. .Pour 0 < a < 1ona:

F0810 = s [ 9 s s

En utilisant la transformée de Laplace de la fonction polynome, et la transformée
de Laplace de la convolution et de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre
entier on obtient :

r {GLDO‘ )} (s) = % + 811a(3F(S) — F(0))

= s"F(s)

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov d’ordre
p > 1 n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non
intégrables . Les transformées de Laplace de telles fonctions sont données par des
intégrales divergentes. [

3.6 Propriétés générale des dérivées fractionnaires

Dans cette section, DP désigne la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-
Letnikov ou au sens de Riemann-Liouville.

3.6.1 La linéarité

La dérivation fractionnaire est une opération linéaire :

DY) + ig(t) = lim h‘pZ<—1)’"( ) Ottt = rh) + e 1)
—A}lllir(l)hp ( )ft—rh

h~>0 r
nh= r=0

=\DIf (t) + 11a DY g(t).

4 lim hpi( 1)" (p>g(t—rh)
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Dans cette preuve f(t) et g(t) sont des fonctions pour lesquelles les opérateurs don-
nés sont définis et A\, u € R sont des constantes réelles.

Une démonstration de la linéarité du difféo-intégral de Riemann-Liouville sera
également donnée. En utilisant 'intégrale fractionnaire donné :

(12, £) (AF(E) + ug(t)) ﬁ / (t — 7P A7) + pg(r))dr

1 -
:)\m/a (t—7)P"f(r)dr

Lo
+ um /a (t—7)P"g(r)dr
A (]3+f) (t) +p (]34-9) (t).

3.6.2 La regle du zéro

On peut prouver que si f(t) est continue pour ¢ > a nous avons

lim D7 (1) = S (1

Par conséquent, nous définissons
DIf(t) = f(t)

3.6.3 Formule de Leibnitz pour ’intégrale d’ordre fraction-
naire

Théoreme 3.6.1. Soient f € C([a,b],R) et g une fonction analytique sur [a, ],
alors pour tout a > 0 on a

(12 10) ()= 3 ( o ) Dig(a) Iz f(x)

=0

Démonstration. On a

1290 = s [ =07 (o

Et

1 @ .
1o _—/ z— )L (H)dt
(1290) ) = gy | =077 0
Puisque g est analytique, on obtient

+oo ]D] 4
[L’ _t)J>

M

Jj=0
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Ceci implique

j=1 J
Alors
12 () = s (=0t (g<x>+Z( L %—t))dt
S 0 dt+2 VLA [ty i
)i 1)+ Y T ) (125 )
=3 () st (12 5w)
D’ou .
CRUIEED S Qe EXEISE
Avec
( —a ) _ (=1T(a+))
J J'T(e)

3.7 Lien avec approche de Riemann-Liouville

Comme mentionné ci-dessus, il existe une relation entre les approches de diffé-
rentiation d’ordre réel arbitraire de Riemann-Liouville et de Griinwald-Letnikov. Les
conditions exactes de ’équivalence de ces deux approches sont les suivantes.

Proposition 3.7.1. Supposons que la fonction f(t) est (m — 1) -fois continument
différentiable dans lintervalle [a,t]. Et donc, pour tout a, (0 < o < m) la dérivée
EDef(t) au sens de Riemann-Liouville existe et coincide avec la dérivée ¢ D2 f(t)
de Grinwald -Letnikov. Et si 0 < a < n <m alors pour a <t <'T nous avons :

< f a)(t —a) 1

SLDgf(t) =R DEf(1) Z R b e [ e s
(3.25)

Démonstration. En effet, d'une part, le membre a droite de la formule (3.25) est
égal a la dérivée S D f(t) de Griinwald-Letnikov. D’autre part, on peut écrire :

d" (&2 B (a)(t — a)rHhe 1 ! a1 p(n
%{g Tk+n—atl) +r(2n—a)/a(t_5) f()(s)ds}'
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laquelle, aprés n-intégration par parties, prend la forme de la dérivée XD f(t) au
sens de Riemann-Liouville

d" t d" (-
p {—mf_ 5 / (t- s>”-a-f<"><s>ds} = D p (1)}
=R D2 £(1)



— Conclusion

L’objectif de ce mémoire est d’introduire et définir les dérivées et les intégrales frac-
tionnaires de Riemann-Liouville et de Griinwald-Letnikov en tant qu’extension des
dérivées et intégrales arbitraire.

On a rappelé quelques notions préliminaires fondamentales, et quelques outils de
base du calcul telle que la fonction Gamma d’Euler, la fonction Béta et la fonction
de Mittag-Lefller avec des exemples et quelques propriétés.

Ainsi que déterminer les propriétés et les résultats liés a ceux-ci. Ce travail nous
a permis de savoir I'importance du calcul fractionnaire dans le domaine des ma-
thématiques. Grace a ce recherche, nous avons beaucoup appris sur le calcul dite
fractionnaire, en particulier la maitrise a une certaine mesure, de calculer des déri-
vées ou des intégrales fractionnaires pour différentes fonctions.

Nous comptons, dans ’avenir d’appliquer le calcul fractionnaire aux divers pro-
blemes et de développer des autres méthodologies de résolution des équations diffé-
rentielles d’ordre fractionnaires.




Bibliographie

[1] H.Brezis, Analyse fonctionnelle : Théorie et application,Academic Press, France,
Dunod, 2005.

[2] Kamel Haouam, Existence et non-ezxistence de solutions des équations différen-
tielles fractionnaires, PhD Thesis, Université de Canstantine 2007.

[3] K. Miller,B.Ross, An Introduction to the Fractional Calculus and Fractional Dif-
ferential Equations, John Wiley & Sons, Inc., 1993.

[4] K. B. Oldham, J. Spanier; The Fractional Calculus, Academic Press, New York,
1974.

[5] 1. Podlubny, Fractional differential equations, Mathematics in Science and En-
gineering, vol, 198, Academic Press, New York/London/Toronto, 1999.

[6] M. Riesz, L’intégrale de Riemann-Liouville et le probléme de Cauchy, Acta Ma-
thematica (1948) 81, pp. 1-222.

[7] Samko S.G., Kilbas A.A. and Marichev O.0. (1993), Fractional integrals and
deriwatives : theory and applications, Gordon and Breach, New York. 1993.



50 BIBLIOGRAPHIE

Résumé

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de s’adapter avec le cal-
cul fractionnaire en introduisant les opérateurs linéaires d’intégration fractionnaire
et de différentiation fractionnaire de Riemann-Liouville et de Griinwald-Letnikov.
Une attention particuliere est consacré aux outils auxiliaires nécessaires pour définir
ces nouveaux concepts comme certaines fonctions spéciales (Gamma-Béta...) et la
technique des transformées de Laplace. Ensuite, nous allons donner les définitions
des dérivées et intégrales fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et de Griinwald-
Letnikov. Aussi, nous présentons certaines propriétés de base des différo-intégrales,
telles que la linéarité, la regle de Leibniz et la composition.

Enfin, nous expliquons le lien entre ces dérivées.

Abstracts

The work presented in this memory is part of the framework of adapting with
fractional calculus by introducing the fractional integration and fractional differen-
tiation linear operators of Riemann-Liouville and Griinwald-Letnikov. Particular
attention is devoted to the auxiliary tools necessary to define these new concepts as
certain special functions (Gamma-béta...) and to the Laplace transform technique.
Then, we present the definitions of fractional derivatives in the sens of Riemann-
Liouville and Griinwald-Letnikov. Also, we present some basic properties of differ-
integrals, such as linearity, the Leibniz rule and composition.

Finally, we explain the links between these derivatives.
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