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Introduction

Des le début du XV III€ siécle, la théorie des perturbations a été utilisée par les as-
tronomes pour les besoins de la mécanique céleste : en effet, les équations différentielles
décrivant un systéme de N corps en interaction gravitationnelle n’a pas de solution exacte
générale pour N > 3. Cet aspect de la théorie des perturbations a été élaborée a la fin
du X71X¢ siécle dans les ouvrages classiques de Laplace, Tisserand et Poincaré, avant
de connaitre de nouveaux développements dans la seconde moitié du X X¢ siécle avec
Iavénement en 1954 de la < théorie KAM >, du nom de ses trois concepteurs : Kolmogo-
rov, Arnold et Moser.

La méthode a par ailleurs été énormément utilisée au X X€ siécle pour les besoins de la
physique quantique.

Une équation différentielle perturbée est une équation dans laquelle un terme de perturba-
tion est ajouté a I’équation d’origine. Ce terme de perturbation peut étre linéaire ou non
linéaire . Il représente généralement une influence externe ou une perturbation du systéme
étudié.

Les équations différentielles perturbées sont utilisées pour modéliser des phénomenes réels.
Elles sont utilisées dans plusieurs domaines scientifiques , tels que la physique, 'ingénierie,
I’économie et la biologie ... , pour étudier les effets des perturbations sur les systemes
dynamiques et analyser leurs comportements.

Les méthodes de perturbation pour les équations différentielles sont expliquées a 'aide de
modeles simples d’équations différentielles ordinaires. La motivation pour développer ces

méthodes est la nécessité de traiter des équations différentielles ordinaires et partielles plus
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complexes, souvent non linéaires .

La théorie de perturbation est une methode mathématique générale qui permet de trou-
ver une solution approchée d’une équation mathématique (E.) dépandante d’'un parametre
noté ¢ lorsque la solution de I’équation (Ey), correspondant a valeur € = 0, est connue exac-
tement. L’équation mathématique (F.) peut étre une équation algébrique , une équation
différentielle , une équation aux valeur propres,....

La méthode consiste a chercher la solution approchée de ’équation (E.) sous la forme d’un
développement en série des puissances du paramétre € assez petit (¢ < 1) .

La méthode de Poincaré est une technique utilisée pour étudier les équations différentielles
périodiques perturbées. Elle consiste a effectuer une transformation coordonnée pour étre
ramener a une équation différentielle sans perturbation .

La méthode de Lindstedt-Poincaré a été introduite par le mathématicien Suédois Ernst
Lindstedt et développée ultérieurement par Henri Poincaré, c’est une extension de la
méthode de Poincaré qui permet de résoudre des équations différentielles périodiques non
linéaires perturbées.

Ce travail est organisé en trois chapitres :

- Dans le premier chapitre, nous examinons le contexte et les définitions des équations
différentielles ordinaires , puis nous donnons des préliminaires utilisées dans les autres cha-
pitres.

-Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la méthode de Poincaré et nous allons 'appli-
quer sur quelques exemples .

-Dans le dernier chapitre, nous étudions la méthode de perturbation de Lindsted-Poincaré
qui appliquée aux systémes , puis nous allons étudier 1’éxistence de solutions périodiques.

Pour finir, nous allons terminer notre travail par une conclusion et bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Equations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on donne un rappel succinet de certaines notions fondamentales , sur

les équation différentielles ordinaires .

1.1.1 Introduction

En mathématiques, une équation différentielle ordinaire (parfois simplement appelée
équation différentielle et abrégée en EDO) est une équation différentielle dont la ou les
fonctions inconnues ne dépendent que d’une seule variable ; elle se présente sous la forme
d’une relation entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives.

Le terme ordinaire est utilisé par opposition au terme équation différentielle partielle (plus
communément équation aux dérivées partielles, ou EDP) ou la ou les fonctions incon-
nues peuvent dépendre de plusieurs variables. Dans la suite de I'article, le terme équation

différentielle est utilisé pour signifier équation différentielle ordinaire.

1.1.2 Définition générale

Définition 1.1.1. [§/(Equation différentielle) Une équation dans laquelle apparait(uniquement)

une variable dépendante et ses dérivées par rapport a une ou plusieurs variables indépendantes

7
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est appelée équation différentielle.

Définition 1.1.2. [9/ On appelle ordre d’une équation différentielle (ordinaire ou aux

dérivées partielles) l'ordre de la dérivée la plus élevée qu’elle contient.

Définition 1.1.3. [12/(Equation différentielle ordinaire)
Une équation différentielle ordinaire,égalment notée EDO,dordre n est une relation entre
la variable réelle t, une fonction inconnue t — x(t) et ses dérivées zo 2, 2™ au
point t définie par

F(t,az,x”,---,x(”))zo - telICR (1.1)

ot F n’est pas indépendante de sa derinére variable ™ . La solution x en générale sera d

valeurs dans R™ , n € N*,
Remarque 1.1.4. On dit que cette équation est scalaire si F' est d valeurs dans R

Définition 1.1.5. [11/(Equation différentielle normale)

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme
™ = f(t,z, A , =),

Définition 1.1.6. /8/(Equation différentielle autonome)

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme
e = f(x,z" ... 2"Y) (1.2)
Autrement dit,f ne dpend pas explicitement de t.

Remarque 1.1.7. Les équations autonomes sont tré importantes quand on cherchera des

solutions stationnaires ainsi que leurs stabilité .

Définition 1.1.8. [8/(Equation différentielle linéaire )
Une équation différentielle est dite linéaire si elle nimplique que des fonctions linéaires de

la variable dépendante et de toutes les dérivées qu’elle contient.
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1.1.3 Solutions maximales et globales

Définition 1.1.9. [//( prolongement)

Soint (z,1) et (2,1) deux solutions d’une méme équation différentielle . On dira que (&,1)

est une prolongement de (x,1) si I C I et & |;= .

Définition 1.1.10. /6/(solution maximale) On dit qu’'une solution x : I — R™ est

mazimale st x n’admet pas de prolongement T : I = R™ qvec T ; I.

Théoreme 1.1.11. [}] Tout solution x se prolonge en une solution mazimale T (pas

nécessairment unique).

Définition 1.1.12. (Solution globale)

Une solution x est dite globale dans I C R si elle est définie sur lintervalle I tout entier.

1.1.4 Lemme de Gronwall

Le lemme de Gronwall est l'un des outils fondamentaux dans la theorie des équations
différentielles. Il en existe plusieurs versions mais l’idée est toujours d’obtenir une esti-
mation pour une fonction v a wvaleurs dans R qui satisfait une inegalite implicite mais
linéaure.

Lemme 1.1.13. [2/((Gronwall)

Sointa et c € C([0,T];R), o T > 0. On suppose de plus la fonction a d valeurs positives.
Siv e CH[0,T];R) vérifie

v(t) < c(t) —l—/o a(s)v(s)ds vVt € [0,T7, (1.3)

alors
v(t) <c(t)+ /tc(s)a(s)ef; oMdT s Wt € [0, T]
1.2 Le probléme de Cauchy

Le probléme de Cauchy est un probléme constitué d’une équation différentielle dont on

recherche une solution viifiant une certaine condition initiale. Cette condition peut prendre
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plusieurs formes selon la nature de ’équation différentielle.

Soit U un ouvert de R x R™ et f: U — R"™ une application linéaire continue.

Définition 1.2.1. Etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous la forme

suivante :

x(t)=f(t,(z)) , =z(t)eR" (t,x) e RxR"

le probléme de Cauchy correspondant consiste a chercher des solution x ,tell que x(ty) = xq.
le probléme de Cauchy s’ecrit sous la forme suivante :

’

v (t)=f{ta@) , (L) eU

.Z'(to) = 29

(1.4)

Définition 1.2.2. [12] Une solution du probléme de Cauchy (1,4) sur I C R avec la
condition initiale (to, zo) € U est une fonction dérivable x : U — R telle que :

I) pour toutt € I, (t,x(t)) € U,

1) pour tout t € I,z (t) = f(t,x(t)),

III) z(ty) = xo.

Théoréme 1.2.3. [5] Soit f : [ x V — X une application continue, I C R et V un
ouvert connexe non vide d’un R espace de Banach , (ty,zo) un point fize de R x V' et x
une fonction définie sur un intervalle ouvert qui contient ty, alors x est une solution du
probléme de Cauchy (1,5) sur I si et seulement si

v pour tout t € I,(t,x(t)) € I x V,

v'x est continue sur I |

V' pour tout t € 1

z(t) = xo +/t f(s,z(s))ds.

1.2.1 Existence et unicité locale

Théoréme 1.2.4. [2/( Cauchy-Lipschitz)
Soient f € C(I x U; X), ou I CR et U un ouvert d’un espace de Banach X. On suppose
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de plus qu’il existe un voisinage de (to,vo) € I x U et K > 0 tel que pour tous (t,x1) et
(t,x9) dans ce voisinage
| f(t 1) = f(t,22) |< K || 21— a2 |

Existence : il exister 7 > 0 et v € C([to—T,to+7]; U) solution du probléme de Cauchy :

/

v = f(t,v)

V(to) = 1)

Unicite : Si u une autre solution de (1,5) ,elle coincide avec v sur un intervalle d’intérieur

(1.5)

non vide inclus dans [to — 7,to + 7).

Regularite : Si de plus f est de classe C", r > 1, alors v est de classe C"1

1.2.2 Existence et unicité globale

Théoreme 1.2.5. [}/ Soient x1 ,x9 : I — R" deux solutions de (E) , avec f localement

lipschitzienne en x .Si x1 et x9 concident en un point de I , alors x1 = x5 sur I .

Corollaire 1.2.6. [4] Si f est localement lipschitizienne en x sur U , pour tout point

(to, xo) € U il passe une solution mazimale x : I — R™ et une seule .

1.3 Equation différentielle du second ordre

Définition 1.3.1. On considére
z (t)=ao()x(t) + ar ()2’ () +b(t) , tel (H)

ot ag(t) , a1(t) sont des fonctions définies de R dans R | l’équation H équivalente d un

systéme d’ordre 1 donnee par
X'(t)=AX(t)+ B

avec
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Proposition 1.3.2. Soit

F:(IxU)CR*>R

(t,X) > X'=F(t,X)=AX + B

o A(t) : I C R — £(R?,R?) continue , et B(t) : I C R x R? continue, alors le probléme
de Cauchy

admet une solution unique.

Proposition 1.3.3. Soit X une solution mazximale de X' = AX et soit Xy une solution
particuliere de X' = AX + B , alors X = X1+ X5 est une solution mazimale de [’équation

X' =AX + B.

1.4 Développment asymptotique

On considére la fonction f: R x R x R — R", la fonction f(t,x,c) est continue par
rapport at € R et x € D C R, et € est un petit paramétre. La fonction f est développable

a e , nous avons

ft,me) = folt,x) +efi(t,n) + 2 falt,x) + ...+ " fult,z) + ..., (1.6)

avec les coefficients fi, fa,... dépendent de t et x. Les expressions €,€2,...,e", ... sont

appelées fonctions d’ordre.

Remarque 1.4.1. En général , nous chercherons un développement de la forme

N

f(t,z,e) = Z(Sn(e)fn(t,e) -

n=0

ot 6,(g), n=0,1,2,..., sont des fonctions d’ordre.
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Définition 1.4.2. [5/

1. f=0(¢) quand € — &y, s’il existe une constante kg et e telle que
| fle) |< ko | @(e) | pour, g9 < e < e;.

2. f=0(¢) quand ¢ — &g, signifie que pour tout 0 positif, il existe un ey (indépendant
de ) telle que

| fle) |<d | p(e) | pourey <e < ey

Définition 1.4.3. La fonction §(€) est continue, positive sur (0,eo] , et décroissante de

telle sorte que lim._,od(e) existe si elle tend vers zéro; 6(g) est appelée fonction d’ordre.

Remarque 1.4.4. Dans le cas ou f admet un développement de Taylor, les fonctions

d’ordre qui ont été utilisées sont les suivantes
6(e) = {e"1nlo-
Exemple 1.4.5. Les fonctions suivantes
£llne |, |sine|,e /"
sont des fonctions d’ordre sur (0, 1].

Théoréme 1.4.6. [13/

1. Si
im 1) _ — 0 %9

alors f = O(¢) quand & — €.

2. Si
. fle) _
Jim Ple)
Alors f = o(¢) quand & — .
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Exemple 1.4.7. 1) ¢* = o(¢?) quand ¢ — 0,
2)sine = 0O(g) quand € — 0,
3)e | Ine|=0(1) quand € —0.

Proposition 1.4.8. Considérons la fonction f(t,x,e), t € I C R, z € D C R", et
0<e<eg;

a) f(t,x,e) est O(d(€)) s’il existe une constante k telle que || f|| < kd(e) quand e — 0
avec 6(g) est une fonction d’ordre .

b) f(t,z,e) est 0o(0(g)) quand & — 0 silim._, % =0.

Définition 1.4.9. Considérons la fonction f(t,x,e),t > 0 ,x € D C R" ,et les fonctions
d’ordre §,(¢) et d2() ;

f(t,z,e) = O(01(¢)) quand ¢ -0 , ze€D

sur l’échelle de temps 1/d2(g) , 0 < da(e)t < C avec C est une constante indépendante de

€.
Exemple 1.4.10. On considére la fonction
filt,x,e) =etsinz ,t>0 ,z€R

alors on a :
1) fi(t,z,e)=0(e) sur ’échelle de temps 1,
2) fi(t,z,e)=0(1) sur l’échelle de temps 1/e.

Exemple 1.4.11. On considére la fonction
folt,x,e) = e*tsine ,t>0 ,x€R

alors on a :
1) fo(t,x,e)= O(e) sur l’échelle de temps 1/e,
2) fo(t, v,e)=0('/?) sur léchelle de temps 1/&%/2.
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Proposition 1.4.12. Considérons les fonctions f(t,z,e),g(t,z,e), t >0,z € D C R";

g(t,x,¢) est une approximation asymptotique de f(t,xz,e) sur l’échelle de temps 1/6(e)si
f(t,z,e) —g(t,z,e) =0(1) ,quand & — 0 sur l’échelle de temp 1/0(¢).

Remarque 1.4.13. L’approximation des fonctions prendra la forme d’expansions asymp-

totiques telles que
N

ftw,e) = 6u(e) fult,z,€) + 0(On(€))

n=0

avec 0,, des fonctions d’ordre vérifient :
One1 =0(0,(¢)) , mn=0,....N—1

et



Chapitre 2

Méthode de perturbation de Poincaré

2.1 Introduction

La méthode de perturbation de Poincaré permet de simplifier la résolution de systémes
d’équations différentielles non linéaires complexes en utilisant des approrimations basées
sur des systémes linéaires connus. Elle est couramment utilisée dans divers domaines scien-

tifiques et techniques .

2.2 Perturbations régulieres
En générale, la théorie des perturbations régulieres est une variante du théoreme de
Taylor, dans le sens que nous recherchons une solution en série de puissance €.

Définition 2.2.1. (E.) est un probléme régqulier (ou probléme de perturbation réguliére) si
sa solution x(t,€) admet une série asymptotique de puissance de € au voisinage de ¢ = 0

et si de plus lim._,ox(t,€) = xg ot xg est la solution du probléme réduit E. = 0.

Réslutat de Poincaré :

On considére l’équation (E.) avec un petit paramétre 0 < ¢ < 1, alors La solution de (E.)

est une fonction analytique de paramétre € qui prend cette forme
x(t,e) ~ xo(t) + exi(t) + o(t) + ... , quand & — 0 (E)

16
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Ainsi , sie < 1 la série est convergente . Les fonctions xo(t), z1(t), ..., x,(t). sont trouvées
par substitution de ’équation (E) dans l’équation (E.).

La procédure pour appliquer la méthode de perturbation réguliere consiste a :

1) En remplagant la série des puissances (F) dans (E.) ,

2) En développant toutes les quantités en séries de puissances en €

3) En rassemblant les termes ayant les mémes puissances de € et en les mettant égal a
2€r0,

4) la résolution se fait séquentiellement , c-d-d si xg,x1, - ,Tx_1 sont connus, alors xy

est déterminé par une équation de la forme
Lay = fr(xo, v1,- -+, Th-1),
Ou L est l'opérateur linéaire du probléme réduit et évalué d la solution connue x.

Théoréme 2.2.2. [13/ (Théoréme des fonctions implicites)

Considérons une équation implicite

f(z,e) =0,
s’il existe x = xq tel que
f(zg,e) = 0.
et si f;(xo, 0) est une application linéaire inversible, alors il existe une solution unique de

I’équation donnée dans le voisinage de € = 0 donnée par

x=g(e).

Proposition 2.2.3. Le probléme (E.) admet une solution local si L est inversible en ap-

pliquant le théorem (2.2.2).

2.2.1 Méthode de perturbation réguliere appliquee aux Equa-

tions algébriques

Les principaux concepts des méthodes de perturbation peuvent étre abordés dans le

contexte plus simple de I’équation algébrique, avant d’aborder les équations différentielles.
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Exemple 2.2.4. Considérons I’équation algébrique suivante
2’ —2r+e=0,e<< 1. (2.1)
cette équation a deux racines données par

T = 1— RV 1-— 19
Ty = 1+ \/1 — &
Nous développons /1 — € sous forme de série de Taylor

1 1
\/1—621—§€—§€2—"'

On obtient

Il ng-’-lé‘Q—...
Ty ~2— 36— gt — .-

nous utilisons le développement asymptotique relative a € au voisinage de 0.
z(g) ~ 29+ a1 + %9+ + "y + O (5"“) (2.2)
En remplacant dans l’équation (2.1), nous obtenons
2
To+ex+eTat- -+ w,+0 (5”“)] —2 [a:o+8$1 +e%xo+ -+ r,+0 <s”+1>] +e=0
d’ot
(25 + e2zozy + €°(2] 4 225) + O(*)] — 2[wo + ex1 + 22 + O(e%)] + e =0 (2.3)

(2,3) <= (ag — 2a0) + e(2apa1 — 2a1 + 1) + £*(a} + 2apas — 2a2) + O(£%) =0

En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :

(

O(1) : 23 — 2z =0
O(e) : 2xowy — 221 + 1 =0

O(e?) 1 22 + 2xgw9 — 205 =0
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Puisque, x2 — 2x9 = 0 alors :

ro=0 ou zg=2

Pour xy =0, les coefficient x1,xs,. ... se determinant par récurrence, on obtient :
1 1
T = > To = 3’ etc
Ainsi

11
22) = ay ~ -4 -+
( ) T 2€+8€ +

Pour g = 2, on obtient

1 1
T = 5 Ty = R
Donc
1 1

Exemple 2.2.5. Considérons l’équation algébrique (Nayfeh, 1981)
(x—1)(x—7) = —cx
Pour e = 0, cette équation devient :
(x—1)(x—7)=0 (2.4)

On recherche le développemet assymptotique relative a € au voisinage de 0,

x(g) ~ mo + exy + 20 + ...+ "2, + O(e") (2.5)
En remplacant ’équation (2.5) dans (2.4) , on obtient
(zo— 1)(zo — 7) +e[(2w0 — 1 — 7)1 + @0) + €7[(220 — L = 7)o + 25 + 1] +... + O(%)] = 0.

En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :

O1): (xg—1)(xg —7) =0 ( (
rg — 1 o =T
Oe): (2zg — 1 — 7)1 + 20 =0
<~ Ty = _ﬁ Ou Ty = ﬁ
O(E?): (2xg—1—T)ze+ 23 +2; =0
ka = _(1;.)3 T2 = (1,7—7.)3
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Ainst, l’équation (2.4) admet deuz racines

=
T o~TH T+ (15_2—:)3 o
2.2.2 Méthode de perturbation réguliere appliquee aux équation
différntielle avec une condition initiale

Définition 2.2.6. [3] S'il existe des constantes M et gy et un ensemble S telle que
u(t, )] < Mo(t, )|

Pour 0 < e <egette S, alors on dit que u est grand oh de v sur S lorsque £ tend
vers 0 et on écrit :

ult ) = O(u(t,€)) , (£ 0) (¢t € 5).
Exemple 2.2.7. Considérons le probléme de la valeur initiale(IVP)

z (t) +x(t) +ea®(t) =0 26)

x(0) =1
Nous remplacons le développement asymptotique relative a € au voisinage de 0
x(t,e) ~ mo(t) + ez (t) + Exo(t) + - + "xp + O(")
dans l’équation (2.6) , nous obtenons :

(2o(t) + ez () + ) + (wo(t) + ex1(t) + -+ ) + e(wo(t) + ex1(t) +-+-)* =0

I()(O) + 51’1(0) + 521'2(0) +---=1

Etape 1 : En commencant par les termes qui nimpliquent pas €, nous avons
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Par intégration de l’équation (1,7), on obtient :
zo(t) = e
Etape 2 : Mettons le coefficient de € égal a 0 :
o () Fa(t) +ag(t) =0 Jai(t) +m(t) e =0
71(0) =0 z1(0) =0
La solution de (2.8) est donnée par
ri(t) = —et

Etape 3 : Mettons le coefficient de €% égale a 0 , nous avons :

y(t) + @o(t) + 2mz1 =0 2y(t) + ma(t) +2e73 — 272 =0
<~
5(0) =0 z2(0) =0

La solution de (2.9) est donnée par
To(t) = e — 2 et
Par conséquent, le développement de perturbations est donnée par
elftele™—e ) +ef(e P +e =27+ + O™
trouvons maintenant la solution exacte de probleme (1.6), posons

1
T = —
w

On obtient alors
dw _
o tw = —¢
w(0) =1

solution de ce probléme est donnée par

wt)=c+(1+e)e’

21

(2.8)

(2.9)

(2.10)
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d’ot , la solution exacte de probléme (2.6) est

x(t,e)

ot
14+¢e(l—e™)
Pour aller plus loin, utilisons les séries géométriques pour écrire la solution exacte sous la

forme d’une série infinie
(210) = z(t,e) =e (I —e(l—e )+ (1 —e )2 +--1).

Cette solution est converge si €|l —e™*| < 1 . Maintenant calculons l'estimation de ’erreur

absolue. En utilisons le premier terme de la série de perturbation on obtient :
lz(t,e) —e | <e(l—eMe™ (t>0) (2.11)

ainst que [’estimation de [’erreur relative

jz(t,e) —e”'|

= <e(l—e) (t>0)
Nous pouvons alors utiliser les deux premiers termes de la série de perturbations et obtenir

des estimations d’erreur plus faibles
lz(t,e) —e ‘(1 —e(l—e )| <e'e*(1—e )3,

et
|z(t,e) —e ' (1 —e(l —e™))|

le fait que (2.11) est satisfaite ,En utilisant la définition (2.2.6) alors

< €2<1 - €_t>27

z(t,e) —e " =0() ,(e = 0) ,(t>0),

Plus précisément

z(t,e) —e " =0(e™) (e —=0) ,(t>0),

Cette dernicre expression est généralement écrite sous la forme équivalente

z(t,e) =e (14 0(e)) ,(e = 0) ,(t>0).

St on utilisons les deux premiers termes de la série de perturbations, on a alors

z(te) =e'(1—e(l—e ) +0(?) ,(e—=0),(t>0).
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2.2.3 Meéthode de perturbation réguliere appliquée au probleme

aux limites

Exemple 2.2.8. Considérons le probléme aux limites suivant :

ex () +2'(t) +x(t) =0, 0<t<1

(2.12)
z(0)=a, z(1)=0
On recherche le développement assymptotique relative a € au voisinage de 0
x(g) ~ mo + exy + 20 + ...+ "2, + O (") (2.13)

En remplacons ’équation (2.13) dans (1.12) , on obtient

1" !

€($0+€x1+€2x2+...) +(x0—|—5331+€2w2+...) + (zo +exy + 29 +...) =0

En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :
( (

O():zg+d9 =0 O(1)):azg =be™

"

Oe)tay+a1 =—x5 = 0(€)) 121 =b(l—a)e'™

Ainsi

(213) =z ~b[1l +e(1 —z)]e' " + O(e?)

Exemple 2.2.9. Considérons le probléme suivant :

d2
—f +r+ex’=0
dt (2.14)

z(0)=A, 2'(0)=0

Supposons que la solution de cette équation de la forme suivante
x(t,e) = zo(t) + ez (t) + - + "z, + O (™). (2.15)

En remplacant l’équation (2.15) dans 'équation (2.14), on obtient

d? d? d?
( x0+6 il g2 2

3
dt2 A2 a2 +...)+(l‘o+€xl—|—~--)_|_5(3;0+53;1_|_...) =0,
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d’ou

2 0 ,
(% +IO) +€(% + 1 —i—x%) +g2(ddtx22 + 2 —|—3x3x1) 4y, —|—O(6"H) —0

Mettons tous les coefficients des différentes puissances de a zéro, on obtient alors les

systémes suivants :

dQI'Q
O(1) : +20=0
) g+ (2.16)
z(0) = A, 2'(0)=0
d2$1
Oe): — 4z = —a
@) gt = (2.17)
21(0) =0, 2,(0)=0
d2$2
VAR _ 2
OFE): g +o2 = —3am (2.18)

25(0) =0, x5(0) =0

La solution de systéme (2.16) est donnée par :
xo(t) = Acost

cherchons la solution de (2.17)

d22§'1 3
pTE +x1 = —x
A2 I (2.19)
= (_T) cost — (I) cos 3t

La solution particuliére de (2.17) est donnée par
3 3

T1p = (?—2) cos 3t — (%)tsint

Par conséquent, la solution générale de (2.17) est

A3 A3
x1(t) = Cicost + Cysint + (5) cos 3t — (%)tsint
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Les conditions initiales, spécifiées par le systéme (2.14), permettent de déterminer les

constantes arbitraires C1 et C2, on obtient C1 = (A3/32) et Cy = 0, ainsi x1(t) devient

3

A
x1(t) = (E) (cos 3t — cost) — 3Atsint

Donc , la solution perturbé de systéme (2.14) est

3
x(t,e) = Acost + 8[(?—2)<COS 3t — cost) — 12t sint + O(e)] (2.20)

Cependant, la solution (2.20) montre que x1(t), (le terme de correction de la fonction
périodique xo(t) est supposé petit) est non seulement non périodique mais de plus non
borné lorsque t — oo.

Ainsti, une application directe de (2.20) conduit a des difficultés si on veut calculer des ap-
prozimations des solutions analytiques et périodiques d’équations différentielles non linéaires

de la forme donnée par (2.14).

2.3 Etude de solution des systémes perturbées non
linéaire
2.3.1 Développement simple

Considérons le probleme de la valeur initiale
= f(t,z,e), x(0) donné. (2.21)
out>0 ,zxeDCR"
Proposition 2.3.1. Si f(t,z,¢) est développable en série de Taylor par rapport d €
ft,x €)= folt,x) +efi(t,x) + ...
alors, la solution (2.21) est développable en série de Taylor et donnée par

x(t,e) = zo(t) + ex1(t) + 2wa(t) + ... + "z, (t) + O (™).
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Théoréme 2.3.2. [1] Soit x la solution unique du probléme de la valeur initiale

z = folt,z) +efi(t,z) + -+ 1(t,x) + " fult, ) + " R(t, 2, €) (1)
x(ty) =A

avec

a) fo, fr, -+, fu sont des fonctions continues en't et ils sont n fois continuellement dérivable

en x dans l'ensemble S = {(t,x) : [t —to| < h,x € D}, ou A € D ,D est un sous-ensemble
borné de R™.

b) fn est une fonction continues sur S pour 0 < e < gq et borné sur S x (0,g] pour un
certains €9>0.

¢) R(t,x,e) continue en t, x et € continument -lipschitzienne en x. Si on remplace
zo(t) +exi(t) + - 4" w2

dans le probléme (H) et calculer les fonctions de coefficient xo, x1, -+ , x,—1 Par la méthode

de développement assymptotique relative a €, alors
w(t,e) — (wo(t) +exy(t) + -+ a_1(t) = O0(E™) (e —=0) (tel)
ou I est intervalle de [ty — h,to + h] tel que x(t) € D pourt € I.

Démonstration : En remplacant le développement formelle dans I’équation, on obtient

zo(t) +exy(t) 4+ ... = folt,zo(t) +exy(t) +...) +efi(t, xo(t) +ex(t) +...) + ...

3

Ici, les points indiquent les termes commencant par €2, €,.... On développe en série de

Taylor et en mettant en équation les coefficients des puissances égales de €, on obtient

952) = fO(t’ xU)
, 0
x = f1(t, z0) + G_J;O(t’ T0)T1
L’équation pour x;(t),i = 1,2,... est de la forme

z, = A;(t) + B;()x;

)
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ot A;i(t) et Bi(t) dépendent de xy(t),...,x;_1(t), c’est-a-dire que I’équation non perturbée
est non linéaire. L’équation intégrale équivalente pour le probléme (H) est :
t t t
z(t) =n+ / fo(r,z(m))dr + ...+ 5m/ fon(T, 2(7))dT + ™1 / R(r,z(7),e)dr.
to to to

Commencgons par m = 0, nous avons

l’o(t) = 77—|'/t fQ(T,l’o(T))dT

Donc
t

x(t) — xo(t) = / [fo(r,2(T)) — fo(r, z0(T))]dT + 8/ R(7,x(7),e)dr.

to to

le faite que fq est continue Lipschitz de constante L, et |R|| < M , alors pourt >ty on a

la(t) — zo(t)] < / Lllx(r) — zo(r)|dr + eM(t — to).

to

Appliquant le lemme (1.1.15) de Gronwall a 6; = L, 6o = eM et §3 = 0 permet de produire

M M
lz(t) — zo(t)]] < SfeL(t_tO) —e =

On en conclut que z(t) - 19(t) = O(e) a échelle de temps 1.
Ainsi, Uon peut dire que

x(t) = xo(t) + eb(t, )

2.3.2 Développement de Poincaré
Considérons le probleme de la valeur initiale

' (t) = f(t,x,e)

z(to) =n

(2.22)

Nous supposons que f(t,z,e) peut étre développée en série de Taylor convergente par

rapport a € et x dans un certain domaine. Le probleme non perturbé est

:132) = f(t,xo,0).
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Remarque 2.3.3. Dans de nombreuses applications, par exemple si nous recherchons des
solutions périodiques, nous ne connaissons pas les conditions initiales précises, nous en

tenons compte en admettant des dérivations d’ordre

x(to) = wo(to) + 11
Avec j une constante, d ce point indépendante de €, nous traduisons
r =y + xo(t)
a trouver pour y
(2.23)
y(to) = p.
avec F<t7y7 8) = f(ta Y+ xO(t)78> o f(ta .’L'()(t), O)

Les propriétés d’expansion de f(t,x,e) impliquent que F(t,y,e) posséde une expansion en

puissance convergente par rapport d y et € dans un voisinage de y = 0, = 0.

Théoréme 2.3.4. (Poincaré)/7/

Considérons le probléme de la valeur initiale

(2.24)
y(to) = p
avec [t —to| <h,y e D CR™,0<e<¢p,0<pu< p.
Si F(t,y,e) est continue par rapport a t,y et € et peut étre développée en une série de
puissance convergente par rapport 4 y et € pour ||yl < p,0 < e < &, alors y(t) peut étre
développée en une série de puissance convergente par rapport a € et p dans un voisinage

de ¢ = =0, convergente a l’échelle de temps 1.

Démonstration : La preuve est bien détaillée dans [16]

Remarque 2.3.5. Dans le théoréme, nous avons supposé que F (ou f) dépend d’un seul
paramétre ¢, il est facile d’étendre le théoréme au cas d’un nombre fini arbitraire de pa-

ramétre.
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2.4 Perturbation du systéme linéaire avec grand pa-
ramétre
Nous considérons ’équation différentielle suivante :
" +np(t,n).a’ +nqt,n)z =0, Vt €I = [a,b] (T)

qui peut étre s’écrit :

X' =n"Alt,n).X (E)
avec
/ 1 1
X — T oy = x _ P 0 p x A= 0 p
& " —q _7” x —q _7”

Théoréme 2.4.1. On suppose que A est analytique en n (n assez grand)

At) A

A(t,n) = A(t) + p o

Dans ce cas p(t) et q(t) s’enprime par :
= ®)
(1) p(t,e) = po(t) + 22 + .-

(2) qlt.e) ZQO(t)-l-ql—t)+-~~+ avec € > €

&g
On suppose que p;(t) et q;(t) sont de classe C™ pour n > no . Les séries (1) et (2) sont
uniformément convergente en t pour n > ng. Soit r1(t) et ro(t) les valeurs propres supposés

destinctes de la matrice

0 1
A(] ==
—Go —Do
et soit s1(t) et so(t) les primitives de 1 (t) et ro(t).

Alors, il existe des formelles ¢y de (I) déduits des solutions de (E) qui sont de la forme

1
P2

ASS
I
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avec

u(t,n) = (Zak(t)%)ensl(t),

balt, ) = (Zbk(t)%)ensﬂt).

De plus pour chaque solution formelle ¢(t,n) ,il existe une de famille solution effectives

(UVn(t,n))nen tel que pour n assez grand.

1, . Cn
|¢i(t7n) - Zak(t)$en l(t)|§ W vt € [a7b]

de méme pour

1 e
[W2(t,e) — Zbk(t)%e”ﬁm(t)‘g el L)

Exemple 2.4.2. Considérons l’équation suivante :

d*z )
EJF(U +9(t)r=0, n>n#0

avec

g(t) = pat + pot® + - + pt™ + - -

c’est une série convergente pour tout t, on a

0 1
q(t,n)zl—l—% , Ag= alors
-1 0

det(Ag — M) = a d’ou les valeurs propres sont données par
-1 =2

Tl(t) =1 s Tg(t) = —1
Soient s1(t), so(t) les primitives de r1(t) , ro(t) données par :

81<t) =1t 5 Sg(t) = —it
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1. Cherchons ¢1(t,n) :

o1(t,n) = (Z ak(t)ik)e”“(t).
k=0 "

aq(t
1()+...+
771 nn

= Mt (ao (t) +

» Sa dériveé 1°7¢ est donnée par :

’ . ni ay an it ('

oy (t,m) = nie™ (ag, —,+ ..., — + ... ) +e™(ag(t) + .
1 ( 771 nn ) (0 771 nn
Qéme

» La dériveé est donnée par :

01(t,m) = e (an(t) + S8 4 ) 4 2miem (do(t) + G+ ) o+
e”it(ag(t) + “;7—@ +- 4+ a’,;—ff))

En choisissant ag(t) = 1 , ou trouve de proche en proche , les fonctions a,(t) en

annulant les coefficient n? dans l’équation vérifier par ¢,

&) + (1> + g(t)) 1 = 0 (2.25)

. 7 a L ’ a a
(2.25) <= e"*[(ay +77—;+...) —|—22(a0n—|—a1+ﬁ +..) +g(t)(a0+#+...)ﬂ =0

.7 A " / . 1
<= 2iagn + (2ia; + g(t)ao) + (a; + ay2i + g(t)al)g + 7

alors ,on obtient :

(

2id1(t) + g(t)ap =0 ( i
__ 2iay(t)
ag = =i
., 7" g(t)
22@2 + g(t)al = —aq A
ay _ —2iay—ay
. , 9(t)
2i6G,, + g(t)as =—4y
a _ —2iap,—a,_,
” n—1 - t
2id, + g(t)an—1 = —a,_, ) o
\
d’ot
Lo 2ial(t)  —2iay — a) —2ia, —a, _,
b1(t,n) = e ( — 12 ¢ o2
S TORMNTOD oo )

(ay + 2iay + g(t)as) + . ..

=0
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2. Cherchons ¢s(t,n) :

(e}

dalt.n) = (Zak(t)%)emz(t)

= " (ag(t) + a;(f) +o.F a;fj) +...)

» Sa dériveé 1°7¢ est donnée par :

’ R a Qp, i ’
oo(t,m) = —nie "Zt(ao,n—1+...+n—n+...)—l—e "t(ao(t)+

» La dériveé 2°¢ est donnée par :

Go(t, 1) = nPe " (ag(t) + 20 4 4 @y opiemmit (g () 4 S0 4y dnB))

1" /’71 77” n nn
e (ag (1) + 2 4+ 4 eall))

En choisissant ag(t) = 1 , ou trouve de proche en proche , les fonctions a,(t) en

annulant les coefficient n? dans l’équation vérifier par ¢,

Gy + (17 + g(t)) s = 0 (2.26)

. " a o / a a
(2.26) <= ¢ " [(ag + n—; + ) = 2iagn + dy + FQ )+ g(t)(ao + ﬁ +..0]] =0

= —2iagn + (— 2iay + g(t)ao) + (ay — ay2i + g(t)ch)% + %(ag — 2iag + g(t)as) + ...

alors ,on obtient :

.

—2id41(t) + g(t)ag =0 ( 2ia, (t)

- 7z CLO(t) - g(lt)
—2idy + g(t)ay = —a, Yiay—a,

_ al) =
—2ia, + g(t)as = —ay

Zial —a//
an—l(t) = n—trF1
—2id, + g(t)an—1 = —a,_, \ "
\
d’on
2ia)(t)  2ia, — a) 2id, —a

Ga(t,m) = e ™ ( D) + or +...+Wnn”‘+...)
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Par conséquent

/ "

d1(t,n) = emt(— 2l | 2epay o Tty Y

o(t,n) = g(t) g(t)n IO
’ . 2ia, (t) Qiay—a, 2ia,—a,
$a(tsn) = e nt( g(lt) T g?t)nl Tt g(t)n™ 1+"')

2.5 Perturbation du systéme périodique Dans le cas
d’un petit paramétre

Définition 2.5.1. Soit le systéme

X' = f(t,X) (2.27)
est périodique Si :

f+T,X)=f(t,X), VXeDCR? tel etpour T >t

Définition 2.5.2. FEquation variationnelle associe d (2.27) pour X = Xy est l’équation

linéarisée de (2.27) au voisinage de Xo

y =[xt Xo)y
Le Théoréme suivant est valable dans le cas ou f n’est pas linéaire.

Théoréeme 2.5.3. Soit

f:IxDxJ—=R, avec I CR, DCR? et = -z, e
X=ftX,e)=ft+T,X,e) (F)
ou f, fL, fX sont des fonctions continues.
On suppose que pour :
1. e =0, l’équation
X = f(t,X,0) (2.28)

admet une solution T-périodique p(t).
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2. L’équation variationnelle associé d (2.28) au voisinage de ¢

L’équation (2.29) admet aucune autre solution périodique que Y = 0.

Alors : pour |e| assez petit , |e|< 1 < ¢, Uéquation (F) admet une solution (t,e) T-

périodique continue en (t,e) € I X [—ey,¢e1] et P(t,0) = ¢(t)

Démonstration :

On considére la valeur intial X (0) de la forme
X(00)=¢0)+7,7€R* | 7| assez petit (2.30)
Soit ¢(t,e, ) la solution de (F) vérifiant :
#(0,e,7) = (0) + 7

cette équation existe ddprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Pour que ¢(t,e,7) soit T-

périodique il faut et il suffit que

o(T,e,7) — ¢(0,e,7) =0,
1.e

o(T,e,7) —p(0) — 7 =0. (2.31)

On résoud (2.31) en utilisant le théoréme des fonction implicite, car (2.31) est une relation

implicite entre T et €.

Corollaire 2.5.4. Si f(t, X, ¢) est analytique en (t,e) pourt fixé

Y(t,e) = o(t,e,7(e))
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alors,la solution de F est aussi analytique au voisinage de € = 0 ,Dans ce cas on peut
écrire :
U(t,e) = an(t)en ,VneN | ¢,T — periodique
n>0

Ainsi

Y (te) = f(t(t,e),e) = b, (t)e".

n>0
Exemple 2.5.5. Soit
t 4 a(z? — 1)z’ 4+ = esint (T)
3
T :y—a(x——x)
(I) = 3
y, = —x+e.sint
1'3
, —a(% -z
— X =f(t,X,e) = y—alg —2)
—x +esint
, T x
X=("1] x=
Y Y

Pour e =0, la solution périodique x =y =0 <= X = 0 de (2.32) et la solution ¢(t) du
théoréme (2.4.5).

Le systéme variationnelle au V(0)

Y = fx(t.o(t),0).Y (2.32)
avec
’ a 1 Y1
fX(tvjf)LXZOZZ y Y =
-1 0 Y2
d’ou
Yy = ayi + Yo
(232) = {7 (IT)
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Le polynome caractéristique de ce systéme est :
N —a\+1=0

1. SiA=a*>—-4>0 i.e |a|] >2
On a deux racines A1 et Ay données par :

a—+vVa2—4 a++Va?—14
M= =

La forme générale de la solution de (II) est donnée par
y(t) = CreMt + Coe?!

Done, la seul solution périodique de (I1) est

2. 8iA=a?—4<0, Avec les racines données par

_ a+i1v4 — a?
== ———

La forme générale de la solution de (II) est donnée par

2

4 —a? 4 —
a t + Che™? cos Tat

y(t) = Cre”* sin

dans ce cas , la seule solution périodique est

3. 81 A =0,0n a une seule racine A = g

Les solution de (II) sont des combinaisons de €' et te' , et dans ce cas la seule

solution périodique de (I1) est
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la fait que f est un polynome de degré 1 en € ,alors f(t,x, ) est analytique.Donc d’aprés

le corollaire (2.4.6) la solution de (I) est analytique c-i-d :

w(t,e) =) wn(t)e" (*)

n>0

Nous remplagons l'équation (x)dans l'équation (I) , on obtient

D an ()" +a(( Zmn(t)e")Z —1)> @, (" + > an(t)e" = esint (2.33)

n>0 n>0
D’aprés (2.33) : zo(t) =0 .
1. Cherchons x1(t) :

(2.34) <=z, (t) + a(zg(t) — 1):1:;(75) + 1 (t) = sint
(2.34)
— 2| (t) — az(t) + z,(t) = sint

On recherche les solutions périodiques de (2.34)
z(t) —axy +21(t) = 0

admet pour seule solution périodique la solution trivial

cost

r1(t)=——, a#0

a
2. cherchons la solution de xo(t) :
(2.34) <= z, (1) + az’(t) + a(zg(t) — 1):6/2(15) + a(2xo(t)x1 (1)), (t) + x2(t) = 0
= 1y (1) — amy + w(t) = —aai (t)z, (1)
On obtient
2 —a +2=g(t) (2.35)
avec
gt) =0=z5(t) =0

car cette equation c’est ’équation variationnel qui admet pour solution c’est la solution

trivial. x3(t) est solution de ’équation (2.35) ,avec

/ 1
g(t) = —ax?z, = 4—@2(sint + sin 3t)
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Ainst, la solution x3(t) est donnée par :

1 2 3
t)= — cost— ——= )sin3t + —— — cos 3t
23ll) = 155 98~ g o) S T Lo+ 6a)
o
cost 1 2 3
te) = B0 4 ay(t) = — cost — ————)sin3t + ————cos 3t
w(t.e) = == Faslt) = g5 ot = a6y 3 ez 1 on) O

2.5.1 Stabilite des systemes périodiques

Soit
X' =A)X , teR, X eR? (2.36)
avec

At+T)=At), T>0

Théoréme 2.5.6. Si ¢(t) est une matrice fondamental pour (2.36) alors ¢(t + T') lest
aussi. De plus pour tout matrice ¢, il existe une matrice non singuliére(inversible) P T —

périodique et une matrice constante R tel que

Démonstration :

1. Montrons que ¥(t) = ¢(t +T') est une matrice fondamentale , En effet :
Y(t)=o(t+T) , teR.
En effet, puisque ¢(t) est une matrice fondamentale alors elle vérefie :
o (t)=Al)o(t) , VteR.

Donc

(1) = ¢ (t+T) = At + T)(t + T) = A(1)(0).
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2. Montons que il existe une matrice non singuliéré p T-périodique et une matrice

constante R tel que

que :
U(t) = p(t)e™
alors
o(t) = P(t)e!'® = ¢p(t + T) = P(t + T)e TR

= P(t)e'.C

= P(t)efe™ = P(t)e’FC.
D’ou

C =k
Ainst
bt +T) = o(t)C.
Remarque 2.5.7. Les valeurs propres \i, ..., \n, de e'% sont appelés les multiplicateurs

de floquet associées a A.



Chapitre 3

Méthode de Perturbation de

Lindstedt-Poincaré

La méthode de Lindstedt-Poincaré est une extension de la méthode de perturbation de
Poincaré, elle est utiliseé pour résoudre des d’équations différentielles non linéaires. Elle
est plus puissante , plus complexe puisque elle est nécessité la résolution itérative d’équation

differentielle d’ordre supérieur.

3.1 Principe de Lindstedt-Poincaré

La méthode de Lindstedt ne s’applique que pour les équations différentielles du type
sutvante :
d*x dx

il —eF(r. == 1
dtQ—l—x eF(z, dt) (3.1)

Ou F est une fonction analytique de x et &(t).

On suppose que la solution périodique de (3.1) s’ecrit sous forme :

2(t,g) = e"an(t) + O(e™H)

Si e =0 ,nous obtenons le probleme non perturbé suivant :

d*x

40
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L’idée de la méthode est d’introduire une transformation de la variable indépendante. Cette

transformation nous permettra d’éviter l'occurrence de termes séculaires dans les solutions

d’équations des séries de perturbations (3.1).

L’idée fondamentale de cette méthode consiste de faire un changement d’échelle de temps

en introduisant une nouvelle variable § = wt. nous obtenons une nouvelle fonction x(0)

avec la période 21 |, et les deux x et w sont étendus en série des puissances de paremétre

€ comme suil :

z(0,e) = x0(0) +ex1(0) + ...+ "2, (0) + ...
wEe)=14ew +...+c"w+...

Les w; sont des constantes inconnues.

On note :
’ _ dl’ " _ d2$
CTw o T T e
et
W OF(x,2) W OF(z,x)
F = F/ =
Z'(x7 X ) ax Y x (x7 X ) aml

pour 0 = wt ,on a :
de  dv d*z  ,d%x
dt ~ “do " arr T de
Iéquation (3.1) devient

2

d
2_ pum—
W (0,e) +z(0,e) =eF(z,w

dx
@)

avec

Wiz +ax= EF(CC,LUSE/), 0<ex 1,

On introduisons les équations (3.2) et (3.3) dans (3.5) ,on obtient

(1+ewr+ewptewst. .. ) (zg+e2ey+eday+. .. )+ (woter+elTote st ..
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En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :
xg +29=0
T, 4+ 11 = —2wxy + F(x0, 24)
Ty 4 g = —2w0] — (W 4 2wy + Fy(wo, )21 + Fy (0, o) (Wi + 2),

1 / ! ! ! / !
Ty + 13 = G3(Tg, Ty, Tg; Tp, Ty, Ty)

1" / / I /7 !
Ty T = Gr(Ty, Ty, Toyeoony T 15 Ty Ty Ty eneee  Tp1)

Remarque 3.1.1. Si F' est une fonction polynomiale en x et dx/dt, alors G, "est aussi

une fonction polynomaiale par rapport a ses arguments”.

Remarque 3.1.2. La condition de la périodicité pour la nouvelle variable 0 peut étre
exprimée comme

x(0) = z(0 + 2m)
Remarque 3.1.3. Les conditions correspondantes pour x,(6) sont
z,(0) = z,(0 + 27)

Remarque 3.1.4. Le systéme linéarisé ne doit pas contenir des termes séculaires ce qui

permet de déterminer les parametres wy.

Remarque 3.1.5. la (n+ 1)iéme approzimation de la solution de I’équation (3.1) selon la

méthode de Lindstedt-Poincaré est donnée par

n

z(t,e) = Z M (t) + O(g”ﬂ)7

m=0
telle que
0 =wt=[1+ew + ...+ wy,+ O(e" )]t

Exemple 3.1.6. (équation de Duffing)

Soit I’équation différentielle
d*x
W—i—.ﬁ—i—&l‘gzo (3.6)
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Awvec les conditions initiales x(0) = A et (dz/dt(0) = 0. Supposons que le développement

assymptotique relative a € au voisinage de 0 est donnée par :
x(0,€) = zo +exy + w0+ ...+ "2, + O(e"). (3.7)
On a 0 = wt telle que
w(e) =1+ ew +ws + ...+ "w, + O(e"™) (3.8)
On remplagons dans 'équation (3.6) on obtient
Wi +r+er® =0 (3.9)
On remplagons 'équation (3.8) et (3.7) dans l’équation (3.9) ,on obtient :
W (1ew+e2w0st. .. ) (e +ex +eay+. . )+ (woteni+e2uat. .. ) e (woteri+e2eat. .. )’ =0
En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :

O(l) 2$3+$0:O

(3.10)
15(0) = A, 25=0
Oe) : 2 +x; = —a3 — 2wz,
(&) i+ 0T (3.11)
21(0) =0, 2,(0)=0
O(e2) : x4+ 19 = —3222, — 2wi2, — (W2 + 2wy
() 2 2 0T1 177 — (wi 2)Tg (3.12)

25(0) =0, 25,(0)=0=0

la solution de systéme (3.10) est donné par :
zo(f) = Acosb
On remplagons ce résultat dans l’équation (3.11),0n obtient :

a:lll + 27 = 2wy Acosf — A3 cos® 0
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Nous utilisons la formule trigonométrique :
3 1
cos’ ) = 1(3 cos 0 + cos 30)

Ainsi
A3 A3
(2w1A — SI) cosf = (I) cos 30

Le terme séculaire peut étre éliminer si le coeffcient de cos@ est nul, en posons :

A3 3A?
2w1A—3Z:O:>w1 :?
alors , le systéme (3.11) devient :
r) +x; = —A3cos’ 0

z1(0)=0, ;=0

La solution particulier de ce systéme est donnée par
3

A
x1,(0) = 35 €08 36.

Par conséquent,la solution générale est

3
x1(0) = Cycos @ + Cysinf + %COS39

Par les conditions initiales on trouve que
3

x1(0) = ﬁ[cosé’ — cos 36].

On remplagons ce résultat dans systéme (3.12), on obtient :

" 21 A% 3A° 3A°
Ty + To = ( 198 + QwQ)Acosé’ + (E) cos 30 — (ﬁ) cos o

Donc,l’absence des termes séculaires donne :

N4, A
128 T4 T o

44

(3.13)

(3.14)
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alors I’équation (3.12) devient :
" 3A5 3A5
Ty + Ty = <ﬁ) cos 30 — (@) cos b

22(0) =0, z,=0

La solution particulier de cette équation est donnée par :

—34° 20+ 3A°
Cos
128 3072

Top(0) = cos 50

Par conséquent, la solution générale est donnée par

a5 5
x2(0) = Cycosf + Cysinf + 198 cos 30 + 10246080
ainsi x2(0) devient :
3A° —3A4° AP
198 198 cos 30 + 10240089

Donc, la solution générale est

5
z2(0) = ( 18;4) (23 cos O — 24 cos 36 + cos 50)

Finalement, le développoment assymptotique relative de la solution de l’équation (3.6) est

donnée par :

3 5
x(0,e) = Acos@+€(%)(—cos@+cos 39)4—52(18124)(23 cos § — 24 cos 30 + cos 50) + O (%)
ou 0 = wt telle que
B 342, 214 ,
w(e) = 1~|—6(T) —&*( 556 )+ 0(?)

Exemple 3.1.7. Considérons l’équation de van der pol

d?*z dx
e =1 - 1
o +rx=¢e(l—z )dt (3.15)

Avec les conditions initiales x(0) = A et (dx/dt(0) = 0.
Supposons que le développement assymptotique relative a £ au voisinage de 0 est donnée
par :

x(0,€) = xo + w1 + o + ...+ ", + O(e"). (3.16)
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On a 0 = wt telle que
w(e) =1+ ew + 2wy + ... + "w, + O(e"H).
On remplagons dans I’équation (3.15) on obtient
w2z (0) + 2(0) — e(1 — 2%(0))wx' () = 0

z(0)=A, 2'(0)=0

En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :

O(l) :.’1384—330:0

/

zy(0) = A, xy=0

O(e) : 2] + a1 = —2wizg + (1 — 23)z,

ZL’;(O) :Al, 1‘120

O(e?) : zy + 19 = —2wi2] — (W} + 2ws)zy — 2x0z12) + (1 — 23) (2] + wiz)

x;(O) =Ay, 29=0

la solution de systéme (3.19) est donné par :
xo(0) = Acosb

On remplagons ce résultat dans systéme (3.20),0n obtient :

2 3

" A A
2 (0) + 21(0) = 2wy Agcos§ — Ag(1 — IO) sin 6 + (=2) sin 36

4

En éliminant les termes séculaires

46

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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La solution particuliére de ce systéme est donnée par

Tip =g sin 30

Par conséquent,la solution générale est
1
x1(0) = Cy cos O + Cysinf + 1 sin 36

ainsi x1(0) devient :

3 . 1.
x1(0) = ~1 sin 6 + 75in 36

La solution de ’équation (3.19) est xo(8) = Acos@ , et la solution de l’équation (3.20) est

—% sin 0 + ;llsin 30 et w; = 0. On remplagons ce résultat dans systéme (3.21), on obtient :
" 1 3 5
Ty + X9 = (4w2 + 4_1) cosf +2A;sinf — (5) cos 30 + 3A; sin 30 + (Z) cos b6 (1)
En éliminant les termes séculaires en posant

PP P —
W TV T2 T g

alors, l’équation (I) devient :

Ty + Ty = —(;) cos 30 + (Z) cos 50

La solution partiucliére de ce systéme est donnée par

)
Top(0) = ~9g <% 560

Par conséquent, la solution générale est
5
x2(0) = Cycosf + Cysinf — 9% cos b

Ainsi
/ 13 1
1,(0) = (As — %) cos 0 + %(18 cos 30 — 5 cos 56)

Finalement, le développoment assymptotique relative de la solution de l’équation (3.15) est

donnée par :

2
z(0,e) = 2cosf + (Z)(Bsmﬁ—sin%) + ;—6(— 13 cos + 18 cos 30 — 5 cos 56)



3.2 Existence de solution périodique 48

3.2 Existence de solution périodique

Considérons ’équation différentielle non linéaire

A’z dx
ﬁ +x = €F($, E) (325)

Ot € est un petit parametre positif, F est une fonction polynomaiale de ses arqguments , et

les conditions initiales sont
dx(0)

il

Comme dans les sections précédentes, nous avons 0 = w(e)t et développer x(0) et w(e) en
série a € i.e :

2(0) = zo(0) + z1(0) + O(£°), (3.26)

w(e) =1+ ew; + O(e?). (3.27)

Les équations différentielles suivantes sont, respectivement, vérifiées par xo(0) et z1(0)

Ty +r9 =0
o (3.28)
zo(0)  =A, 2(0)=0
] +x = —2wiio+ F(zo,2y)
e e (3.29)
#1(0) =0, ,(0)=0
La solution de x((0) est donnée par
zo(f) = Acosd (3.30)
En remplagons 'équation (3.29) par le coté droit de I’équation (3.30), on obtient
T, 4+ 21 = 2w Acosf 4+ F(Acosf, —Asinf) (3.31)

La solution de l’équation (3.31) avec les conditions initiales de l’équation (3.29) est la

suivante

9
x1(0) = / (27w AcosT 4+ F(AcosT, —AsinT)] sin(f — 7)dr (3.32)
0
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La fonction xo(0) est périodique avec une période de 2m. si x1(0) est périodique de période
27, alors

z1(0) = (0 +2m), z,(0) = (8 + 2m) (3.33)

Pour x1(0) = #1(8) =0, on obtient les conditions suivantes
1(27) =0, z,(2m) =0 (3.34)

En appliquant ces résultats a l’équation (3.32), on obtient

21
/ [2rwiAcosT + F(AcosT,—AsinT)] sin(r)dr = 0 (3.35)
0
2
/ (27w Acos T+ F(AcosT, —AsinT)] cos(r)dr = 0 (3.36)
0
La seconde relation permet d’utiliser le fait que la dérivée de ’équation (3.32) est
0
T, = / [2nwiAcosT 4+ F(AcosT,—AsinT)] cos(d — 7)dr (3.37)
0
Puisque
27
/ cosTsinTdr =0
0
2m
(3.35) <= P(A) = / F(AcosT, AsinT)sintdr = 0 (3.38)
0
Puisque
21
/ cos’rdr =
0
2
(3.36) <= Q(A,w;) = 21w A + / F(Acosf, Asinf) costdr =0 (3.39)
0

le fait que F(x,dx) est une fonction polynomiale de ses arguments , alors P(A) est aussi
une fonction polynomiale de A.

Ainsi | l’équation (3.25) a une solution périodique si les conditions des l’équations (3.38)
et (3.39) sont satisfaites. La solution périodique particuliére obtenue par l’équation (3.25)

est la sutvante

29(0, ) = A; coslwt] + O(e),

w? =14 e0® + O(s).
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ou A; les racines réelles de P(A) et &t la fréquence donnée par la solution de I’équation

(3.39).
Exemple 3.2.1. Considérons l’équation différentielle non linéaire
2" +wir +edx® =0 (3.40)

avec des conditions

z(0) = A, 2/(0)=0 xo(t) = Acost
D’apres le principe de la méthode de Lindsted -Poincaré, I’équation (3.40) devient :
Wiy 4 wiy +edy® =0 (3.41)

On cherche une solution de periode 2w de ’équation(3,41), Soit :

y(0) = > yi(0)e' = yo(6) + e (6) + ...
i=0 (3.42)

w? = wi +ewi +fwi+ ...

En remplacons l'équation (3.42) dans l’équation (3,41) nous obtenons :

(w§+€wf+52w§+....) (yo—l—eyl —|—€2y2+...)” +w? (yo+5y1 +52y2+...) +55(y0+5y1—|—....)3 =0

(3.43)
En mettant a zéro les coefficients de chaque puissance de €, on obtient :
O(1) : wdyy + wiy2 =0
0¥ 0Y0 (3.44)
y(0) = A,y (0) = 0,y(s) = Acoss
O(e) : wiyy + wiyy +wiys +0y* =0 (3.45)
y(0) = A,y (0) = 0, y(s) = Acoss
(3.46)

La solution de systéme (3.44) est donnée par

yo(t) = Acost
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Cherchons la solution de systéme (3.45),Nous commengons a résoudre [’équation de ce
systéme
wfyg + wgylll +wiyr + 0y* =0

— wg(y'{ +y) = w%A cos s — 0 A3 cos® s

" §A3
=y = %A COs s = — cos® s (3.47)
0 0

La condition de périodicité pour la solution y, l'existe de y; n’est possible que si les condi-

tions d’orthogonale est vérifier, 3y, si seulement si :

2

2 2 3

w A

/ (5 Acoss — d—; cos® s) cos sds = 0
o W wo

27 w2 A3 (348)
/ (=5 Acoss — 0—; cos® s) sinsds = 0
0o %o “o
27
(3.48) <= / (wiAcoss — 0A® cos® 5) cos sds = 0 (3.49)
0
27
/ (w?Acoss — 6 A® cos® s) sin sds = 0 (3.50)
0

La relation (3.50) est toujours vérifiée

2m 2m
3
(3.50) <~ w%A/ cos® ds — 5A3/ cos? sds = w?Ar — 5A3Z7r =0
0 0

<:>wf—6A22:0

3
= wf = Z(SAQ

3
pour que (3.47) admet une solution 27 périodique il faut que w? = ZéAz

1" A3
(347) <=y, +y1 = 1R cos 35
3

— = acoss+ fsins +
y1(s) = acos s+ fsin s 207

cos3s, (a,p €R)
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Maintenant, on a la condition initial

¢

y1(0) =0
vi(0) =0=p4=0
5A3 §A3
(& 327 =0=a=—-3z
Donc
y(0) = yo(0) + cy1(0)
= Acosf + oA (—cos @ + cos 30) +
= 632w§ .
et

3

)
z(t) = Acoswt + 832—wg(— coswt + cos 3wt) + . ..

y est de 2w périodique et x de T-périodique avec T’ = %’T

3.2.1 Cas ou F dépend uniquement de z

Supposons que F soit une fonction uniquement de z, c-a-d :F = Fy(z). Soit
u= AcosT = du = —Asin7tdr

alors
A

(3.38) <= P(A) = — / Fi(u)du = 0

Ainsi, l'équation (3.38) peut étre satisfaite pour n'importe quelle valeur de A . En considérant

une valeur de A , la fréquence modifiée w est la suivante

1
(574

w1 =

27
)/ Fi(AcosT)cosTdr. (3.51)
0

1). Si F contient un terme a12>" , ot n est un entier non néqatif , alors sa valeur de départ
) )

aw est
A2n—1 2m
wy = _(alT)/o (cosT)*"tdr =0
2). Si Fy(z) posséde un terme agx®*t | alors
A2 27
Wy = —(a2 ) / (cos 7)?"2dr # 0
2m 0
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Examples 3.2.2. Considérons [’équation suivante

d*z n 9
— +r=cx
dt?

ot F'= 2. Dans ce cas, I'équation (3.52) devient

1 27 ) )
wy = _(27T_A)/0 (A® cos” T) cos TdT

A
_<%

Ce résultat permet d’obtenir pour la fréquence

w(e) =1+ 0(?)

d*x n 3
— +x=—cx
dt?
avec F' = —a® . Par conséquent, la correction de fréquence est

1 2w
wy = (—27TA/0 A? cos* rdr

s
8

2w
) / (i)(?) cosT + cos 37)dT =0
0
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(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

Ainsi, cette équation différentielle non linéaire posséde une solution périodique de fréquence

2

w(e) =1 +5(%) +0(e?).

3.2.2 Cas ou F dépend uniquement de dx/dt

Soit la fonction F qui dépend uniquement de dx/dt. Dans ce cas

Fy(x) = Fo(—AsinT),

On obtient avec ’équation (3.20)

27
2w A = —/ Fy(—Asinm) costdr =0
0

(3.56)

Ainsi, la correction de fréquence wy est nulle.cela signifie que w(e) prendre la forme sui-

vante :

w(e) =1+ 0(e)

(H)
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Proposition 3.2.3. Soit Fy(dy/dt) une fonction polynomiale de dy/dt, si le terme by(dxz/dt)*"
apparait dans Fy, sa contribution a P(A) est nulle. Ceci résulte directement du résultat sui-

vant :

2T
P(A) = /0 by A* (sin7)*" sin7dr = 0

2n+1

Proposition 3.2.4. considérons un terme de la forme by(dx/dt) sa contribution a

P(A) est non nulle :
2w
P(A) = / by A" (sin 7)*" M sinrdr # 0
0

Remarque 3.2.5. Systémes pour lesquels

sont appelés systéme conservateur généralisé

Exemple 3.2.6. Soit
dz dx 1, ,dx.3
F2(E) = (g)(@)
Soit
A2

P(A) = —mA(1 - Z) =0

Ainsi, I’équation différentielle non linéaire correspondant a cette fonction ,admet une so-

lution périodique non triviale d’amplitude A=2 et de fréquence donnée par ’équation(H).



Conclusion

Dans ce mémoire ,nous nous intéressons a étudié certaines techniques de résolution des
équations différentielles perturbées qui permettent de déterminer une solution approrima-

tive d’une équation différentille linéaire ou non linéaire.
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Résume

Dans ce mémoire nous nous intéressons a la résolution d’équations
différentielles perturbées.

Puis nous allons examiner la méthode de perturbation de Poincarée et
nous allons appliquer aux :Equation différentielle algébrique ,Equation
différentielle avec une condition initiale et probleme aux limites.

Enfin,nous allons étudier la méthode de Lindstedt-Poincaré appliquée sur
les équations différentielles non linéaires pour analyser [’existence des solutions

périodiques.

Mots clés : équations différentielles, méthodes de perturbation,méthode de
Lindstedt-Poincaré ,Existence des solutions périodiques,méthode de
perturbation de Poincaré.
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Abstract

In this memoir, we study the solution of perturbed differential equations

We will then examine the Poincaré perturbation method and apply this
method to: algebraic differential equations, differential equations with an initial
condition and boundary problems.

Finally, we study the Lindstedt-Poincaré method applied to nonlinear
differential equations to analyze the existence of periodic solutions.

Keywords : differentials equations, method the perturbation , method the
Lindstedt-Poincare ,Existence of periodic solutions, method the perturbation of
Poincare.
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