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Notations et abréviations

EDO Une équation différentielle ordinaire.

EDP Une équation aux dérivées partielles.

E Ensemble non vide .

R L’ensemble des nombres réels.

R* L’ensemble des nombres réels non nuls.

R7 L’ensemble des nombres réels strictement positifs.

N L’ensemble des entiers naturels.

N* L’ensemble des entiers naturels non nuls.

C L’ensemble des nombres complexes.

E(z) La partie entiere de x .

<> Le produit scalaire.

n! nx(n—1)xn—2)x---x1L

L*(a,b) L’espace vectorielle des fonctions intégrable f : [a,b] — R.
C"([a,b]) L’espace des fonctions définies de [a, b] & valeurs dans C n-fois continiiment dérivables
(n € N).

C"([a,b],R) L’espace des fonctions définies de [a, b] & valeurs dans R n-fois continiiment dérivables
(n € N).

L,(z) Le polyndéme de Laguerre d’ordre n .

H,(x) Le polynéme de Hermite d’ordre n .

P(x) Le polynome de Legendre d’ordre [ .



Introduction Générale

Les mathématiques ont été décrites "comme une méthode de base pour la physique' et la
physique a été décrite comme "une riche source d’inspiration et de connaissances en
mathématiques'[1].

Les Problémes de Sturm Liouville ont été posé par Joseph Liouville (24 mars 1809
Saint-Omer - 8 septembre 1882 (Paris) et Charles-Frangois Sturm (29 septembre 1803
Geneéve- 15 décembre 1855 Paris), Sturm et Liouville ont publié une série d’articles sur le
calcul ordinaire du second degré et ont étudier les caractéristiques de base liées aux valeurs
propres et fonctions propres [[15],[3],[2]]. Ces caractéristiques aident dans la modélisation de
certains problemes de physique, par exemple, la modélisation de la réfraction de la lumiere,
dans la mécanique quantique (équation de Laguerre et Hermite) [[1], [18]].

Depuis cette époque la theése de Sturm est devenue célebre, cette théorie de Sturm reste un
bon et vaste domaine de recherche avec de nombreuses applications en mathématiques.

Les problemes de Sturm Liouville sont des problémes aux limites qui surviennent
naturellement lors de la résolution de certains probléemes d’équations aux dérivées partielles
en utilisant une méthode de "séparation de variables" [17].

Le Probléeme de Sturm Liouville concerne les valeurs des parametre réel A pour lesquelles

I’équation différentielle linéaire homogene.

Lu—MXu=0

ou L est un opérateur différentiel d’ordre n a coefficients continus sur un intervalle compact
[a,b] de R et r est une forme continue strictement positive sur cet intervalle, a des solutions
non nulles vérifiant n conditions aux limites données.

Le mémoire est organisé en trois chapitres.

Le premier chapitre contient quelques définitions et concepts liés aux équations

différentielles et les méthodes appropriées pour les résoudre, et des rappels qui seront utilisé.
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Dans le deuxieme chapitre on présente le Probleme de Sturm Liouville ou les propriétés
principales de I'opérateur différentiel, les valeurs propres et les fonctions propres sont étudiés
et cités,

Finalement, Dans le troisieme chapitre quelques applications sur le Probléme de Sturm
Liouville sont étudiés en vérifiant les propriétés obtenues dans certaines équations de la
physique mathématique.

Des conclusions sont données a la fin de ce mémoire, qui se termine par une bibliographie.



Chapitre |
Préliminaires

Dans ce chapitre on va présenter quelques définitions, théoremes et résultats préliminaires

qu’on a utilisé dans ce travail.

1.1 Equations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est une équation différentielle dont la ot les fonctions
inconnues ne dépendent que d’une seule variable, elle se présente sous la forme d’une relation
entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives.

D’une maniere générale.

Les EDO sont écrites sous la forme suivante [10],

F(z,u(z),d (), ,u™(z)) = 0. (L.1)

u(n)(l‘) = f(CL’, u($)7 u,(x)v e ’u(n_1)<x))7 (IQ)

avec [ et F' des fonctions données définies sur I x U , I est un intervalle de R et U un ouvert

d’un corps K = C ou R.

Remarque 1.1.1. On appelle ordre d’une équation différentielle ordinaire le plus grand

ordre de dérivées a coefficients non nulles.

Définition I.1.1. On appelle solution de ’équation différentielle ordinaire (1.2) toute
fonction ¢ de classe C™ vérifiant I’équation (1.2).

1.2 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre n

Définition 1.2.1. Une équation différentielle linéaire ordinaire d’ordre n est une équation du
type
ao(z).ul™ (z) + ar(z).u" () + - + ap(2)u(z) = f(2), (1.3)
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avec ag # 0 et a;, i = 1,n et f sont des fonctions définies au moins sur un intervalle I C U ou

I est un intervalle de R et U un ouvert de (K =C ouR).

Théoréme 1.2.1. [3] Une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n est une équation

de la forme :
ao(x)u™®@ + ay (2)u" V@ 4., (2)u(z) =0 Vz el (L.4)

Siuy(x), ug(x), - -+, un(x) sont des solutions linéairement indépendantes de (1.4), alors la

solution générale de 'équation (1.4) est donnée par :
up = Z ciu(z),
i=0

ol C1,Co, -+ ,Cp Sont des constantes.

1.2.1 Equations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2
Soit I’équation différentielle ordinaire linéaire d’ordre 2 suivante
ap(z)u” + a1 (z)u’ + az(x)u = f(z), (L5)

ou ag # 0, ay, as, f sont des fonctions continues sur I C R, posons

_a(x)
P(z) = 2o(@)
7) = ax(z)
Q) = 25,
et (@)
_f
F(:E) - CL()(LU)’
I'équation (1.5) devient
u" + P(z)u' + Q(z)u = F(x). (1.6)
Si F(z) =0, alors
u" + P(x)u' + Q(z)u = 0. (L.7)

Définition 1.2.2. 57 u; et uy sont deux solutions linéairement indépendante de I’équation

(1.7), alors la solution de [’équation homogéne est donnée par :

Up = C1U1 + CoUa,
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ou ¢1 et ¢y €tant des constantes.

Proposition 1.2.1. La solution générale de l’équation (1.6) est donnée par
U = Up + Up,
ot uyp, est la solution du probleme homogene et u, est une solution particuliere de [’équation
(1.6).
Théoréeme 1.2.2. Soit le probleme suivant

u’ 4+ P(z)u' + Q(x)u = F(x)

w(zo) = up, u'(xo) = uy.

ou P, Q, et F sont des fonctions données définies de I C R dans R, zog € I et ug,U; € R.
Si P, Q et F sont des fonctions continues sur I, alors il existe une seule solution p(z)

dans tout Uintervalle ouvert 1.

1.2.2 Méthode de séparation des variables

La méthode de séparation des variables est I'une des techniques les plus largement utilisé
pour résoudre les problemes aux limites relatives aux EDOs. elle consiste de chercher des

solutions particulieres de la forme séparable [17]

du(z)
dz

= X(2)T (u(x)),

ou X et T sont des fonctions de z et u(x) respectivement.

On sépare les « variables » = et u :

et on integre en choisissant les bornes adéquates.

1.2.3 Wronskien

Définition 1.2.3. [7] On appelle systéme fondamental des solutions d’une équation
différentielle tout ensemble de solutions {uq(z),us(x), - ,u,(x)} de l’équation homogéne
(1.5) telle que ui(x),us(x), -+ ,u,(x) soient linéairement indépendantes.

c’est a dire {uy(x),us(x), - ,u,(x)} forme une base dans l'espace des solutions .
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Définition 1.2.4. Le Wronskien est le déterminant d’une famille de solutions d’un systéme

différentiel linéaire homogéne {uy(x), us(x), - u,(x)}, c’est la quantité :
ui(x)  ug(x) Un ()
ui()  uplx) e ()
W(w) = Wlen(e),us(e), - sun(e) = | ) PR | Ao
") w (@) e el )

Pourn =2 on a

Exemple 1.2.1. On a l’équation différentielle

v’ + 5u’ + 6u =0,

2x

qui a les deux solutions u; = e~ 2* et up = e, le Wronskien de ces deux fonctions est

67293 673$

W = = — 6_537
—2 e _3 e .
Remarque 1.2.1. Si uy et us sont linéairement dépendants, alors ['un d’eux est un multiple

constant de lautre, et donc W(uy,uz)(x) =0 sur 1.

1.3 Equations aux dérivées partielles

Définition 1.3.1. [17] Une équation aux dérivées partielle ou EDP pour la fonction
u: R" — R est une relation entre u = u(xy, T2, -+ ,x,) et un nombre fini de dérivées
partielles .

Une EDP est écrite sous la forme

(1.8)

F(xl,a:g,---,xn, ou Ou ou 0™u ):O.

87:[‘1’87:1:2’...787%’.-'781‘]{:181"52’."’axfln
Ou ky, ko, -+, ky, sont des entiers positifs tel que : ky + ko + -+ - + k, = m. "équation (1.8) est
considérée dans domaine I dans R™.

On dit que u est une solution de l’équation aux dérivées partielles (1.8) dans I C R", si

apres substitution de u et de ses dérivées partielles, F' s’annule pour tout (x1,xa,...,x,) € 1.
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Exemple 1.3.1.
Pu Pu
ox3  Ox3
Les fonctions u(xy, z2) = (x1 + 22)? et u(zy,x3) = sin(z; — x2) sont toutes deux des solutions

de cette équation.

Définition 1.3.2. L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est 'ordre de la dérivée

partielle le plus élevé intervenant dans [’équation.

Définition 1.3.3. Si une équation aux dérivées partielles est linéaire par rapport a la fonction

u et a toutes ses dérivées partielles, alors on peut [’écrire sous la forme
L(u) = f.

L : Uopérateur aux dérivées partielles associé a une EDP.

1.4 Méthode de Frobenius

Soit ’équation suivante [1]

d*u du
2
= L.
2 —|—xq(:c)dx +r(x)u =0, (1.9)

ou ¢q(z) et r(x) sont des fonctions développables en séries entieres (¢(x) et r(z) sont
analytiques),

c’est a dire on peut les écrire sous la forme

q(z) = i g™, (1.10)
r(x) = iormxm, (I.11)

convergentes pour un certain range de .
Le but de la méthode de Frobenius est de trouver une solution de I’équation (1.9) de la

forme suivante

u(z,s) = Z 2%(ag + a17 + agx® 4+ - + a,z") = Z A (I.12)
n=0 n=0

avec ag # 0 et s € N.
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De la relation précédente (1.12) on a

d o
d—u = (n+s)az" T, (1.13)
xr n=0
et
d2u - n—+s—2
i Y (n+s)(n+s—1ayz : (I1.14)
n=0

En remplagant (1.12),(1.13) et (I.14) dans I’équation (1.9), et en utilisant (1.10) et (I.11) on

trouve
d? d
$2d7;26 + xq(x)d—z +7r(x)u=0.
Alors
Y (n+s)(n+s—1)a,a" 7+ 2q(z) Y (n+ s)a a7 +r(z) Y a2 = 0.
n=0 n=0 n=0

Ainsi

Y (n+s)(n+s—1a,z" + > > guan(n+ )"+ 3> rpa,a™ =00 (115)

n=0 n=0m=0 n=0m=0

Le premier membre de 'équation (I.15), qui est une série de puissance de x convergente dans
un certain domaine, et qui doit étre nuls, ce qui nécessite que tous les coeflicients des
puissances de x soit nuls.

Le coefficient de 2° doit étre nul et notons que 2° apparait seulement si m = 0,7 = 0, on a

aops(s — 1) + apqos + agro = 0.

Et le coefficient de z! doit étre nul et notons que z' découle de 'équation (I.15) en choisissant

dans le premier terme n = 1 et dans le second et le troisieme terme n +m = 1, on a alors

a1(s +1)s + (a1q0(s + 1) + aoq18) + (a1 + agry) = 0.

Nous pouvons maintenant écrire une équation générale pour le coefficient de z* qui doit étre
nul.
Dans le premier terme de I’équation (I1.15) choisissons n = i et dans le deuxieme et le

troisiéme terme en choisissant n +m =i (ie, n =i,m=0oun=i—1,m =1 ou
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n=i—2m=2---.,n=0,m=1), on obtient

ai(s+i)(s+i—1)+ (aigo(s + i) + aim1qi(s +1 — 1 + ai—aqa(s + 1 — 2)

+ -+ (apq;s) + (airo + ai—1r1 + a;_ora + - -+ + agr;) = 0,
c’est a dire

ai[(s+1i)(s+i—1)+ qo(s +1) + 1o + (aim1qa (s +i— 1)

+ ai,gqg(s + 7 — 2) 4+ -4 CL(]qZ'S) —+ (CLi,ﬂH + ;279 + -4 aori) = 0 (Il6)
Donc

a; f(s+i)+(aic1qi (s+i—1)+a,_1q2(s+i—2)+...4apq;s)+(ai—1r1+a,_ore+- - -+agr;) =0, i > 1,
(L17)

oll nous avons rassemblé tous les termes qui contiennent a; et on a noté le coefficient de a; par
f(s+i)=(s+i)(s+i—1)+ qo(s +1i) + 1o
De I’équation (I.15) avec I'hypothese ag # 0, on obtient
s>+ (g0 — 1)(s) + 70 = 0. (1.18)

qui s’appelle équation indicielle, qui est du second degré en s et qui nous donnera deux
racines s; et so.
Dans le cas ou ces racines sont réelles, on suppose que sy > s1.

Notons que ’équation (I.18) n’est autre que f(s) =0, et on a immédiatement

f(s) = (s = 51)(s = 52),

On peut donc s’attendre a ce que ces deux racines s; et s, conduisent aux deux solutions
linéairement indépendantes de I’équation différentielle d’origine. On peut montrer facilement

que cela est vrai en dehors de certains cas exceptionnels, a savoir
1. les deux racines de I’équation indicielle sont égales.
2. les deux racines de I’équation indicielle différentes d’'un nombre entier.

Par l'utilisation de I’équation (I.16) et les calcules on obtient la formule générale des

coefficients a; :
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pour ¢ = 1 on trouve

a1 f(s+ 1)+ aoq1s + agr; =0,

donc
. —ao(q15 +11)
4 = ——""
s+ 1)
_ Gohl(S)
fls+1)
tel que
hl(S) = —(q18 + 7"1).
Pour i =2
asf(s+2) + [a1qi(s + 1) + aoges] + [a171 + agrs] = 0,
donc
a4 — — [alql(s + 1) + aoqgs] + [(117"1 -+ ao’l“z]
’ fls+2) ’
_ ath(S)
fls+1)f(s+2)
tel que

ha(s) = —[h1(s)(s + 71+ 1)+ f(s+ 1)(g2s + r2)].

On en déduit que

_ hi(s)
= T ) F 5+ 2) - f(s 1) (1.19)
ou h;(s) est un polynéme de s.
Si nous utilisons la relation (I1.19), on obtient la série
s ha(s) ha(s) 2, hi(s) i
“@””‘%x{+ﬂs+nx+f@+nfw+mx*‘ NI CER NV I M
(1.20)

Il ne reste maintenant qu’a trouver deux solutions linéairement indépendantes, de ’équation
différentielle (1.9).

En utilisant la série u(z, s) donnée par (1.20) et la relation (I.17) on peut déduire quatre
différents cas

1. Si les racines s; et sy de I’équation indicative sont distinct et ne différent pas d’un entier

alors les deux solutions indépendantes sont données par u(z, s;) et u(z, sq).

2. Si les racines s; et sy , s9 > s; différent par un entier et I'un des coefficients de la série
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pour u(zx, s) est infini lorsque s = s9, les deux solutions indépendantes sont données par :

d

(5= sute s et [ = a5

s=s1

3. Si les racines s1 et so, So > s7 différent par un entier et I'un des coefficients de la série
pour u(zx, s), disons a,., est indéterminé lorsque les deux solutions indépendantes sont

obtenues entre u(z, s2), en gardant ag et a, comme constantes arbitraires.

4. Si les racines de 1’équation indicielle sont égaux, disons s = sy, alors les deux solutions

indépendantes sont données par :

u(z,s1) et liu(m, s)]

1.5 Produit scalaire et orthogonalité dans L°

Définition 1.5.1. [//] Un espace vectorielle sur E =K (K= C ouR), est un ensemble

X sur lequel deux opérations, addition
+: X x X — X,

et multiplication
S Ex X — X,
sont définit tels que :
1. X est un groupe commutatif par addition, c’est-a-dire
— u+v=0v-+u pour tout u,v € X,
— u+ (v+w) = (u+v)+w pour tout u,v et w € X,
— il existe un élément non nul 0 € X tel que u+ 0 = u pour tout u € X,
— pour chaque u € X il existe un inverse additif —u € X tel que u + (—u) = 0.
2. La multiplication entre les éléments de E et X satisfait
— V(a,b) € E?, Vu € X, a.(bu) = (ab).u,
— Yue X, lu=u.
3. Les deux propriétés distributives
— Ya € E, V(u,v) € X%, a.(u+v) =au+awv,

— Y(a,b) € E?,Yu € X, (a+b).u = a.u + b.u.
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X est appelé un espace vectoriel réel ou complexe selon E, E =R ou E = C. Les éléments de

X sont appelés vecteurs et ceur de E scalaire.

Définition 1.5.2. Soit X un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur X

qu’on note < -,- >, toute forme bilinéaire symétrique et définie positive telle que

1. Yu,v,w € X, Vo, ER : <au+ pfr,w>=a <u,w>~+p <v,w >.
Vu,v,w € X, Vo, ER : <w,au+ pv >=a <w,u >+ <w,v>.
Yu,v € X |, <wu,v>=<v,u>.

Vue X, <u,u>=0<+<= u=0.

< u,u >>0 pour tout (u # 0) € X.
Un espace préhilbertien est défini comme un espace vectoriel réel ou complere X muni
d’un produit scalaire < -,- >.
Définition 1.5.3. Une norme sur un espace vectoriel X vérifie
1. Vue X, ||lul| = 0.
2. u=0<=|lul| =0.
3. [awl|= laf|]ul].
4. Yu,v € X ¢ lu+ ol < ||ul] +|v]]-
Définition 1.5.4. En mathématique, ’espace L? est la cas particulier p = 2 de espace LP.

On note L*(I) l’ensemble des fonction de carré intégrable sur un intervalle I. Une fonction

u défini sur I d valeurs complexes est dite de carré intégrable si u est mesurable et u> € L*(I).

lulls = ([ 1)

On défini alors la norme sur L?

L? est un espace vectoriel.

Définition 1.5.5. Soit f est une fonction réelle définie sur un intervalle I de R sauf pour un
nombre fini de points, alors f est appelé fonction continue par morceaux sur I, sielle a
au plus un nombre fini de points de discontinuité, et si a un point f admet des limites gauche

et droite (une telle discontinuité est appelé discontinuité de saut).

Définition 1.5.6. Soit a et b deuz réels tels que a < b, et soit w: I CR — R une fonction

positive, continue sauf peut étre aux extrémités et intégrable sur |a,b|C I, telle que

/abw(x)dac > 0.
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Une telle fonction est dite fonction poids. Soient u et v deux fonctions continues définis sur

un espace vectoriel X (a,b) le produit scalaire de u et v défini par
b
< U,V >y= / u(z)v(z)w(r)dr Yu,v € X(a,b).

1
Remarque 1.5.1. Le produit scalaire induit une norme définie par ||ull, =< u,u >&, qui
satisfait les propriétées des normes telles que

Pour tout u,v € X,
1| <uyv >y | < |Julw + ||v]w (Inégalité de Cauchy-Schwartz).

2. |Ju+v||w < ||ullw + ||v]w (Inégalité triangulaire).

Définition 1.5.7. [7] Soit X un espace vectoriel et A un opérateur linéaire dans X .
Un nombre complexe \ est dit une valeur propre de A s’il existe un vecteur non nul
u € X tel que
Au = Au,

et dans ce cas u est dit vecteur propre de l'opérateur A associé a la valeur propre .

Définition 1.5.8. 1. Une suite {u,}>>, avec n € N définie sur l'espace X converge vers

u € X en norme si ||u, — u||lw —> 0 lorsque n — oo.

2. Une famille {u,(x)}, C X de vecteurs non nuls est dite orthogonale pour la fonction
poids w(x) si chaque paire dans X est orthogonale,

C’est a dire Yn,m € N* n £ m < Uy, Uy >u=0  pour tout uy,, Uy € {u,}n -

3. Une famille {u,}, C X de vecteurs non nuls orthogonauzx est dite orthonormale pour

la fonction poids w, si||u,||lw =1, Vn € N.
N 0 n#m
C’est a dire pour tout wp, Up, € {Uy }n < U, Uy, >p=
1 n=m

Théoréme 1.5.1. [10] Soit {u,}Y |, n, N € N, une famille orthonormale de vecteurs et

n=1’
Xy =<uy, - ,uy >. pour u € X, on définit
N
V=) < U Uy > Up.
n=1

v est dite la projection orthogonale de u sur Xy.

Théoréme 1.5.2. Soit {u,} une famille orthonormale de vecteurs (n € N) et w € X . Alors,

on a l'inéqgalité de Bessel
N

Y < uyuy > ull?

n=1
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et
lim <w,u, >=0.
n——oo
Définition 1.5.9. 1. Une famille orthonormale de vecteurs {u,}_, est dite compléte

dans X si v
> (usun)® = |Jul %, Vu e X (I’égalité de Parseval)
n=1

2. Soit {u,}>2 | une famille compleéte. Les termes (u,u,) sont les coefficients de

Fourier et > 0° | (u, uy,)u, est la série généralisée de u.



Chapitre |l
Le Probleme de Sturm Liouville

1.1 Opérateur différentiel autoadjoint

Considérons la forme générale de 1’équation différentielle linéaire du second ordre[!3]
p(x)u” + q(z)u’ + r(z)u =0, (IL.1)

oupelC? qgelletrecC.
Nous souhaitons maintenant étudier les propriétés d’orthogonalité de ses solutions. Cela
signifie qu'il faut chercher les solutions de classe C? qui se trouvent dans L*(R).

L’équation (II.1) peut s’écrite sous la forme

Lu =0,
avec
L= p) L b o)L £ rx), VeeICR (11.2)
=p(2) 5 +alz) - +r(z), Yz C R. .

est un opérateur différentiel linéaire de seconde ordre, et u appartient a C*(I) N L*(I), qui est
un espace vectoriel linéaire, étant 'intersection de deux de ces espaces avec les mémes

opérations.

Définition I1.1.1. [715]
Un opérateur linéaire A dans un espace vectoriel X est une application A : X — X qui
satisfait
Aau + bv) = aAu + bAv pour tout a,beR ou C et wu,veX.

Si X est un espace préhilbertien, l'adjoint de A, s’il existe, est 'opérateur A" qui vérifie

< Au,v >=< u, A'v >, pour tout u,v € X.

Si A=A, Alors A est dit opérateur auto-adjoint.
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Si X est un espace préhilbertien de dimension finie n, on sait que tout opérateur linéaire

est représenté, par rapport d la base orthonormée {e;,1 <1i < n}, par la matrice

ayp - Qip
A= = (ay),
Gn1 Qnn
son adjoint est donné par
ai; -+ Gnm
I _ . . . (= __ AT
A = : <. : = (aij) = A s
aJln e aTm
Ou A est le complexe conjugué de A,
ap; -+ Qip
A=
a'nl e C_Lnn
et AT est sa transposée
aip -0 Qpl
AT =
Q1p - App

Proposition I1.1.1. [0/ D’aprés lalgébre linéaire, nous savons que, si A est une matrice

auto-adjointe (ou hermitienne), alors
— Les valeurs propres de A sont toutes des nombres réels.

— Les vecteurs propres de A correspondant a des valeurs propres distinctes sont

orthogonauz.

— Les vecteurs propres de A forment une base de X.

Trouvons la forme de I'adjoint de 'opérateur L : L*(I) N C?(I) — L*(I) défini par
I'équation (II1.2), ou nous supposons que les coefficients p, r et ¢ sont des fonctions de classe

C? sur I C R. Notons que C*(I) N L*(I) = C*(I) lorsque I est un intervalle fermé et borné.

Définition I1.1.2. On appelle l'adjoint de L 'opérateur L', telle que

< Lu,v >=<u, L'v > pourtout wu,v € C*(I) N L*(I). (IL.3)
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Corollaire I1.1.1. On a
b
< Lu,v >= / (pu” + qu’ + ru)vdz.

Démonstration I1.1.1. On utilise [’intégration par parties pour manipuler le membre gauche

de l’équation (I1.3) afin de déplacer l'opérateur différentiel de u d v. Ainsi

b b b
u' (pv)dx + duv|® —/ u(qu)'dx +/ urvdx

< Lu,v > = puv|® —/
b
= [pu'v — u(pv)]® +/ u(pv)'dx
b -
+ quv|® — / u(qu)'dx +/ urvdz
b

=<u, (ﬁ’U)” - ((jv)/ +rv> +[p(u/1_} - UQ_)/) + (q - p/>u,l_)]a7

ou les intégrales sont considérées comme impropres si (a,b) est infini ou si 'un des intégrands
est illimité en a ou b. Notez que le membre droite de ’équation ci -dessus est bien défini si
p € C*(a,b), g € C'(a,b) et r € C(a,b). Le dernier terme, bien sir, doit étre interprété comme

la différence entre les limites en a et en b. On a donc, pour tout u,v € L*(I) NC3(I),
< Lu,v >=< u, L'v > +[p(u'v — ut’) + (¢ — p')uv]’, (IL.4)
ot

L'v = (pv)" = (qv) + v

:ﬁv/l + (2}3/ _ q—)vl _|_ (]5// _ q—/ + 7:),0

Corollaire I1.1.2. L* est dit l’adjoint formel de L si

2

i e

d
255 — @) — 5 & ).
+@2 -+ (-G +T)
Théoréme I1.1.1. Soit L : L*(a,b) N C*(a,b) — L*(a,b) un opérateur différentiel linéaire de
second ordre défini par

Lu = p(x)u” + q(z)u’ + r(z)u, z € (a,b),

ou p € C*(a,b), g € C'(a,b) et r € C(a,b), alors

1. L est formellement auto-adjoint, c’est-a-dire que L* = L, si les coefficients p,q et r sont

/

réels et q = p'.
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2. L est auto-adjoint, c’est-a-dire, L' = L, si L est formellement auto-adjoint.

Démonstration I1.1.2. L est dit formellement auto-adjoint quand L* = L, c’est -a-dire

quand

p=p,  20-q4=q P -q+r=r (IL.5)
Ces trois équations de (I11.5) sont satisfaites si et seulement si les fonctions p,q et r sont

réelles et ¢ = p'. Dans ce cas

Lu = pu” + p'u' + ru

= (pu')" + ru.

Ainsi, lorsque L est formellement auto-adjoint, il a la forme

d d
L=—|p— .
dx (pd:v) r
Et léquation (11.4) est réduite a

< Lu,v >=< u, Lv > +p(u'v — ut')|". (I1.6)

a

En comparant les équations (I1.3) et (11.6), on trouwve que lopérateur L est auto-adjoint si
p(W'v —ud)|b =0,  wveCHI)NLA(I). (I1.7)

Remarque I1.1.1. Lorsque g = p', le terme p" — ¢ dans expression de L* disparait, donc la

continuité de p” et ¢’ n’est plus nécessaire.

11.2 Probléeme aux valeurs propres

Nous nous intéressons au probléme aux valeurs propres pour 'opérateur — L, c¢’est-a-dire
aux solutions de 1’équation

Lu+ Au = 0. (IL.8)

Lorsque u = 0, cette équation est bien siir satisfaite pour chaque valeur de \.

Lorsque u # 0, elle peut étre satisfaite pour certaines valeurs de \. Ce sont les valeurs
propres de — L. Toute fonction u # 0 € C? N L? qui satisfait 1'équation (II.8) pour un certain
nombre complexe A est une fonction propre de —L correspondant a la valeur propre A.

Nous nous référons également aux valeurs propres et fonctions propres de —L en tant que

valeurs propres et fonctions propres de I’équation (I1.8), comme cette équation est homogene,
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les fonctions propres de —L déterminées & une constante multiplicative prés. Lorsque des
conditions aux limites appropriées sont ajoutées a (I1.8), le systéme résultant est appelé un
probléme aux valeurs propres de Sturm Liouville [3].

L’opérateur —L est auto-adjoint si et seulement si L est auto-adjoint.

Remarque 11.2.1. La raison pour laquelle nous recherchons les valeurs propres de —L plutot

que L est qu’il s’avére que L a des valeurs propres négatives lorsque p est positif.

Théoréme I1.2.1. Si L auto-adjoint, alors les valeurs propres de l’équation
Lu+ Au =0,

sont toutes réelles et toutes paires de fonctions propres associées a des valeurs propres

distinctes sont orthogonale dans L*(a,b).

Démonstration I1.2.1. Supposons que A € C est une valeur propre de —L. Alors il existe

une fonction u € L*(a,b) N C*(a,b), u # 0, telle que

Lu+ Au =0,
on a
Mul]? =< M, u >= — < Lu,u > .
Comme L auto-adjoint,
— < Lu,u >= — < u, Lu >=< u, \u >= M |u||?,

d’ot

MJul[* = Mul[?,

car

[lul| # 0, = A.

Si v est une valeur propre de —L associée a la fonction propre v € L*(a,b) N C?*(a,b), alors
A<u,v>=—< Lu,v>=—<u,Lv>=a<u,v >,

ainst

(A —a) <u,v>=0,
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et donc

A a=><uv>=0.

d2

dxz?

Exemple 11.2.1. L’opérateur — ( ) est formellement auto-adjoint avec p = —1 et r = 0.

pour déterminer ses fonctions propres dans C*(0,7), il faut résoudre I’équation
' + M= 0.
Considérons d’abord le cas ou X\ > 0. La solution générale du [’équation est donnée par
u(z) = ¢1 cos VAT + cpsin vV Az (I1.9)

Sous les conditions aux limites

u(0) = u(m) =0,
Iéquation (11.7) est satisfaite, donc —(%) est, en fait, auto-adjoint. En appliquant les

conditions auz limites a (I1.9), on obtient
’LL(O) =C = O,

et
w() = cysin Var = 0 = VA1 = nr = X = n?, n € N.

Ainsi les valeurs propres de —(%) sont données par la suite
(n*:neN)=(1,4,9,---),
et les fonctions propres correspondantes sont
(sinnz;n € N) = (sinz, sin 2z, sin 3z, - - - ).

Remarquons que nous avons choisi co = 1 par souci de simplicité, puisque les conditions auz

limites ainsi que [’équation auz valeurs propres sont toutes homogenes. On pourrait aussi

. . . . ) - T .
diviser chaque fonction propre par sa norme || sinnz|| =1/ [ sin® zdx = \/; pour obtenir les

fonctions propres normalisées
/2
( sinnx:néN) .
T

Si A =0, la solution de l’équation différentielle est donne par cyx + co, et si A < 0 elle est

donnée par ¢y cosh v/ —Ax + co sinh/—Ax. Dans les deux cas, la demande des conditions auz
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limites x = 0 et x = 7 conduit a la conclusion que ¢; = co = 0.
Mais la solution triviale n’est pas admissible comme fonction propre, donc nous n’avons pas
de valeurs propres dans l'intervalle (—oo,0]. Les valeurs propres A\, = n? sont des nombres

réels, et les fonctions propres u,(x) = sinnz sont orthogonales sur L*(0, ) car, pour tout

n #m,
T 1 . _ . ™
/ sin nx sin madr = — sin(n — m)x — sin(n + m)x = 0.
0 2 n—m n+m 0

Corollaire I1.2.1. Si L?(a,b) NC*(a,b) — L*(a,b) est un opérateur linéaire auto-adjoint et

w est une fonction poids positive et continue sur [a,b], alors les valeurs propres de l’équation
Lu + Awu =0, (I1.10)
sont toutes réelles et toute paires de fonctions propres associées a des valeurs propres

distinctes sont orthogonales dans L2 (a,b).

Remarque I1.2.2. Dans ce corollaire, les valeurs propres et fonctions propres de l’équation

(I1.10) sont en fait les valeurs propres et fonctions propres de l'opérateur —w™1L.

Définition 11.2.1. Soit L un opérateur formellement auto-adjoint de la forme

L= di <p(x)dci> +r(z).

L’équation aux valeurs propres
Lu+ Awu =0, z € (a,b), (I1.11)
soumis aux conditions auz limites homogénes séparées
Ba(u) = aqu(a) + aou/(a) =0, |ag| + || >0 (I1.12)

By(u) = Bru(b) + ot/ (b) =0, |B1| + |Ba| > 0, (I11.13)

o1l Qup, (g, B1 et By sont des constantes réelles, est appelé Probléme aux valeurs propres

de Sturm Liouville.

Remarque I1.2.3. 1. Comme L auto-adjoint sous ces conditions aux limites, nous avons
d’apres le corollaire(11.2.1) que, si elles existent, les valeurs propres de ’équation
(II.11) sont réelles et ses fonctions propres sont orthogonales en L2 (a,b). lorsque
Uintervalle borné et que p s’annule pas sur [a,b], le systéme d’équations (11.11) a (11.13)

est appelé Probléme de Sturm Liouville régulier , sinon il est
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singulier(c’est-a-dire : si la fonction p s’annule au moins a un point dans l'intervalle

[a,b], ou elle est discontinue, ou si le probléme est défini sur un intervalle non borné).

2. Le Probléme de Sturm Liouville périodique est représenté par
Lu+ Mw(z)u =0 x € [a,b]

u(a) = u(b), v (a) = u'(b) (I1.14)

Proposition 11.2.1. L’équation différentiel linéaire du seconde ordre

M(u) = ag(x)u” + ar(x)u’ + as(z)u = F(x),

peut se mettre sous la forme d’un Probleme de Sturm Liouville

L(u) = (p(z)u') + r(x)u = f(z).

En effet, On pose

p(x) = el o
et on multiplie M (u) par % on obtient
L(u) = ;;((x;)M u) = p(z)u” + p'(x)u’ + pc(lf)ag(a:)u

= (p(=)u) + r(z)u = f(z)

et nous voyons que l'opérateur M est équivalent a un opérateur Sturm Liouville L, avec

r(z) = Bas(x), f(a) = 2O F ().

ap(x) ao(x)

Proposition 11.2.2. Soient uy et vy deux fonctions qui forment une base du sous-espace des
solutions de

Lu+dwu=0 a<zxz<b
B, (u) = By(u) =0

Alors \ est une valeur propre du probléme de Sturm Liouville si
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11.2.1 Fonction de Green

Fonction de Green pour 'opérateur différentiel auto-adjoint
2

d d
L=p2 4yl
pdx2 Tt dz tn

dans les conditions aux limites
aju(a) + agu'(a) =0, |ag| + |ae| > 0,

Bru(d) + Bau/ () = 0, |B1] + [B2] > 0,

est une fonction G : [a,b] X [a,b] — R avec les propriétés suivantes
1. G est symétrique, c’est a dire G(z,t) = G(t,z) z,t € [a,b]. et G satisfait les conditions
aux limites dans chaque variable x et t.

2. G est une fonction continue sur [a, b] x [a,b] et de classe C? sur

la,b] x [a,b] \ {(x,t) : x =t}, ou G satisfait I'équation différentielle
L,G(x,t) = p(x)Gpp(z,t) + p'(2)Go(x, t) + r(2)G(2,t) = 0.

oG
3. La dérivée — a une discontinuité au point x = ¢t donnée par

ox

Ox ¢ 0+t 0
L
p(t)’

L@t 1) —Cm,t) = lm [99(t+¢&,t) — 95t — &, 1))

Théoréme 11.2.2. [ existe une fonction G :[a,b] X [a,b] — R (dite fonction de Green) telle
que, pour chaque f € C([a,b]), la fonction u € C*([a,b]) est solution du probléme

L(u) = (pu') +ru= f(t) surla, b
(£0) § | Ba(u) = aqu(a) + asu/(a) = 0

Bb(’LL) = ﬁl’lL(b) + BQQ/(Z)) =0

st seulement si,

avec

ui (ua(x) ;
=Gi(x,t), st a<lt<z
1) = | FOWe (1)
uz(t)ul(x .
m:G2($,t)7 S I’Stﬁb,
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ou uy et uy sont deux solutions linéairement indépendantes du probléme homogéne

L(u) = (pu') 4+ ru = 0 avec les conditions auzx bords B,(u) =0 et By(u) = 0.

Démonstration 11.2.2. La solution générale de ’équation différentielle suivante

(p(H)u(t)") + r(t)ult) = f(2), (IL.15)

est de la forme u(t) = Cruq(t) + Coua(t) + uy(t). avec Cy, Cy constantes, et uy,us sont deux

solutions linéairement indépendantes de l’équation homogene
(p(t)u' () + r(t)u(t) =0, (I1.16)
et u, est la solution particuliére de (I11.15). Par la variation de la constante on obtient
up(t) = vy (t)us(t) + va(t)ua(t), (I1.17)

v1, vy sont fonctions da déterminer.

Dérivons (11.17),

b (£) = v (E)un () + vr ()} () + vh(E)ua(t) + va(t)uy(8),

il existe des paires infinies de fonctions vy et vy pour lesquelles u satisfait (I1.15). on sait que
vy (t)ug(t) + vy(t)ua(t) = 0. (IT.18)

Alors

et
uy (t) = vy (Ouy (t) + v (uy(t) + vy (E)us(t) + va()uy ().

En remplacant dans l’équation (11.15)

vi(O)[p()u (t) +p'()ur(t) + r(t)ur ()]
+oa()[p(t)us (1) + p'(E)us(t) + r(t)ua(t)]
+p()[or ()ur (8) + va(Hus(t)] = ().

Comme uy et ug sont solutions de l’équation homogéne (11.16), et en tenant compte de
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I’égalité précédente (p(t) étant positif) on obtient

Vi (B)u () + vy (t)us(t) = o)

Du systeme

On a
; f(Hua(?)
vy (t) DOW ity 0] () (I1.19)
() = ——JDu® (I1.20)

p(&)W us, us](t)
Montrons que W (uy,uz)(t) # 0 pour tout t € [a,b]. Supposons que pour ty € [a, b]

Wluy, ug](t) = ur (t)uy(t) — ua(t)uy(t) = 0,

alors le systéeme

{ ai1uq (t()) + CLQUQ(to) =0
0 .

arui (to) + azus(to)

a une solution non trivial, car ay,as # 0.

Donc la fonction f(t) = ajui(t) + agus(t) est solution du probléeme

(p()' () + r(t)u(t) =0
f(to) = f'(te) =0

Mais ce probleme n’a qu’une solution triviale. donc f =0, cela signifie que uy et uy sont
linéairement dépendantes (u; = Cug avec C' constante) .

Par conséquent, uy satisfait a la fois les conditions auz limites By(uy) =0, et By(uy) =0,
contradiction avec l’hypothése, donc Wuy, us](t) # 0 pour tout t € [a,b], Comme
Wiuy, ug) # 0, p(t) > 0 et p(t)Wuy, us] = constante et différent a zéro, alors
C = oWhama® 7 0-
En intégrant (11.19) et (I11.20) on obtient

vi) = [ Cus(1) f(2)dt,
valw) = = i Cur(8) F(1)dt,
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cela donne finalement

up(z) = vi(z)us () + v2(w)us(z)

— (o) [ Cuﬂﬂf@ﬁ%—wmur/mCul)f@)
T wm(t)ua(z) f(2) b ug()us(z) f(1)
=], SO el L SO sl

Par conséquent, si on définit la fonction de Green comme

uQua(@)f() ,
G(I t) _ p(&)Wu1,u2](t) Gl(flf t) si a<t<ugx

ug(Hua (2) f(1) .

m Go(z,1), si r<t<b

On peut alors écrire

Gi(a, ) f(t)dt + [ Golw, ) f(t)dt = [ G(x,t)f(t)dt.
0= A A

Exemple 11.2.2. Soit le probléeme a deux points suivants

u’(t) = f(t) pour t € [0,1]
uw(0)=u(1)=0

on ar(t)=0,p(t) =1 le probléme homogéne associé est

u'(t) =0 pour te€[0,1]

u(0) =u(l) =0,

d’'ot u"(t) =0 — u(t) = at + B avec les conditions aux limites on a

par conséquent la seule solution du probléme homogéne est u = 0, donc la fonction de Green

existe,

Pour = poura=1 ona wu(t)="t.
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u’(t) =0 u(t) =at+ 4
Pour — poura=1,=-1 ona wu(t)=1t-1
u(l)=0 a+pf=0=a=—-p
Vérifions que uy et us sont linéairement indépendante, en effet
t t—1
W (t, ur,u)(t) = =1#0.
1 1
D’ou la fonction de Green est définie par
t(x —1) 0<t<ux z(t—1) 0<z<t
G(z,t) = =G(t,z) =
xz(t—1) r<t<l1 t(x —1) t<zx<l1
finalement la solution est donnée par
1
ult) = / G, ) f(t)dt
0
T 1
_ / to — 1) f(t)dt +/ w(t —1)f(t)dt.
0 T
1.3 Les propriétés générales des Problemes de Sturm
Liouville
Propriété I11.3.1. [2] Soit L 'opérateur de Sturm Liouville
L(u) = (p(z)u') + r(z)u.
Alors L est un opérateur symétrique, c’est-a-dire < Lu,v >=< Lv,u >.
Démonstration II.3.1. Pour u,v € C*(a,b), on a :
< Lv,u > — < Lu,v > = u(pv') + uqv — v(pu’)" — vru
= (upv") — u'pv’ — (vpu') + u'pv’.
On obtient ainsi
< Lv,u > — < Lu,v >= [p(uw’ — vu')]". (I1.21)

Cette égalité est appelée Identité de Lagrange.
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Par intégration de "équation (11.21) sur lintervalle [a,b] on trouve

b

a*

b
/ < Lv,u > — < Lu,v > dz = [p(uw’ — vu')]

Supposons que u et v vérifient les conditions aux limites (11.12) et (I1.18) dans le cas régulier,

ou (I1.14) dans le cas périodique. alors, il est claire que
[p(uv’ —vu')]; = 0.
Par conséquent, pour tels u et v, nous avons
b
/ < Lv,u>— < Lu,v > dz = 0. (IL.22)

Propriété 11.3.2. Soient u et v deux fonctions propres associées aux valeurs propres A, et

Am TESpectivement, avec A, # Ay Alors
< U, v >,=0.

Démonstration I1.3.2. Soient u et v deux fonctions propres associées aux valeurs propres
A et A\, dot
— Lu = Mwu. (I1.23)

— Lv = \jwo. (I1.24)

De plus, u et v vérifient les conditions aux limites (11.12) et (11.13). En multipliant (11.23)
par v et (11.24) par u, en intégrant sur [a,b], puis en prenant la différence entre les deux

équations ainsi obtenues, on trouve
b b
—/ (< Lu,v >, — < Lo,u >,)de = (N, — )\m)/ u(z)v(x)w(z)de.

Puisque u et v vérifient les conditions aux limites (11.12) et (11.13), nous pouvons utiliser

Uexpression (I1.22) pour déduire que

(A — M) /  w(@)o(@)w(z)dz = 0.

Mais Ny, # A, Alors < u,v >,= 0.

Propriété 11.3.3. Un Probleme de Sturm Liouville régulier n’admet que des valeurs propres

réelles.
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De plus, cette proposition est valable dans le cas périodique et aussi dans le nombreux cas

singuliers.

Démonstration I1.3.3. Supposons que A € C est une valeur propre non réelle avec une

fonction propre u. Alors

(pu)" + ru+ dwu = 0, (I1.25)
aju(a) + agu'(a) = 0, (I1.26)
Bru(b) + Bau’(b) = 0, (I1.27)

Rappelons que les coefficients de (I11.25)-(11.27) sont tous réels. En formant le conjugué
complexe de (11.25)-(11.27), et en échangeant l’ordre de conjugaison et de différentiation, nous
obtenons

Lu+ dwu = Lu + dwu = 0,
aru(a) + agu'(a) = 0,
Bru(b) + B’ (b) = 0.

Par conséquent, @ est une fonction propre avec une valeur propre A\ Par notre hypothése X # A

et par la propriété (11.3.2) nous avons
b b
0=<u,u >w:/ w(x)u(r)w(x)de :/ lu(z) [Pw(x)dw.
En revanche, puisque u # 0 et w(z) > 0 sur [a,b], il s’ensuit que

b
/a lu(x)|*w(z)dr > 0,

ce qui conduit a une contradiction.

Propriété 11.3.4. Un Probleme de Sturm Liouville régulier n’admet que des valeurs propres

simples.

Démonstration 11.3.4. Soient u et v deux fonctions propres associées a la méme valeur
propre A. Alors

Lu = —\wu,
Lv = —Awv,

Donc

< Lu,v >, — < Lv,u >,=0.
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D’aprés identité de Lagrange
< Lu,v >, — < Lu,u >,= [plod’ —w')],

par conséquent

u(z) = plvu’ — uv') = constante.

D’autre part, on a les deux fonctions qui vérifient les mémes conditions aux limites régulieres,

pour cette raison on a

et puisque p est une fonction positive sur tout lintervalle fermé |a,bl, il s’ensuit que le
Wronskien

W =o' —uw,

s’annule aux extrémités. On rappelle que u et v sont des solutions de la méme équation
différentielle ordinaire linéaire, et donc le Wronskien est identique a zéro.

Par conséquent, les fonctions u et v sont linéairement dépendantes.

Propriété 11.3.5. Soit un probléme de Sturm Liouville régulier pour lequel q(t) > 0, alors ce

admet une infinité des valeurs propres \g < Ay < Ao < - < \; < -+ avec liI}rl A, = —+o00.
1——+00

Propriété 11.3.6. Soit {u,} un systéme de fonctions propres de probléme de Sturm Liouville
orthogonales est dite complet dans [a,b] si, pour chaque fonction continue par morceauz f(x)
dans lintervalle fermé [a, b)),

lim b[f(x) - Enj:l iy (7)]*w(z)dz = 0.

m—+oo Jq

Définition I1.3.1. Soit le systéme orthonormé {u,} de toutes les fonctions propres de
probléme de Sturm Liouville par rapport a la fonction poids w(x) sur intervalle fermé |a, b]
et soit f une fonction arbitraire.

Considérons le probléme de développement de f(x) en série de Fourier de fonctions

orthonormales uy,ug, - -+, on a pour toute x € [a, b]

flx) = ianun(x). (I1.28)

On veut déterminer les a,. en multipliant par u,w(z) et en intégrant de a a b, on obtient

/ab f (@)U (x)w(x)de = ;iol an, /ab Un () Uy () w () dx,
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et
/ab Uy () ()W () = Gy =
Ou
_/ (x)dx (n=1,2,---). 1.29)

La série (11.28) de coefficients a,, donnée par (11.29) est dite la série de Fourier
généralisé(ou simplement série de Fourier) d’une fonction f par rapport au systéme

orthonormale {u,} de toutes les fonctions propres d’un probléme de Sturm Liouville.

11.4 Probleme de Sturm Liouville non homogeéne

Considérons le probleme non homogene de Sturm Liouville [2]

Lu(x) = (p(x)u') + r(z)u + Mw(z)u = f(x),

avec conditions aux limites
aru(a) + azu'(a) =0,

Pru(b) + fau/(b) = 0

Supposons \, et u, et sont les valeurs propres et les fonction propres du probleme homogene
(p(x)u) + r(z)u + Aw(z)u =0

avec les mémes conditions aux limites.

Supposons que nous puissions écrire u(x) = Y7 b, u, (), puisque
Luy(x) =0 — (p(x)u),) + r(x)u, + Myw(z)u, = 0.

Nous avons

(p(x)ul) + r(z)u, + Mw(x)u, = (A — \)w(x)u,,

ainsi on obtient
Lu(z) = f(z) = (p(x)u') + r(x)u + dw(z)u = Z bn| + r(x)uy, + Mw(z)u,] = f(x)

et

= Jijbn()\ — Ap)w () Uy,

ie. si &2 ="t a,u,, alors a, = b,(A — \,).

Les Coefﬁments a, dans développement de fonction propre de 1’; ((f;)) sont obtenus comme
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d’habitude par

_ ff(i((?))un(x)w(x)dx _ fff(a:)un(aj)dx ‘
" St () 2w () de St () 2w () de

Exemple 11.4.1. Considérons le probléme de Sturm Liouville non homogéene suivant
() + Mu(z) =2, u(0) =0,u(l) =0.
Le probleme homogéne correspondant

u'(z) + =0

2

a des valeurs propres A\, = (nm)* et des fonctions propres u,(x) = sin(nwz). L’expansion de la

valeur propre est la série de Fourier sur lintervalle [0,1]. On a

1 2
n = 2/ i dr = —(—1)"*,
a ; zsin(nmx)dr mr( )
et
2 n+1
bp= —— o (—1)™, p=1,2,--.

nm(2 — n?m?)
La solution est donnée par

u(r) = io b, sin(nmx).

n=1



— Chapitre |1l - - -
Applications de Probleme de Sturm

Liouville

Dans ce chapitre on va présenter quelques application sur les probleme de Sturm Liouville,

nottamment 1’équation de Laguerre, I’équation d’Hermite et 1’équation d’ordre deux.

I11.1 Equation de Laguerre

L’équation différentielle de Laguerre s’écrit sous la forme

& d
xﬁ—i—(l—x}ﬁ—i—)\u:O, 0 <z < +oo. (IIL.1)

Théoréme II1.1.1. L’équation de Laguerre (II1.1) est une équation différentielle linéaire

homogeéne d’ordre 2 et se réécrit sous la forme d’un probléeme de Sturm Liouville

d _.adu e
e [xe dx] + Ae Fu = 0, (I11.2)

pour tout x dans (0, +00).

De ce théoreme, cette équation a des solutions non singulieres seulement si A est un entier
positive. nous concluons que toutes les caractéristiques de I'opérateur de Sturm Liouville sont
satisfaites pour les valeurs propres de ’équation (I11.2) et pour les fonctions propres lies. nous
appliquons la méthode de Frobenius et pour ag = 1 on définit la solution standard qui est le

polynéme de Laguerre d’ordre n noté L, (z) par

L,(z)= Z(—l)rn—!'f.

= ) =)

En remarquant que les valeurs propres A, = n sont réelles et les polynémes de Laguerre L,
sont réelles et distincts pour chaque valeur propre.
les polynomes de Laguerre forment donc une base orthogonale dans l'espace L2_, (0, c0),

qu’on peut exprimer a l'aide de la Formule de Rodrigues suivante.
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Théoréme 1I1.1.2. (la Formule de Rodrigues ) pour n € N on peut définir les

polynomes de Laguerre par la relation

X dn
Lo(z) = =

g AL

Démonstration II1.1.1. En utilisant la formule de Leibniz (la dérivation de produit) donné

par
dn
da:”
on a
er d" B
mam e =
mais pour p < q
@,
dxP
d’ou
dnfT n
dxn—rx =
a
dxre -
et donc
e d" B
alden ¢ =

n

=

r=0

d""a d"b
rli(n —r)l den=" dar

n!

pour tout a,b >0

T

n! n!

ri(n —r)! e

e

n!

n

n
)
r=0

n!

&V T
L,(z).

Théoréme II1.1.3. Les polynomes de Laguerre L,(x) admettent la fonction génératrice

sutvante

c’est a dire

exp(7%)
1—¢

w(z,t) =

_ fjo Lo(2)t
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Démonstration II1.1.2. En utilisant le Développement de Taylor, on a

exp(£) 1 & (=l)yartr, 1

;2 (=)

-t 1 r! 1+t
Sy 1
= rl 1—t ’
mais
1 L (r+1)t  (r+1)(r+2) X (r+s)!
r+1 S
- B - s
S T T 2] LD D w
Alors

exp( rt'r r o0 (7”+S)!ts
1_t -y >

r=0 s=0

rls!

prenonsn =r—+s=—=s=n—retr=n—s dou

exp(19) &, & n'x "
1—t _,LZOZ_: ).t
>

Théoréme II1.1.4. [10] La famille de polynéme de Laguerre est orthonormée dans

L% .(0,00) c’est a dire

0 n#m

1 n=m
Démonstration 111.1.3. D’aprés le théoréme de la fonction génératrice, nous avons

exp(t) &

TS

n=0

et

exp(75) &
sl N
T 7;) (x)s

on peut en déduire que

x LxXP (727) exp ()
an Lr - 7
PR = =

donc [;° e " Ly(x)L,.(x)dx est le coefficient de t"s" dans ['expression .
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Calculons lintégrale suivante

Y
0 1—1 1—35
1 00 t s
:(1—t)(1—3)/0 eXp[_I(1+H+1—s>}d‘r
1 1 s >
T A=Ha—s) [_1+1t_t+fseXp{_x(lJrl—tJrl—s)}L
1
:1—st

[o.¢]
= Z s"t".
n=0

Ainsi le coefficients de t"s" est 1 sin =1 et 0 sin#r .

I11.1.1 Série de Fourier Laguerre

L’ensemble de polynémes de Laguerre {u,(z) = L,(z),n =0.1---} est orthogonal

relativement a la fonction poids w(z) = e sur [0, 00]. c’est a dire

0 n#r

/OO e *Ly(z)L,(z)dx = 0y, =
0 1 n=r

pour toute fonction continue par morceaux f(z) sur (0,4o00) la série de Fourier Laguerre est

donnée par comme|!]
f(z) ~ Z anLn (),
n=0
ou

1
ap = / e “Ly(x)L,(x)dx, n > 0.
-1

111.2 Equation d’Hermite

L’équation différentielle de Hermite s’écrit sous la forme

d? d
d—xz — 295% + 2 \u = 0, —00 < T < +o00. (IIL.3)

Théoréme II1.2.1. L’équation de Hermite (II1.3) est une équation différentielle linaire

homogene d’ordre 2 et se réécrit sous la forme d’un probléme de Sturm Liouville

d . _pdu

a[e dx]+2>\e u=0,
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pour tout x dans R .

Nous appliquons la méthode de Frobenius et pour a, = 2" on définit la solution standard

qui est le Polynéme de Hermite d’ordre n noté H,[x]

[37]

Hy(z) = Z(—n?“”i!(%)n—?r,

= ri(n —2r)!

On remarque que les valeurs propres A\, = 2n sont réelles et les polynéomes Hermite H, sont

trivialement réelles et distincts pour chaque valeur propre.

Théoreme II1.2.2. la fonction génératrice des polynomes de Hermite est

o tn
e2ta:ft2 _ Z —Hn(x)
— n!
Démonstration II1.2.1. On a
62tm—t2 _ 2w 6—t2
_ i (2tx)" i (—t?)®
= rl = sl
o0 27"1.7"
_ _1\s r+2s
=2 (-1 rls! e

r,5=0

On prend n =r +2s ier =n — 2s et puisque r =n — 25 > 0 alors s < 5 et par la suite

- 00 [%] 2n—25xn—28
z—t* _ —1)8 "
¢ ;::05;)( ) (n — 2s)!s!
00 ¢n
= Z —H,(z).
“— n!

Théoréme 111.2.3. (la Formule de Rodrigues) pour n € N on peut définir les polynomes

de Hermite H,(x) par la relation

v
dx™

_352]

H,(z)=(—-1)"e

e

Démonstration I11.2.2. pour la preuve, on rappelle la fonction génératrice de H,(x) par

OOtn

exp(2tr —t*) = > EHn(x),
n=0 """
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et on utilisons le développement limité de Taylor

> d"E t"
E(x) = —
)= > (G oy
on a
_ | o™ J2tx—t? _ | 0™ jx?—(x—t)2
Hy(z) = [Btne L:o B [at”e t=0
_ 2 | 9™ —(x—t)2
=€ {375”6 ]t:O'
0 9 o
Mais §g(:v —t) = —g-g(x —t), ainsi
— —t)=(—-1)" —1).
oo —t) = (~1)"g(z — 1)
Par conséquent
— (_1\npz? | 9" —(z—t)?
H,(x) =(-1)"e {awne L:o
n, z2 9" —z2
= (—1)"e 8‘%6
_ n, x? d* _—z2
= (=1)"e” sme ™.

Théoréme I11.2.4. La famille des polynomes de Hermite est orthogonal dans Li_zz (R)

400 2
/ H,(x)H,(z)e ™ dx = 2"n!\/T0pm.

—0o0

Démonstration I11.2.3. On a

e—t2+2ta: _ i ﬁH (ZL’) ot 6—s2+2sm _ i ﬁH (ZE)
= n = m )
n=0 n! m—=0 m!
donc
- ngm +o00 +oo
Z > / eixQHn(x)Hm(x)d-T = / 6712€7t2+2tx€782+2sxdx
nlm! J-x —0o0

+00
ei(xi(‘s‘Ft))z dx.

_ o (4s?) (s +0)? /

En faisant le changement de variables v =x — (s +t) on obtient

+

00 fngm  rtoo 0
> i / e~ H,(2)Hp(z)dz = e%/ eV dr = e*'\/7.

Im)
n’mzon.m. —00 —00

Car une intégrale de Gauss est ['intégrale d’une fonction gaussienne sur l’ensemble des réels.

sa valeur est reliée a la constante w par la formule

+oo 2 e
/ e dr = 4/—.

—00 (6]
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II1.2 Equation d’Hermite
Alors
O g™ ptoo g2 0 9ng ntn

Donc par identification, on en déduit que

/+oo 2 0 st #£m
—o0 2"l\/T sin=m

Théoreme II1.2.5. Pour tout entier positif n, on a
+o0 9
/ H(x) = 2"nlV/T,

et donc, la famille /5 'fH (x) est une famille orthonormée, et la constante 1/W est

dite la constante de normalisation .

Démonstration 111.2.4. on a

+00 9
2= [ Hy @) do

+oo d"
= (=1)" / e %e_IQHn(x)e_ﬁdx

= [ ) e

+oo dn
_/ H,(x)le - dz,

o] dl’n

car

+oo  AMm 400 AJMm—n
(" [ I et b (@) = (—1)m / T et B (2,

—o dx™ —x dxmn

et on a

dm 2™n! +oo
S Hy(x)= " H, = / 2" nle=" d
dx™ (n—m)! —o0

+o0
= Q"n!/ e dr (car0'=1 et Hy=1)

= 2"nl\/7.
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111.2.1 Série de Fourier Hermite

L’ensemble de polynéme de Hermite {u,, = H,(z),n =0,1,---} est orthogonal

relativement a la fonction poids w(z) = e sur R,
00 9
/ H.(z)dx = 2"nl\/T,

pour tout fonction continue par morceaux f(z) sur R la série de Fourier Hermite apparait

comme [!]

ﬂ@~§%mm,

ou

1 o0 2
“*"H, > 0.
Z”H!ﬁ/—ooe n(2) f(x)de, n >0

Ay =

111.3 Equation d’ordre deux

Soient les équations différentielles partielles, de la chaleur [17]

ou 9%u
—(x.t) = c—— t 111.4
at(x, ) ca%(a:,t), 0<x<l, >0 ( )

avec les conditions

uw(0,t) =u(l,t) =0 t>0
u(z,0) = f(x) 0<z<l

Ou u(z,t) est la température dans un conducteur d’'une dimension. la valeur u(z,t) dépend
du temps t > 0 et de la position x. et ¢ une constante positive donnée .
Et ’équation des ondes
0%u 0%u

avec les conditions

u(0,t) = u(l,t) =0 t>0

u(z,0) = f(x) 0<z<l (IIL.6)

Ju
E(m,O)—O 0<z<l
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Ou I"équation (II1.5) exprime les vibrations transversales d'un fil idéal qui court entre deux
points fixes x = 0 et = [, et u(z,t) décrit le déplacement de ce fil au point x a I'instant ¢, et
la derniére condition de (I11.3) représente la vitesse initiale .
Et on a aussi I’équation de Laplace
0%u , 0%u

Avec les conditions

u(0,t) = u(l,t) =0, t>0
u(z,0) = f(x) 0<z<l.

Selon la méthode de séparation des variables, on suppose que la solution est de la forme

suivante

u(z,t) = X(x)T'(t). (IIL.7)
Par différentiation de (IIL.7) par rapport a t et deux fois par rapport a x et par substitution
dans (I11.4), on obtient

XT'(t) =cX"(2)T(t), O0<ax<l, t>0

d’ou
T'(t) _ cX"(x)
@ X(x) '

O<z<l, t>0

puisque z et t sont des variables indépendantes, cette relation implique qu’il existe une

constante A (appellée constante de séparation) telle que

T'(t) _ cX"(x)
i)  X(x)

=-)\ O<z<l, t>0 (IIL.8)

Comme on cherche des solutions qui ne s’annulent pas identiquement, alors il existe ¢y € R tel

que T'(t) # 0 par consequent, on obtient

u(0,Tp) = X (0)T(to) =0
u(lyto) = X ()T (te) = 0
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L’équation (IIL.8) conduit au systeme d’EDOs suivant

X"(x)+AX(z) =0

(I11.9)
X(0)=X(1)=0

Et
T'(t) + AT(t) =0, t>0. (I11.10)

Ces deux problemes (I11.9) et (II1.10) correspondent a un probleme de Sturm Liouville que
nous recherchons les solutions non nulles.
Souvent, la nature de la solution du probleme de Sturm Liouville, dépend du signe de A,
nous considérons donc trois cas
1" Cas (A <0), écrivons A = —32, ot 8 > 0 'équation prendra la forme
d*X

2
P

et sa solution générale est

X (x) = ky sin Sz + ko cos fz.

Par la condition au limite X (0) = 0 on trouve ko = 0, par X (1) = 0, nous trouvons
k1 sin Bl = 0, mais sin 5] # 0 sauf pour [ = 0, nous en déduisons que k; = 0 . Alors pour A < 0
la seule solution c’est z = 0.

2¢me Cas (A = 0) Ici la solution générale de 1'équation différentielle est
X(ZL’) = k?ll’ + k?g,

Les conditions aux limite donne k; = k3 = 0 . Donc, la seule solution est la solution nulle.

3¢me Cas (A > 0), écrivons A\ = 3% ot 3 > 0. ’équation devient

2X
— X =0
de + /8 Y

et sa solution générale est de la forme
X(z) = ky cos S + ko sin fx.

De X(0) =0 on a k; = 0, donc
X (x) = kysin Sz

Par la deuxiéme condition aux limite on obtient ks sin 5l = 0, mais les solutions recherchées
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sont les solutions non nulles, donc nous prenons ky # 0, d’ott sin 51 = 0.

et donc
nm nem

5_T:>)\n: P n € N.

et les A\, sont les valeurs propres du probleme (II1.9). Les fonctions propres associés sont alors

Xn:k:nsinnlﬂ, n € N.

Il est évident que les valeurs propres sont réelles. De plus, a chaque valeur propre correspond

une seule fonction propre.

Remarque I11.3.1. On choisit k, = 1 pour tout n pour simplicité, car nous pouvons avoir

des fonctions propres juste par multiplication par une constante.

Proposition II1.3.1. Les fonctions propres de probléme (111.9) associées a des valeurs

propres distincts sont orthogonales.
De plus, on a la constante de normalisation K = %

Démonstration I11.3.1. pour la preuve on va démontrer que pour tout n # r on a

U nmrx | rmx
sin — sin —dx = 0,
0 { l

Par intégration sur [0,!] on a

I w -
/ Sin o sin o dy = */ (cos (n+rjme + cos M)d$
0 [ l 2 Jo I I

1 l . (n+r)mz l . (n—r)mx

Maintenant pour la constante de normalisation on rappelle que sin?a = % Alors

Loommxy, 11 —cos2(™F)
/0(sm ; )dx—/o 5

b1l N
=|=| — =/ cos dx
2 0 2.Jo l
I 1.1 | 2nmx,
~ ol sl



Conclusion

Dans ce mémoire, Nous avons étudié quelques propriétés principales du Probleme de Sturm
Liouville.

Premierement, nous avons montré que toutes les équations différentielles ordinaires
homogenes du second ordre peuvent étre mises sous la forme d’un probleme de Sturm
Liouville. puis nous avons indiqué les propriétés principales avec leurs preuves .

Nous avons cloturé ce mémoire avec quelques équations tirées de la physique qui expriment
certains phénomenes naturels, et on a vérifié certaines des propriétés que nous avons prouvé
précédemment, on a utilisé les valeurs propres et les fonctions propres du probléeme de Sturm

Liouville.
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