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Introduction

Au tournant de ce siécle, de nombreux simulateurs ont la conviction étrange que
les équations différentielles décrivent tout ce qui se passe dans le monde réel. Cette
approche de la modélisation peut donner lieu a des tentatives de modification de la
réalité pour s’adapter aux outils de simulation, alors que la méthode correcte devrait
étre complétement opposée. Le défi consiste a rechercher de nouveaux outils ou a
utiliser ceux qui sont connus depuis longtemps, mais qui sont simplement oubliés.

L’objectif du calcul fractionnaire est de généraliser la définition de la dérivation
d’ordre entiére d’une fonction. La dérivée d’ordre non entier apparu a la fin de 1695
ou L’Hopital a posé une question a Leibniz de connaitre la signification de f;—,f si
n = % En 1738, Euler a remarqué le probléme de la dérivée d’ordre non entier. En
1822, Fourier a proposé une représentation intégrale afin de définir la dérivée, et sa
version peut étre considérée comme la premiére définition de la dérivée d’un ordre
arbitraire (positif). Abel, en 1823, a résolu une équation intégrale associée au pro-
bléme des tautochrones, qui est considérée comme la premiére application du calcul
fractionnaire. En 1823, Liouville a proposé une définition basée sur la formule de
dérivée de la fonction exponentielle. Cette expression est connue comme la premiére
définition logique pour la dérivée fractionnaire. La deuxiéme définition de Liouville,
est présentée en termes d’intégrale et s’appelle la version de Liouville pour 'inté-
gration d’ordre non entier. Aprés une série d’ouvrages de Liouville, I'article le plus
important a été publié par Riemann (1847). Donc, 'approche de Riemann-Liouville
est donnée par une intégrale. Grunwald (1867) et Letnikov (1868) ont développé
une approche de la dérivée fractionnaire en termes de série convergente. Letnikov a
montré que sa définition coincide avec le version de Liouville. En 1892, Hadamard a
publié un article dans lequel la dérivée d’ordre non entier d’une fonction analytique
doit étre effectuée en termes de sa série de Taylor.

Ces derniéres années, des équations différentielles fractionnaires sont apparues
naturellement dans divers domaines tels que la dynamique chaotique, la modéli-
sation, la théorie du controéle, le traitement du signal et les applications biomédi-
cales, etc. Les équations différentielles d’ordre fractionnaires ont attiré ’attention
de nombreux chercheurs en raison d’un large éventail d’applications dans plusieurs



domaines de la sciences tels que la physique, la chimie, la biologie, I'ingénierie et la
finance. Dans tous ces domaines scientifiques, il est important de trouver des solu-
tions exactes ou approximatives a ces équations.

Dans ce mémoire, nous allons exposer quelques méthodes de résolution d’équa-
tions différentielles fractionnaires. Il est scindé en trois chapitres comme suit :

Chapitre 1 : Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions et définitions
des fonctions spécifiques utilisées dans le calcul fractionnaire telles que la fonction
gamma, la fonction béta, et nous allons donner les définitions des dérivées et in-
tégrales fractionnaires aux sens de Riemann-Liouville et celle du Caputo et le lien
entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés intéressantes.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques méthodes les plus
utilisées dans le calcul des approximations numériques des équations différentielles
ordinaires d’ordre 1, a savoir la méthode d’Euler, la méthode de Runge-Kutta 2 et
Runge-Kutta 4 et enfin la méthode de Taylor.

Chapitre 3 : On sait que les équations différentielles d’ordre fractionnaire ce
sont des généralisations des équations différentielles ordinaires. Dans ce chapitre,
nous étudions des approximations analytiques de la solution d’un probléme diffé-
rentiel d’ordre fractionnaire par les méthodes : Demirci et Ozalp, ADM, HPM et
VIM permis plusieurs appliquée a la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Cette
efficacité d’approximations justifier par plusieurs exemples.

A la fin, on donne une conclusion du travail effectué et on termine ce mémoire
par une bibliographie riche.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous introduisons la fonction Gamma, la fonction Béta, qui
seront utilisées dans la suite de ce mémoire. Ces fonctions jouent un role trés impor-
tant dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications. Pour plus de détails
voir [12].

1.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction
Gamma d’Euler, cette fonction a étudiée par d’autres mathématiciens comme Carl
Friedrich Gauss (1777 —1855), Christoph Gudermann (1798 — 1852) et Joseph Liou-
ville (1809 — 1882). Elle apparait aussi dans divers domaines comme la théorie des
nombres, 'intégration définie et les séries hypergéométrique.

Définition 1.1.1 La fonction Gamma est généralement définie par 'intégrale sui-
vante :

+00
['(2) :/ e tdt (1.1)
0
Quand la partie réelle de z est strictement positive Re(z) > 0.

I'1) =1 et T'(04) = +o0.

Propriétés 1.1.1 Une propriétée importante de la fonction Gamma T'(z) est don-
née par la relation de récurence suivante :
pour tout z € C tel que Re(z) >0, on a :

['(z+1)==zI(z). (1.2)



1.1 Fonctions spéciales

Pour tout n € N*, on a :
I'(n) =(n—1)!

Preuve. Soit z € C avec Re(z) > 0. Alors :
[(z) = f0+°° e~t*~1dt. par intégration par partie :

u=e'lt=u=—e""'
V=t = v =1t

Nous avons :

1) =1

(2) = 1I'(1) =1!

N(3) = 2I(2)=2x1=2
(4) 3(3) =3x2x1=3l

I'n) = (n—1DI'(h—1)=(n—1)!

Fn+1) = nl'(n)=n(n—1)....... 2.1=n!

Exemples 1.1.1 :

LI = [ etdt=]-e?],~ =1

2. T(2) = [, e ttat.

Par intégration par partie :

u=t=u =1
V=el=0v=—¢"

+oo
2 = [—te] goo +/ e tdt
0

- e

(1.3)
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3. T(3) = [ et 2dt = [ <t

On pose : u =t =t = 1> = dt = 2udu.

1 +oo —u? +oo
F(—) :/ € 2udu = 2/ e du
2 0 U 0

L’intégrale de Gauss : fj;o e*a’*ﬂdx:‘g. a€eR, a>0.

Foo 2 ]. oo 2
/ e “du = —/ e “du
0 2 —o0
1
= 5.\5
B m
2
Alors : T(3) = /7
4. D(F) = [Tettzat
Par intégration par partie :
u=e'l=u =—e"
V=17 = =27

Done :

+o0 400
F(—l) — [—Qe—ttzl] —/ 2% et
+oo .
= —/ 2t2 et
0

+oo 1
= -2 / et dt
0

= a1y

= =2y

1.1.2 Fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire la fonction Béta. Cette fonc-
tion joue un role important spécialement dans certaine combinaison avec la fonction
Gamma .
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Définition 1.1.2 [12] La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de seconde espéce)
est donnée par :
pour tout (z,w) € C? avec Re(z) > 0 et Re(w) >0, on a :

1
B(z,w) :/ N =)t (1.4)
0
Proposition 1.1.1 Les fonctions Gamma et Béta sont liées par la relation sui-
vante : P ()T
2)N(w
B = 1.5
0 = (1.5

Preuve. Pour tout (z,w) € C? tel que : Re(z) > 0 et Re(w) > 0. En utilisant le
théoréme de Fubini, on obtient :

+00 “+oo
Fz)MNw) = / e_ttz_ldt/ e Tx¥ tdw
0 0

+00 +00
= / / e e dtda,
0 0

on effectue le changement de variable :
r=t+xzett=rs,dnc:0<r<4oc0et 0<s<1

Ainsi : dr = dt+dx, dt = sdr+rds,et de = dr—dt = dr—sdr—rds = (1—s)dr—rds
Alors : dtdx = rdrds.

Il s’en suit :
1 +o00
FzMw) = / / e "(rs)*t(r —rs)* trdrds
+oo
— / / S 1 §% lrw 1(1—S)w717'd7'd8
+oo
= / 11— s) 1ds/ e )1y
0 0
+o0
= B(z,w)/ e Tt gy
0
— B )Tz +w)
D’ou :

L)W
B(z,w) = Teta)

Proposition 1.1.2 Pour tout p,q € C; Re(p) > 0 et Re(q) > 0 on a les propriétées
sutvantes :
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1. B(p,q) = B(q, p)-
2. B(p,q) =B(p+1,q9) +B(p.q+1).

8. B(p,q+1) =
Preuve :
1. B(p,q) = B(q,p) :

B(p+1,q9) = L B(p,q).

q
P p+q

B(p,q) = [, /"1 (1 — t)i~'dt.

Onpose:s=1—t=t=1—s=dt = —ds.

t—0—s—1
t—1—s5—0

1
Bp.q) — / (1— s tsr1ds
0

= B(g,p)
I'(p)I'(q)
(p+4q)
(¢)L'(p)
['(q+p)
(¢ p)-

—

—

—

<
!

S

I
Sy

2. B(p,q) =B(p+1,9)+B(p,g+1):

_ T+ 1DI(g)
Blptla) = T(p+1+q)
__pP()T(g)
(p+Q)F(p+Q)'
~ T(lg+1)
Blp.a+d) = T(p+q+1)
__ T'(pdl(a)
(p+T(p+q)
Alors :
_ (p+l'(®I'(q)
Bet+Lo+Bpatl) = (p+q)T(p+q)

= B(p,q).
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3. Blp,q+1)=1B(p+1,q9) = ;5B(p.q):

aq
p

Blp.q+1) = plnitd
I'(p)ql’(q)

(p+al(p+aq)
ql'(p)I'(q)

(p+al(p+aq)

q
= ——Bpq).
paaltl)

ql'(p + 1I'(q)
pL(p+1+q)
g pI'(p)I'(q)
p(p+glp+q)

q
-B(p+1,q) =
p

q — _4q
IB(p+1,9) = 5t

B(p,q+1) =

aq
p

1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Dans la suite on va présenter les notions de la dérivée et 'intégrale fractionnaire.
Il existe beaucoup d’approches différents qui on été utilisées pour généraliser la
notion de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on a : la formule de Grunwalf-
Letnikov, Riemann-Liouville et de Caputo, on s’intéresse seulement sur les deux
derniers.

1.2.1 Intégration fractionnaire

Définition 1.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle intégrale
d’ordre a au sens de Riemann-Liouville (R.L) La fonction définie par :

I f () = ﬁ /I(:L’ ")t > a (1.6)

Exemple 1.2.1 Pour f(z) = (z —a)” :



12 Calcul fractionnaire

On faissant le changement de variable, en effet : r = =% c’est ¢ dire :

t=a+r(r—a) = dt = (v —a)dr.

t—a—>r —90
t—rx—r —1

1

I%(z —a)’ = ﬁ /0 (z—a—r(x—a)at+r(—a)—a)’(z—a)dr
- ﬁ /0 ((x — a)(1 - ) P2 — @) (x — a)dr.
= Fia)/o (x — )T — ) 1yBar,
r—a)th [t

= —( F(a)) /0 (1 —7r)>"rPdr.
= MB(ﬁ +1 O{)

[(a) "

pp gy @ TGN TEED

I'(a) T(B+14a) TIa+p+1)
e St onprenda=1:

LB+1)

Ia(w - CL)B = F(ﬁ + 2) (:C - a)6+1
_ F(5+1) ( _ ),8+1
(BB +1)
1
= ) (z — a)’.
Remarque 1.2.1 La relation (1.6) peut s’écrire comme :
1 r—a
EN@ =gy [ = 0ar (18)
Car: On a: ) N
@) = o [ @0

Onpose:s=x—t=t=x—s—=— dt = —ds.

t—a—>s—x—a
t—1x—5s5—0

1 r—a

[g‘f(:c):m/_ salf(x—s)(—ds):ﬁ/o s f(x — s)ds.
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Proposition 1.2.1 Soit f € C([a,b],R), pour o, >0, on a :
1 T
I%0 [P f = [oFF :—/ x — 1) f(¢)dt 1.9
oL =1 = gy | @0 ) (1.9

Preuve.

(I o I7)(x)

En effectuant le changement de variable : r =

=s+r(r—s) =

/I(:z: — 1)t — 5)P Lt

D’ou :

(I3 0 1) f ()

t—s=—r—0
t—x=—=1r—1

1
(2 — 5)*+61 / (1= )ity
0

[ s ==t -
/O (o= ) (1 — ) (o )P

I3 (1) f) ()

LT

mel( ) N®)

L wx— a—li t_8,8158

F(Oé)/a( 2 r(g)(/a (t = 5)"" f(s)ds)dt

; ’ S * T a—1 s B—1 s

F(Q)F(/B)/a f( )/S ( t) (t ) dtd
(t—s)=r(z—s) = dt = (v — s)dr.

s)P N x — s)dr

= (z—9)""""B(a, )
— (lL‘ . S)a+ﬂ—1r<a)r(5)
Fa+ )
1 T()T(B) atfo1
T(@)(8) T(a 1 B) / (2= )" f(s)ds

oc+ﬂ 1 ds

iy

(157 f)(@).
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1.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de R.L

Définition 1.2.2 On appelle dérivée d’ordre o au sens de R.L d’une fonction
f € LY, la fonction définie par :

Do f(z) = (d%)n(fjjo‘f)(x) _ ﬁ (%)n/ %dt. r>a

(1.10)
avec : n = [a] + 1.
Exemple 1.2.2 Pour f(z) = (z —a)” :
d
D3~ a)) = (o) (1 w — a)?)
Nous avons :
« _ F(B + 1) « n—ao F(ﬁ + 1) n—ao
I%(z—a)’ = F(ﬁ+0z+1)<x a)*t —= 1" (z—a)’ = F(ﬁ—i—n—oﬁ—l)(m_a) +8
o _ B _— i n F(B—'— 1) n+pB—«
Do~ )" = (4" (o = ")
Alors :
ol g rpg+1) 'B+1+n—a) 45,
Dg(x — a) “TGtitn—a) T@+i-a) (x —a)’™ . (1.11)
Donc : 6+ 1)
«a - 8 __ . —a
D¢z —a)’ = —F(5+1—o¢)<x a)’~.
Remarques 1.2.1 :
1) Sionprend =1 :
D, (z — a)ﬁ = —F(f(;)l) (x — a)’B_1
_ BrB), s
A
= -
2) Si on prend 5 =0 :
Dgl = I‘(l——cy)($ — a)_o‘

c’est a dire que la dérivée au sens de R.L d’une constante n’est pas nulle.
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Proposition 1.2.2 : Soit f : [a,b] — R une fonction intégrale, alors :

1)
(Dg o Ig)f = Dl I3 f = Dyl f = f (1.12)

2)

14D f)(x ni (x—a) ™ K%)j];l_af(x)} (1.13)

Fof‘]—n+a+1)x—>a+

Si0<a<l,aors:n=Ja]+1=0+1=1, et :

Eoipe) = fw -t e
) - ;(C;); lim [1,7° f(2)]
alors : B
19D f) (&) = flz) — [Tﬁ)( oy (1.14)

Remarque 1.2.2 En général :
Dgt o Dg*f # Dg* o D f # DV o2 f
Exemples 1.2.1 :
1) Soit la fonction f définie par :

f:la,b) — R

On a :
LpB+1) _
D%z —a)’ = —q)f@
He =) = ey
donc
° D%Qj%l = &%%_))xféfé =0
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2) soient f(x) = T3, ap = Lay=3
o Dif
3
° D%(x%) = 11:(((2]))$71 —0

o=
| [olee
S~—
8
o

—
N N|w
N =
SN—

3

=

—
Yy

N =D W —
SN—

3

o D3 o Dbzt = D) = (L)212 (“2) car on a : DEf(x) = (L)In= f(x),



1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

et : If(x) = %a) [H (@ =)t f(t)dt, done :

1 7 [*
= —=Y— [ (z—t)2dt
[ w-o
l/x( £)"3dt
— — €T —
2 Jo
1 1
- 5[—2(1’—15)2}0
= I‘%
3
alors : D3 o Digs = (d%)?x% — Iz
[ ) D%+%$% :D2$% — _x;%

Conclusion : Dz o D32 =0 £ D5 o D3 4 Dit+3
Propriétés 1.2.1 :

1) Sia> >0, alors :
D13 f)(a) = 1377 f(x)
2) Si B>a >0 etla dérivée fractionnaire D°~f eriste, alors :

D15 f(w)) = Dy~ f(x)

Preuve.

1) Pour a > > 0, alors :

DI f(x)) = D"I;7P(I3f)(x)
= D))
= DL (1377 f)(x)
= 1777 f ().
2) On a:

DIIE (@) = DI )()
= DU f()
Dy f(x).
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1.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

En 1967, un article [1] de M. Caputo a été publié, dans lequel une nouvelle défi-

nition d’une dérivée fractionnaire a été utilisée. Caputo propose une autre approche
ol la dérivée de la constante est nulle et que les conditions initiales sont exprimées
comme dans le cas classique par des dérivées d’ordre entier.
Dans cette section, nous exposons la définition et certaines propriétées de ce nouvel
opérateur, aujourd’hui appelé dérivée fractionnaire de Caputo et surtout montrons
sa connexion aux opérateurs fractionnaires intégraux et différentiels de Riemann-
Liouville. Nous commencons par une définition :

Définition 1.2.3 ([12]) La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la
fonction [ notée DS f est définie par :

Dy f(x) =I0DM f(z) = ﬁ /x FO @) (2 — ) ldt (1.15)

Avecn € N et n = [a] + 1, f continue, et [a] désigne la partie entiére de a.

Exemple 1.2.3 Pour f(z) = (z — a)? avec >0, on a :

‘D5 f(x) =

LB+ (x —a)’~, si B>n—1
(1.16)

En particulier, si f est constante sur [a,b], alors : D f = 0.

Nous avons :

cpal. _ \B 1 ’ ﬁ _ \B(, _ p\n—a—1
Doz — a)f = F(n—a)/a = a (o — )
o dn (8 + 1)
4 \B _ \Bn
dtn(t o) = F(ﬁ—i—l—n)(t @)
done :

rg+1)

cpal,.  N\B
Da(w —a) CT(n—a)l(B+1-n

) / (- ) — eyt

par le changement de variable : t = a+r(z —a) = dt = (x — a)dr

t—a—>r —90
t—r—1r—1
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Alors :

/x(t —a)" ™z -t Y x —a)dr =

Done :
c o . B _ F(6+1> _ B—a _ _
D (x —a)’ = F(n—a)F(ﬁ+1—n)( a)’ *B(f—n+1,n—«)
F(ﬁ + 1) (ZL‘ o a)ﬁ—ar(ﬁ —n+ 1)F(n - Oé)
I'n—a)l'(B+1—n) Fr+1-a)
F<5+1) B—a
TGl
Pour 5 =0:
cyol F(]') a 1 o
Dl =g - = a9
mais : . s o
CDg1:m/a %1(:(;—15)”—“—%115:0
sif<n—1,o0na:
1 cdn
Dile =0 = prm / = a1y = 0
sifg>n—1:
¢ _ P+ “a
D (x—a)? = m(l’ —a)’

Propriétés 1.2.2 :
1) Soit >0, 8>0,n=|a]+1, alors :

(‘Dg D f)(x) = (‘Dy*7f)(x)
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2) On a :

(I8 “De ) = fla) = 31

Preuve.

1) En utilisant la formule (1.15), on obtient :

(‘D5 “Dif)(x) = (“Dy(I;7"D"f))(x)
(L= D™(I; =" Dy f))(x)
= (LD Dy f) ()
= (
(°

I PDRf) ()
Dgt? f) ().

2) D’aprés la formule (1.15), on a :

(g “Dgf)(x) = I35~ "D"f)(x)

= (D)
= f®(q .
= 1@ -3 et

1.3 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville
et celle de Caputo

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.3.1 Soit a > 0 avec n —1 < Re(a) <n (n € N¥), et soit f € C"* une
fonction telle que les dérivées fractionnaires D* f(t) et D*f(t) existent alors :

n—1

cpe = ae 1.1
1) kzor —a+1 (1.17)

Preuve. On consideére le développement limité en série de Taylor de la fonction f
ent=0

— f®(0)

1O, 'O, 170) 100

t* +R,_1.
1! 2! (n—1)! i

tn_l + Rn—l =

f(t) = f(0)+

k=0
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Avec

! f(n) T n—1
R, 1= /0 n _(1))!(75 — 1) dr.

En utilisant les propriétées d’intégration d’ordre n, on a :

En utilisant la linéarité de 'opérateur de Riemann-Liouville on a :

L fw
Df(t) = D“( —F{kioi)tk%—Rn_l)

n—1
f(’“)(O) K
= - D¢ D“R,,_
F(k et + DR

_ FROTEFD)  ha | ragmpn
= F(k+1—a)F(k+1)tk + D)

FH(0)

= thk IR ANC)
(k)
— F(kar 1(0) )t’“—a+(CDa ).

Donc :

‘DUf(t) = Df(t) —
D’ou le résultat.
On déduit que si f*)(0) =0 pour k =1,2,3.....n — 1 on aura

‘DUf(t) = Df(L).



Chapitre 2

Résolution numérique des équations
différentielles ordinaires

Dans ce chapitre nous allons étudier la résolution numérique des équations diffé-
rentielles ordinaires (EDQO) par quelques méthodes numérique : la méthode d’Euler,
les méthodes de Runge-Kutta, qui sont utilisées pour calculer des solutions appro-
chées des équations différentielles du premier ordre. Pour plus de détail voir [11].

2.1 Le probléme mathématique

Une EDO est une équation exprimée sous la forme d’une relation

Fy(t),y' (), 4" (), . y"(t)) = g(t) (2.1)
les inconnues sont une fonction y : I C R — R et son intervalle de définition 1.
p est appelé I'ordre de I’équation est défini comme celui de la dérivée la plus élevée
rencontrée dans 1I’équation.
g(t) est appelée second membre de I’équation. Si g(¢) = 0, on dit que 'équation est
homogeéne.
Résoudre une équation différentielle est de chercher toutes les fonctions définies
sur un intervalle I C R, qui satisfont 'équation précédente (on dit aussi intégrer
I'équation différentielle).
Soit I = [a, b] un intervalle fermé de R et f une application donnée

fiIxR — R
(ty) — f(ty)

Et soit y une application différentiable de R — R.
On appelle équation différentielle du premier ordre, la relation :

WO _ pie.(e). (2.9
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On dit que y est la solution de cette équation différentielle sur [a,b] si y vérifie la
relation (2.2) pour tout ¢ € [a, b].

On appelle probléme de Cauchy ou probléme de condition initiale I’équation différen-
tielle & laquelle on adjoint la condition initiale y(a) = yo ol Yo est un nombre donnée :

y'(t) = f(t,y(t))
(2.3)

y(a) =yo

2.2 Solution exacte

Une équation différentielle du 1°¢ ordre se présente sous la forme :

dx
pri a(t)z + b(t). (2.4)

Ou a et b sont deux fonctions continues en t.
Pour résoudre 'équation (2.4) on procéde de la maniére suivante :
e On cherche la solution homogéne de ’équation :

d
d_f =a(t)x (2.5)
L’équation (2.5) est a variables séparables, d’ot :

d
?x =a(t)dt = In|x| = /a(t)dt +c (¢ = cst)

— |z] = ecefad)
_ kefa(t)dt.

Ot k est une constante positive , d’ott : zo(t) = kel *®d | | e R.

e On cherche une solution particuliére de I’équation (2.4), on utilise la méthode de

variation de la constante, elle consiste a chercher la solution particuliére de (2.4)

sous la forme :
xp(t) = k(t)el *OF

dérivons x, par rapport a ¢ :

dz,

b7 _ k’(t)ef a(t)dt + k(t)a(t)ef a(t)dt'

Or z, vérifie 'équation (2.4). Donc :

K (t)el “O L k)a(t)el “O% = q(t)k(t)el *O% 4 b(t)
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k/(t)ef a(t)dt _ b(t) —_— kl(t) _ b(t)e*fa(t)dt — /{(t) _ /b(t)@fa(t)dtdt

D’ou :
2(t) = e Ot / b(t)e—d 2t gy

e La solution générale de I'équation (2.4) est la somme de la solution homogéne et
la solution particuliére :

x(t) = k‘(t)efa(t)dt 4 e alt)dt / b(t)effa(t)dtdt.

Exemple 2.2.1 : ' — 25y = (v 4 1)°,

e La solution homogene :

;o 2 dy B 2
Yoo dr ~ z+1°
d 2
— Y = dz
Y r+1
= Iny = 2n(z+1)+c¢
= In(z+1)7*+c
= y(z) = et
— Donc: yo(r) = Mz +1)%

e La solution particuliére :

En utilisant la méthode de variation de la constante :

y=Aa)(z + 12 =y

N(z)(z+ 1) +2X(2)(z + 1)
2A(@)(z + 1) + (v +1)°

= N@)(z+1)??=(z+1) = N@) = 2+1
L,
= ANz) = 3% + x.
D’ou : )
vp(x) = (52" + ) (z + 1)*

2
e La solution générale est :

y(z) = Mz + 1) + x(%x +1)(z + 1)
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2.3 Existence et unicité de la solution

Définition 2.3.1 Soit f une application définie sur [a,b]xXR, s’il existe une constante
L > 0 indépendante de t, u et v telle que :

|f(t,u) = f(t,v)| < Llu—v| Vu,v € R (2.6)

et Vt € [a,b], alors f est dite Lipschitzienne de rapport L sur [a,b]xR (ou simplement
L-lipschitzienne).

Théoréme 2.3.1 Si [ est une application définie sur [a,b] X R continue et L-
lipschitzienne par rapport 4y, alors le probléeme de Cauchy (2.3) admet une solution
unique sur |a,b| et ceci pour toute condition initiale yy, (Yyo € R.)

2.4 Reésolution numérique des équations différentielles
ordinaires d’ordrel

2.4.1 Méthode d’Euler

La méthode d’Euler est I'une des méthodes les plus anciennes de résolution d’une
EDO du premier ordre. Il existe deux méthodes types de méthode d’Euler explicite
et implicite.

La méthode d’Euler est une procédure numérique qui permet de résoudre de facon
approximative des équations différentielles ordinaires du premier ordre avec condi-
tion initiale.

Considérons alors une subdivision de [a, b] en N sous intervalles [t;, ;1] de longueur
h telle que : : =0, ..., N et h = b_T“ et t; = a+ ih, avec to = a et t,, = b.

Algorithme d’Euler

Yn+1 = Un + hf(trw yn)

(2.7)
tn+1 - tn + h
Méthode d’Euler explicite
Dans la méthode d’Euler explicite, le probléme (2.3) est discrétisée par :
dy _ Ynt1 —Yn
=T et f(ty) = () (2.8)

dt At

oll y, est la valeur de y au temps t,, y,.1 est la valeur inconnue que 'on désire
calculer de y au temps t,, 11, At = h =t, 11 — t, est le pas de temps.
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En remplagant (2.8) dans (2.3), on trouve :

Yn+1 = Yn + f(tm yn)At (29)

cette méthode est dite explicite car la valeur de y au temps ¢, 1 peut étre déterminer
a partie de la valeur y au temps t,,.

Exemple 2.4.1 Résoudre l’équation suivant par la méthode d’Euler explicite :

dy

—k 2.1
o =Ry (2.10)

peut s’écrire sous la forme (2.3) en posant :
fly) = ky (2.11)
L’équation (2.10) est discrétisée suivant l'approche (2.8) :

d_y ~ Yny1 — Un

_ t ky =k, 2.12
= A7 € y = ky (2.12)

on remplace (2.12) dans (2.10), on obtient :

Yn+1 — Yn
Yl “¥n _ o 2.13
A7 y (2.13)

Ainsi :

Ynt1 = (1 + kA y, (2.14)

Méthode d’Euler implicite

Dans la méthode d’Euler implicite, le probléme (2.3) est discrétisée par :

@ _ Yn+1 — Yn
dt At

A la différence de la méthode explicite, f est calculée a partir de la valeur y au

temps tp41.
En replacant (2.15) dans (2.3), on trouve :

et f(t7 y) - f(tn+17 yn+1>‘ (215)

Ynt1 = Yn + [ (tns1, Yny1) At (2.16)

Exemple 2.4.2 on utilise la méthode d’Euler implicite pour résoudre l’équation
(2.10) -
En appliquant (2.15) dans l’équation (2.10), on obtient :

@ _ Ynt+1 = YUn

pri A7 et ky = kyni1 (2.17)
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En remplacant (2.17) dans (2.10), on obtient :

Yn+1 — Yn

o = ke (2.18)

Ainsi y
= 2.1
Yn+1 1 — kAt (2.19)

Exemple 2.4.3 Soit le probleme de Cauchy
y=t+y

y(0) =1

e On veut approcher, a 1072, la solution de cette équation en t = 1 & l'aide de la
méthode d’Euler, en subdivisant l'intervalle [0, 1] en diz parties égales.
Selon lalgorithme d’Fuler :

Ynt1 = Yn+ hf(tn,yn) et h=0.1

tn_H_ = tn + h

Yn+l = UYn T+ hf(tna yn)
yn(h + 1) + ht,,

On calcule les valeurs du tableau :

n 0] 1]2 3 415 6 78 9 10
t, 1010102 0.3 04105 0.6 0.710.8 0.9 1
Yy | 1| 1.1 | 1.22 | 1.362 | 1.5282 | 1.7210 | 1.9431 | 2.1974 | 2.4871 | 2.8158 | 3.1874

On trouve : y(1) ~ 3.187

e On cherche la solution exacte :
La solution exacte de l’équation est donnée par :

y(t) =2e" —t -1
équation sans second membre :

dy(t) :y(t):d_y:dt:lny:t+c:y:ket(weckz€}1§

dt Y




28 Résolution numérique des équations différentielles ordinaires

une solution particuliere : on applique la méthode de la variation de la constante :
y=ke' donc:y = ke + ke = Ke' + ke’ = ke +1t
ainsi
k:’:te_t:k::/te_t:k:e_t(—l—t)+c avec c € R

Solution générale :
On remplace k on trouve :

y= (e (=1 —1t)+c)e'donc:y=—1—t+ce
Finalement, grace a la condition initiale y(0) = 1, on détermine ¢, d’ot :
y(0)=1=—-1—-0+4ce’ = c=2

Ainsi, la solution exacte est : y(t) = —1 —t + 2¢".
® comparaison :
Ce qui donne : y(1) = 3.437. ('approzimation calculée est donc trés grossiére).

Exemple 2.4.4 On considére le probleme de Cauchy suivante :

{ y'(t) = 2y(t)
y(0) =5

e La solution exacle :

y

d
:2y:>—y:2dt:>y:)\e2t
dt Y

On a :

2t

y(0) =5 = A=5= y(t) = be
alors : y(1) = 5e? = 36.94528049.

e Construirons la solution approchée donnée par la méthode d’Euler avec un pas
_ 1 .
h=%:
Yn+1 = Yn+ hf<tn7 yn)

1
= n _2n
Yo + 7 (29n)

2
Yn+1 = (N + 1) Yn
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Et:y(0)=5

= 1—1—2 = 1+2 :
Y2 = U N = Yo N
: "
yn = y0<1+ﬁ>

e calculons la valeur approchée de y(1) pour N =10, N = 10%, N = 10? :
Pour N =10 :

9\ 10 9\ 10
y(1) = y10(1) = y(0)[ 1 + — =51+ — = 30.95868211
10 10

Pour N =102 :

9\ 100

y(1) = y(0) (1 + WO) = 36.22323059

Pour N =103 :

9 1000

y(1) = y(0) (1 + m) = 36.87156195

e celte valeur devient quand N — oo

a\" 2\ Y
1 — P— a 1 pr— 1 — pr— 2
Conclusion : on conclure
y(1) = lim yy = 5e’.
N—00

On remarque que quand N augment, la solution approchée tend vers la valeur exacte.

2.4.2 Méthode de Taylor

La formule de Taylor, du nom du mathématicien Brook Taylor qui ’établit en
1715, permet I'approximation d’une fonction plusieurs fois dérivable au voisinage
d’un point par un polynome dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées
de la fonction en ce point.

La méthode de Taylor est basée sur la relation :

1

1
yy(?’)(x)h?’—k...—i—%y(m)(x)hm—irE(x,h) (2.20)

(ah) = (o) o/ (2o (o)



30 Résolution numérique des équations différentielles ordinaires

On peut approcher I'erreur par :

hm

E(xz,h) = ]

(y"™(x + h) = y"™ (2)) (2.21)

Exemple 2.4.5 Considérons le probléeme suivant :

y'(x) +4y(z) = 2
(2.22)
y(0) =1

On veut estimer y(0.1) par la méthode de Taylor d’ordre 4 avec un seul pas d’inté-
gration.
Le développement de Taylor en 0 jusqu’a 'ordre 4 est

y() = y(0) + 5/ O)h -+ sy (O) + Sy @O + 1y (O)h

gy

(z) = —4y(z) + 2
y'(z) = —4y'(x) + 22
yD(x) = —4y" () +2

y () = —4y¥ ()

LD

Donc pour x =0 et h = 0.1, on oblient :

-4 16 —62 248
y(0.1) = 14+ — + +

10 200 6000 * 240000 0.6707

Maintenant, calculons Uerreur d’aprés l’équation (2.21)
On a besoin y™(0.1) et y(0)
yW(0.1) se calcule par récurrence :

yW(x) = =4y (z) = —4(—4y"(2)+2) = —4(—4(—4y/(x)+22)+2) = —4(—4(—4(—dy(2)+
x?) + 2z) + 2)

Ainsi y™@(0.1) = 166,259 et on obtient l'estimation de l’erreur :

B~ %1(166.259 — 248) = —0.000068
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Méthode de Taylor d’ordre2
Une premiére facon d’améliorer la méthode d’Euler consiste a utiliser un développe-
ment de Taylor jusqu’a 'ordre 2.
Le développement de Taylor d’ordre 2 implique :
2

Y(tns1) = Yt +h) = y(ta) + by (tn) + 579" (1) (2.23)
d’une part :
y'(tn) = ftn y(tn)) (2.24)
d’autre part :
" 5 /
y'(ta) = ﬁ(y () le=t,

)
= a(f(ty(t)))h:tn
~(6f [ Of by
- (55l

_(of of
a (&—i—éy'y)ttn

- %(tn, y(tn)) + %(tm Y(tn))-f (tn, y(tn)).
11 vient :

Y(tni1) = y(tn) + hf(tn, y(tn)) + % [%(tm y(tn)) + %(tm Y(tn)).f(tn, y(tn))]

On est donc amené a considérer I'algorithme suivant, appelée [’algorithme de Taylor
d’ordre 2 :

Y = U+ hf () + 2 [‘;—{(tn, ) L () S m]
(2.25)

tn+1 - tn -+ h

2.4.3 Meéthode de Runge-Kutta

Les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir une plus grande préci-
sion que les méthodes d’Euler (dans le sens ou elles donnent en général des solutions
numériques plus proches des solutions analytiques que les méthodes d’Euler). Cette
précision est obtenue par 'utilisation d’un pas de calcul intermédiaire. On évite alors
I'inconvénient de méthodes du type Euler qui demandent le concours de méthodes
itératives.

Les deux méthodes de Runge-Kutta les plus employées sont 1'algorithme dit "RK2’
a deux pas de calcul et I'algorithme dit "RK4’ & quatre pas de calcul.
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Méthode de Runge-Kutta d’ordre2 (RK2)

On reprend Palgorithme (2.25) de Taylor en écrivant la seconde équation de la
maniére suivante :

of
ot

(tm yn) + hﬁ(tmyn)'f(tmyn)} (2'26)

h h
Ynt1 = Yn + Ef(tm Un) + 5 |:f(tm Yn) + D 5y

Selon le développement de Taylor on a des termes en h prés,

o o h h
s S )41 ) £0n)| = 1 (0 G 3 1) ) (220

Ainsi, on obtient I'algorithme de Runge-Kutta d’ordre 2 :

( tn+1 = tn -+ h
Kl = f(tnayn)
Ky = f(tu + 5, yn + 3 K1) (2.28)

Yn+1 = Yn + %(Kl + KQ)

\ Yn+1 = Yn + hK2 = Yn + hf<tn + %7 Yn + %f(tm yn))
Exemple 2.4.6

y'(t) = ft,y(t) =2e7" —0.3y(t)
y(0) = 3 et h=0.05
y(0.15) = 77

n=0,1=0,y =3:

Ki=f(0,3)=2e"%-03x3=1.1

— Ky = £(0.025,3.0275) = 279025 — (.3 x 3.0275 = 1.042

= y(t;) = y1 = y(0.05) = y(0) + 0.05 x 1.042 = 3 + 0.05 x 1.042 = 3.052

n=1,t =0.05y = 3.052

K7 = £(0.05,3.052) = 2095 — 0.3 x 3.052 = 0.987

— Ky = £(0.075,3.077) = 2075 — 0.3 x 3.077 = 0.932

— y = y(0.1) = y(t;) + 0.05 x 0.932 = 3.052 + 0.05 x 0.932 = 3.099

n=2t,=0.1,1y, = 3.099

K; = £(0.1,3.099) = 2% — 0.3 x 3.099 = 0.88

— Ky = £(0.125,3.121) = 2e7 %1% — (0.3 x 3.121 = 0.829

— y5 = 1(0.15) = y(0.1) + 0.05 x 0.829 = 3.099 4 0.05 x 0.829 = 3.14.
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Exemple 2.4.7 On considére le probleme de Cauchy suivante :

{ y'(t) = 3y(t)
y(0) =2

On se propose résoudre ce probléeme numériquement sur Uintervalle [0, 1], en utilisant
les schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 avec un pas h = %

e Solution exacte :

d d
—y:3y:>—y:3dt:>y:)\63t
dt Y

y(0) =2 = \ =2 = y(t) = 2¢*
o It :

h h
Yn+1 = Yn + hf (tn + 57 Yn + §f(tn7 yn))

h h
= Yn+ hf (tn + §ayn + §3yn)

9
= Yo+ h(3yn + §hyn)

9
Ynt1 = Un (1 +3h + §h2>
e Fn déduire vy, en fonction de yy , h, n :
9.9
Yntl = Un 1+3h+§h

9 2
= Yn—1 (1 + 3h + §h2>

9 n+1
- yo(l +3h + §h2>

9 n
Yn = Yo (1 + 3h + §h2>
e Calculon y(1) pour n =10, n = 10%, n = 103 :
La valeur exacte :
y(1) = 2e* = 40.17107385

La valeur approchée :
Pourn=10= h=0.1 :
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y10(1) = 2(1 +3x0.1445x (0.1)2> ! = 38.74831655

Pour n =100 = h =0.01 : 100

y100(1) = 2(1 +3x0.01+4.5 x (0.01)2) = 40.1534026
Pour n =1000 = h = 0.001 : 1000

Y1000(1) = 2(1 +3 x0.001 + 4.5 x (0.001)2> = 40.17089348.

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4)

(tpe1 =ty +h

Kl - f(tnvyn)

Ky = f(tn + %7yn =+ %Kl)
(2.29)

Ky = f(ths1,yn + hK3)

| Yt = Yo + 2(K) + 2K, + 2K; + Ky)

Exemple 2.4.8

y'(t) = f(ty(t) =2y(t) -3t
2 e h=0.1
y(0.3) = 77

<

—~
(=

~—
I

n=20,t =0,y =2

Ki=f(0,2)=2x2-3x0=4

— Ko = f(0.05,2.2) =2 x 2.2 = 3 x 0.05 = 4.25

— K3 = f(0.05,2.2125) = 2 x 2.2125 — 3 x 0.05 = 4.275

— Ky = f(0.1,2.4275) = 2 x 2.4275 — 3 x 0.1 = 4.555

= 41 = y(0.1) =2+ 0.1 X 3(4+2 x 4.25 + 2 X 4.275 + 4.555) = 2.427.

—~ N

n=11t =01,y =2.427
Ki = f(0.1,2.427) = 2 x 2.427 — 3 x 0.1 = 4.554
— Ky = f(0.15,2.6547) = 2 x 2.6547 — 3 x 0.15 = 4.859



2.4 Résolution numérique des équations différentielles ordinaires
d’ordrel 35

— K3 = f(0.15,2.67) = 2 x 2.67 — 3 x 0.15 = 4.89
— K, = £(0.2,2.916) = 2 x 2.916 — 3 x 0.2 = 5.232
— o = y(0.2) = 2427 + 0.1 x 1(4.554 + 2 x 4.859 + 2 x 4.89 + 5.232) = 2.915.

n=21t =02y, = 2915

K; = £(0.2,2.915) = 2 x 2.915 — 3 x 0.2 = 5.23

— Ky = £(0.25,3.1765) = 2 x 3.1765 — 3 x 0.25 = 5.603

— K3 = £(0.25,3.1952) = 2 x 3.1952 — 3 x 0.25 = 5.64

— K, = £(0.3,3.479) = 2 x 3.479 — 3 x 0.3 = 6.058

— y3 = y(0.3) = 2.915 + 0.1 x £(5.23 + 2 x 5.603 + 2 x 5.64 + 6.058) = 3.478.



Chapitre 3

Résolution numérique des équations
différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, nous avons traité la résolution numeérique des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaires a l'aide de quelques méthodes numériques : la
méthode de Demirci et Ozalp, la méthode Adomian (ADM), la méthode de pertur-
bation d’homotopie(HPM)et la méthode d’itération variationnelle(VIM).

Définition 3.0.1 (Equation différentielle fractionnaire au sens du Caputo)
Soient [a,b] un intervalle fini de R, o > 0 avec o est un nombre non entier et
f(,y) : [a,b] xR — R une fonction continue par rapport 4t € [a,b] pour tout y € R.
Le probleme de Cauchy pour une équation différentielle avec dérivée fractionnaire
au sens de Caputo d’ordre a est donnée comme suite :

‘Dyy(t) = f(t,y(t)) (3.1)
avec les conditions initiales :
y®Ba)=c, e R k=0,1,...,n—1,n=[a] + 1. (3.2)

Définition 3.0.2 (Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-
Liouville)

Soient [a,b] un intervalle fini de R, a > 0 avec o est un nombre non entier et
f(,y) : [a,b] xR — R une fonction continue par rapport at € [a,b] pour touty € R.
Le probleme de Cauchy pour une équation différentielle avec dérivée fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville d’ordre o est donnée comme suile :

FEDYy(t) = f(t,y(t)) (3.3)
avec les conditions initiales
BLpehy(a) =, € Rk =1,2,....,n,n = [a] + 1 (3.4)

ot [a] est la partie entiére de «.
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3.1 La méthode de Demirci et Ozalp

Dans cette section, nous nous intéressons par la méthode de Demirci et Ozalp
[2] pour trouver les solutions exactes des problémes de Cauchy d’une équation dif-
férentielle avec dérivée fractionnaire.

Théoréme 3.1.1 (Demirci et Ozalp) On considére le probleme de Cauchy :

‘Dy(t) = f(t,y(t))
(3.5)

y(()) = Yo.

avec 0 < a < 1. Soit la fonction g définie par :

g(v, Y. (v)) = f(t — [t — ol (o + 1)), y(t — [t* —oT(a + 1)]1/0)) (3.6)

Alors, une solution du probleme de Cauchy (3.5) est donnée comme suite

y(t) = 1 (ﬁ) (37)

ot y(v) est la solution d’équations différentielles d’ordre entier

d(ys(v))

(%

= 9(0,5.(v)) (3:8)

avec la condition initiale

y«(0) = yo (3.9)

Exemple 3.1.1 On considére le probléeme de Cauchy pour I’équation différentielle
linéaire avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivant :

cDay(t) =t
(3.10)
y(0) = yo.

Nous avons : 0 < a =1 <1, f(t,y(t)) =t et

9(v,y(v)) = f(t — [t* — oT(a + 1)]Y, y(t — [t — ol (a + 1)]1/a))

- ()

= t—(Vi)* - v2F2(§) + 2v(\/i)r<§>
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Done, on déduit que y.(v) est la solution de l’équation différentielle d’ordre entier

sutvante : d(y;(v)) — 2uViT (g) —v’T” (;)

Par lintégration de [’équation différentielle précédente, on obtient :

y.(v) = V*VIT (;) - %31“2 (;) + %o

Ainsi, la solution du probléme de Cauchy (3.10) est :

woald)
)0

4t
= +y

NG

Exemple 3.1.2 On considére le probleme de Cauchy pour l’équation différentielle
linéaire avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivant :

“Dhy(t) = t +y(t)
(3.11)
y(0) = vo.

Nous avons 0 < a =1 <1, f(t,y(t)) =t+y(t) et :

9w,y (v)) = f (t — [t — ol (a + )]V, y(t — [t — T (o + 1)]1/a))

= t— {\/i—vF@)ery*(v)

= t— (Vi) —T? (;) + 2v\/ZF<g) + Yu(v)

= zvﬂr(g) — v?I? (g) + y.(v).

Done, on déduit que y(v) est la solution de ’équation différentielle d’ordre entier

sutvanie : d(y(v)) _ 2@\/51“(;) — ’I? (;) + :(v) (3.12)

v
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la solution de I’équation différentielle (3.12) est :

y.(v) = =2(v+ 1)VIT (g) + (V¥ 420+ 2)I? <;) +ev [yo +2V/tT (g) —or? (g)} .

Par conséquent, la solution du probléme (3.11) est :

y(t) = . <%)

= _t_'_g_i_eQ\/z/\/E(yo_i_w/ﬂ- _g)

Exemple 3.1.3 On considére le probleme de Cauchy d’une équation différentielle
non linéaire avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo suivant :

“Diy(t) = (1 —y(t))*
y(0) = 0.

Nous avons, 0 < a =3 <1, f(t,y(t)) = (1 —y(t))* et

(3.13)

oo = (el =Tt 0Py (- - ot ) )
= (1-y()"
Done, on déduit que y.(v) est la solution d’équations différentielles d’ordre entier

sutvante :
d(y.(v))
v

=(1- y*(v))4

Par conséquent, la solution du probléme de Cauchy (3.13) est

W0 = v (%)
)"

Exemple 3.1.4 On considére l'équation différentielle non linéaire d’ordre fraction-
naire au sens de Riemann-Liouville suivante :

Dgy(t) =t*

y(0) =0
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Ona:0<a<l, ft,yt)) =1t et
oo = (el = orat 0Py (- - ot ) )
- (- G)])
= 8v3t3F3<g> - 12v4tr4(g> + 6002 (g) - UGFG(;).

Donc, on déduit :

M:SU%%PB 3Y Coutrt (2 L ewreirs(2) — pore (3
v 2 2 2 2

Par intégration de Uéquation différentielle précédente, on obtient :

c ].2 1 7
y.(v) = 202 (g) — gv‘r’ﬂ“‘l (;) + %2 ® (g) — %Fﬁ (;)

Ainsi, la solution est :
t3
yt) = y. (—)
(@)

16 t2

35T(2)

2
32 t2

3.2 La méthode Adomian (ADM)

La décomposition d’Adomian est une méthode semi-analytique développée par
le mathématicien américain George Adomian, elle est utilisée pour la résolution du
problémes algébriques, différentiels, intégrales, les équations différentielles ordinaires
d’ordre supérieur et les équations aux dérivées partielles ([4]). ’avantage de cette
méthode est qu’elle permet de résoudre par un schéma direct le probléme considéré
et donne la solution sous forme d’une série infinie, qui converge rapidement vers la
solution exacte quand elle existe. La méthode s’adapte aussi bien aux problémes
linéaires qu’aux problémes non linéaires.

On considére I'équation différentielle non linéaire fractionnaire au sens de Caputo
suivante :

‘D% (x) = f(x,u(x)) = g(z) + h(x)u + N(x,u) (3.14)
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oll g,h sont des fonctions continues, 0 < o < 1, et N est la partie non linéaire de f.
Appliquons V'opérateur I sur les deux cotés de I'équation précédente, on trouve
I’équation :

u(z) = u(0) + I*[g](z) + I*[h(z)u + N (z,u)](z) (3.15)
ADM propose la relation de récurence suivante :

uo(t) = u(0) + I°(g)(2), tna () = I*[h(@)u+ AJ(@), n>0  (3.16)

tel que les A,, sont des polynémes Adomian. Finalement, nous rapprochons la solu-
tion par la série suivante :

Oy = u,lt) et Jim @y = u(?) (3.17)

—

Définition 3.2.1 Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule :

Ao(UQ) = N(UO) = F(Uo)

" (3.18)
Ap(ug, ugy ooy ty) = %%{N(qui)} .
i=0 A=0

La formule proposée par G.Adomian pour calculer des polynémes d’Adomian (Ay)n>o0,
est la sutvante :

Ao(ug) = N(up) = F(uo)

d
A1<u07u1) - J[N(UO + )\Ul)])\zo = ulN’(u(]) = ulF/(Uo)
1 d2 2 / 1 2 A7l
AQ(UO, Ul,UQ) = §W[N(U0 + )\Ul + A UQ)])\:() = ’UQN (Uo) + §U1N (UO)

1
= uyF'(ug) + éu%F”(u())

Exemple 3.2.1 Soit l’équation différentielle non linéaire fractionnaire au sens de
Caputo suivante :

{ cDy(t) = —y*(t) 0<a<l
y(0) =1

Selon la décomposition d’Adomian :

Yn+1 (t) = -1 [An] (t)
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ou Ay = Y2, A1 = 2yoy1, As = Y3 + 2YoYa,....sont les polynémes d’Adomian pour le
terme non linéaire F(y) = y*.

wl(t) = 1

() = ~I"LAl0 = ~I"08) =~y

ya(t) = —ITAL(t) = —1°(2yo1h) = _[a<p(;2f1)) - F(22(fz j— 1)

ys(t) = —I°[A9)(t) = —I*(2yov2 + i) = —1° (F(2a4+ 1) i FQ(a1+ 1))t2a

I'2a+1) {3«
<_4_ r?(a+1)>r(3a+1)

N-1
Dy = D yalt) = yo(t) + va (1) + () + ys(t) + ..
n=0
et
y(t) = Nlinoo Dy
Donc :
(t) =1 (I N (BRI A CL% ) W A (319)
BT T e+ T TRa+ ) T2(a+1))TBa+1) 7
En substituant o = 1 dans (3.19), nous obtenons :
yit) =1—t+ 22—+ t' 4 = ()"
n=0

Exemple 3.2.2 considérons l’équation différentielle fractionnaire non linéaire au
sens de Riemann Liouville suivante :

{ Dy(t) = 2ev® 0<a<l
y(0) =0

Selon la décomposition d’Adomian :

Yn+1 (t) = 21(Ay) (t)
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tel que : Ag = e¥0, Ay = 1y1e¥0, Ay = ype¥0 + %y%eyo,...sont les polynémes d’Adomian
pour le terme non linéaire F(y) = ev.

21°
t) = 2I°(Ag)(t) = 2I%" = 2]°1 = ————
vi(t) (Ao) () e NOEE)

(t) = 2]a(A )(t) = 9% Y0 = 2] 2t . 42
Y2 = 1)(t) =207y e” = Ila+1) T'(2a+1)

1 42 1 442«
1) = 2I%A) (1) = 2I%(ype¥® + —12e¥0) = 21 -
ys(t) (A2)(t) = 21" (gae™ + ™) (F<2a+1)+2r2(a+1))

B 8 AT (20 + 1) .
= (F(Ba D Tat )IBGa+t 1))t

Alors la solution est :

y(t) = yo(t) + i (t) + yalt) + ya(t) + ...

3.3 Laméthode de perturbation d’homotopie(HPM)

La méthode de perturbation d’homotopie, a été proposée et développée par le
mathématicien chinois Ji-Haun-He en 1999. La méthode de perturbation d’homoto-
pie est un outil mathématique puissant pour étudier une grande variété de problémes
apparaissant dans différents domaines. Elle est obtenue avec succés par combinai-
son de la théorie de I’homotopie dans la topologie avec la théorie de la perturba-
tion. La caractéristique importante de la méthode de perturbation d’homotopie est
qu’elle fournit une solution presque exacte a beaucoup de problémes linéaires et
non-linéaires sans la nécessité du calcul des polynomes Adomian.(voir [8])

Description de la méthode
Nous considérons ’équation différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire au sens

de Caputo suivante :
“D%(t) = N(u) + g(t) (3.20)

telle que : ¢t € Q un ouvert de R, 0 < a < 1, N est la partie non linéaire, g(t) est
une fonction continue.
On construit une homotopie :

v(t,p) : 2 x[0,1] — R
De sorte que :

(1= p)[*Dgv —° Dguo] + p[*Dgv — N(v) — g(t)] = 0 (3.21)
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ou : p € [0,1], up est une condition initiale de w.
lorsque p = 0, I’équation précédente devient :

“Dgv = Diug =0 (3.22)

et lorsque p = 1, I'équation (3.21) devient I’équation (3.20).
Supposons que la solution de I'équation (3.20) peut étre écrite comme suit :

+oo
v = Zpivi (3.23)
i=0

Alors, pour p = 1, la solution approximative de ’équation différentielle (3.20) sera
donc :

+00
u= limv:vo+vl+v2+...:Zvi (3.24)
i=0

p—1

Exemple 3.3.1 Nous considérons [’équation différentielle linéaire d’ordre fraction-
naire suivante :

‘Diu—2zu=-2r 0<a<l (3.25)

Avec la condition initiale suivante :
u(0) =2 (3.26)

ot °D§ désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo
pour o = 1, la solution exacte de [’équation

y — 20y =2z (3.27)
avec la condition initiale (3.26) est donnée par :
y = exp(z?) +1 (3.28)
D’aprés la formule (3.21) nous pouvons construire ’homotopie comme suit :
(1 —p)[*D%v — *DSug) + p[*Div — 2xv + 2x] = 0,p € [0, 1] (3.29)

ou :
“D§v — *Diug + p°Diug — 2zp[v] + 2p(z) =0 (3.30)

nous essayons maintenant d’obtenir une solution pour (3.30) sous la forme :

v = vy + pu1 + pPug + ... (3.31)
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En substituont (3.31) dans (3.30), et on identifiant avec les termes des différents
monomes en p, nous obtenons les équations différentielles d’ordre fractionnaire sui-
vantes :

( pO : cDgUO = CDgé’Ulo,

pt: “Dgvy + “Diug — 2xvg + 22 = 0,

p” : *Dgvg — 2zv1 = 0, (3.32)

p° : ‘Dgvs — 2zv9 = 0,

\

D’apres (3.32) et la condition initiale (3.26), nous obtenons les premiers termes

suwants :
(vo(z) = 2,

vi(z) = F(a2+2) ot

— Hat?2) 2042
va(z) = T2at3)L

8(a+2)(2a43) (3'33)
Ug(il') — wx?)a-l-?)’

16(a+2)(2a+3)(3a+4 o
vi(z) = ( +%((4ajrrs))( +4) 4 +4

et comme :

u(z) = lim Zpivi(x) (3.34)

La solution approchée de l’équation (3.25) s’exprime comme suite :

U(l’) =9 + 2 xa—i—l + 4<& + 2) 2042 8(Oé + 2)(2@ + 3) 3a+3

T +2) T(2a+3)" T(3a 1 4) + .. (3.35)

pour o = 1, nous obtenons les quatres premiers termes de la solution approchée de
Iéquation (3.25) dans le cas entier

IA .ZUG xS
u(e) =242+ o+t (3.36)
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D’autre part le développement en série de taylor au voisinage de x = 0 pour la
solution ezacte (3.28) est donné par :

4 ZL‘6 178

u(a) :1+(1+x2+%+§+5+...) = 1+ exp(a?) (3.37)

Cela confirme donc notre résultat.

Exemple 3.3.2 Nous considérons l’équation différentielle non linéaire fractionnaire

suivante :
‘Déu—2u+u*=-1 0<a<l (3.38)

avec la condition initiale
u(0) =2 (3.39)

ou D désigne la dérivée fractionnaire au sens du Caputo.
Si o =1, on obtient I’équation suivante :

y =2y +y’=-1 (3.40)
L’équation (3.40) admet la solution exacte suivante :

B 1
14z

y(x) +1 fef <1

Nous pouvons construire [’homotopie suivante :
(1 —p)[*D§v — °D§ug) + p[°Dyv — 2v +v* + 1] = 0,p € [0, 1] (3.41)

ou
“D§v — “Dgug + p°Diug — p[2v —v* — 1] =0 (3.42)

Nous essayons maintenant d’obtenir une solution pour (3.42) sous la forme :
v =y + pu1 + pPus + ... (3.43)

En substituant (3.43) dans (3.42), et identifiant les termes de mémes puissances de
p, nous obtenons les équations différentielles d’ordre fractionnaire suivants :

4 pO . CD(?UO — CDgcuO’
pl: Dgv, + “Dgug — 2v + vl +1=0,
p? 1 ¢ D§vy — 201 + 2ugvy = 0, (3.44)

p3 . CD(C]YU?, — 2U2 + U12 + 2UOU2 = 0,
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A partir de Uéquation (3.44) et la condition (3.39) nous obtenons les premiers termes

suwant :
(vo(z) = 2,

vy () = F(;il)ma’

UQ(:L‘) = mx%‘,

(3.45)

v3(z) = ( —4 - F2(a+1)) TBat1)’

et comme :
o

u(w) = Jim > p'(a)

=0

nous obtenons les premiers termes de la solution approchée de I’équation (3.38) :

—1 2 ['2a+1) 3
=204 — g4 — g —4— .. (3.46
U =2 5y  Taa s ) +< r2(04+1))r(3a+1)Jr (3-46)
substituant o« = 1 dans (3.46), nous obtenons la solution approchée de l’équation
(3.38) dans le cas entier

u(z) =2 -z +2* — 2%+ .. (3.47)

3.4 La méthode d’itération variationnelle(VIM)

La méthode itérative variationnelle (VIM) a été développé par Je-Haun-He au
début des années 1990. Cette méthode a été utilisée par beaucoup des chercheurs
dans une variété de champs scientifiques et peut résoudre des problémes non linéaire,
et a été proposé la premiére fois pour résoudre des problémes en mécanique. La mé-
thode est basé sur la détermination de multiplicateur de Lagrange de facon optimale
par 'intermédiaire de la théorie variationnelle.

Description de la méthode
Zhiwu et al. [14] ont étudié la convergence de la méthode d’itération variationnelle
(VIM) pour les équations différentielles fractionnaires au sens du Caputo. Ils ont
considéré le probléme suivant :

(“Dgy)(t) = f(t,y(t), n—1<a<n
(3.48)
y® )=yt k=0,1,...,n—1
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oit t € [0,T], y*(t) désigne la dérivée d'ordre k de y(t) et f : [0,7] x R — R
satisfait la condition de Lipschitz

|f(t,u1) — f(t,UQ)‘ < L’Ul — Ugl, t>0 Uy, Ug € R. (349)
ol L est la constante de Lipschitz. On définit la norme

1Y lloo= mazo<i<r|y(t)]

Diethelm et al. [3] ont prouvé que le probléme (3.48) peut étre équivalent & ’équation
suivante :

L 1 t
y(t)=>_ yéj)% * m/o (t —7)*  f(r,y(r))dr. (3.50)
=0 '
On pose
ol -1 t
gty = yé”ﬁ (3.51)
=0 '

L’équation (3.50) peut étre transformée sous la forme :

y(t) = glt) + = / (t = 1) f (. y(r))dr (3.52)

()
Selon I'idée de Xu [15] et Ghorbani et al. [5], I'itération pour I’équation (3.52) peut
étre construire comme suit :

1 t ol
) /O (t = )9 (7 yo (7)) (3.53)

Yni1(t) = g(t) + (o)

On utilise la valeur initiale yo(t) = y + {7t + ... + y" V"1 et on commence
I'itération. La valeur y, de la n-iéme d’itération se rapproche vers la solution exacte
du probléme (3.48) par :
y = lim y, (3.54)
n——ao0

Exemple 3.4.1 Nous considérons [’équation différentielle linéaire d’ordre fraction-
naire suiwvant :
‘Dyy=-y, 1<a<2 (3.55)

avec les conditions suivantes :
y(0)=1, 3(0)=0 (3.56)

la solution approchée de I’équation (3.55) d’aprés la méthode VIM est écrit sous la
forme suivante :

y= lim y,
n——oo
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telle que
1 ! a—1
mea®) = 90 + 75 [ (=0 el
et ol
al—1 .
i
9 =D’
=0
D’aprés la formule (3.55) et les conditions (3.56), dans cet exemple
flz,y(x)) = —y, et g(t) = 1, nous obtenons les formules donnant les premiers
termes :
I .
t 1+—/—t—xo‘_ dz
yl( ) F(Oé) 0 ( ) Yo
1 t 1
t) = 1+—/ —(t — ) "yde
y2( ) F(a) o ( ) Y1
1 [ .
t) = 1-|-—/ —(t — )" yadx
y3( ) F(a) o ( ) Y2
1 [ ,
a1 (t 1—1——/—15—:1:“ ndx
Y +1( ) F(a) 0 ( ) Y
nous obtenons les premiers termes de la solution approchée :
tOé
) = 1——
() [(a+1)
to t2a
) = 1-
va(t) Tla+ D)  Ta+t)
to t20¢ tSoz
) = 1- .
ya(t) a1 atl) Dlatl)
to t2a tSoz t4oz tno
W) = 1-— - e ()
ynt) Totl) Tt D Tes) Tern TV mery
comme
alors
to t20¢ 25301 t4a $no
t)y= 1l 1— — et (=)' ———
y(t) = JBim ( Tot ) PasD Do) Ty Y s 1))
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donc
e ()
“”_ggwm+n

En substituant o = 2 dans (3.57), nous obtenons :

t2 t4 t6 N th
y(t) = 1-— ot @ @) + ...+ (-1 2

t2 t4 t6 t?n
S i G
2+4 8+ + )2”
o0 t2 n
— Y
> ()
n=0

(3.57)

Exemple 3.4.2 Nous considérons l’équation différentielle non linéaire d’ordre frac-

tionnaire sutvante :

‘Diy=y*’+1 0<a<l

avec la condition iniliale suivante :

y(0) =0

(3.58)

(3.59)

la solution approchée de I’équation (3.58) d’apres la méthode VIM est écrite sous la

forme
y= lim y,
n——oo
telle que
1 t 1
n = t a7 N t— 4 sy Yn d
ir =000+ 57 [ (6= 0 o n(a))ds

dans cet exemple f(x,y(z)) =y*>+1 et g(t) = 0 d’apres (3.58), car

(3.60)
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D’apres la formule (3.60), nous obtenons les formules donnant les premiers termes :

yo(t) = 0
n(t) = ﬁ / (t— 2)* (2 + 1)da
wlt) = ﬁ / (t—2)" (2 + 1)da

wlt) = ﬁ / (t— 2)" (2 + 1)da

Yor (1) = ﬁ / (t— 2)" (2 + 1)da

Nous obtenons les premiers termes de la solution approchée :

) = -
Y= Tat
(t) B ta N t30¢
A= Tlar1) " Tat+l)
ta t3a 2t5a t7a
ys(t) =

o+ D) Tatl) Dlatl) Tatl)

comme
= lim y,
n—oo
nous obtenons
te t3a 2t5a t?oz

Y = e T ety T D  Tern T (3:61)

En substituant o = 1 dans (3.61), nous obtenons la serie suivant :

yit) =t 4+ + 22 +t7+ ... (3.62)



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons donné quelques définitions et propriétés de l'inté-
grale d’ordre fractionnaire et la dérivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville et celle du Caputo qui sont les plus populaires parmi plusieurs définitions
des dérivées fractionnaires.

Nous avons aussi présenté quelques méthodes numériques pour résoudre les équa-
tions différentielles ordinaire et méme pour résoudre les équations différentielles
d’ordre fractionnaires.
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Résumé

Ce mémoire est dédié a la résolution numérique des équations différentielles or-
dinaire et aussi d’ordre fractionnaire. Nous allons donner quelques notions prélimi-
naires fondamentales utilisées dans le calcul fractionnaire.

Nous avons présenté certains méthodes numériques pour résoudre les équations dif-
férentielles ordinaires d’ordre 1, comme la méthode d’Euler, la méthode de Runge-
Kutta d’ordre 2 et d’ordre 4 et encore la méthode de Taylor.

Enfin, nous expliquons la méthode de Demirci et Ozalp, les méthodes de ADM, HPM
et VIM pour résoudre numériquement les équations différentielles d’ordre fraction-
naire.

Abstract

This memory is dedicated to the resolution of ordinary differential equation and also
of fractional order. We give some fundamental preliminary notions used in fractional
calculation.

We present some numerical methods to solve the ordinary differential equations or-
der 1 like Euler’s method, the Runge-kutta method 2 and 4, Taylor’s method.
Finally, we explain the method of Demirci and Ozalp, the methods ADM, HPM,
VIM to solve numerically the fractional differential equations.
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