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Introduction

Les transformations de Fourier et de Laplace sont deux exemples importants de transformations
intégrales. Elles interviennent dans de nombreuses questions de physique mathématique,
de calcul des probabilités, d’automatique, etc.., mais les particularités de la transformation
de Laplace et son utilité réside dans 'ajout d’un facteur multiplicatif e=*¢ dans sa fromule
intégrale, ce qui a pour conséquence immédiate que la classe des fonctions admettant une
transformée de Laplace est beaucoup plus vaste que la classe des fonctions admettant une
transformée de Fourier.

La restriction aux seules fonctions causales fait que la transformation de Laplace est partic-
uliérement adaptée & I’étude de la dynamique des systémes dont on connait 1’état a un instant
donné (pris comme instant initial en posant ¢ = 0). Etant donné un systéme dont on connait
I’état initial et I’équation régissant son évolution, le probléme est typiquement de déterminer, a
chaque instant ¢t > 0, la valeur f(¢) que prend une variable f du systéme a laquelle on s’intéresse.

En pratique, La transformation de Laplace permet de ramener des problémes d’analyse
linéaire a la résolutions d’équations algébriques.

Ce travail se compose de trois chapitres, et c¢’est organisé comme suit:

CHAPITRE 1: Transformation de Laplace

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats fondamentaux, définitions et propriétés
de la transformation de Laplace qui sont utilisés tout au long de ce mémoire, et qui concerne
aussi la transfomée de Laplace inverse.

CHAPITRE 2: Quelques applications de la transformation de Laplace en mathé-
matiques:

Dans ce chapitre, nous considérons plusieurs exemples détaillés de 'application de la trans-
fomée de Laplace, dans la résolution de différents types d’équations différentielles ordinaires,
de systémes différentiels, d’équations intégrales de Volerra et d’équations aux dérivées partielles.
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CHAPITRE 3: Quelques applications de la transformation de Laplace en physique:

Ce chapitre est dédié a I'étude de quelques applications de la transfomée de Laplace en
physiques appliquée, ol deux contextes physique seront traités, soient le mouvement har-
monique (oscillatoire) et les circuits électriques. Deux exemples détaillées seront étudiés dans
chaque axe:

e Le mouvement harmonique simple et amorti, en mécanique.
e Le circuit RLC simple et double, en éléctronique.

On s’intéresse a la modélisation et la résolution mathématique de ces problémes de physique
par la transformée de Laplace.



Chapitre 1

Transformation de Laplace

Les transformations de Fourier et de Laplace sont deux exemples importants de transformations
intégrales de la forme:

T:A — B
fo— F(s):/IK(s,t)f(t) dt, (1.1)

ou A et B désignent deux espaces fonctionnels, I un intervalle de IR et K(s,t) une fonction
réelle ou complexe appelée noyau de la transformation.

La transformation de Fourier F correspond au choix suivant:
I=R, s=ycRet K(s,t) =e ™
La transformation de Laplace £ est quant a elle définie en prenant:
I=TRy, s=x+iyeCet K(s,t)=e¢*"
Si 'on fait le choix d'un espace fonctionnel A ne contenant que des fonctions f : IR — C
qui sont causales, c’est-a~dire telles que f(t) = 0 pour tout ¢ < 0, la transformation de Laplace

peut étre considérée comme une extension de la transformation de Fourier.

En effet, si elle existe, la transformée de Fourier d’une fonction causale f : IR — € est
donnée par la restriction de la transformée de Laplace a I’axe imaginaire pur:

LU = [ s at (12

-/ zo F(t)e ™ dt (1.3)
= F{f()}(y) (1.4)

9



10 Transformation de Laplace

1.1 Définitions et exemples
Dans tout ce qui suit, IIK désignera IR ou C.

| Définition 1.1.1 Une fonction f: IR — IK est dite causale si f(t) =0 pour tout t < 0.

Remarque 1.1.1 Une fonction f : IR — IK peut-étre envisagée comme une fonction causale,
il suffit pour cela de la multiplier par la fonction échelon-unité U(t) (également notée H(t) et
alors appelée fonction de Heaviside), définie par:

1 t>0
u(t):{o t<0

Définition 1.1.2 Soit f : IR — IK une fonction causale localement intégrable sur IR. La
transformée de Laplace de f, lorsqu’elle erxiste, est la fonction F de la variable (réelle ou
complexe) s qui est définie par:

F(s) = / Flt)et dt
0
f(t) est appelée Uoriginale de F et F(s) est l'image de f par la transformation de Laplace,

et on écrit:
F(s) = L{f(t)}(s)

Exemples 1.1.1

1. La fonction-échelon unité U:

+oo 1

Lumis) = [ CUtyet dt — / T et gp — rﬂ = pour Re(s) > 0

S 1o

2. La fonction exponentielle e®, ou a € C:

L{e"}(s) = /O+OO ee ™ dt = /+OO et dt = L L{U(t)}(s—a) pour Re(s) > Re(a)

0 S—a
1.2 Existence de la transformée de Laplace

Proposition 1.2.1 Soit f : IR — IK une fonction causale localement intégrable sur IR.
Supposons que [ soit a croissance exponentielle, c¢’est-a-dire telle que:

I(M,a) eRy xR, Vte R, |f(t)] < Me™

Sa transformée de Laplace F(s) = L{f(t)}(s) est alors définie pour tout s € C tel que
Re(s) > a.
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Preuve. En effet, nous avons:
Vi€ R x @, |f(t)e ™| < Mlel* 9 = MelomRel)r

par conséquant:

[ ar < [T - M Re(s) >
e e = Y oo our els (0
0 - 0 Re(s) — a P

1.3 Propriétés de la transformée de Laplace
1.3.1 Linéarité

Proposition 1.3.1 Soient (\, ) un couple de nombres complezes et f,g: IR — K deuz
fonctions causales localement intégrables sur IR. La transformée de Laplace de (\f + pg) est

définie en tout point s de@ ou L{f(t)}(s) et L{g(t)}(s) sont toutes les deur définies, et en
un tel s, nous avons:

LN () + ng()}(s) = AL{f(8)}(s) + nLig(t)}(s)

Preuve. Conséquence directe de la linéarité de 'intégrale.
Exemple 1.3.1 Transformées de cos(wt) et sin(wt), ot w € IR:

{; (eiwt n 6—iwt>} (s)
= 5 (L) (s) + L))
1 1
- 2(§—iw+ S—i-iw)

= Sy bour Re(s) >0

L{cos(wt)}(s) =

e O

—Do

De la méme maniére:

L{sin(wt)}(s) = ﬁ, pour Re(s) >0

1.3.2 Transformée d’une homothétie
Transformée de f,(t) = f(At), ot A € R’

Proposition 1.3.2 La transformée de Laplace de fy est définie en s si et seulement si, la
transformée de Laplace de f est définie en —, et nous avons:

A

LUADNs) = 1 LA WHC)
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Preuve. Ce résultat se prouve en posant le changement de variable u = At, du = A\dt, dans le
calcul de la transformée de Laplace, nous avons:

LUOOYNs) = [ S0 d

1 ptoo 1
= X/o flu)e™>*" du

1 S
= LU
S
- SF()
1.3.3 Transformée d’une translatée

Transformée de 7, (t) = f(t —ty), ot ty € IR},

Proposition 1.3.3 La transformée de Laplace de Ty, est définie en s si et seulement si, il
en est de méme de la transformée de Laplace de la fonction causale f, et nous avons:

L{Ti, (1)} (s) = e " L{f () }(s)

Preuve. Ce résultat se prouve en posant le changement de variable u =t — ty, du = dt, dans
le calcul de la transformée de Laplace, nous avons:

+00
L{flt=t)}s) = [ ft—to)e dt
= )\/JFOO f(u)e=wtto)s gy,

= CUL{)e)
= ()

Exemple 1.3.2 Soit (a,b) € (IR%)?, tel que 0 < a < b. On considére la fonction:

f(t):{l sta<t<b

0 s1n.on
Pour presque tout t, f(t) peut étre écrite sous la forme suivante:
f) =U(t —a) —U(t =)
Par la linéarité de la tranformation de Laplace, nous avons:
L{f @) }(s) = L{U(E — a)}(s) — L{U(E = b)}(5)
et d’apres le théoréeme du retard, nous avons:

e—as _ e—bs

L{F)Hs) = (7 — e ™) L{U(t)}(s) =

S
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1.3.4 Transformée d’une dérivée

1. f(0T) = 1tl_i>r51+ f(t) existe (dansC)

2. A(M,o) e Ry x IR, Vte R, |f(t) < Me™

La transformée L{f (t)}(s) est définie pour tout s €]a, +oo|, et on a:

L (1)} (s) = sL{f (1)} (s) = F(0F)

13

Théoréme 1.3.1 Soit f : IR — € une fonction causale de classe C* sur IR, telle que:

Preuve. Sachant que f est C' sur IR}, 'hypothése (2) du théoréme nous assure que la

transformée L{f(t)}(s) est définie pour tout s €|a, +00|.

En fixant s €]a, +oo[, on a |f(t)e | < Mel*=) pour tout t € IR

que: .
(0] T =—f(07)

Un intégration par parties permet de déduire que:

LW = [ Fwear

= —f(07) +sL{f(t)}(s)

conditions suivantes soient vérifiées, pour n € IN*:

1. Vk € {0,1,...,n— 1}, f*0") = %g% fE(t) existe (dansT)

n—1
k=0

En particulier, st les dérivées successives de f vérifient:
FU(0) = £(07) =0

alors

0] s [ e dt

2. Vk€{0,1,...,n—1}, I(My,a) € Ry x IR, Vt€IRY, |f5(t)| < Mye
La transformée L{f™(t)}(s) est définie pour tout s €|a, +o0[, et on a:
LUF Y (s) = s"L{f(D)}(s) =" F(0F) — .. = fO7D(07)
= S"L{f(O)}(s) = D" fITHE(0)

L{f"(t)}(s) = s"L{f(t)}(s), pour tout s €]a, +o0|

et @« — s < 0 si bien

Corollaire 1.3.1 Soit f : IR — @ une fonction causale de classe C" sur IR, telle que les

(1.8)

(1.9)
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1.3.5 Transformée d’une primitive

Corollaire 1.3.2 f : IR — @© une fonction causale continue sur IR,. On suppose que la
fonction causale donnée sur IR par la primitive de f s’annulant en 0 est une fonction qui
vérifie les hypothéses du théoréme précédent. Dans ce cas, sa transformée de Laplace est
définie pour tout s €)a, +o0[, et on a:

c{ [ ) dul () = S£450}6)

Preuve. Le théoréme précédent nous assure en effet que:

LU0} ) =L { [ fw) duf (5)
1.3.6 Théoréme de la valeur initiale

Théoréme 1.3.2 Soit f : IR — € une fonction causale de classe C' sur IRY,, vérifiant:
Vk € {0,1}, Ja € R IM;, € RS, |fF(1)] < Mye™

Si f(0F) = tl_igi f(t) existe (dans@), alors:

fO07) = lim sC{f(t)}(s)

s—400

Preuve. On sait que L{f(t)}(s) et L{f (t)}(s) sont définies pour tout s €]a, +oo, et telles

que:
SCLF(6)}(s) = F(OT) = LLF (8)}(s)

Par ailleurs, pour tout s fixé dans ]a, +ool, Uinégalité | £ (t)e™| < Myel® ), qui est satisfaite
pour tout ¢ € IR}, nous assure que:

LK) = ([ e a (1.10)
< /O+Oo\f'(t)e‘5t]dt (1.11)
< M, /;Oo el (1.12)
M
= — (1.13)

Par conséquent:

lim L{f ()}(s) = 0

s§—400
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et donc

f(07) = lim sC{f(1)}(s)

s——+00

1.3.7 Théoréme de la valeur finale

Théoréme 1.3.3 Soit f: IR — € une fonction causale de classe C* sur IR, telle que f
est intégrable sur IR, on a:

1. f(01) = tl_i>%l+ f(t) et f(+o0) = tlzgloof(t) existent (dansC),
2. L{f()}(s) (resp. L{f (t)}(s) est définie pour Re(s) > 0 (resp. Re(s) >0)
3. f(oo) = lim sCLf(8)}(s)

Preuve.
1. Pour tout (t1,t2) € (IR})?, on a:

[ b= (e - 1o

Sachant que f’ est intégrable sur IR, on en déduit que:

f(0t) = tli]g}r f(t) et f(+o00) = tgglwf(t) existent (dans Q)

2. f est continue sur IR’ et admet des limites finies en 0 et en 400, alors f est bornée sur
IR,

3. Comme f’ est intégrable sur IR, L{f'(t)}(s) est nécessairement définie pour Re(s) > 0.
Et comme f est bornée sur IR, L{f(t)}(s) est nécessairement définie pour Re(s) > 0,
et pour tout s €]0,+o00l, on a:

SLLF(6)}(s) = £(07) = L{f' () }(s)

Par ailleurs, pour tout s €]0,4o0o[, Uinégalité |f'(t)e ! < |f'(¢)| est vérifiee pour tout
t € IR, nous assure que:

Jm L)) = [ lm (70 ) i (1.14)
:/ £t dt (1.15)
= f(+o0) — f(01) (1.16)

Par conséquent:

lim (sL{f(t)}(s) = f(07)) = f(+00) = f(07)

s—0T
D’ou

lim sL{f(t)}(s) = f(+o0)

s—0t
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1.4 Transformation inverse de Laplace

Théoréme 1.4.1 Soient f et g deux fonctions causales continues par morceaur sur IR dont
les transformées de Laplace sont définies sur un méme domaine de . S’il existe sy € IR tel
que

L{f(1)}(s) = L{g()}(s),  pour tout s E]so, +00],

alors les fonctions [ et g sont égales sauf éventuellement aux points de discontinuités de ['une
ou de ['autre.

Soit une fonction causale f continue sur IR de transformée de Laplace F', on dit donc que
f est la transformée inverse de Laplace, ou la fonction originale, de F' qu’on note:

f(t) = L7H{F(s)}()

Remarque 1.4.1 La transformée inverse de Laplace de la fonction F', notée f est donnée
par:
=g [ Rt
= — s)e* ds
f( 2m J -0
Cependant, cette définition mathématique est rarement utiliser pour calculer des transformées
1muverses.

1.4.1 Propriétés de la transformée inverse de Laplace

1.4.2 Linéarité

La transfomée inverse de Laplace est linéaire. Ceci est une méthode générale pour cacluler
Ioriginale d’une fraction rationnelle:

e Décomposition en éléments simples.

e Calcul de l'originale élément simple par élément simple en utilisant la linéarité.

1
Exemple 1.4.1 OTZanal de F(S) = m
On a:
B s3(s?2+ 1)
1 1 S

——+
s s 8241
Par linéarité de la transformée inverse, on obtient:

£ = £7H{F)}0) = L5} 0 — L0 + L7503 0)

et d’apres le tableau des transformées de Laplace des fonction usuelles (voir Annexe), on trouve:

s
s2+1

2

() = LY{F(s)}(t) = 2; — 1+ cos(t)
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Proposition 1.4.1 (Formule de Heaviside) [3]

Cette méthode dite de Heaviside permet de calculer la transformée inverse de Laplace dans
le cas d’une fraction rationnelle:

P(s)

AT

Q(s)=(s—r1)(s—1r)(s —713)..(s = Tp)

avec, les ry sont tous distincts et le degré du polynéme P est inférieur au degré du polynéme
Q, (dP < dQ =n). On peut donc écrire:

)= £ HFENO = Y o

Tt

1.4.3 Homothétie d’une transformée

Propriété 1.4.1 [7]

La transformée de Laplace det — f

) est définie en s si et seulement si, la transfomée
de Laplace F de f est définie en \s, et on a:

t
A
n

t

£{f (5)16) = AFOs)

d’ou

LHEO) N0 = 11 (5)

1.4.4 Translatée d’une transformée

Propriété 1.4.2 [7]

Pour tout (s,t) €C x IRy, la transformée de Laplace de U(t)(e™ f(t)) est définie en s si
et seulement si, la transfomée de Laplace F' de f est définie en s — a, et on a:

L{e" f([)}s) = L{f()}s — a)

en d’autres termes:

L7HF(s—a)}(t) =" f(1)

Cette formule est d’une trés grande importance pratique, elle indique que multiplier une fonction
par e~ dans le domaine du temps produira une translation de a unités dans le domaine s.
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Cela permet de calculer la transformée de Laplace de fonctions qui ne sont pas dans le tableau
de transformées.

s+a

Exemple 1.4.2 L’originale de F(s) = Graitot
s+a)? 4w

On a:
LHF(s)}(t) = e cos(wt)

1.4.5 Dérivée d’une transformée

Théoréme 1.4.2 On considére une fonction f satisfaisant les hypothéses du théoréeme
d’existence, donc f est continue par morceaux pour t > 0 et est exponentielle d’ordre «.
Sa transformée de Laplace eziste (pour s > ), et on a:

LAd"F
dsm

L{"f()}(s) = (=1)

Preuve. On dérive 'intégrale de la transformée de Laplace par rapport a la variable s:

d d [+
TF(s) = %/0 F(t)e" dt

= ./OJFOO(Zf(t)e_St dt
_ /0+Oo(—t) F(t)e ™ dt
_ —/+Ootf(t)e_5t dt
— —L{tFH}(s)

On déduit que: .
L)) =~

Remarque 1.4.2 Plus généralement, la transformée de Laplace F de f est définie et in-
définiment dérivable, elle vérifie:

L{"f(1)}(s) = (=1)"F"(s)

1.4.6 Théoréme de convolution

Définition 1.4.1 Le produit de convolution de deux fonctions f et g est noté f x g et est
defini par:

(Fxo)®) = [ 1 —wglw) du
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Théoréme 1.4.3 [3]

Soient deur fonctions f et g de transformées de Laplace respectives:

L{F®)}(s) = F(s) L{g(t)}(s) = C(s)

Alors, la transformée de Laplace du produit de convolution sera égale au produit usuel des
transformées de Laplace de chaque fonctions:

L{(f+9)(1)}(s) = F(s) - G(s)

et on a:

LHF(s) - G(s)}1t) = (f* g)(t)
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Chapitre 2

Quelques applications de la
transformation de Laplace

2.1 Reésolution d’équations Différentielles linéaires

2.1.1 Reésolution d’équations différentielles du premier ordre a coeffi-
cients constants

Exemple 2.1.1 On considére ’équation différentielle ordinaire suivante avec la condition

mnitiale:
(= o

Par la transformée de Laplace, on a:

LY () = y()}(s) = L{te"}(s)

et d’apres la formule de la transformée de Laplace d’une dérivée, on obtient:

L{y' ()} (s) — L{y() }(s) = L{te'}(s) <= sL{y(t)}(s) —y(0) — El{y(t)}(S) = L{te'}(s)
— Y(s)(s—1)+1= Go1e
1 1
= o=y ot
— Y(s)= Lo 1
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ensuite, on applique la transformée inverse de Laplace pour trouver la fonction originale y(t)
qui est la solution de notre systéme 2.1, on obtient:

y(t) = L7HY(s )}()

1
_ o,
= £ (8—1 s—l}
L~

= ) O

_ thGt et

o

d’ou, la solution de systéme 2.1 est la fonction y(t) donnée par:

oo (%)

2.1.2 Reésolution d’équations différentielles du second ordre a coeffi-
cients constants

Exemple 2.1.2 Soit ’équation différentielle ordinaire suivante, avec ses conditions initiales:

(1) + 49/(t) + 3y(t) = 22,
{1620 yio 2 (22)

Par la transformée de Laplace, sa linéarité et la formule de la transformée d’une dérivée,

| LLy"(1)}(s) +4L{Y (1) }(s) + 3L{y(1) }(s) = 2L{e " }(s)

de plus,
— (s°Y(s) —sy(0) —y'(0)) + 4(sY (s) — y(0)) + 3Y (s) =2 (s j_ 2>
= Y(S)(82+4S+3>‘1:si2
2 1
= v =5 (g
1 1
= YO =AU om s ) T3
Y(s)zQ( ! >+ :
— +1)(s+2)(s+3)) " (s+1)(s+3)

Par une décomposition en éléments simples, on trouve:

a b c a’ v
Y = 2
(8) <3+1+s+2+3+3>+5+1+3+3

3 1 1 1 1
= 5G) ) e )
2\s+1 s+ 2 2\s+3
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1 1 1
avec: a = g, b=—-1c==, d ==, etb =—=

(\]

ensuite, on applique la transformée inverse de Laplace, on obtient:

y(t) = L7HY(s)}H1)

1 1 1 1

- el )

5 5+ 2 +2 s+11+2 5+13 ()1
= L t)—2L7" }t Ll{ }t

2 (s+1 (1) s+ 2 ()+2 s+3 (t)
_ fe’t—2672t+§e’3t

d’ot, la solution du systéeme 2.2:
3 1
y(t) = ie’t —2e % 4 ie’:“

Remarque 2.1.1 La formule de Heaviside est une méthode plus simple pour retrouver le
méme résultat obtenu ci-dessus, elle permet de calculer la transformée inverse de Laplace dans
le cas d’une fraction rationnelle:

En effet, apres Uapplication de la transfromée de Laplace a 'équation 2.2, on a trouvé:

V)= (135+1) (zr573)

et par la transformée inverse de Laplace, on est arrivé a:
y(t) = L7HY(s)}H)
4
Rl e

(s+2)(s?+4s+3

qui est de la forme:

- ff B

avec r; sont les racines du Q(s). On pose:
P(s)=s5+4, Q(s)=(s+2)(s*+45+3) et Q'(s) =35>+ 125+ 11

or, les racines de Q(s) sont: 1y = =2, ro = —1, r3 = =3
Alors, en remplacant dans la formule de Heaviside, on obtient:
P(_l) —t P(_2> —2t
y(t) = e+ e "+
T emt et Tem

—t —2t —3t
- = -2 + -
26 € 26

qui est la solution du systéme 2.2
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Exemple 2.1.3 Soit [’équations différentielle suivante avec ses conditions initiales:

{ y//(t) . gy/(t) + y(t) = —; sint (23)
y(0) =0, y'(0)=2

On applique la transformée de Laplace a équation du systeme 2.3, on obtient:

LU (1) = S0+ (0} e) = £{ =3 sint} (5

et par la linéarité et la formule de la dérivée de la transformée de Laplace, on a:

LU0} 6) — L LI (}5) + LAy Hs) = — 2 L{sint} (s)

ce qui donne:

(2 () = sy(0) () ~ 2(sY ()~ 9(0) + V() = —2 (57 )

s2+1
5

Y(s)(s2—2 1)—2:—

(s) (s 23+ 20+ 1)

Y(s) = <_2(325+1) + 2) <252_255+2)

452 — 1
V) = GZan@se =5 1 1)

par la transformée inverse de Laplace, on obtient:
w) = YN
4s* — 1
- e o

(s2+1)(2s2 —b5s+1

P

ensuite, on utilise la formule de Heaviside:

)= {3= 2 et

avec, les r; sont les racines de Q(s), données par:

o (i) et (—i) sont les racines de (s> + 1)
1
. (2> et (2) sont les racines de (2s*> — 5s + 2)

et on a: P(s) =4s> —1 et Q'(s) = 85% — 155> + 85 — b.
on remplace les racines dans la formule de Heaviside, on trouve:

P(Z) it P(_i> —it+ P(%l) 6t/2_|_ P(Z) 2t

QM Q)" Ted)" To®°

y(t) =
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d’ou:

-5 ., =5 _ 0 15
¢ it Y =it )2 -2 2t
y(t) 10@ + 106 +_14je +15e
—1

1
— ezt+ e zt+€2t

eit + e—it
= —|—5—|+e*
( 2

= —cost+ e

solution du syséme 2.3

Exemple 2.1.4 On étudie 'équation différentielle du second ordre suivante:

V(8 — 20/ () — 24(t) + 3 /0 ()T =3 — 3¢! (2.4)

avec les conditions initiales:

y(0) = 0 et y/(0) = 1

On applique la transformée de Laplace, on obtient:

£y =20 - 200 +3 [ w0t} () = £(3 - 3¢35)

Par les propriétés de la linéarité, la dérivée et la primitive de la transfomée de Laplace, on

trouve:

LA (0H6) = 20 0}s) — 2600} ) + 36 { [ w01} (5) = 3E{1}(5) = 3L{e' ()

reruve

—

(¥ (5) = s9(0) ~ 40) ~ 2(5Y (5) ~ y(0) ~2Y(5) + 2 (5) =3 (1) ~3( 1)
3) 3 3

Y(s)(s2—2s—2+2)—1="2—
(s)(s S +S . T 51

Y(s) = <_i<§i21; 8) <s3 5 2s+3)

s?—s—3
C(s—=1)(s—1)(s2 —5—3)

1
Y =G

Pour trouver la fonction originale y(t), on passe par la transformée inverse de Laplace, qui

donne:

y(t) = L7HY(s)}1)

SR

= te

d’ot, la solution du systéeme 2.3:

y(t) = te'
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2.1.3 Reésolution d’équations différentielles du second ordre a coeffi-
cients variables

Exemple 2.1.5 Soit I’équation différentielle ordinaire sutvante avec ses conditions initiales:

ty"(t) + o/ (t) + 4ty(t) = 0,
{9(0) =3, y'(0)=0. (2.5)

On applique la transformée de Laplace:

L{ty" ()} (s) + L4/ () }(s) + L{4ty (1) }(s) = 0

et par les propriétés de la transfomée de Laplace, en particulier, celles de la dérivation et de la
multiplication par t"™, on obtient:

— LY () = 59(0) — () + (Y (3) — y(0) — 4% (5) = 0
ce qui donne:
(52 +4) () 4 57 (5) =0
d’otu
d;/( ) 328 iszx =0

une simple intégration donne:

avec

maintenant, on passe par la transformée inverse de Laplace:
y(t) = L7HY(s)}H)
C
= LY
= CJy(2t)

e

or, Jo(t) est la fonction de Bessel d’ordre zéro, définie par:

12 tt 16
O =1= 5%+ 5p ~ e T
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sa transformée de Laplace est donnée par:

12! 1 4! 1 6!
£{J0(t)}<5> = _?g—'— 22425_ 224262?+"'
B 1 11 1-31 1-3-51

TR T A 2. 4.6

W= W | —=n |-

1 -1/2
= (v ) ]
B 1
B s24+1
dans cel exemple, on a: . )
L{LS(20)}(s) = ————
a,/(s/a)®>+1
1
R

Il reste a déterminer C’, on note que:
y(0) = CJy(0) =C =3
d’ou, la solution de notre équation est oblenue et est donnée par:

y(t) = 3Jo(2t)

2.1.4 Reésolution d’équations différentielles avec source discontinue
Exemple 2.1.6 Soit a résoudre ’équation différentielle suivante:
y"(t) +4y(t) = f(t) (2.6)

avec:
2 s10<t<4

f(t):{o sit>4

avec les conditions initiales suivantes: y(0) = 2 et y'(0) = 0.

D’abord, on exprime la fonction discontinue f(t) a laide de la fonction échelon-unité:
flt)=2—=2U(t—4)

On applique maintenant la transformée de Laplace:

L{y" +4y}(s) = L{L2 = 2U(t — D) }(s) <= (Y (s) = sy(0) —¢/(0)) +4Y (s) = i - ie_4s
e (2 AY(s) 2= 2= 2t
2 ’ 28 —4s 2s

= Y(s)= - S
(5) s(s? +4) 5(52—1-4)6 s2+4
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en décomposant en fractions partielles les deux premiers termes, on obtient:
1 S 1 S 2s
Y = _——— R - - —4s
(s) (23 2(32+4)> (23 2(32+4)> ©cor s? 44
1 3s 1 S 4
— JR— + - _ - e S
25 2(s?+4) 2s  2(s?2+4)

Par la transfromée inverse de Laplace, on l'applique facilement sur les deux premiers termes,

ce qui donne:
BN DRPDEY VS ST g
y(t) = 5 + 5 cos(2t) — L {(25 2+ 4)> e } (t)

et pour le terme qui reste, on utilise la propriété suivante: L{f(t —a)U(t —a)}(s) = e F(s),
on pose:

1 5
Fls)=— —— " cta=4
(5) 25 2(s2+44) e
On doit alors évaluer f(t —4)U(t —4). On a:

(1) = ; _ ;Cos(Zt)

Ce qui implique:

L1 { <21s — 2(82‘:4)> 645} (t) = f(lt — DUt —4)

_ (2 _ ;cos(Z(t - 4))) U(t —4)

La solution finale de l’équation différentielle est donnée par:

1 3 1 1
y(t) = 3 + 3 cos(2t) — (2 ~3 cos(2t — 8)) Ut —4)
En considérant la définition de la fonction échelon-unité, cette solution peut aussi s’écrire sous
la forme suivante: L3

§+§COS(2t) st 0<t<A4

y(t) =

3 1
5 cos(2t) + 3 cos(2t —8) si t>4

Exemple 2.1.7 On considere I’équation différentielle suivante:

29" (t) + ' (t) + 2y(t) = g(2) (2.7)
o
@)_{1 si 5<t<20
IW=0 s 0<t<5 ou t>20
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On peut exprimer la fonction discontinue g plus simplement a l’aide de la fonction de Heav-

1side:
g(t) = Us(t) — Uao(t)

on applique la transfromée de Laplace:
2L{y" (1) }(s) + LLy' (1) }(s) + 2L{y(t) }(s) = L{Us(t)}(s) — L{Ua20(t)}(s)

= 2A2F(s) — sy(0) — 4/ (0)) + (sF(s) — y(0)) + 2F(s) = ©— — C—

e e
6755 —20s

S

— (28%+s+2)F(s) = . .
1 _ ,—20s 1

s(2s% 4+ s+ 2) ‘ 5(2s%2 4+ s+ 2)

LAU(E) f(t = c)}(s) = e L{f ()} (s)
par la transfromée inverse de Laplace, on a alors:

y(t) = L7HF(s)}¢)
= Us(t)f(t = 5) — Uno(t) f(t —20)

1
. 1l reste donc a déterminer f(t) = L7 {3(232—1—3—4—2)} W

— F(s)=e"

On rappelle que:

ot L{f(t)}(s) = m

Par une décomposition en éléments simples, on trouve:

o = {2 gt e

252 +s5+2
+1
1 1 sT3
S 2 t
25 2(+1>2+15 (t)
S — JE—
4 16
1
avecazi, b=—1 et d:_i’ On Grrive a:
1 1 V15
) T 1 I
L 2 (t) = L7 2 (t)+ 2
(S+1) L 59 1\? (V15 V5, 1\ (V5
4 16 (s+3) (7 (s+3) + (%
¢ V15t v15 . (V15T
= e 1C0S + e 48| ——
4 15 4
d’otu

_ -1 1
o= £ {3(232 + 5+ 2) } (*)
= 1‘1‘67% cos (Jﬁt) + \/E(fi sin <\/1_5t>
2 4 15 4
et la solution est donc donnée par 'expression suivante:

y(t) = Us(t) f(t = 5) — Uno(t) f(t — 20)
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2.2 Reésolution des systémes différentiels

2.2.1 Systéme d’équations différentielles du premier ordre
Exemple 2.2.1 On considére le systéeme différentiel suivant:

y(t) (2.8)

On note:
X(s) = L{z(t)}(s), et Y(s)=L{y(t)}(s)
On applique la transformée de Laplace, et la formule donnant la transformée de Laplace d’une
dérivée permet d’écrire:

{ﬁ{x’(t)}(S) = L{xz(t)}(s) = 2L{y () }(s)
L{y' (1)} (s) = LL{z(1)}(s) + L{y(1)}(s)

qui est équivalent au systéme suivant:

{SX(S) —x(0) = X(s) — 2Y(s) PN {sX(s) —1=X(s)—2Y(s)
sY(s) —y(0) = X(s) + Y(s) ((SYES%)}A(XgS_‘)_ —5}}/((3’)_
A E s B
((s— 1)2—|12)X(3) =s—1
Ve = —X(0)
d’ou
s—1
X($) =752 P+
N

Par la transformée inverse de Laplace, on trouve x et y solutions du systeme 2.8

{ z(t) = L7HX(s)} = el cos(v/2t)

y(t) = LY (5)} = j§ sin(v/3t)
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2.2.2 Systéme d’équations différentielles du second ordre

Exemple 2.2.2 Soit le systeme différentiel du second ordre suivant:

{x”(t) +9/(t) + 3x(t) = 15e™! (2.9)
y"(t) — 42'(t) + 3y(t) = 15sin(2¢) '
avec les conditions initiales suivantes:
{:L‘(O) =35, 2/(0) = —48
y(0) =27, ¥/ (0) = =55
On applique la transformée de Laplace a chaque équation du systéme 2.9, on obtient:
) 15
s°X(s) —3bs +48 + sY'(s) — 27+ 3X(s) = 1
S
2y (s) — 275+ 55 — 4(sX(s) — 35) + 3Y (s) = ——
s?Y (s) s+ (sX(s) )+ 3Y (s) 2
qui est équivalent a:
) 15
(s*+3)X(s) +sY(s) =3bs — 21 +
s+l (2.10)
—4sX 24 3)Y(s) =27s — 195
SX () (52 + 3)Y (5) = 275 — 195+

On commence par résoudre la premiére équation du systeme 2.10, par la méthode de Cramer,
on pose:

2
A= ( SH3s ) telle que ,det(A) # 0

—4s 243
alors,
15
398 — 21 + S
s+1
0
27s — 195 + 23 s+ 3
X(S) _ s°+4
det(A)
_ 35s? — 485 4 300s — 63 15(s* + 3) B 30s
N (s24+1)(s2+9) (s+1)(s2+1)(s2+9)  (s2+1)(s2+4)(s2+9)

30s 45 L 3 n 2s
s24+1 s24+9 s+1 s2+4
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ensuite, on résoud la deuzriéme équation du systeme 2.10:

15
s2+3 3bs—21+
s+1
—4s 275 — 195 + 230
Y(S) _ s2+4
det(A)
_ 27s% —5bs* — 35 — 585 N 60s N 30(s? + 3)
- (s2+1)(s2+9) (s+1)(s24+1)(s24+9)  (s2+1)(s2+4)(s2+9)
30s 60 3 2

210 11 s+l £+14

par la transfomée inverse de Laplace, on obtient:
z(t) = L7 X(s)}(t) = 30cost — 15sin 3t + 3" + 2 cos 2t
y(t) = L7HY (s)}t) = 30 cos 3t — 60sint — 3e" + sin 2¢

2.3 Reésolution d’équations intégrales de Volterra

2.3.1 Equation de Volterra de premiére espéce

Exemple 2.3.1 On considére ’équation intégrale de Volterra de premiere espéce sutvante:

1 —cosx = /OI cos(x — t)u(t) dt (2.11)

En prenant la trasformée de Laplace du produit de covolution, on obtient:

c{ /O xcos(x—t)u(t)dt} (s) = Lfcos(x)}(s)- L{ut)}(s)
s

sachant que la transformée de Laplace d’un produit de convolution de deux fonctions, est le
produit usuel des transfomées de Laplace de chaque fonction.

maintenant, on prend la transformée de Laplace des deux cotés de (2.11), on obtient:

1 S S 1 S

- = U(s) < = U
s s24+1 s241 (s) s(s2+1)  s24+1 (s)
d’ot
1
U(S) = ?

et par la transformée inverse de Laplace, on obtient u(x) = x, sachant que u(z) est la solution
exacte de [’équation intégrale de Volterra de premiére espece.
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2.3.2 Equation de Volterra de seconde espéce

Exemple 2.3.2 On résoud l’équation intégrale de Volterra de seconde espéce suivante:

g(x) — /Ox sin(z — y)g(y) dy = cosx (2.12)

en utilisant la transformée de Laplace de lintégrale de convolution, on obtient:

{ [Msinte ~p)ow) dy} () = L{sina}(s)£{g(@)Hs)
- L

s2+1

En prenant la transformée de Laplace des deuz cotés de (2.12), on trouve:

1 s 1 s
G(s) = 5——=G(s5) = ¥——= =G (1— );
() s2+1 () s2+1 () s2+1 s2+1
ce qui donne

1

G(s) = -

(s) =
par la transformée inverse de Laplace, on obtient:
(1

o) = { b =1

d’ot, g(x) est la solution exacte de l'équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

2.4 Reésolution des équations aux dérivées partielles

Exemple 2.4.1 Soit, a déterminer, la solution u(x,t) de I’équation aux dérivées partielles
sutvante:

ou  0%u

avec les conditions sutvantes:

u(z,0) =sinz, u(0,t) =u(m,t)=0, 0<z <1, t>0

Soit Uz, s) = L{u(x,t)}(s) la transformée de Laplace de u(zx,t).
On applique la transformée de Laplace:

c(3o-efsho
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Or 5 oo §
u < Ju _,
e - st g
£ { ot } (5) /o o’ M
: z au —st
= [ e Z
- . —st1z —st
= ZEIJPOO ([u(:c,t)e 15+ S/o u(z,t)e dt)
+oo
= s/ u(z, t)e ' dt — u(z,0)
0
= sU(z,s) —u(zx,0)
et

0%u ov ou
E{axz}(s) = E{ax}(s), V=

Heo 81} —st
d

+oo
_ cg;/% g(x,t)e“ dt
(o.9] u st
= — —e % dt
djg/o T
+oo
o —st
= ﬁ/o u(x,t)e™* dt
d*U(zx, s)
da?
alors, en combinant les deux résultats, on trouve:

d*U(z, s)
SU(SE, 5) - U(x, 0) = T
d’ou: PU (2. 5)
z,s :
T sU(x,s) =sinx (2.14)

qui est une équation différentielle du second ordre non homogeme. La solution de équation
(2.14) est donc de la forme:
Ulx,s) =Uy(z,s) + Uy(x,s)

telles que: Uy est la solution générale de [’équation homogene et U, est la solution particuliére
de l’équation non homogene.

On commence par calculer la solution générale de [’équation homogeéne:

d2
W—sU(m,s) =0

d’apres 'équation caractéristique associée r* = s, on déduit que \/s el —\/s sont les racines
réélles de l’équation homogéne, alors la solution est de la forme:

Uy(z,s) = eVt 4 Be V5,
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ot a et [ sont des constantes.

La solution particuliére de l’équation non homogene est donnée par:

Up(x7 S) = ’}/Sinx7
" d?U,

gx(f’s) = —7ysinz,

et on a 2

Donc on déduit que v = ———, alors

s+1
sin x

Up(st) = -

s+1
La solution de Uéquation (2.14) est par conséquent égale a

Uz, s) = aeV™® 4 fe™ Ve — S

s+1
Pour déterminer les constantes a et 3, on a d’aprés les conditions initiales:
U(,s)=a+f
U(r,s) = aeV’™ + fe™Vor,
d’otu

U(0, ) = £{u(0,0}(s) = [ w0, dt =0
Ulr,s) = L{u(m, )} (s) = /W

u(m, t)e " dt =0
0
donc

a+pB=0

eV 4 e VT =0=a=8=0
La solution de l’équation (2.14) devient donc:

U(,Z‘7S) _ S T

s+ 1
Finalement, pour obtenir la solution u(x,t) on appliquons linverse de la transformée de Laplace,
c’est-a-dire

(e, ) = £74U G )} = £ {0 ),

s+1
~1f sinz L 1 1 } st
L { S+1}(t)— sinx L {s—i—l (t) = —e "sinz,

alors, la solution de notre équation auzx dérivées partielles est donnée par:

u(r,t) = —e 'sinw.
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Chapitre 3

Quelques applications de la
transformation de Laplace en physique

Dans ce chapitre, deux contextes physique seront traités, soient le mouvement harmonique
(oscillatoire) et les circuits électriques.

3.1 Application de la transformation de Laplace en mé-
canique

Dans cette section, on s’intéresse a des systémes mécaniques générant des vibrations ou des
mouvements oscillatoires. L’étude de ce type de systémes est fondamentale en génie, a tout
ce qui produit ou controle des vibrations (amortisseurs d’autos, par exemple), & des problémes
de rigidité de structures, etc. Pour illustrer ces systémes, un modéle de base trés simple sera
étudié, c’est celui de la masse suspendue a un ressort. L’étude de ce modéle, dans son cas le
plus général, nous aménera a résoudre ’équation différentielle suivante ol y est la position d'un
objet et f(t) est une force extérieure appliquée sur celui-ci:

2

dy | dy _

ou m, b et k sont des constantes positives.

3.1.1 Mouvement harmonique simple

On considére le cas le plus simple, soit celui du mouvement harmonique simple ou il n’y a ni
force extérieure, ni amortissement.

37
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|
!
|

[T
fwv

|
|
|
M

Figure 3.1: Le mouvement harmonique avec un référentiel pour la position

Un ressort de masse négligeable, suspendu a un support fixe, et un objet de masse m,
accroché & I'extrémité libre du ressort. La figure ci-dessus illustre cette situation. A gauche,
on voit seulement le ressort suspendu. Au milieu, on voit 'objet de masse m suspendu au bout
du ressort, qui s’étire alors d’une longueur s, et on considére le tout en équilibre, donc sans
mouvement. Le référentiel de y tracé a droite de la figure, représente la position de I'objet,
avec y = 0 la position d’équilibre. On remarque que y représente également 1’étirement (si
positif ) ou la compression (si négatif ) du ressort par rapport a sa valeur a 1’équilibre.

On applique la deuxiéme loi de Newton: F' = ma avec:

e m est la masse de l'objet

e [ est la somme algébrique des forces s’exercant sur 'objet
e a est I'accélération de I'objet

y représente la position de 'objet par rapport au point d’équilibre, on obtient alors I’équation

différentielle suivante: )

d
ma:F<:>md—t?2J+k:y:0 (3.1)

On détermine expérimentalement la valeur de la constante k£, quand on suspend un objet au
ressort et que celui-ci s’étire d’une longueur s. Au repos, deux forces opposées sont en équilibre,
soient, le poids (qu’on note P et on sait que P = mg) dirigé vers le bas et la tension du ressort
Fg dirigée vers le haut. La somme des 2 forces est nulle puisque 1'objet est au repos. On a

donc:
P+Fr=0 < mg—ks=0

= mg=Fks (3.2)
— k= g
S

Le référentiel est défini avec y = 0 au point d’équilibre, mais aprés avoir suspendu 'objet
au ressort, et pour une position quelconque y pendant le mouvement oscillatoire de 1'objet

-----
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longueur de y-+ s par rapport a sa longueur initiale. L’application de la deuxiéme loi de Newton
nous donne alors:

d2

ma=F=P+Fr — md—tg:mg—k(y—i—s)
d2

— m—dtg:mg—ky—ks

Cependant, comme on a dans le cas d’objet en repos que, mg — ks = 0, on retrouve alors notre
résultat pour le mouvement harmonique simple.

La vitesse de I'objet est bien siir donnée par:
dy
v(it)=—=9y (T
(=L =y
qui est positive désignant un mouvement vers le bas ou négative désignant un mouvement vers
le haut. On considére que la force du ressort est la seule agissant sur 'objet et qu’il n’y a pas

de mouvement avant ¢ = 0, le mouvement débutant a ce moment sous 'effet d’une position
initiale yo = y(0), et d’une vitesse initiale vo = v(0) = 3/(0).

Exemple 3.1.1 Maintenant, on considéere un objet ayant une masse de 200g est suspendu
a un ressort qui s’étire alors de 10cm. On descend ['objet 50cm sous le point d’équilibre et
on le reldche.

Questions:

e Déterminer les équations de la position et de la vitesse de cet objet
e Ou sera 'objet aprés 2 secondes?

e est-ce que l'objet monte ou descend ¥

D’abord, on doit utiliser les unités de base du systéme internationnal SI:

e Les forces en Newtons (N)
o Les longueurs en Métres (m)
e Les masses en kilogrammes (kg)

e Le temps en secondes (s)

On utilise g = 10m/s® comme valeur pour lacceleration due & lattraction gravitationnelle.

1 . L 1 Y
Dans cet exemple, on a: m = gkg, l’étirement initial s = Em, la position initiale

y(0) = 3m et une vitesse initiale y'(0) = Om/s puisqu’on relache lobjet o t = 0.
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On peut déterminer la constante k du ressort en utilisant I’équation 3.2, on obtient
mg = ks = k =20

L’équation différentielle de ce mouvement est donnée par:

d2y
—= 4+ 100y =0
az T

avec:

YO =5, €ty (0)=0

On résoud ’équation par la transfomée de Laplace, ce qui donne:

d? 1 1
L4 dtg' +100y}(s) =0 <= s°Y(s) = 55 +100Y(s) =0 <= Y(s)(s* +100) = s
1 S
— V()= sy
(s) 252+ 100

et par la transformée inverse de Laplace, on obtient la solution y(t):

S

1
m}(t) = — cos(10¢)

u(t) = 567 ;

En évaluant les fonctions position et vitesse pour t = 2s, on trouve
y(2) = 0,204041m et wv(2) = —4,56473m/s

Apres 2 secondes, l'objet est 20,4cm sous le point d’équilibre et il remonte & une vitesse de
4,56m/s. On note également que Uaccélération de lobjet est donnée par:

dv  d?y
CL(t) = E = W = —50 COS(lOt)
At =2s, on a une accélération de a(2) = —20,4m/s%. La vitesse el laccélération étant toutes

deuz négatives, on peut conclure que la grandeur de la vitesse augmente a t = 2s. On a le
graphe de la solution y(t):
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Yo pCl‘IOdC amplitude =

e
I

Figure 3.2: Graphe de la solution

—
AR

3.1.2 Mouvement harmonique amorti

Le mouvement harmonique simple n’est pas trés réaliste, car on sait que tout mouvement oscil-
lant finit par s’arréter. Naturellement, la résistance de 'air devrait donner un amortissement
dans le mouvement, une diminution dans ’amplitude des oscillations et un retour éventuel au
point d’équilibre pour s’arréter.

On va maintenant considérer qu’en plus de la force k, il y aura une force d’amortissement
qui s’applique sur 'objet en mouvement. De par sa nature, cette force s’oppose toujours au
mouvement, que ’objet monte ou descende.

Cette nouvelle force, notée F,, est toujours dirigée a 'opposé du mouvement. On considére
également que celle-ci est proportionnelle a la vitesse, on a:

d
by

F,=—-bv=— F,=—-b—,
dt

avec b >0

Si on remplace cette nouvelle composante a ’équation 3.1, on obtient:

d? d
ma = F' = —y—i-b Y

ky = 0 3.3
az g T (3.3)

ou b est la constante d’amortissement.
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1
Exemples 3.1.1 On considére un objet de masse m = gk:g suspendu G un ressort ayant

une constante (positive) k = 20kg/s*, une position initiale y(0) = oM et une vitesse initiale
de 4m/s vers le bas, donc v(0) = y'(0) = 4m/s.

La vitesse initiale est positive puisqu’elle est dirigée vers le bas, qui est la direction
positive de la position. On ajoute a cette situation une force d’amortissement, avec un

coefficient d’amortissement b = gk‘g/s.

On a l’équation différentielle suivante:

1d?y 12dy

——— 4+ ——+20y=0

5az 5t Y
qui peut étre écrite sous la forme:

dy | dy

— 4+ 12—=+100y =0

az " a T

avec:

W)= ety/(0) =4

par la transfromée de Laplace et la formule de Heaviside, on obtient la solution suivante:

y(t) =e (; cos(8t) + ;sin(St)>

La présence du terme e~ nous confirme que la valeur de y retourne & 0 rapidement,

ce qui est normal d’un point de vue physique. On remarque aussi la présence de fonctions
trigonométriques, veut dire que l’objet devrait osciller de chaque coté du point d’équilibre. Si
on diminue la force d’amortissement, on pourrait s’attendre a un retour plus lent au point
d’équilibre avec plus d’oscillations. Par exemple, Si on reprenait nos données mais avec un

6
coefficient d’amortissement deuz fois plus petit, donc b = gkrg/s, on trouverait la solution

sutvante:

y(t) = 0,763 % sin(9.539t + 0.714)

Dans cette derniére réponse, on constate un terme amortisseur e ' plus faible que dans la
premiere réponse. La figure ci-dessous illustre les deux fonctions position obtenues:
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coeff. d'mmortissement b=——
r 2

, 6
coeff. d'amortissement b= 5
L]

-
(

Figure 3.3: Graphe des solutions obtenues

3.2 Application de la transformation de Laplace en éléc-
tronique

La transformée de Laplace a gagné sa popularité grace a Oliver Heaviside, un ingénieur élec-
tricien, qui I’a utilisée dans le domaine de I’électronique (une branche de la physique appliquée,
qui s’intéresse aux phénomeénes de conduction électrique et aux équipements associés ). En
utilisant la transformée de Laplace, on peut analyser un circuit électrique pour découvrir sa
capacité maximale et déterminer s’il y a un probléme avec le circuit. Cela est essentiel pour
les ingénieurs, en particulier les ingénieurs électriciens, qui doivent s’assurer que les machines
fonctionnent correctement.

3.2.1 Circuit RLC simple

On a le schéma d’un circuit RLC suivant:



44 Applications de la transformation de Laplace

Figure 3.4: Circuit RLC simple

On commence par identifier les différents symboles du circuit et leur signification. Il serait
également utile d’identifier ce qui est utilisé pour mesurer chacun de ces différents éléments du
circuit, afin de pouvoir s’y référer ultérieurement.

Les symboles sont les suivants:

R signifie résistance et se mesure en ohms (€2).

L signifie bobine (ou inducteur) et se mesure en henrys (H).

C signifie condensateur et se mesure en farads (F).

V signifie générateur ou batterie et se mesure en volts (V).
Il convient de noter qu’'un autre symbole couramment utilisé pour V est E lors de la
réalisation de schémas de circuits.

On peut mesurer les charges des condensateurs et les courants en les modélisant par des
fonctions du temps. L’équation utilisée pour modéliser les circuits est la suivante:

V(t)=RI+L + g (3.4)

(@ est la variable utilisée pour représenter la charge d’un circuit. I’équation 3.4 s’explique
par le fait que la chute de tension dans un circuit! est modélisée par les résultats suivants:

e La chute de tension aux bornes d’une résistance d’un circuit est modélisée par RI avec
dQ
I=—.
dt

!Dans un circuit électrique, une chute de tension se produit normalement lorsqu’un courant traverse le cable.
Elle est liée a la résistance ou a 'impédance du flux de courant avec des éléments passifs dans les circuits, y
compris les cables, les contacts et les connecteurs affectant le niveau de chute de tension.
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d d
e Aux bornes d’un inducteur, on a LE’ et comme on sait que [ = dcf’ on peut la simplifier
2

pour obtenir Lﬁ’ qui peut ensuite étre réduite encore plus a LI’

e A travers un condensateur, on a —

C

e Dans un générateur, on a —V

En prenant la transformée de Laplace de cette équation, aprés avoir introduit les valeurs
des différents éléments du circuit, et par la transformée inverse du résultat des calculs, on peut
obtenir une solution finale de notre circuit RLC.

Remarque 3.2.1 Il est nécessaire de noter qu’on a utilisé les lois de Kirchhoff pour obtenir
I’équation 3.4, on a:

1. La loi des noeuds stipule que la somme des intensités des courants qui entrent par un
neud est égale a la somme des intensités des courants qui sortent du méme neud

2. La loi des mailles qui est la deuxieme loi de Kirchhoff, stipulant que dans une maille d’un
réseau €lectrique, la somme des tensions le long de cette maille est toujours nulle

Ces deux lois sont extrémement importantes pour l'analyse des circuits éléctriques, car sans
elles, Iéquation 3.4 qu’on a utilisé pour modéliser le circuit ne fonctionnerait pas.

Maintenant, on montre comment la transformée de Laplace est utilisée dans cet exemple
introductif, en donnant des valeurs aux composants du circuit étudié:

Il

.02 farads

4 henry
20 ohms

)
\'/
Mm

Figure 3.5: Circuit RLC avec valeurs de ses composants étiquetés

D’apreés le schéma ci-dessus, notre circuit comporte une inducteur de 4 henrys, une
résistance de 20 ohms et un condensateur de 0,02 farads. En ce qui concerne la charge et le
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courant, on fixe une condition pour que la charge du condensateur et le courant dans le circuit
soient nuls & ¢ = 0. On cherche & trouver la charge du condensateur a tout moment ¢, ou V'
est égal a 200 volts.

En remplacant ces valeurs dans I'equation 3.4, on obtient:

dl 1

4— + 20+ —Q =2 .
i 0 +0.02Q 00 (3.5)

: aQ . . .
et puisque [ = g I’équation 3.5 devient:

d*Q dQ

4— + 20— =2 .
72 +20 0 +50Q) 00 (3.6)

en raison de notre charge & ¢ = 0 étant nulle, il est important de prendre en compte les
conditions initiales suivantes:
Q(0) =0, et Q'(0) =0
On note que:
d*Q
dt?
L’équation 3.8 peut étre réécrite comme suit:

—Qn e g

Q" +5Q" + 225Q =50 (3.7)

c’est une équation différentielle ordinaire du second ordre. Par la transformée de Laplace, on
obtient:

LQ" +5Q" + 22562 = L50

25 20
= (4= 5Q(0) — Q'(0)) +5(sa — Q(0)) + Sa = (33)
et par les conditions initiales, on a la simplification suivante:
50
q(s* 4+ 5s +12.5) = —
s

d’ou
50

s(s? + bs + 12.5)
L’objectif mainetant est de prendre la transformée de Laplace inverse afin de retrouver un
résultat dans le domaine temporel d’origine.

q:

Puisqu’on ne sait pas qu’elle serait la fonction de la transformée inverse de la fonction
obtenue, on doit la simplifier. Pour commencer, on fait recours a la decomposition en éléments
simples, ce qui permet d’obtenir:

50 _é+ Bs+C (3.9)
s(s245s+12.5) s 82+ 55+ 125 ‘
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alors, on a:
A=4, B=-4, e (C=-20

en remplacant leur valeurs dans ’équation 3.9, on obtient:

50 4 —4s — 20

s(s?+5s+12.5) s T2 +5s+12.5

A partir de 1a, on simplifie le résultat pour ’adapter a la forme des fonctions du tableau des
transformées de Laplace.

50 4 s+ 32 1

- - ~ 10
s(s?+bs+12.5) s (s+2)2+2 (s+232+2

L’équation correspondant désormais au tableau des transformées de Laplace, nous pouvons
prendre la transformée inverse:
4 s+ 32 1 5

5 5
£_1 - 4 - ].0 — 4 — 4 _§t 7t _ 4 —=t 7_[:
{3 (s+3)2+% (s+§)2+%f} e72" cos(5t) — de”= sin(5?)

Ainsi, la charge a tout moment ¢, avec t > 0, est I’équation ci-dessus. On peut voir & quoi cela
ressemble d’aprés le graphe ci-dessous:

]
&
-
=

10

Figure 3.6: Graphe de la solution

Nous pouvons voir sur ce graphe que la charge atteint son maximum un peu aprés 4C' et
qu’elle se stabilise a 4C.

3.2.2 Circuit RLC avec deux branches

Aprés avoir donné un exemple de circuit électrique plutdt basique, on va proposer un autre un
peu plus complexe avec plusieurs branches pour montrer comment la transformée de Laplace
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est utilisée dans un cas plus avancé.

On a un circuit avec deux branches différentes On détermine d’abord quelle est I'intensité
du courant dans chacun des ces circuits. Grace a la deuxiéme loi de Kirchhoff, on sait que la
somme des tensions dans un circuit fermé est nulle, et on peut voir que nos circuits sont fermés
d’aprés la figure ci-dessous. On note par @) le courant autour de la partie supérieure du circuit,
puis de Q’et Q" les courants respectifs qui se divisent au point de jonction, de sorte que:

Q=Q'+q"

150 voits 36 ohms

r Ql/ M\

3h %
Sy 12 ohms Q

mm MN-F

6 henrys : TQ"

24 ohms
JYYT

Figure 3.7: Circuit RLC avec deux branches

Il est également important de poser les conditions initiales suivantes:

Q(0) =0, et Q'(0) =0

On analyse ce circuit. Pour ce faire, on applique la deuxiéme loi de Kirchhoff a ces deux
branches pour obtenir les équations suivantes:

dQ/ dQ//
—12Q" — 24Q)" =
QR —3 o +6 o +24Q" =0
d /
360Q) + Sﬁ +12Q" = 150
en divisant chaque équation par 3, on obtient:
dQl dQ//
—4Q" — 2 8Q" =0
O T T8¢

/

d
12 — 4+ 4Q =
Q + 7 +4Q)" = 50
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On résoud d’abord la premiére équation:

dQl dQII
L(—4Q" — 2 8Q" =0
(—4Q — — - +2— - +8Q")
qui donne:
—4q' — (s¢' = Q'(0)) +2(s¢" — Q(0)) +8¢" = 4q¢' —sq +2sq+ 8¢ (3.10)
= (s+4)¢ — (25 +8)q" (3.11)
d’on

(s+4)d = (2s+8)¢" <~ ¢ =2¢"

On passe a la deuxiéme équation, en appliquant la deuxiéme loi de Kirchhoff, on peut la modifier
pour obtenir ce qui suit:

d /
Q + SQI + 6@” — 50
dt
La raison en est de pouvoir uiliser la transformée de Laplace:
d /
L( © +8Q" +6Q") = L(50)

dt
d’ou £
(¢~ Q(0)) +8¢' + 64" =
et par les conditions initiales, I’équation devient:
50
(5 +8)q +64" =
s

Puisque ¢’ = 2¢”, on obtient:

50 50
"(10s+14) = = = ¢l = ——
¢"(10s+14) = = 7= 5(10s + 14)

par la transformée de Laplace inverse, on arrive a:

50
,C_l mn — ﬁ_l
(") (0s + 19
dou 25 1,25
Q// _ 7 _ 6%t7
on déduit que:
105 u2
T 7

On rappelle qu’'on a Q = Q' + Q”, il s’ensuit que:

225 50 7,2
7T 7

2
Q="
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alors - o5
7
= — — 3es’
¢ 7 7
A tout moment ¢, avec t > 0, la tension du circuit aura la valeur indiquée par I’équation
donnée par (). Le graphe suivant permet de bien comprendre ce que cela signifie:

=150

=200

Figure 3.8: Graphe de la solution

Ce graphe montre que la charge diminue de maniére exponentielle et qu’elle continuera a

baisser.
>k
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Annexe A

Annexe

Tableau de transfomées de Laplace

o

1 ou u()

" (n entier positif)

e at

s+a

re 4t

(s+a)?

sin(ew 1)

w
5% + w?

cos(m )

5
52 + w?

e “!'sin(w 1)

w
(s+ @) +w?

e “fcos(wi)

s+a
(s+ @) +w?

2
tsin(w t) #
(s +w?)
2. 2
tcos(w ) 57“)2
(sz +mz)
t",neR,n>—1 1(;111])
—as
u(t—a) <
s
5(1) 1
S5(t—a) et
{
%;ffm sF(s)— f(0)
d2
(”J: — (0 s2E(s) — s f(0)— f7(O)
d"f 5 -
T 7w sPE(s)— s f(0)—s"2 F/0)—...— FO1(0)
et f(n) F(s+a)
dn §
" F(8) (D" 75 F)

glt) u(t—a)

e S L gt + a)}




(2 +w?)°

F(s) f
e “F(s) flt—a)u(t—a)
F(s) t
T fuf(T)dT
f
F(s)-G(s) ‘f; f@gi-ndr=f(D=g)=(f =21
i [,”_1
sh (n=1)!
1 1‘n—le—m
(s+a)" (n=1)!
1 1.
= —sin(wt)
¢+ w* ]
1 1
Z—at g
TR we sin(wi)
: - (sin(w?)—wicos(w!))
(52+w2]2 3P sin(wf)—witcos(w
s

i (tsin{w))
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Conclusion

La transformée de Laplace a rapidement gagné une grande popularité et s’est imposée comme
un élément indispensable pour ceux qui se destinent aux mathématiques, & 'ingénierie, a la
physique et & d’autres sciences. Elle fait désormais partie intégrante de la science moderne et
est utilisée dans un grand nombre de disciplines, qu’elle soit utilisée dans 1’analyse des circuits
électriques, en mécanique, dans le traitement des signaux ou méme pour la modélisation de
la désintégration radioactive en physique nucléaire. Ses applications sont nombreuses, et sans
elle, plusieurs de nos avancées technologiques auraient été freinées.

)
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