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✸✳✶✳✶ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✸✳✶✳✷ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♠♦rt✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ é❧é❝tr♦♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✷✳✶ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ s✐♠♣❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✷✳✷ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

❆♥♥❡①❡ ✺✵

❆ ❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s❢♦♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✺✶

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✺✺

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✺✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s♦♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊❧❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés✱ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳✳✱ ♠❛✐s ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐té rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ e−st ❞❛♥s s❛ ❢r♦♠✉❧❡
✐♥té❣r❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✈❛st❡ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① s❡✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛✉s❛❧❡s ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ♣❛rt✐❝✲
✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧✬ét❛t à ✉♥ ✐♥st❛♥t
❞♦♥♥é ✭♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ ♣♦s❛♥t t = 0✮✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❣✐ss❛♥t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ à
❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t t > 0✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r f(t) q✉❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ❞✉ s②stè♠❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛♥❛❧②s❡
❧✐♥é❛✐r❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s✱ ❡t ❝✬❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

❈❍❆P■❚❘❊ ✶✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉①✱ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❛✉ss✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✳

❈❍❆P■❚❘❊ 2✿ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡s✿

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧és ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✱
❞❡ s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s✱ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❱♦❧❡rr❛ ❡t ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳

✼



✽ ❚❆❇▲❊ ❉❊ ▼❆❚■➮❘❊❙

❈❍❆P■❚❘❊ 3✿ ◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡✿

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞é❞✐é à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥
♣❤②s✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ ♦ù ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ♣❤②s✐q✉❡ s❡r♦♥t tr❛✐tés✱ s♦✐❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡ ✭♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✮ ❡t ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr✐q✉❡s✳ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞ét❛✐❧❧é❡s s❡r♦♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❛①❡✿

❼ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❛♠♦rt✐✱ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✳

❼ ▲❡ ❝✐r❝✉✐t ❘▲❈ s✐♠♣❧❡ ❡t ❞♦✉❜❧❡✱ ❡♥ é❧é❝tr♦♥✐q✉❡✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡
♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡t ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s♦♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

T : A −→ B
f 7−→ F (s) =

∫

I
K(s, t)f(t) dt, ✭✶✳✶✮

♦ù A ❡t B ❞és✐❣♥❡♥t ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ I ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ■❘ ❡t K(s, t) ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❡❧❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛♣♣❡❧é❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r F ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❤♦✐① s✉✐✈❛♥t✿

I = ■❘, s = y ∈ ■❘ ❡t K(s, t) = e−ist

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ L ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t✿

I = ■❘+, s = x+ iy ∈ ■❈ ❡t K(s, t) = e−st

❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ A ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : ■❘ −→ ■❈

q✉✐ s♦♥t ❝❛✉s❛❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡ f(t) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t < 0✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ f : ■❘ −→ ■❈ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❧✬❛①❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ♣✉r✿

L{f(t)}(iy) =
∫ +∞

0
f(t)e−iyt dt ✭✶✳✷✮

=
∫ +∞

−∞
f(t)e−iyt dt ✭✶✳✸✮

= F{f(t)}(y) ✭✶✳✹✮

✾



✶✵ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❡①❡♠♣❧❡s

❉❛♥s t♦✉t ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ■❑ ❞és✐❣♥❡r❛ ■❘ ♦✉ ■❈✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ■❘ −→ ■❑ ❡st ❞✐t❡ ❝❛✉s❛❧❡ s✐ f(t) = 0 ♣♦✉r t♦✉t t < 0✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳✶ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : ■❘ −→ ■❑ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡✱
✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✲✉♥✐té U(t) ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ H(t) ❡t
❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✮✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

U(t) =
{

1 t ≥ 0
0 t < 0

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❑ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘✳ ▲❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ f ✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭ré❡❧❧❡ ♦✉
❝♦♠♣❧❡①❡✮ s q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

F (s) =
∫ ∞

0
f(t)e−st dt

f(t) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ F ❡t F (s) ❡st ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ f ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱
❡t ♦♥ é❝r✐t✿

F (s) = L{f(t)}(s)

❊①❡♠♣❧❡s ✶✳✶✳✶

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✲é❝❤❡❧♦♥ ✉♥✐té U ✿

L{U(t)}(s) =
∫ +∞

0
U(t)e−st dt =

∫ +∞

0
e−st dt =

[

e−st

s

]+∞

0

=
1

s
♣♦✉r Re(s) > 0

✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ eat✱ ♦ù a ∈ ■❈✿

L{eat}(s) =
∫ +∞

0
eate−st dt =

∫ +∞

0
e(a−s)t dt =

1

s− a
= L{U(t)}(s−a) ♣♦✉r Re(s) > Re(a)

✶✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❑ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f s♦✐t à ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡✿

∃(M,α) ∈ ■❘+ × ■❘, ∀t ∈ ■❘∗
+, |f(t)| ≤ Meαt

❙❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ F (s) = L{f(t)}(s) ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ ■❈ t❡❧ q✉❡
Re(s) > α✳



✶✳✸✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❉❊ ▲❆P▲❆❈❊ ✶✶

Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

∀t ∈ ■❘∗
+ × ■❈, |f(t)e−st| ≤ M |e(α−s)t| = Me(α−Re(s))t

♣❛r ❝♦♥séq✉❛♥t✿
∫ +∞

0
|f(t)e−st| dt ≤ M

∫ +∞

0
e(α−s)t dt =

M

Re(s)− α
< +∞, ♣♦✉r Re(s) > α

✶✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✳✸✳✶ ▲✐♥é❛r✐té

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ❙♦✐❡♥t (λ, µ) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t f, g : ■❘ −→ ■❑ ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛✉s❛❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r ■❘✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ (λf +µg) ❡st
❞é✜♥✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t s ❞❡ ■❈ ♦ù L{f(t)}(s) ❡t L{g(t)}(s) s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐❡s✱ ❡t ❡♥
✉♥ t❡❧ s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{λf(t) + µg(t)}(s) = λL{f(t)}(s) + µL{g(t)}(s)

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✳
❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✶ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ cos(ωt) ❡t sin(ωt)✱ ♦ù ω ∈ ■❘✿

L{cos(ωt)}(s) = L
{

1

2

(

eiωt + e−iωt
)

}

(s)

=
1

2

(

L{eiωt}(s) + L{e−iωt}(s)
)

=
1

2

(

1

s− iω
+

1

s+ iω

)

=
s

s2 + ω2
, ♣♦✉r Re(s) > 0

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✿

L{sin(ωt)}(s) = ω

s2 + ω2
, ♣♦✉r Re(s) > 0

✶✳✸✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡

❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ fλ(t) = f(λt)✱ ♦ù λ ∈ ■❘∗
+

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✷ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ fλ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥

s

λ
✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{fλ(t)}(s) =
1

λ
L{f(t)}( s

λ
)



✶✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

Pr❡✉✈❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u = λt✱ du = λdt✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{f(λt)}(s) =
∫ +∞

0
f(λt)e−st dt

=
1

λ

∫ +∞

0
f(u)e−

1

λ
su du

=
1

λ
L{f(t)}( s

λ
)

=
1

λ
F (

s

λ
)

✶✳✸✳✸ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❧❛té❡

❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ Tt0(t) = f(t− t0)✱ ♦ù t0 ∈ ■❘
∗
+

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ Tt0 ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ✐❧
❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ f ✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{Tt0(t)}(s) = e−t0sL{f(t)}(s)

Pr❡✉✈❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ♣r♦✉✈❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ u = t− t0✱ du = dt✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{f(t− t0)}(s) =
∫ +∞

0
f(t− t0)e

−st dt

=
1

λ

∫ +∞

0
f(u)e−(u+t0)s du

= e−t0sL{f(t)}(s)
= e−t0sF (s)

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳✷ ❙♦✐t (a, b) ∈ (■❘∗
+)

2✱ t❡❧ q✉❡ 0 < a < b✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✿

f(t) =
{

1 s✐ a < t < b
0 s✐♥♦♥

P♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t t✱ f(t) ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

f(t) = U(t− a)− U(t− b)

P❛r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{f(t)}(s) = L{U(t− a)}(s)− L{U(t− b)}(s)

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡t❛r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

L{f(t)}(s) = (e−as − e−bs)L{U(t)}(s) = e−as − e−bs

s
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✶✳✸✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✶ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❈ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ■❘∗
+✱ t❡❧❧❡ q✉❡✿

✶✳ f(0+) = lim
t→0+

f(t) ❡①✐st❡ ✭❞❛♥s ■❈✮

✷✳ ∃(M,α) ∈ ■❘+ × ■❘, ∀t ∈ ■❘∗
+, |f(t)| ≤ Meαt

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ L{f ′

(t)}(s) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L{f ′

(t)}(s) = sL{f(t)}(s)− f(0+)

Pr❡✉✈❡✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ f ❡st C1 s✉r ■❘∗
+✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✭✷✮ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠é❡ L{f(t)}(s) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[✳

❊♥ ✜①❛♥t s ∈]α,+∞[✱ ♦♥ ❛ |f(t)e−st| ≤ Me(α−s)t ♣♦✉r t♦✉t t ∈ ■❘
∗
+✱ ❡t α − s < 0 s✐ ❜✐❡♥

q✉❡✿
[

f(t)e−st
]+∞

0
= −f(0+)

❯♥ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡✿

L{f ′

(t)}(s) =
∫ +∞

0
f

′

(t)e−st dt ✭✶✳✺✮

=
[

f(t)e−st
]+∞

0
+ s

∫ +∞

0
f(t)e−st dt ✭✶✳✻✮

= −f(0+) + sL{f(t)}(s) ✭✶✳✼✮

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸✳✶ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❈ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ Cn s✉r ■❘∗
+✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s

❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s✱ ♣♦✉r n ∈ ■◆∗✿

✶✳ ∀k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, fk(0+) = lim
t→0

fk(t) ❡①✐st❡ ✭❞❛♥s ■❈✮

✷✳ ∀k ∈ {0, 1, ..., n− 1}, ∃(Mk, α) ∈ ■❘+ × ■❘, ∀t ∈ ■❘∗
+, |fk(t)| ≤ Mke

αt

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ L{fn(t)}(s) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L{f ′

(t)}(s) = snL{f(t)}(s)− sn−1f(0+)− ...− f (n−1)(0+) ✭✶✳✽✮

= snL{f(t)}(s)−
n−1
∑

k=0

skfn−1−k(0+) ✭✶✳✾✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ f ✈ér✐✜❡♥t✿

f (n−1)(0+) = f(0+) = 0

❛❧♦rs
L{fn(t)}(s) = snL{f(t)}(s), ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[



✶✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✳✸✳✺ ❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸✳✷ f : ■❘ −→ ■❈ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ■❘+✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ s✉r ■❘+ ♣❛r ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ f s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥ 0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐
✈ér✐✜❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L
{
∫ t

0
f(u) du

}

(s) =
1

s
L{f(t)}(s)

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡✿

L{f(t)} (s) = sL
{
∫ t

0
f(u) du

}

(s)

✶✳✸✳✻ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✷ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❈ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ■❘∗
+✱ ✈ér✐✜❛♥t✿

∀k ∈ {0, 1}, ∃α ∈ ■❘ ∃Mk ∈ ■❘
∗
+, |fk(t)| ≤ Mke

αt

❙✐ f(0+) = lim
t→0+

f(t) ❡①✐st❡ ✭❞❛♥s ■❈✮✱ ❛❧♦rs✿

f(0+) = lim
s→+∞

sL{f(t)}(s)

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ L{f(t)}(s) ❡t L{f ′

(t)}(s) s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t s ∈]α,+∞[✱ ❡t t❡❧❧❡s
q✉❡✿

sL{f(t)}(s)− f(0+) = L{f ′

(t)}(s)
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t s ✜①é ❞❛♥s ]α,+∞[✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |f ′

(t)e−st| ≤ M1e
(α−s)t✱ q✉✐ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡

♣♦✉r t♦✉t t ∈ ■❘
∗
+✱ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡✿

L{f ′

(t)}(s) =
∣

∣

∣

∣

∫ +∞

0
f

′

(t)e−st dt

∣

∣

∣

∣

✭✶✳✶✵✮

≤
∫ +∞

0
|f ′

(t)e−st| dt ✭✶✳✶✶✮

≤ M1

∫ +∞

0
e(α−s)t dt ✭✶✳✶✷✮

=
M

s− α
✭✶✳✶✸✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✿
lim

s→+∞
L{f ′

(t)}(s) = 0



✶✳✸✳ P❘❖P❘■➱❚➱❙ ❉❊ ▲❆ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼➱❊ ❉❊ ▲❆P▲❆❈❊ ✶✺

❡t ❞♦♥❝
f(0+) = lim

s→+∞
sL{f(t)}(s)

✶✳✸✳✼ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✜♥❛❧❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✸✳✸ ❙♦✐t f : ■❘ −→ ■❈ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1 s✉r ■❘∗
+✱ t❡❧❧❡ q✉❡ f

′

❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘✱ ♦♥ ❛✿

✶✳ f(0+) = lim
t→0+

f(t) ❡t f(+∞) = lim
t→+∞

f(t) ❡①✐st❡♥t ✭❞❛♥s ■❈✮✱

✷✳ L{f(t)}(s) ✭r❡s♣✳ L{f ′

(t)}(s) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r Re(s) > 0 ✭r❡s♣✳ Re(s) ≥ 0✮

✸✳ f(+∞) = lim
s→0+

sL{f(t)}(s)

Pr❡✉✈❡✳
✶✳ P♦✉r t♦✉t (t1, t2) ∈ (■❘∗

+)
2✱ ♦♥ ❛✿

∫ t2

t1
f

′

(t) dt = f(t2)− f(t1)

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ f ′ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✿

f(0+) = lim
t→0+

f(t) ❡t f(+∞) = lim
t→+∞

f(t) ❡①✐st❡♥t ✭❞❛♥s ■❈✮

✷✳ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ■❘∗
+ ❡t ❛❞♠❡t ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ✜♥✐❡s ❡♥ 0+ ❡t ❡♥ +∞✱ ❛❧♦rs f ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r

■❘+

✸✳ ❈♦♠♠❡ f ′ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ■❘✱ L{f ′(t)}(s) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r Re(s) ≥ 0✳
❊t ❝♦♠♠❡ f ❡st ❜♦r♥é❡ s✉r ■❘+✱ L{f(t)}(s) ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r Re(s) > 0✱
❡t ♣♦✉r t♦✉t s ∈]0,+∞[✱ ♦♥ ❛✿

sL{f(t)}(s)− f(0+) = L{f ′(t)}(s)

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t s ∈]0,+∞[✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |f ′(t)e−st| ≤ |f ′(t)| ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t
t ∈ ■❘+✱ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡✿

lim
s→0+

L{f ′(t)}(s) =
∫ +∞

0
lim
s→0+

(f ′(t)e−st) dt ✭✶✳✶✹✮

=
∫ +∞

0
f ′(t) dt ✭✶✳✶✺✮

= f(+∞)− f(0+) ✭✶✳✶✻✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✿
lim
s→0+

(sL{f(t)}(s)− f(0+)) = f(+∞)− f(0+)

❉✬♦ù
lim
s→0+

sL{f(t)}(s) = f(+∞)



✶✻ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✳✹ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✶ ❙♦✐❡♥t f ❡t g ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛✉s❛❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉r ■❘ ❞♦♥t
❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ■❈✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ s0 ∈ ■❘ t❡❧
q✉❡

L{f(t)}(s) = L{g(t)}(s), ♣♦✉r t♦✉t s ∈]s0,+∞[,

❛❧♦rs ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g s♦♥t é❣❛❧❡s s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❧✬✉♥❡
♦✉ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛✉s❛❧❡ f ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ■❘ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ F ✱ ♦♥ ❞✐t ❞♦♥❝ q✉❡
f ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦✉ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ❞❡ F q✉✬♦♥ ♥♦t❡✿

f(t) = L−1{F (s)}(t)

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳✶ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ✱ ♥♦té❡ f ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r✿

f(t) =
1

2iπ

∫ +∞

−∞
F (s)est ds

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s
✐♥✈❡rs❡s✳

✶✳✹✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✶✳✹✳✷ ▲✐♥é❛r✐té

▲❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❝❛❝❧✉❧❡r
❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✿

❼ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✳

❼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ é❧é♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣❛r é❧é♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✶ ❖r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ F (s) =
1

s3(s2 + 1)
✳

❖♥ ❛✿

F (s) =
(1− s2)(1 + s2) + s4

s3(s2 + 1)

=
1

s3
− 1

s
+

s

s2 + 1
P❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

f(t) = L−1{F (s)}(t) = L−1{ 1

s3
}(t)− L−1{1

s
}(t) + L−1{ s

s2 + 1
}(t)

❡t ❞✬❛♣rès ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡s ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

f(t) = L−1{F (s)}(t) = t2

2
− 1 + cos(t)



✶✳✹✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼❆❚■❖◆ ■◆❱❊❘❙❊ ❉❊ ▲❆P▲❆❈❊ ✶✼

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ✭❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✮ ❬✸❪

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✿

F (s) =
P (s)

Q(s)

♦ù
Q(s) = (s− r1)(s− r2)(s− r3)...(s− rn)

❛✈❡❝✱ ❧❡s rk s♦♥t t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ✐♥❢èr✐❡✉r ❛✉ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
Q✱ (dP < dQ = n)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡✿

f(t) = L−1{F (s)}(t) =
n
∑

k=1

P (rk)

Q′(rk)
erkt

✶✳✹✳✸ ❍♦♠♦t❤ét✐❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡

Pr♦♣r✐été ✶✳✹✳✶ ❬✼❪

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ t 7−→ f
(

t

λ

)

❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡

❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ F ❞❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ λs✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L{f
(

t

λ

)

}(s) = λF (λs)

❞✬♦ù
L−1{λF (λs)}(t) = 1

λ
f
(

t

λ

)

✶✳✹✳✹ ❚r❛♥s❧❛té❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡

Pr♦♣r✐été ✶✳✹✳✷ ❬✼❪

P♦✉r t♦✉t (s, t) ∈ ■❈× ■❘+✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ U(t)(eatf(t)) ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ F ❞❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s− a✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L{eatf(t)}(s) = L{f(t)}(s− a)

❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✿
L−1{F (s− a)}(t) = eatf(t)

❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞✬✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡❧❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣❛r e−at ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ t❡♠♣s ♣r♦❞✉✐r❛ ✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ a ✉♥✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✳



✶✽ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉
❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✷ ▲✬♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ F (s) =
s+ a

(s+ a)2 + ω2
✳

❖♥ ❛✿
L−1{F (s)}(t) = eat cos(ωt)

✶✳✹✳✺ ❉ér✐✈é❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✷ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞♦♥❝ f ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ♣♦✉r t ≥ 0 ❡t ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✬♦r❞r❡ α✳
❙❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡①✐st❡ ✭♣♦✉r s > α✮✱ ❡t ♦♥ ❛✿

L{tnf(t)}(s) = (−1)n
dnF

dsn

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❞ér✐✈❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✿

d

ds
F (s) =

d

ds

∫ +∞

0
f(t)e−st dt

=
∫ +∞

0

d

ds
f(t)e−st dt

=
∫ +∞

0
(−t)f(t)e−st dt

= −
∫ +∞

0
tf(t)e−st dt

= −L{tf(t)}(s)

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✿

L{tf(t)}(s) = −dF

ds

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✹✳✷ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ F ❞❡ f ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡t ✐♥✲
❞é✜♥✐♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡✿

L{tnf(t)}(s) = (−1)nF (n)(s)

✶✳✹✳✻ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ❡st ♥♦té f ∗ g ❡t ❡st
❞❡✜♥✐ ♣❛r✿

(f ∗ g)(t) =
∫ +∞

−∞
f(t− u)g(u) du



✶✳✹✳ ❚❘❆◆❙❋❖❘▼❆❚■❖◆ ■◆❱❊❘❙❊ ❉❊ ▲❆P▲❆❈❊ ✶✾

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✹✳✸ ❬✸❪

❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡s✿

L{f(t)}(s) = F (s) L{g(t)}(s) = G(s)

❆❧♦rs✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛ é❣❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❞✉✐t ✉s✉❡❧ ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✿

L{(f ∗ g)(t)}(s) = F (s) ·G(s)

❡t ♦♥ ❛✿
L−1{F (s) ·G(s)}(t) = (f ∗ g)(t)



✷✵ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✷✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❉✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

✷✳✶✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✶ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡✿

{

y′(t)− y(t) = tet,
y(0) = −1

✭✷✳✶✮

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❛✿

L{y′(t)− y(t)}(s) = L{tet}(s)

❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

L{y′(t)}(s)− L{y(t)}(s) = L{tet}(s) ⇐⇒ sL{y(t)}(s)− y(0)− L{y(t)}(s) = L{tet}(s)
⇐⇒ Y (s)(s− 1) + 1 =

1

(s− 1)2

⇐⇒ Y (s) =

(

1

(s− 1)2
− 1

)

1

(s− 1)

⇐⇒ Y (s) =
1

(s− 1)3
− 1

(s− 1)

✷✶



✷✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❡♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ y(t)
q✉✐ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✷✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)
= L−1

{

1

(s− 1)3
− 1

s− 1

}

(t)

=
1

2
L−1

{

2

(s− 1)3

}

(t)− L−1
{

1

s− 1

}

(t)

=
1

2
t2et − et

= et
(

t2

2
− 1

)

❞✬♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ ✷✳✶ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ y(t) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

y(t) = et
(

t2

2
− 1

)

✷✳✶✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ❝♦♥st❛♥ts

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✷ ❙♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿

{

y′′(t) + 4y′(t) + 3y(t) = 2e−2t,
y(0) = 0, y′(0) = 1

✭✷✳✷✮

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ s❛ ❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈é❡✱
♦♥ ❛✿

L{y′′(t)}(s) + 4L{y′(t)}(s) + 3L{y(t)}(s) = 2L{e−2t}(s)
❞❡ ♣❧✉s✱

⇐⇒ (s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) + 4(sY (s)− y(0)) + 3Y (s) = 2
(

1

s+ 2

)

⇐⇒ Y (s)(s2 + 4s+ 3)− 1 =
2

s+ 2

⇐⇒ Y (s) =
(

2

s+ 2
+ 1

)(

1

s2 + 4s+ 3

)

⇐⇒ Y (s) = 2

(

1

(s+ 2)(s2 + 4s+ 3)

)

+
1

s2 + 4s+ 3

⇐⇒ Y (s) = 2

(

1

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)

)

+
1

(s+ 1)(s+ 3)

P❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

Y (s) = 2

(

a

s+ 1
+

b

s+ 2
+

c

s+ 3

)

+
a′

s+ 1
+

b′

s+ 3

=
3

2

(

1

s+ 1

)

− 2
(

1

s+ 2

)

+
1

2

(

1

s+ 3

)



✷✳✶✳ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ❉✬➱◗❯❆❚■❖◆❙ ❉■❋❋➱❘❊◆❚■❊▲▲❊❙ ▲■◆➱❆■❘❊❙ ✷✸

❛✈❡❝✿ a =
1

2
, b = −1 c =

1

2
, a′ =

1

2
, ❡t b′ = −1

2
❡♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)
= L−1

{

−2
(

1

s+ 2

)

+
3

2

(

1

s+ 1

)

+
1

2

(

1

s+ 3

)}

(t)

=
3

2
L−1

(

1

s+ 1

)

(t)− 2L−1
{

1

s+ 2

}

(t) +
1

2
L−1

{

1

s+ 3

}

(t)

=
3

2
e−t − 2e−2t +

1

2
e−3t

❞✬♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✷✿

y(t) =
3

2
e−t − 2e−2t +

1

2
e−3t

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳✶ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡
♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✿

❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢r♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥ ❛ tr♦✉✈é✿

Y (s) =
(

2

s+ 2
+ 1

)(

1

s2 + 4s+ 3

)

❡t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❡st ❛rr✐✈é à✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)
= L−1

{

s+ 4

(s+ 2)(s2 + 4s+ 3)

}

(t)

q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

y(t) = L−1

{

3
∑

i=1

P (ri)

Q′(ri)
erit

}

(t)

❛✈❡❝ ri s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞✉ Q(s)✳ ❖♥ ♣♦s❡✿

P (s) = s+ 4, Q(s) = (s+ 2)(s2 + 4s+ 3) ❡t Q′(s) = 3s2 + 12s+ 11

♦r✱ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Q(s) s♦♥t✿ r1 = −2, r2 = −1, r3 = −3
❆❧♦rs✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

y(t) =
P (−1)

Q′(−1)
e−t +

P (−2)

Q′(−2)
e−2t +

P (−3)

Q′(−3)
e−3t

=
3

2
e−t − 2e−2t +

1

2
e−3t

q✉✐ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✷



✷✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✸ ❙♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿






y′′(t)− 5

2
y′(t) + y(t) = −5

2
sin t

y(0) = 0, y′(0) = 2
✭✷✳✸✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

L{y′′(t)− 5

2
y′(t) + y(t)}(s) = L

{

−5

2
sin t

}

(s)

❡t ♣❛r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❛✿

L{y′′(t)}(s)− 5

2
L{y′(t)}(s) + L{y(t)}(s) = −5

2
L{sin t}(s)

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✿

⇐⇒ (s2Y (s)− sy(0)− y′(0))− 5

2
(sY (s)− y(0)) + Y (s) = −5

2

(

1

s2 + 1

)

⇐⇒ Y (s)
(

s2 − 5

2
s+ 1

)

− 2 = − 5

2(s2 + 1)

⇐⇒ Y (s) =

(

− 5

2(s2 + 1)
+ 2

)

(

2

2s2 − 5s+ 2

)

⇐⇒ Y (s) =
4s2 − 1

(s2 + 1)(2s2 − 5s+ 1)

♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)
= L−1

{

4s2 − 1

(s2 + 1)(2s2 − 5s+ 1)

}

(t)

❡♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✿

y(t) = L−1

{

4
∑

i=1

P (ri)

Q′(ri)
erit

}

(t)

❛✈❡❝✱ ❧❡s ri s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ Q(s)✱ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r✿

❼ (i) ❡t (−i) s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (s2 + 1)

❼

(

1

2

)

❡t (2) s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ (2s2 − 5s+ 2)

❡t ♦♥ ❛✿ P (s) = 4s2 − 1 ❡t Q
′

(s) = 8s3 − 15s2 + 8s− 5✳
♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

y(t) =
P (i)

Q′(i)
eit +

P (−i)

Q′(−i)
e−it +

P (1
2
)

Q′(1
2
)
et/2 +

P (2)

Q′(2)
e2t
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❞✬♦ù✿
y(t) =

−5

10
eit +

−5

10
e−it +

0

−15
4

et/2 +
15

15
e2t

=
−1

2
eit +

−1

2
e−it + e2t

= −
(

eit + e−it

2

)

+ e2t

= − cos t+ e2t

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②sè♠❡ ✷✳✸

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✹ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

y′′(t)− 2y′(t)− 2y(t) + 3
∫ t

0
y(τ)dτ = 3− 3et ✭✷✳✹✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿
y(0) = 0 ❡t y′(0) = 1

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

L
{

y′′(t)− 2y′(t)− 2y(t) + 3
∫ t

0
y(t)dt

}

(s) = L{3− 3et}(s)

P❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❡t ❧❛ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥
tr♦✉✈❡✿

L{y′′(t)}(s)− 2L{y′(t)}(s)− 2L{y(t)}(s) + 3L
{
∫ t

0
y(t)dt

}

(s) = 3L{1}(s)− 3L{et}(s)

⇐⇒ (s2Y (s)− sy(0)− y′0)− 2(sY (s)− y(0))− 2Y (s) +
3

s
Y (s) = 3

(

1

s

)

− 3
(

1

s− 1

)

⇐⇒ Y (s)
(

s2 − 2s− 2 +
3

s

)

− 1 =
3

s
− 3

s− 1

⇐⇒ Y (s) =

(

−3 + s2 − s

s(s− 1)

)

(

s

s3 − 2s2 − 2s+ 3

)

⇐⇒ Y (s) =
s2 − s− 3

(s− 1)(s− 1)(s2 − s− 3)

⇐⇒ Y (s) =
1

(s− 1)2

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ y(t)✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ q✉✐
❞♦♥♥❡✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)
= L−1

{

1

(s− 1)2

}

(t)

= tet

❞✬♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✸✿
y(t) = tet



✷✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✷✳✶✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✺ ❙♦✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❛✈❡❝ s❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿

{

ty′′(t) + y′(t) + 4ty(t) = 0,
y(0) = 3, y′(0) = 0.

✭✷✳✺✮

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

L{ty′′(t)}(s) + L{y′(t)}(s) + L{4ty(t)}(s) = 0

❡t ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r tn✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

− d

ds
(s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) + (sY (s)− y(0))− 4

dY

ds
(s) = 0

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✿

(s2 + 4)
dY

ds
(s) + sY (s) = 0

❞✬♦ù
dY

Y
(s) +

sds

s2 + 4
= 0

✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡✿

lnY (s) +
1

2
ln(s2 + 4) = C

❛✈❡❝

Y (s) =
C̃√
s2 + 4

♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

y(t) = L−1{Y (s)}(t)

= L−1{ C̃√
s2 + 4

}(t)

= C̃J0(2t)

♦r✱ J0(t) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ❞✬♦r❞r❡ ③ér♦✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

J0(t) = 1− t2

22
+

t4

2242
− t6

224262
+ ...
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s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

L{J0(t)}(s) =
1

s
− 1

22
2!

s3
+

1

2242
4!

s5
− 1

224262
6!

s7
+ ...

=
1

s

[

1− 1

2

1

s2
+

1 · 3
2 · 4

1

s4
− 1 · 3 · 5

2 · 4 · 6
1

s6
+ ...

]

=
1

s

[

(

1 +
1

s2

)−1/2
]

=
1√

s2 + 1

❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛✿

L{J0(2t)}(s) =
1

a

1
√

(s/a)2 + 1

=
1√

s2 + 22

■❧ r❡st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r C̃✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡✿

y(0) = C̃J0(0) = C̃ = 3

❞✬♦ù✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

y(t) = 3J0(2t)

✷✳✶✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❛✈❡❝ s♦✉r❝❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✻ ❙♦✐t à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

y′′(t) + 4y(t) = f(t) ✭✷✳✻✮

❛✈❡❝✿

f(t) =
{

2 s✐ 0 < t < 4
0 s✐ t > 4

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿ y(0) = 2 ❡t y′(0) = 0.

❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ f(t) à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✲✉♥✐té✿

f(t) = 2− 2U(t− 4)

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

L{y′′ + 4y}(s) = L{2− 2U(t− 4)}(s) ⇐⇒ (s2Y (s)− sy(0)− y′(0)) + 4Y (s) =
2

s
− 2

s
e−4s

⇐⇒ (s2 + 4)Y (s)− 2s =
2

s
− 2

s
e−4s

⇐⇒ Y (s) =
2

s(s2 + 4)
− 2

s(s2 + 4)
e−4s +

2s

s2 + 4



✷✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❡♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èrs t❡r♠❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

Y (s) =

(

1

2s
− s

2(s2 + 4)

)

−
(

1

2s
− s

2(s2 + 4)

)

e−4s +
2s

s2 + 4

=

(

1

2s
+

3s

2(s2 + 4)

)

−
(

1

2s
− s

2(s2 + 4)

)

e−4s

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢r♦♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èrs t❡r♠❡s✱
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✿

y(t) =
1

2
+

3

2
cos(2t)− L−1

{(

1

2s
− s

2(s2 + 4)

)

e−4s

}

(t)

❡t ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ r❡st❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✿ L{f(t− a)U(t− a)}(s) = e−asF (s)✱
♦♥ ♣♦s❡✿

F (s) =
1

2s
− s

2(s2 + 4)
❡t a = 4

❖♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs é✈❛❧✉❡r f(t− 4)U(t− 4)✳ ❖♥ ❛✿

f(t) =
1

2
− 1

2
cos(2t)

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡✿

L−1

{(

1

2s
− s

2(s2 + 4)

)

e−4s

}

(t) = f(t− 4)U(t− 4)

=
(

1

2
− 1

2
cos(2(t− 4))

)

U(t− 4)

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

y(t) =
1

2
+

3

2
cos(2t)−

(

1

2
− 1

2
cos(2t− 8)

)

U(t− 4)

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❝❤❡❧♦♥✲✉♥✐té✱ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

y(t) =











1

2
+

3

2
cos(2t) s✐ 0 < t < 4

3

2
cos(2t) +

1

2
cos(2t− 8) s✐ t > 4

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳✼ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

2y′′(t) + y′(t) + 2y(t) = g(t) ✭✷✳✼✮

♦ù

g(t) =
{

1 s✐ 5 ≤ t < 20
0 s✐ 0 ≤ t < 5 ♦✉ t ≥ 20

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿
y(0) = 0, y′(0) = 0
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❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡ g ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❛✈✲
✐s✐❞❡✿

g(t) = U5(t)− U20(t)

♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢r♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

2L{y′′(t)}(s) + L{y′(t)}(s) + 2L{y(t)}(s) = L{U5(t)}(s)− L{U20(t)}(s)

⇐⇒ 2(s2F (s)− sy(0)− y′(0)) + (sF (s)− y(0)) + 2F (s) =
e−5s

s
− e−20s

s

⇐⇒ (2s2 + s+ 2)F (s) =
e−5s

s
− e−20s

s

⇐⇒ F (s) = e−5s 1

s(2s2 + s+ 2)
− e−20s 1

s(2s2 + s+ 2)
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✿

L{Uc(t)f(t− c)}(s) = e−scL{f(t)}(s)
♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢r♦♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs✿

y(t) = L−1{F (s)}(t)
= U5(t)f(t− 5)− U20(t)f(t− 20)

♦ù L{f(t)}(s) = 1

s(2s2 + s+ 2)
✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ❞ét❡r♠✐♥❡r f(t) = L−1

{

1

s(2s2 + s+ 2)

}

(t)

P❛r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

f(t) = L−1

{

a

s
+

bs+ d

2s2 + s+ 2

}

(t)

= L−1



















1

2s
− 1

2

s+
1

2
(

s+
1

4

)2

+
15

16



















(t)

❛✈❡❝ a =
1

2
, b = −1 ❡t d = −1

2
✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à✿

L−1



















s+
1

2
(

s+
1

4

)2

+
15

16



















(t) = L−1



























s+
1

4
(

s+
1

4

)2

+

(√
15

4

)2



























(t) +
1√
15

√
15

4
(

s+
1

4

)2

+

(√
15

4

)2

= e−
t

4 cos

(√
15t

4

)

+

√
15

15
e−

t

4 sin

(√
15t

4

)

❞✬♦ù

f(t) = L−1

{

1

s(2s2 + s+ 2)

}

(t)

=
1

2
+ e−

t

4 cos

(√
15t

4

)

+

√
15

15
e−

t

4 sin

(√
15t

4

)

❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

y(t) = U5(t)f(t− 5)− U20(t)f(t− 20)



✸✵ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

✷✳✷ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s

✷✳✷✳✶ ❙②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✶ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ s✉✐✈❛♥t✿

{

x′(t) = x(t)− 2y(t)
y′(t) = x(t) + y(t)

✭✷✳✽✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
{

x(0) = 1
y(0) = 0

❖♥ ♥♦t❡✿
X(s) = L{x(t)}(s), ❡t Y (s) = L{y(t)}(s)

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥❡
❞ér✐✈é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡✿

{L{x′(t)}(s) = L{x(t)}(s)− 2L{y(t)}(s)
L{y′(t)}(s) = L{x(t)}(s) + L{y(t)}(s)

q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t✿
{

sX(s)− x(0) = X(s)− 2Y (s)
sY (s)− y(0) = X(s) + Y (s)

⇐⇒
{

sX(s)− 1 = X(s)− 2Y (s)
sY (s) = X(s) + Y (s)

⇐⇒
{

(s− 1)X(s) + 2Y (s) = 1
(s− 1)Y (s) = X(s)

⇐⇒






((s− 1)2 + 2)X(s) = s− 1

Y (s) =
1

s− 1
X(s)

❞✬♦ù














X(s) =
s− 1

(s− 1)2 + 2

Y (s) =
1

(s− 1)2 + 2

P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ x ❡t y s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✽






x(t) = L−1{X(s)} = et cos(
√
2t)

y(t) = L−1{Y (s)} =
1√
2
et sin(

√
2t)
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✷✳✷✳✷ ❙②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳✷ ❙♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✿

{

x′′(t) + y′(t) + 3x(t) = 15e−t

y′′(t)− 4x′(t) + 3y(t) = 15 sin(2t)
✭✷✳✾✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿
{

x(0) = 35, x′(0) = −48
y(0) = 27, y′(0) = −55

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ à ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿















s2X(s)− 35s+ 48 + sY (s)− 27 + 3X(s) =
15

s+ 1

s2Y (s)− 27s+ 55− 4(sX(s)− 35) + 3Y (s) =
30

s2 + 4

q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à✿















(s2 + 3)X(s) + sY (s) = 35s− 21 +
15

s+ 1

−4sX(s) + (s2 + 3)Y (s) = 27s− 195 +
30

s2 + 4

✭✷✳✶✵✮

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r rés♦✉❞r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✶✵✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱
♦♥ ♣♦s❡✿

A =

(

s2 + 3 s
−4s s2 + 3

)

t❡❧❧❡ q✉❡ , det(A) ̸= 0

❛❧♦rs✱

X(s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

35s− 21 +
15

s+ 1
s

27s− 195 +
30

s2 + 4
s2 + 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det(A)

=
35s3 − 48s2 + 300s− 63

(s2 + 1)(s2 + 9)
+

15(s2 + 3)

(s+ 1)(s2 + 1)(s2 + 9)
− 30s

(s2 + 1)(s2 + 4)(s2 + 9)

=
30s

s2 + 1
− 45

s2 + 9
+

3

s+ 1
+

2s

s2 + 4



✸✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❡♥s✉✐t❡✱ ♦♥ rés♦✉❞ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✷✳✶✵✿

Y (s) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s2 + 3 35s− 21 +
15

s+ 1

−4s 27s− 195 +
30

s2 + 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det(A)

=
27s3 − 55s2 − 3s− 585

(s2 + 1)(s2 + 9)
+

60s

(s+ 1)(s2 + 1)(s2 + 9)
+

30(s2 + 3)

(s2 + 1)(s2 + 4)(s2 + 9)

=
30s

s2 + 9
− 60

s2 + 1
− 3

s+ 1
+

2

s2 + 4

♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

x(t) = L−1{X(s)}(t) = 30 cos t− 15 sin 3t+ 3e−t + 2 cos 2t
y(t) = L−1{Y (s)}(t) = 30 cos 3t− 60 sin t− 3e−t + sin 2t

✷✳✸ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛

✷✳✸✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✶ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

1− cosx =
∫ x

0
cos(x− t)u(t) dt ✭✷✳✶✶✮

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ tr❛s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

L
{
∫ x

0
cos(x− t)u(t)dt

}

(s) = L{cos(x)}(s) · L{u(t)}(s)

=
s

s2 + 1
U(s)

s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t ✉s✉❡❧ ❞❡s tr❛♥s❢♦♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ✭✷✳✶✶✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

1

s
− s

s2 + 1
=

s

s2 + 1
U(s) ⇐⇒ 1

s(s2 + 1)
=

s

s2 + 1
U(s)

❞✬♦ù
U(s) =

1

s2

❡t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t u(x) = x✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ u(x) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡s♣è❝❡✳
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✷✳✸✳✷ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸✳✷ ❖♥ rés♦✉❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

g(x)−
∫ x

0
sin(x− y)g(y) dy = cosx ✭✷✳✶✷✮

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

L
{
∫ x

0
sin(x− y)g(y) dy

}

(s) = L{sin x}(s)L{g(x)}(s)

=
1

s2 + 1
G(s)

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❞❡ ✭✷✳✶✷✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

G(s)− 1

s2 + 1
G(s) =

s

s2 + 1
⇐⇒ G(s)

(

1− 1

s2 + 1

)

=
s

s2 + 1

❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

G(s) =
1

s

♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

g(x) = L−1
{

1

s

}

(t) = 1

❞✬♦ù✱ g(x) ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❱♦❧t❡rr❛ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡s♣è❝❡✳

✷✳✹ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹✳✶ ❙♦✐t✱ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, t) ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡✿

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
✭✷✳✶✸✮

❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

u(x, 0) = sin x, u(0, t) = u(π, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0

❙♦✐t U(x, s) = L{u(x, t)}(s) ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ u(x, t)✳
❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

L
{

∂u

∂t

}

(s) = L
{

∂2u

∂x2

}

(s)
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❖r

L
{

∂u

∂t

}

(s) =
∫ +∞

0

∂u

∂t
e−st dt

= lim
z→+∞

∫ z

0

∂u

∂t
e−st dt

= lim
z→+∞

(

[u(x, t)e−st]z0 + s
∫ z

0
u(x, t)e−st dt

)

= s
∫ +∞

0
u(x, t)e−stdt− u(x, 0)

= sU(x, s)− u(x, 0)

❡t

L
{

∂2u

∂x2

}

(s) = L
{

∂v

∂x

}

(s), v =
∂u

∂x

=
∫ +∞

0

∂v

∂x
e−st dt

=
d

dx

∫ +∞

0
v(x, t)e−st dt

=
d

dx

∫ +∞

0

∂u

∂x
e−st dt

=
d2

dx2

∫ +∞

0
u(x, t)e−st dt

=
d2U(x, s)

dx2

❛❧♦rs✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts✱ ♦♥ tr♦✉✈❡✿

sU(x, s)− u(x, 0) =
d2U(x, s)

dx2

❞✬♦ù✿
d2U(x, s)

dx2
− sU(x, s) = sin x ✭✷✳✶✹✮

q✉✐ ❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♠❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ éq✉❛t✐♦♥
✭✷✳✶✹✮ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

U(x, s) = Ug(x, s) + Up(x, s)

t❡❧❧❡s q✉❡✿ Ug ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t Up ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✿

d2U(x, s)

dx2
− sU(x, s) = 0

❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ r2 = s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡
√
s ❡t −√

s s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s
réè❧❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

Ug(x, s) = αe
√
sx + βe−

√
sx,
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♦ù α ❡t β s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

Up(x, s) = γ sin x,

❡t
d2Up(x, s)

dx2
= −γ sin x,

❡t ♦♥ ❛
d2Up(x, s)

dx2
− sUp(x, s) = sin x =⇒ −γ sin x− sγ sin x = sin x

❉♦♥❝ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ γ = − 1

s+ 1
✱ ❛❧♦rs

Up(x, s) = − sin x

s+ 1

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t é❣❛❧❡ à

U(x, s) = αe
√
sx + βe−

√
sx − sin x

s+ 1

P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s α ❡t β✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✿

U(0, s) = α + β

U(π, s) = αe
√
sπ + βe−

√
sπ.

❞✬♦ù
U(0, s) = L{u(0, t)}(s) =

∫ +∞

0
u(0, t)e−st dt = 0

U(π, s) = L{u(π, t)}(s) =
∫ +∞

0
u(π, t)e−st dt = 0

❞♦♥❝
α + β = 0

αe
√
sπ + βe−

√
sπ = 0 =⇒ α = β = 0

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✹✮ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝✿

U(x, s) = − sin x

s+ 1
.

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ u(x, t) ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

u(x, t) = L−1{U(x, s)}(t) = L−1
{

− sin x

s+ 1

}

(t),

♦♥ ❛

L−1
{

− sin x

s+ 1

}

(t) = − sin xL−1
{

1

s+ 1

}

(t) = −e−t sin x,

❛❧♦rs✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

u(x, t) = −e−t sin x.
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

◗✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ♣❤②s✐q✉❡ s❡r♦♥t tr❛✐tés✱ s♦✐❡♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
✭♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡✮ ❡t ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧❡❝tr✐q✉❡s✳

✸✳✶ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é✲

❝❛♥✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❞❡s s②stè♠❡s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❣é♥ér❛♥t ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s
♠♦✉✈❡♠❡♥ts ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡♥ ❣é♥✐❡✱ à t♦✉t
❝❡ q✉✐ ♣r♦❞✉✐t ♦✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭❛♠♦rt✐ss❡✉rs ❞✬❛✉t♦s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❡t❝✳ P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡s s②stè♠❡s✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ très s✐♠♣❧❡ s❡r❛
ét✉❞✐é✱ ❝✬❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ s✉s♣❡♥❞✉❡ à ✉♥ r❡ss♦rt✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❞❛♥s s♦♥ ❝❛s ❧❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♦ù y ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ❡t f(t) ❡st ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r ❝❡❧✉✐✲❝✐✿

m
d2y

dt2
+ b

dy

dt
+ ky = f(t)

♦ù m✱ b ❡t k s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳

✸✳✶✳✶ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ s♦✐t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♥✐
❢♦r❝❡ ❡①tér✐❡✉r❡✱ ♥✐ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳

✸✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

❯♥ r❡ss♦rt ❞❡ ♠❛ss❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ s✉s♣❡♥❞✉ à ✉♥ s✉♣♣♦rt ✜①❡✱ ❡t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ♠❛ss❡ m✱
❛❝❝r♦❝❤é à ❧✬❡①tré♠✐té ❧✐❜r❡ ❞✉ r❡ss♦rt✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐❧❧✉str❡ ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ➚ ❣❛✉❝❤❡✱
♦♥ ✈♦✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡ss♦rt s✉s♣❡♥❞✉✳ ❆✉ ♠✐❧✐❡✉✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♠❛ss❡ m s✉s♣❡♥❞✉ ❛✉ ❜♦✉t
❞✉ r❡ss♦rt✱ q✉✐ s✬ét✐r❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t♦✉t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❞♦♥❝ s❛♥s
♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ y tr❛❝é à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✱
❛✈❡❝ y = 0 ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ y r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬ét✐r❡♠❡♥t ✭s✐
♣♦s✐t✐❢ ✮ ♦✉ ❧❛ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭s✐ ♥é❣❛t✐❢ ✮ ❞✉ r❡ss♦rt ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ✈❛❧❡✉r à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥✿ F = ma ❛✈❡❝✿

❼ m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t

❼ F ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s s✬❡①❡rç❛♥t s✉r ❧✬♦❜❥❡t

❼ a ❡st ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t

y r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

ma = F ⇐⇒ m
d2y

dt2
+ ky = 0 ✭✸✳✶✮

❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ k✱ q✉❛♥❞ ♦♥ s✉s♣❡♥❞ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛✉
r❡ss♦rt ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬ét✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✳ ❆✉ r❡♣♦s✱ ❞❡✉① ❢♦r❝❡s ♦♣♣♦sé❡s s♦♥t ❡♥ éq✉✐❧✐❜r❡✱
s♦✐❡♥t✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ✭q✉✬♦♥ ♥♦t❡ P ❡t ♦♥ s❛✐t q✉❡ P = mg✮ ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❡ ❜❛s ❡t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❡ss♦rt
FR ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s 2 ❢♦r❝❡s ❡st ♥✉❧❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❛✉ r❡♣♦s✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝✿

P + FR = 0 ⇐⇒ mg − ks = 0
⇐⇒ mg = ks

⇐⇒ k =
mg

s

✭✸✳✷✮

▲❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❛✈❡❝ y = 0 ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ♠❛✐s ❛♣rès ❛✈♦✐r s✉s♣❡♥❞✉ ❧✬♦❜❥❡t
❛✉ r❡ss♦rt✱ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ y ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t
❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭♦ù ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ét❛♥t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✮✱ ❧❡ r❡ss♦rt ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ét✐ré ❞✬✉♥❡
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❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ y+s ♣❛r r❛♣♣♦rt à s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs✿

ma = F = P + FR =⇒ m
d2y

dt2
= mg − k(y + s)

=⇒ m
d2y

dt2
= mg − ky − ks

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬♦❜❥❡t ❡♥ r❡♣♦s q✉❡✱ mg− ks = 0✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ♥♦tr❡
rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✳

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

v(t) =
dy

dt
= y′(t)

q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞és✐❣♥❛♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❜❛s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞és✐❣♥❛♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✈❡rs
❧❡ ❤❛✉t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ r❡ss♦rt ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✈❛♥t t = 0✱ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞é❜✉t❛♥t à ❝❡ ♠♦♠❡♥t s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ y0 = y(0)✱ ❡t ❞✬✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ v0 = v(0) = y′(0)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✳✶ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ 200g ❡st s✉s♣❡♥❞✉
à ✉♥ r❡ss♦rt q✉✐ s✬ét✐r❡ ❛❧♦rs ❞❡ 10cm✳ ❖♥ ❞❡s❝❡♥❞ ❧✬♦❜❥❡t 50cm s♦✉s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t
♦♥ ❧❡ r❡❧â❝❤❡✳
◗✉❡st✐♦♥s✿

❼ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t

❼ ❖ù s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❛♣rès ✷ s❡❝♦♥❞❡s❄

❼ ❡st✲❝❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦♥t❡ ♦✉ ❞❡s❝❡♥❞ ❄

❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ✉♥✐tés ❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥♥❛❧ ❙■✿

❼ ▲❡s ❢♦r❝❡s ❡♥ ◆❡✇t♦♥s ✭◆✮

❼ ▲❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❡♥ ▼ètr❡s ✭♠✮

❼ ▲❡s ♠❛ss❡s ❡♥ ❦✐❧♦❣r❛♠♠❡s ✭❦❣✮

❼ ▲❡ t❡♠♣s ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s ✭s✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ g = 10m/s2 ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❞✉❡ à ❧✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛✿ m =
1

5
kg✱ ❧✬ét✐r❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ s =

1

10
m✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡

y(0) =
1

2
m ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ y′(0) = 0m/s ♣✉✐sq✉✬♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧✬♦❜❥❡t à t = 0✳



✹✵ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❖♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ k ❞✉ r❡ss♦rt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

mg = ks =⇒ k = 20

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

d2y

dt2
+ 100y = 0

❛✈❡❝✿

y(0) =
1

2
, ❡t y′(0) = 0

❖♥ rés♦✉❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡✿

L{d
2y

dt2
+ 100y}(s) = 0 ⇐⇒ s2Y (s)− 1

2
s+ 100Y (s) = 0 ⇐⇒ Y (s)(s2 + 100) =

1

2
s

⇐⇒ Y (s) =
1

2

s

s2 + 100

❡t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ y(t)✿

y(t) =
1

2
L−1{ s

s2 + 100
}(t) = 1

2
cos(10t)

❊♥ é✈❛❧✉❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r t = 2s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

y(2) = 0, 204041m ❡t v(2) = −4, 56473m/s

❆♣rès ✷ s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧✬♦❜❥❡t ❡st 20, 4cm s♦✉s ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ✐❧ r❡♠♦♥t❡ à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
4, 56m/s✳ ❖♥ ♥♦t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r✿

a(t) =
dv

dt
=

d2y

dt2
= −50 cos(10t)

➚ t = 2s✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ a(2) = −20, 4m/s2✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ét❛♥t t♦✉t❡s
❞❡✉① ♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ à t = 2s✳ ❖♥ ❛ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ y(t)✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

✸✳✶✳✷ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❛♠♦rt✐

▲❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐♠♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s très ré❛❧✐st❡✱ ❝❛r ♦♥ s❛✐t q✉❡ t♦✉t ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦s❝✐❧✲
❧❛♥t ✜♥✐t ♣❛r s✬❛rrêt❡r✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐r ❞❡✈r❛✐t ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡t ✉♥ r❡t♦✉r é✈❡♥t✉❡❧ ❛✉
♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r s✬❛rrêt❡r✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ k✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t
q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ❧✬♦❜❥❡t ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❛r s❛ ♥❛t✉r❡✱ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ s✬♦♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❛✉
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ♠♦♥t❡ ♦✉ ❞❡s❝❡♥❞❡✳

❈❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r❝❡✱ ♥♦té❡ Fa✱ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞✐r✐❣é❡ à ❧✬♦♣♣♦sé ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ♦♥ ❛✿

Fa = −bv =⇒ Fa = −b
dy

dt
, ❛✈❡❝ b > 0

❙✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

ma = F =⇒ m
d2y

dt2
+ b

dy

dt
+ ky = 0 ✭✸✳✸✮

♦ù b ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳



✹✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❊①❡♠♣❧❡s ✸✳✶✳✶ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ♠❛ss❡ m =
1

5
kg s✉s♣❡♥❞✉ à ✉♥ r❡ss♦rt ❛②❛♥t

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ k = 20kg/s2✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ y(0) =
1

2
m ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

❞❡ 4m/s ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱ ❞♦♥❝ v(0) = y′(0) = 4m/s✳

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ à ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t b =
12

5
kg/s✳

❖♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

1

5

d2y

dt2
+

12

5

dy

dt
+ 20y = 0

q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡✿

d2y

dt2
+ 12

dy

dt
+ 100y = 0

❛✈❡❝✿

y(0) =
1

2
❡t y′(0) = 4

♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢r♦♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

y(t) = e−6t
(

1

2
cos(8t) +

7

8
sin(8t)

)

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ e−6t ♥♦✉s ❝♦♥✜r♠❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ y r❡t♦✉r♥❡ à 0 r❛♣✐❞❡♠❡♥t✱
❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡s✱ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡✈r❛✐t ♦s❝✐❧❧❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝ôté ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❙✐
♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥ r❡t♦✉r ♣❧✉s ❧❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❙✐ ♦♥ r❡♣r❡♥❛✐t ♥♦s ❞♦♥♥é❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥

❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ❞♦♥❝ b =
6

5
kg/s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

s✉✐✈❛♥t❡✿

y(t) = 0, 763e−3t sin(9.539t+ 0.714)

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ré♣♦♥s❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❛♠♦rt✐ss❡✉r e−3t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ré♣♦♥s❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s

✸✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡♥ é❧é❝✲

tr♦♥✐q✉❡

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛ ❣❛❣♥é s❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❣râ❝❡ à ❖❧✐✈❡r ❍❡❛✈✐s✐❞❡✱ ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r é❧❡❝✲
tr✐❝✐❡♥✱ q✉✐ ❧✬❛ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✭✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✱
q✉✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❛✉① éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❛ss♦❝✐és ✮✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♥❛❧②s❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é❝♦✉✈r✐r s❛
❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r
❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ✐♥❣é♥✐❡✉rs é❧❡❝tr✐❝✐❡♥s✱ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳

✸✳✷✳✶ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ s✐♠♣❧❡

❖♥ ❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❘▲❈ s✉✐✈❛♥t✿



✹✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ s✐♠♣❧❡

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s②♠❜♦❧❡s ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❡t ❧❡✉r s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛✐t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❝❡ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞✉
❝✐r❝✉✐t✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬② ré❢ér❡r ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳

▲❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✿

❼ R s✐❣♥✐✜❡ rés✐st❛♥❝❡ ❡t s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ♦❤♠s (Ω)✳

❼ L s✐❣♥✐✜❡ ❜♦❜✐♥❡ ✭♦✉ ✐♥❞✉❝t❡✉r✮ ❡t s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❤❡♥r②s ✭❍✮✳

❼ C s✐❣♥✐✜❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r ❡t s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ❢❛r❛❞s ✭❋✮✳

❼ V s✐❣♥✐✜❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ♦✉ ❜❛tt❡r✐❡ ❡t s❡ ♠❡s✉r❡ ❡♥ ✈♦❧ts ✭❱✮✳
■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ s②♠❜♦❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r V ❡st E ❧♦rs ❞❡ ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡s ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ❡♥ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛♥t ♣❛r ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✿

V (t) = RI + L
′

+
Q

C
✭✸✳✹✮

Q ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ s✬❡①♣❧✐q✉❡
♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✶ ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts✿

❼ ▲❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❜♦r♥❡s ❞✬✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r RI ❛✈❡❝

I =
dQ

dt
✳

✶❉❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✉♥ ❝♦✉r❛♥t tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ❝â❜❧❡✳

❊❧❧❡ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ♦✉ à ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♣❛ss✐❢s ❞❛♥s ❧❡s ❝✐r❝✉✐ts✱ ②

❝♦♠♣r✐s ❧❡s ❝â❜❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♥t❛❝ts ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❛✛❡❝t❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❤✉t❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✳
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❼ ❆✉① ❜♦r♥❡s ❞✬✉♥ ✐♥❞✉❝t❡✉r✱ ♦♥ ❛ L
dI

dt
✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ I =

dQ

dt
✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡r

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r L
d2Q

dt2
✱ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ré❞✉✐t❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s à LI ′✳

❼ ➚ tr❛✈❡rs ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛
Q

C

❼ ❉❛♥s ✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r✱ ♦♥ ❛ −V

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✱ ❡t ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ♣❡✉t
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝✐r❝✉✐t ❘▲❈✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳✶ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♦♥ ❛✿

✶✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ♥♦❡✉❞s st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts q✉✐ ❡♥tr❡♥t ♣❛r ✉♥
♥÷✉❞ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡♥s✐tés ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts q✉✐ s♦rt❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♥÷✉❞

✷✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s ♠❛✐❧❧❡s q✉✐ ❡st ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ st✐♣✉❧❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥
rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛✐❧❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♥✉❧❧❡

❈❡s ❞❡✉① ❧♦✐s s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts é❧é❝tr✐q✉❡s✱ ❝❛r s❛♥s
❡❧❧❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✐t ♣❛s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ét✉❞✐é✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ ❛✈❡❝ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ét✐q✉❡tés

❉✬❛♣rès ❧❡ s❝❤é♠❛ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦tr❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t❡✉r ❞❡ ✹ ❤❡♥r②s✱ ✉♥❡
rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ✷✵ ♦❤♠s ❡t ✉♥ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r ❞❡ ✵✱✵✷ ❢❛r❛❞s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❧❡



✹✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❝♦✉r❛♥t✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r ❡t ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t
s♦✐❡♥t ♥✉❧s à t = 0✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✉r à t♦✉t ♠♦♠❡♥t t✱ ♦ù V
❡st é❣❛❧ à ✷✵✵ ✈♦❧ts✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

4
dI

dt
+ 20I +

1

0.02
Q = 200 ✭✸✳✺✮

❡t ♣✉✐sq✉❡ I =
dQ

dt
✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❞❡✈✐❡♥t✿

4
d2Q

dt2
+ 20

dQ

dt
+ 50Q = 200 ✭✸✳✻✮

❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❤❛r❣❡ à t = 0 ét❛♥t ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

Q(0) = 0, ❡t Q′(0) = 0

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡✿
d2Q

dt2
= Q′′, ❡t

dQ

d
= Q′

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✿

Q′′ + 5Q′ +
25

2
Q = 50 ✭✸✳✼✮

❝✬❡st ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ P❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t✿

LQ′′ + 5Q′ +
25

2
Q = L50

=⇒ (s2q − sQ(0)−Q′(0)) + 5(sq −Q(0)) +
25

2
q =

50

s
✭✸✳✽✮

❡t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✿

q(s2 + 5s+ 12.5) =
50

s

❞✬♦ù

q =
50

s(s2 + 5s+ 12.5)

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♠❛✐♥❡t❛♥t ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥
rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

P✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s q✉✬❡❧❧❡ s❡r❛✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ❞♦✐t ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❡r✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ♦♥ ❢❛✐t r❡❝♦✉rs à ❧❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ é❧é♠❡♥ts
s✐♠♣❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r✿

50

s(s2 + 5s+ 12.5)
=

A

s
+

Bs+ C

s2 + 5s+ 12.5
✭✸✳✾✮
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❛❧♦rs✱ ♦♥ ❛✿
A = 4, B = −4, ❡t C = −20

❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

50

s(s2 + 5s+ 12.5)
=

4

s
+

−4s− 20

s2 + 5s+ 12.5

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s
tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳

50

s(s2 + 5s+ 12.5)
=

4

s
− 4

s+ 5
2

(s+ 5
2
)2 + 25

4

− 10
1

(s+ 5
2
)2 + 25

4

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞és♦r♠❛✐s ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
♣r❡♥❞r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ✐♥✈❡rs❡✿

L−1

{

4

s
− 4

s+ 5
2

(s+ 5
2
)2 + 25

4

− 10
1

(s+ 5
2
)2 + 25

4

}

= 4− 4e−
5

2
t cos(

5

2
t)− 4e−

5

2
t sin(

5

2
t)

❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ à t♦✉t ♠♦♠❡♥t t✱ ❛✈❡❝ t > 0✱ ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r à q✉♦✐ ❝❡❧❛
r❡ss❡♠❜❧❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛tt❡✐♥t s♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♥ ♣❡✉ ❛♣rès 4C ❡t
q✉✬❡❧❧❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ à 4C✳

✸✳✷✳✷ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t é❧❡❝tr✐q✉❡ ♣❧✉tôt ❜❛s✐q✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ✉♥
♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜r❛♥❝❤❡s ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡



✹✽ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡

❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é✳

❖♥ ❛ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❖♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❡s ❝✐r❝✉✐ts✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❢❡r♠é ❡st ♥✉❧❧❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ♥♦s ❝✐r❝✉✐ts s♦♥t ❢❡r♠és
❞✬❛♣rès ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r Q ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✱
♣✉✐s ❞❡ Q′❡t Q′′ ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s q✉✐ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡✿

Q = Q′ +Q′′

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❈✐r❝✉✐t ❘▲❈ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣♦s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

Q(0) = 0, ❡t Q′(0) = 0

❖♥ ❛♥❛❧②s❡ ❝❡ ❝✐r❝✉✐t✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛ à ❝❡s ❞❡✉①
❜r❛♥❝❤❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✿

−12Q′ − 3
dQ′

dt
+ 6

dQ′′

dt
+ 24Q′′ = 0

36Q+ 3
dQ′

dt
+ 12Q′ = 150

❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t ❝❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

−4Q′ − dQ′

dt
+ 2

dQ′′

dt
+ 8Q′′ = 0

12Q+
dQ′

dt
+ 4Q′ = 50
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❖♥ rés♦✉❞ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✿

L(−4Q′ − dQ′

dt
+ 2

dQ′′

dt
+ 8Q′′) = 0

q✉✐ ❞♦♥♥❡✿

−4q′ − (sq′ −Q′(0)) + 2(sq′′ −Q(0)) + 8q′′ = 4q′ − sq′ + 2sq + 8q ✭✸✳✶✵✮

= (s+ 4)q′ − (2s+ 8)q′′ ✭✸✳✶✶✮

❞✬♦ù
(s+ 4)q′ = (2s+ 8)q′′ ⇐⇒ q′ = 2q′′

❖♥ ♣❛ss❡ à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤❤♦✛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♠♦❞✐✜❡r
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ q✉✐ s✉✐t✿

dQ′

dt
+ 8Q′ + 6Q′′ = 50

▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✉✐❧✐s❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✿

L(dQ
′

dt
+ 8Q′ + 6Q′′) = L(50)

❞✬♦ù

(sq′ −Q′(0)) + 8q′ + 6q′′ =
50

s

❡t ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t✿

(s+ 8)q′ + 6q′′ =
50

s

P✉✐sq✉❡ q′ = 2q′′✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✿

q′′(10s+ 14) =
50

s
⇐⇒ q′′ =

50

s(10s+ 14)

♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à✿

L−1(q′′) = L−1(
50

s(10s+ 14)
)

❞✬♦ù

Q′′ =
25

7
− e

7

5
t25

7

♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✿

Q′ =
50

7
− 2e

7

5
t25

7

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❛ Q = Q′ +Q′′✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡✿

Q =
25

7
− e

7

5
t25

7
+

50

7
− 2e

7

5
t25

7
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❛❧♦rs

Q =
75

7
− 3e

7

5
t25

7

➚ t♦✉t ♠♦♠❡♥t t✱ ❛✈❡❝ t > 0✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❛✉r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞♦♥♥é❡ ♣❛r Q✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❈❡ ❣r❛♣❤❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r❛ à
❜❛✐ss❡r✳

✯
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❆♥♥❡①❡ ❆

❚❛❜❧❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s❢♦♠é❡s ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡



✺✸



✺✹ ❆♥♥❡①❡



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❣❛❣♥é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❡t s✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡
✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡✉① q✉✐ s❡ ❞❡st✐♥❡♥t ❛✉① ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ à ❧✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✱ à ❧❛
♣❤②s✐q✉❡ ❡t à ❞✬❛✉tr❡s s❝✐❡♥❝❡s✳ ❊❧❧❡ ❢❛✐t ❞és♦r♠❛✐s ♣❛rt✐❡ ✐♥té❣r❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡r♥❡ ❡t
❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts
é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ❡♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s s✐❣♥❛✉① ♦✉ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♥✉❝❧é❛✐r❡✳ ❙❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❡t s❛♥s
❡❧❧❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ♥♦s ❛✈❛♥❝é❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❛✉r❛✐❡♥t été ❢r❡✐♥é❡s✳
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