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INTRODUCTION GENERALE!

La modélisation mathématique est essentielle dans de nombreuses disciplines telles que I'écologie,
la dynamique des populations et '’épidémiologie, car elle permet de traduire les phénomeénes
biologiques en systemes dynamiques. L'étude de la modélisation mathématique et d’analyse des
infections virales pathogenes revét une grande importance pour comprendre la dynamique de ces
virus au saine des cellules non infectées. Les modeles mathématiques utilisent des équations
évolutives, telles que les équations ordinaires, a retard ou aux dérivées partielles. En particulier, la
modélisation en épidémiologie se situe a 'intersection de I’épidémiologie, de la biologie et des
mathématiques, suscitant ainsi I'intérét de nombreux chercheurs au cours des derniéres décennies.
Dans leurs travaux, Nowak et Bangham [4] ont proposé un modeéle simple décrivant I'interaction
entre un virus qui se réplique et des cellules non infectées. Depuis lors, de nombreux chercheurs ont
tenté de développer des modeéles mathématiques de plus en plus réalistes, répondant ainsi a des
questions de plus en plus complexes. Cette complexification est le résultat de la diversité des
problématiques abordées et de 'abondance croissante de données de haute précision. L'infection
persistante par le virus de ’hépatite B (VHB) constitue un probléme de santé majeur a travers le
monde, car elle peut entrainer une cirrhose ou un carcinome hépatocellulaire primitif. Linfection
chronique par le VHB est souvent le résultat d'une exposition précoce dans la vie, conduisant a une
persistance virale en I'absence de réponses immunitaires puissantes. Les thérapies des porteurs du
VHB peuvent viser soit a inhiber la réplication virale, soit a améliorer les réponses immunitaires
contre le virus. Dans ce mémoire, notre objectif est de modéliser I'infection par le virus de 'hépatite
B en prenant en compte sa dynamique au saine des cellules non infectées. Nous chercherons a
comprendre les mécanismes sous-jacents a I'infection persistante et a évaluer I'efficacité de
différentes stratégies thérapeutiques pour inhiber la réplication virale ou renforcer les réponses
immunitaires. En utilisant des outils mathématiques appropriés, nous espérons obtenir des
informations précieuses qui pourraient contribuer a la lutte contre cette infection et a I’amélioration
des stratégies de traitement. Nous commencerons par présenter un apercu des modeles
mathématiques utilisés dans le domaine de I'épidémiologie, en mettant I'accent sur les modeles
d’infection virale. Ensuite, nous développerons notre propre modele mathématique pour l'infection
par le virus de I'hépatite B, en tenant compte de la persistance virale et des réponses immunitaires.
Nous analyserons la dynamique de ce modele et discuterons de ses implications pour la
compréhension de I'infection par le VHB. En conclusion, cette étude vise a combiner les
connaissances en biologie et en mathématique.

Notre objectif dans ce mémoire est de développer deux modeles pour représenter I'infection des



cellules par un virus .

Ce mémoire est structuré en trois chapitres comme suite :

Dans le premier chapitre, (préliminaires) est consacré aux résultat préliminaires, des définitions et
des théoremes trés importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont
nous aurons besoin.

Le seconde chapitre, est un étude générale sur la modélisation du virus tel qu’'on commence par
interprétation du modele de base et leur étude mathématique.

Le troisiéme chapitre, on a étudié dynamique globale de modele classique de virus et leur stabilités
globale par la fonction de Lyapunov et théoréeme d’invariance de LaSalle.

En ajoutant un modele mathématique qui proposé pour simuler l'infection par le virus de ’hépatite
B (VHB) avec dépendance spatiale.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 1.1.1. (Equation différentielle)

Soit Q est un ouvertdeR", xo € Q et be R.
On appelle une équation différentielle ordinaire du premier ordre associée a f I'équation suivante :

d
d_’; = £(t, x(1). (1.1

Ou f(t,x) = (fi(£;x),..., fn(t, x)) et chaque fonction f; est continue sur I x Q a valeurs dans R.

La fonction f est appelée champs de vecteurs, l'équation représente un systeme de n équations différen-
tielle ordinaires.

Soit le systeme suivant :

4x = f(1,x(1)), t€ (0,b) (1.2)
x(0) = xo, '
ot f: QA x I — R" est une fonction donnée.
1.2 Définition de la stabilité
Définition 1.2.1. x* est appelé point d’'équilibre ou fixe pour le systeme (1.1) si :
f(x*)=0. (1.3)

Définition 1.2.2. - Le point d'équilibre x* est stable si

Ve>0,3p>0, tel que |x(0)—x"| <p = |lx(t) — x"|<e.

- Le point d’équilibre est instable s’il n'est pas stable.



- Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable s'il est stable et il existe y > 0 tel que pour toute
solution x(t) de (1.1) on a

[x(0) - x*|l<y = lim x(r) = x*.
{—o0
Définition 1.2.3. Le point d’équilibre x* est dit attractive s'il existe p > 0 tel que

x(0) — x*[I< p.

Définition 1.2.4. Le point d’équilibre est exponentiellement stable s’il existe deux scalaire strictement
positive k et a telle que ¥ >0 :

lx() = x* 1< kllxo — x* lexp(—at).

Définition 1.2.5. (Stabilité Globale)
Si la condition de stabilité asymptotique est vérifiée dans tout R", le point d’équilibre est globalement
asymptotiquement stable .

Définition 1.2.6. L'équilibre x* de (1.1) est dit globalement asymptotiquement stable s'il est stable et
globalement attractif .

Soit J§(x*) = %(x*) la matrice jacobienne de f évalue au point x* .

O A= J¢(x*) s'appelle le linéarisé ou l'approximation linéaire du systéme non linéaire (1.1) en x*.

Théoreme 1.2.1. Si toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement négative
alors l'équilibre x* du probleme (1.1) est stable.

S'il existe au moins une valeur propre de la matrice A de partie réelle strictement positive alors x* est
instable.

Lorsqu'un équilibre x* est stable n'est pas asymptotiquement stable on dit que la stabilité est neutre,
c'est-a-dire les trajectoires qui commencent au voisinage de x* restent au voisinage de cette équilibre
lorsque t — +oo.

Dans tous les autres cas on ne peut rien dire sur la stabilité de x*.

1.3 Existence et unicité des solution

Théoreme 1.3.1. (Existence)
Soit f : Q — R une fonction continue, pour tout (ty, x9) € Q le systeme (1.2) admet au moins une
solution.

Définition 1.3.1. f:Q — R" une fonction continue, on dit que f = f(t, x) est K-lipschitzienne en x si

V(t,x1), (1, x2) € Q|1 f(£,x1) = f(£, x2) | Kl x1 — x21l.

Kne dépend pas de t (K = 0).
festdit localement lipschitzienne en x, si V (o, Xo) € Q, Iv(ty, X9) un voisinage de (o, xo) dans laquelle
f est K- lipschitzienne.

Théoreme 1.3.2. (Unicité)
f:Q — R", est une fonction continue, et localement lipschitzienne en x, pour tout (ty, Xo) € Q, le pro-
bleme (1.2) admet une solution unique.



1.4 Stabilité des équilibre au sens de Lyapunov

Définition 1.4.1. Soit Q un ouvert deR" contenant 0 et V: Q — R une fonction de classe Cl, Vest dite
définie positive si :

i) V(0)=0,

ii)V(u) >0, pour, ueQ

Définition 1.4.2. Vest dite définie négative, si (-V) est définie positive.

Définition 1.4.3 (Fonction de Lyapunov). .

x* est le point d’équilibre.

Soit U=vois (x*) c Eet L :U € R" continue. L est une fonction de Lyapunov en x* si :
1) L(x) > L(x*) pour x # x* dans U,

2)Pour toute solution x(.), t — L(x(t)) décroissante i.e.

d
aL(x(t)) <0, Vte .

L une fonction de Lyapunov stricte en x* si de plus :
3)Pour toute solution x(.), t — L(x(t)) est strictement décroissante.

Théoreme 1.4.1. (Stabilité au sens de Lyapunov)

Soit x(t) solution de % = f(x), et soit V une fonction de classe C' définie positive sur Q un voisinage de
x*=0.

(i) Si ‘fi—‘; est semi-définie négative alors x* est stable.

(ii) Si % est définie négative alors x* est asymptotiquement stable.

Dans le cas (i) V(x) est dite fonction de Lyapunov faible, et dans le cas (ii) V(x) est dite fonction de Lya-
punov stricte .

Définition 1.4.4. Un ensemble invariant I, pour un systeme dynamique % = f(x), est défini comme
un ensemble de conditions initiales xy, tel que la solution y(xo, t) reste dans l'ensemble I, YVt c-a-d
I={x|xpel = y(x,0) €I VYt=0}.

Théoreme 1.4.2. (Principe d’invariance de LaSalle)
Considérons le systeme d’équation différentielles.

d
d—’; = f(0). (1.4)

Ou f: Q<R — R est continue. V est une fonction de Lyapunov sur G < Q pour le systeme (1.4) si
1) Vst continue sur G.

2) Si V n'est pas continue sur G a x € G, dans ce caslim,_; V(x) = +oo, cV' = gradV.
f<0surgG.

Théoreme 1.4.3. (Théoreme de Lyapunov-LaSalle)

Vest une fonction de Lyapunov de (1.4) sur G.

DéfinieS={xe GNQ:V'(x) =0}.

On considere ensemble invariante de S alors toutes trajectoire (pour tout t >0) le systeme (1.4) converge
tant que t — +oo .



1.5 Le taux de reproduction de base

Définition 1.5.1. Le taux de reproduction est le nombre de moyen de cas secondaires générés par des
cellules infectées durant la période d’infection par le virus, on note Ry. Si ce taux est inférieur a 1, chaque
cas donne naissance en moyenne a moins d'un cas secondaire, le nombre de cas diminue a chaque
génération et la chaine de transmission finit par s'interrompre, inversement, si Ry > 1, le nombre de cas
S'accroit a chaque période d’infectiosité créant une situation épidémique.

Le taux de reproduction de base joue le role d’'un coefficient multiplicatif. 1l s'agit d’'une approximation
au voisinage d’une situation ou il y a peu d’infectieuse, par rapport a la population totale. On a que si
Ry < 1 alors les cas disparaitront. Le taux de reproduction de base apparait donc comme susceptible de
jouer le réle d’'un seuil, pour les apparitions d’épidémies.

Définition 1.5.2. (Regle des signes de Descartes)

La regle des signes de Descartes est une méthode pour déterminer le nombre de racines positives d'un
polynéme. On compte le nombre de changements de signes dans les coefficients en partant du monome
de plus haut degré jusqu’au monéme de plus bas degré. Si n est le nombre de changements de signes,
alors n est le nombre maximum de racines positives, et s'il 'y a pas exactement n racines, alors il y en
n-2,oun-—4,...

1.6 Modele SEIR avec une dynamique vitale

Définition 1.6.1. Le modele SIR est le modele proposé par Kermack et MC Kendrick, se compose de trois
catégories de population : les personnes susceptibles S(t), les personnes infectés 1(t), les personnes remis
ou guéris R(t) qui sont conferes une immunisation contre la réinfectionou mort.

La figure suivante schématise les transferts d’individu entre chaque groupe.

1N 3851 ~1

. S ., . R

S l pl l j i

FIGURE 1.1 — Diagramme épidémiologique de la maladie de la peste a Bombay

Définition 1.6.2. Comme pour le modele SIR, une dynamique vitale (naissances et déces) peut soute-
nir une épidémie ou permettre a de nouvelles introductions de se propager car les nouvelles naissances
fournissent des individus plus sensibles. Dans une population réaliste comme celle-ci, la dynamique
de la maladie atteindra un état stable. Ou A\ et u représentent les taux de natalité et de mortalité, res-
pectivement, et sont supposés étre égaux pour maintenir une population constante. Ces considérations
peuvent étre résumées par le schéma décrit dans la Figure 1.2.
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FIGURE 1.2 — Schéma de 'infection

Dans ce modele, S,E,I,R et N = S+ E + [ + R sont des nombres. La progression dans les compar-
timents est illustrée a la Figure 1.1. Les nouvelles infections dans le compartiment E sont dues a des
contacts entre des personnes sensibles et infectées dans les compartiments S et I a un rythme BSI. Les
individus passent du compartiment E au compartiment I a un rythme x et développent une immu-
nité a un rythme «. En outre, la mortalité naturelle touche les individus a un rythme u. Par souci de
simplicité, le modele suppose un recrutement constant, A\, d’individus sensibles. Si l'incidence

BSI et B est constante, ce modeéle est communément appelé modele d’'action de masse. Plus généra-
lement, B peut étre considéré comme une fonction de la population totale N.

Le modele SEIR habituel s’écrit comme suit :

%:A—us—ﬁSI,

dE = BSI - (u+x)E,

] (1.5)
4l —xE—(u+ ),
a
d—lf:a—uR,

ainsi que des conditions initiales non négatives.

Définition 1.6.3. (Onde progressive)

Une onde est la propagation d’'une perturbation produisant sur son passage une variation réversible
des propriétés physiques locales du milieu. Elle se déplace avec une vitesse déterminée qui dépend des
caractéristiques du milieu de propagation.

Une onde progressive unidimensionnelle se modélise par une fonction A(x, t) d’'amplitude A, x repré-
senter la position dans l'espace (vecteur) et t l'instant considéré. Une tres grande famille des solutions
d’équations de propagation des ondes est celle des fonctions sinusoidales, sinus et cosinus.

1.7 Critere de Routh-Hurwitz

Soit le systeme linéaire de dimension n suivant :
Pouriel,n

n
, —_— .. .
X = Z AijXj.
j=1
Ou A = [a; ;] une matrice carré de dimension 7 a coefficient constants.

11



Intensité Onele progessive

FIGURE 1.3 — Onde progressive

La matrice A admet n valeurs propres qui sont solutions de I'équation caractéristique
det(A—AI) =0, qui est polyndbme de degré n qu'on peut mettre sous la forme suivante :

AP+ g A" AP 4+ ap A+ ay, = 0.

Considérons les n déterminant suivant :

H = ay,
a) das
H, = ,
2 1 ay
ay dz ds
1 ay dy
0 m as
He=10 1 a )
0 0 0 .. a

avec k=11,...,n].
Dans le cas de dimension n tous les a; avec j < k sont pris égaux a zéro.

Proposition 1.7.1. L'équilibre est asymptotiquement stable si seulement siVk € [1, n], Hy > 0.

Proposition 1.7.2. Si les n déterminants Hy. sont strictement positifs alors les valeurs propres ont toutes
des parties réelles négative.

12



CHAPITRE 2

MODELE CLASSIQUE DE VIRUS

Ces dernieres années, des biologistes et les mathématiciens on consacré une grande attention a
proposer et développer différents modéles mathématiques d’infection virales. Nowak et Bangham [4]
ont proposées un modele qui d’écrit I'interaction entre un virus qui se réplique et des cellules non
infectées. Dans le méme travail, en ajoutant un deuxieme modele qui améliore le premier modele en
incluant la réponse immunitaire des lymphocytes T cytotoxiques (CLT) contre les cellules infectées.

2.1 Modele de base

La dynamique d'une population de virus comporte trois densité : cellules non infectées x, cellules
infectées y et des virus v, les cellules non infectées sont produites a une vitesse constante A et meurent
a la vitesse d, le virus infecte des cellules non infectées pour produire des cellules infectées fxv. Les
cellules infectées meurent au taux a. Le nouveau virus est produit a partir des cellules infectées au
taux k et meurt au taux u. Conduisent aux équations différentielle :

% =A—-dx—-fxv,
% = fxv— ay, 2.1)

dv _
T = ky—uv,

A :les cellules non infectées sont produits a un taux constant .

d : taux de mortalité des cellules non infectées.

B : le taux de I'interaction entre les cellules non infectées et le virus .
a: le taux de mortalité des cellules infectées.

k : le taux de conversion des cellules infectées.

u : le taux de mortalité des virus.

13



2.2 Etude mathématique

2.2.1 Point d’équilibres

%=0, A—dx—PBxv=0, A=dx+p xv,
%:0, < { PBxv-ay=0, = {1 ay=pxy,

dv _ —uv = =
ar=o, ky—uv=0, ky=uv.

Avant I'infection (yp = 0, vg = 0), les cellules non infectées sont a I'équilibre xy = %.
Alors dans ce modele on trouver deux état d’équilibre, un état d’équilibre sans infection
Ey = (%0, 0, Vo) avec

A

XQZE, y():(), l)0=0.

Et un état d’équilibre positif E* = (x*, y*, v*) ou

. au . A du ¥ Ak d
X =—, ==, = —_— ——.
k7 T a kP au_ B
L'état d’équilibre positive E* existe si la condition Ry = % >1

avec Ry représente le nombre moyen des cellules infectées par un virus durant la période infectiosité.

2.2.2 Etudier la stabilité d’équilibre

Pour étudier la stabilité d’équilibre, on doit calculer la matrice Jacobienne
La matrice Jacobienne est données par :

-d-pv 0 -Px
Jx,y,v) = Bv -a PBx |.
0 k -u
On remplace Ej = (xy, yo, Vo) dans la matrice Jacobienne
Nous avons :
-d o -2
J(x0, Y0, v0)=| 0 -a %1 :
0 k -u

La matrice Jacobienne admet 3 valeurs propres :

/11 = —d, Az =—a, /13 =—U.

Comme les valeurs propres sont des signes négatifs, alors (xy, yo, Vo) est asymptotiquement stable.
On calcule la matrice Jacobienne au point E* = (x*, y*, v™)

14
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S T
Jx*, y* v = %— —a 4|
0 k -u

Le déterminant s’écrit sous la forme suivante :

det](x*,y*,v*)=—-BAk+aud,

1) Si BAk > aud alors det](x*,y*,v*) <0.
En calculant la trace de la matrice Jacobienne, on a:

trj(x*, y*, v*)=—(BAk+a+u) <O0.

Donc (x*, y*, v*) est localement stable.

2.3 Simulations numériques

x 10" Cellule non infectée et infectée

T T
Cellule non infectée
Cellule infectée

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

FIGURE 2.1 — Dynamique du systeme (2.1) dans Ry =2.5>1.

D’apreés la figure (2.1) , on remarque que le nombre des cellules non infectées est converge vers
I’équilibre positive, d'un certains temps le nombre des cellules infectées est stabilisé tends vers 1’équi-
libre positive.

On a utiliser le matlab pour la simulation numérique(méthode de Euler).
function y=MC2(x)

A=107;d =0.1;=5%10"10;a = 0.5; u = 5; k = 500;

y=zeros(3,1);

yA)=A—-d=*x(1)—f*x(1) * x(3);

y@2) = *x(1) * x(3) — ax* x(2);

15



y3) =k * x(2) — u * x(3);
fori=1:N+1
t(i+1)=(>-1)*h;
k1=MC2(y);
y=y+h*k1;
z=[zy]; end
RO

figure
plot(z(1, :))
hold on
plot(z(2, :),1")

title('Cellule non infectée et infectée’)
legend('Cellule non infectée’, Cellule infectée’)

grid
figure
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FIGURE 2.2 — Les trajectoires dans le cas Ry > 1.
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FIGURE 2.3 — Dynamique du systeme (2.1) dans Ry = 0.025 < 1.

D’apreés la figure (2.3) , on remarque que le nombre des cellules non infectées est augmente pour
ce stabiliser a partir d'un certains temps avec la disparition du virus et des cellules infectées.
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FIGURE 2.4 — Les trajectoires pour Ry =0.025< 1.
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2.4 Dynamique de la résistance

L'émergence de virus résistants aux médicament est un problemes majeur de la thérapie antivi-
rale. Plusieurs modeles mathématiques ont été élaborés pour décrire I'émergence de virus résistantes
aux médicaments. un modele approprié qui rend compte de la dynamique essentielle de la résis-
tance :

4X = A—dx—prxv) - Poxvy,
% = p1(1—Wxvy + Bopixva — ays,
¢ L2 = B uxvy + Bo(1 - pxv — ay, 2.2)

dv
d_tl = k1y1 —uvy,

av
T = key2 —uvy,

avec yj,)»,V1 et vp désignent, respectivement les cellules infectées par le virus de type sauvage, les
cellules infectées par le virus mutant, type sauvage libre virus et virus mutant libre.
u : représente le taux de reproduction entre type sauvage et mutant.

Pour Iiiﬁt K, les taux de reproduction de base de virus de type sauvage et mutant sont Rlzﬁ ;:}Zl et
2.5 Etude Mathématique (Points d’équilibre)

d

&TJKCZO’ A—dx— B1xvy— B2xv2 =0, A=dx— pPrxv) — Baxvy,

4 =0, Br(1— ) xvy + opxvs — ay; =0, B1(1— ) xvy + Bopxvs = ay,

{ %: , =R Buxvi+Po(l—wxve—ay, =0, = { Pruxvy+ P2(1—wxve = ays,
%:0, kiyr—uv; =0, kiyr=uvy,
d_”tZ:(), koy» —uv, =0, koys = uvs.

Dans ce modele on trouve deux état d’équilibre :

Eo = (X0, Y0, Yo1, Vo, Vo1),
avec

x0=5, Y0=0, ¥01=0, v =0, vo1) =0.
Et un état d’équilibre positif E* = (x{, y{, y,, V], V;) avec

«_au(l—p)
 kefo(1-2p)"
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yr = duu B Poulric,
V7 Biki0-2pw)  aprikiQ—p)’

. —du(l-p) +&
Y2 koB(1-2p) a’

pro_ An  Popdie
L7 g10-2w aupi(l-p’

~da—p) Ak

2= pl-2u) au’

L'état d’équilibre positive E* existe si les conditions suivantes sont vérifiées :

Si on suppose R; > Ry, alors 'abondance a ’équilibre des cellules infectées par le virus de type sau-
vage y; est approximativement donnée comme précédemment, tandis que la valeur correspondante
de y; estinférieure d'un facteur d’ordre p.
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2.6 Simulations numériques

x 107 Les Cellules non infectées et infectées
7 T T T T T T T
Les Cellules non infectées
Les Cellule infectées

0 | i i I I i
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

FIGURE 2.5 — Dynamique du systeme (2.1) pour R; > R».

D’apres la figure (2.5) , on remarque que les cellules non infectées et cellules infectées augmente
pour ce stabiliser a partir d'un certains temps.
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CHAPITRE 3

LDYNAMIQUE GLOBALE DE MODELE CLASSIQUE DE VIRUS

Nous étudions le modele précédent (2.1), mais dans ce cas, par rapport au taux de reproduction
de base. Le taux de reproduction de base, également appelé Ry, est défini comme le nombre moyen
d’infections secondaires causées par un seul individu infecté dans une population entiéerement sen-

sible a l'infection.
Le taux de reproduction de base est un parametre important dans les modéle épidémiologiques, car

il détermine la vitesse et I’étendue de I'épidémie.

3.1 Etude mathématique (les points d’équilibre et leur stabilité)

%:0’ A—dx—pPxv=0, A=dx+pxv,

%:O, — 4 pxv—ay=0, — { ay=px,
ky-uv=0

dv _ ’ -

v =, ky=uv.

Ce modele admet deux états d’équilibre, un état d’équilibre sans infection Ey = (xy, yo, Vo) avec

A
xo=3,y0:0,1/0=0,
et un état d’équilibre positif E* = (x*, y*, v*) avec
. A1, du(R b, v d(R 1
X'==—, y'=—(Ro-1), v == (Ro - D).
dry'” Tk g

L'équilibre existe sile nombre de reproduction de base Ry = % > 1.

Une méthode différente de celle présentée dans le chapitre 2 sera utilisée, faisant appel a des tech-
niques telles que la trace et le déterminant.
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La matrice Jacobienne associée au modele (2.1) est données par :

-d-pv 0 -PBx
Jx,y,v) = pv -a Px |,
0 k -u
en remplacant par I'équilibre E, dans J(x, y, v)
On trouve : 81
-d 0 —/17
Jxo,yo,v)=| 0 -a 2|,

0 k -u

en calculant la trace de la matrice Jacobienne :

trJ(xo, Yo, Vo) = —(d+a+u) <0,

en procédant au calcul du déterminant de la matrice Jacobienne,

BAk

det](xo, Yo, Vo) = —d(au— 7),

nous écrivons le déterminant en fonction d'un nombre de moyen :

det](xo, Yo, Vo) = —d(1 - Rp).

1) Si Ry >1 = det](xo, Yo, Vo) >0,

donc (xy, yo, vp) est un état asymptotiquement stable.
2)SiRy<1 = det](xo, Yo, Vo) <0,

donc (xy, yo, Vo) est un état instable.

on remplace par E* = (x*, y*, v*)

—dR, o0 -Pr

dRy
J&5y 5,0 =d®Ry-1) -a %)
0 k —-u

en calculant la trace de la matrice Jacobienne :

trJ(x*,y*,v*)=—=(dRy+a+u) <0,

en calculant le déterminant de la matrice Jacobienne :

Bk

det](x*,y*,v*)=—-dauRy+ —,
Ry

1) Si Ry > 1 alors det](x*,y*,v*) >0,
donc (x*, y*, v*) est asymptotiquement stable.
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2) Si Ry < 1, alors il n’y a pas d’équilibre positif E*.

Les équations différentielles (2.1) sont équivalents a celles d'un modéle épidémiologique SEIR cal
avec une hypothese de taille de population hote constante. En effet, si '’équation pour la population
récupérée R est omise (I’hypothese de la taille constante de la population nous permet de la faire ),
le systeme (2.1) est équivalent au modeéle SEIR telle que x correspond a la population sains S, y a la
population exposée E, et v a la population infectieuse I. cette équivalence implique que la dynamique
de ces systemes est également similaire, est que la plupart des résultats connu pour le modele SEIR
peut étre directement étendue au systeme (2.1) . Pour le modele SEIR, il existe une fonction de lya-
punov globale qui permet une étude directe des propriétés globales du systémes (2.1) également.Le
théoreme suivant est valable pour le systeme.

Théoreme 3.1.1. [7]

i) Si le nombre de reproduction de base Ry > 1 alors 'équilibre positif E* est globalement asymptotique-
ment stable.

ii) Si Ry < 1 alors il n'y a pas d’'équilibre positif E* et 'équilibre sans infection E, est globalement asymp-
totiquement stable.

Preuve.
Pour Ry>1ona:
A=dx* +ay",
ay* = px*v*,
au _ay”
kv

i) Pour prouver la premier partie nous pouvons utiliser la fonction de lyapunov :

Vix,y,v) =Vilx,y,v) + Valx, y,v) + V3(x, y, V),
avec

L X X
Vilx,y,v)=x (F_ In—),

x*

w Y
Valx, ) =y (= —In—=),
y y

*

Y k v* v
Si on dérive V; par rapport a t, on obtient :

Lh(x,y,v) =x(0)-5x (),

:A—dx—ﬂxv—1%+dx*+,6vx*.

Si on dérive V, par rapport a t, on trouve :

Lx,yv) =y m-Lyw,

:ﬁxv—ay—ﬁy—;xv+ay*.
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En calculant la dérivée de V3 par rapport a t, on trouve :
dV:
ax,y,v) =400 -4 0'(1),
=ay—zuv- —ay+ ‘”;C” .

Donc, en combinant les trois dérivées de V1, V5 et V3, on trouve :

av _ x* * v a auv®
Groyv)=A-—dx—pxv—-A1%-+dx +,6vx*+ﬁxv—ay—,67xv+ay*+ay—Euv —ay+ -

on obtient :
2 2
av dx* ay*x* ay*v ay* xv avy* ayv*
—(x,yv)=dx" +ay" —dx— L AL 2 | «_Avy 4y +ay”
at * X vt xtuty v* v
Alors

AV ey v) = dx* (2 )+ *3-2
—(x, y,v X2-—-—)+a —_—— - :
dat Y Y x  x*v'y y*v

Comme la moyenne arithmétique est supérieure ou égale a la moyenne géométrique, la fonction

x x* x*  xvy* v*
—+—-2=<0 et —+ y_ _J <
Xt x x  x*v*y y'v

alors on en déduit que dt <0,Vx,yv=

Comme x*et y* sont positifs, en utilisant le principe de LaSalle on considere le plus grand ensemble
M ={(x,y,v) eR", ‘Zl‘t/ = 0}, qui contient le point d’équilibre (x*, y*, v™).
Comme le point d’équilibre est localement stable, alors on déduit que le point également globalement

asymptotiquement stable.

ii) La seconde partie de la démonstration est dédiée a prouver la stabilité globale de I'état d’équi-
libre (x,0,0), sous I'hypothese que Ry est inférieure ou égal a 1.

-
0=
PAk
R -
0 adu

On cherche a démontrer l'attractive du point (%,0, 0), pour cela on définit la fonction de Lyapunov
suivante :

Ux,y,v)=Ui(x,y,v)+Uz(x,y,v) + Us(x, y,v),

avec

X X
Ui(x,y,v) = xo(— —In—),
X0 X0
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Us(x,y,v) =1,
a
Us(x,y,v) = Ev.

En calculant la dérivée de Uj, on obtient :

hx,y,v) =x'(0)-2x (1),

— X0
=A—dx—pxv—A7+dxo+ .
On dérive Uy, on trouve :

4% x,y,0) =y'(0),

= Bxv—ay.

On cherche la dérivée de Us, nous trouvons :

s (x,y,v) = 40'(0),

=ay— Luv.

Donc

En ajoutant les trois dérivées, on trouve
au _ X a
Gy v)=A—dx—Pfxv—-A7 +dxo+ prxg+pfxv—ay+ay— guv

On obtient :
A
Wx,yv) =A-=2-2 424 oy — 4L
—9) _Ax _Ax , AV auv
=21 X x0+ d k
Alors

AU ey =ae-2 )
dr VY= x x ko

Si Ry <1, alors 4¥ < 0.

Par le principe de LaSalle, nous avons que les trajectoires convergeront vers le plus grand ensemble
invariant M = {(x, y, v) € R, ”(li—lt] = 0} inclus dans la région ou la fonction de Lyapunov est nulle, donc

nous avons le point est globalement asymptotiquement stable.

3.2 Modele al'état exposé

Pour prendre en compte certaines caractéristique des systemes réelles, comme le délai entre le
moment de I'infection et le moment ou la cellule infectée commence a produire le virus, des classes
supplémentaires de cellules peuvent étre ajoutées au systemes. Par exemple , pour les cellules a I'état
latent une classe supplémentaires, la classe des cellules exposées z(t), peut étre utilisée.
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Alors les équations du systéme sont :

dx _

it =A-mx—-fxv,

% =Bxv—-(b+0)z,

{ 3.1
4~ cz—a
dt g
% =ky—uv.

Nous désignons des cellules non infectées par x(t), cellules infectées par y(t), les cellules exposées
par z(t), et des virus v(t).

A :les cellules non infectées sont produits a un taux constant.

m : taux de mortalité des cellules non infectées.

B : le taux de 'interaction entre les cellules non infectées et le virus .

b : le taux de mortalité des cellules exposées.

c: le taux de transmission des cellules exposées deviennent cellules infectées d’apres la période d’in-
fectiosité.

a: le taux de mortalité des cellules infectées.

k : le taux de conversion des cellules infectées.

u : le taux de mortalité des virus.

Ce systeme suppose un délai exponentiellement distribué entre I’événement d’infection et le mo-
ment ou la cellule infectée commence a produire le virus.

3.3 Etude mathématique

3.3.1 Points d’équilibres

%:0’ A—mx—pPxv=0, A=mx+ Bxv,
%:0, — Bxv—(b+c)z=0, _ Bxv=(b+0)z,
%:Oy CZ—“J/ZO, cz=ay,
% =0, ky—-uv=0, ky=uv,

Le systeme (3.1) admet deux état d’équilibre, un état d’équilibre sans infection Ey = (xo, Z0, Yo, Vo)

avec
A

Xo=—, Y0=0,20=0, vp=0.
m

Et1'équilibre coexistant E* = (x*,z*, y*, v*) avec coordonnées

« A1 . aum

b (Ro—-1), y* um (Ro—-1), v* m(R 1)
- y 2 = - ) = 77 - ) = - )
m Ro kBe 0 y 0 0

Bk p

ABck

Zumro est le nombre de reproduction de base du systéeme (3.1).

avec Ry =
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3.3.2 Stabilité d’équilibre

Afin d’analyser la stabilité d'un équilibre, il est nécessaire de procéder au calcul de la matrice Ja-
cobienne, cette matrice est donnée par :

-m— v 0 0 -px

3 Bv —-(b+c) 0 PBx

J(x,2,y,v) = 0 c “a o |
0 0 k -u
en remplacant Ey = (xo, 2o, Yo, Vo)

A
—-—m 0 0 _'Bﬁ

o -w+e 0 pi

](xO’ZOryO! UO) = 0 c —a 0

0 0 k -u

La matrice jacobienne admet 4 valeurs propres :
M=-m, Aa=—=(b+c), As=-a,Als=—-u,

donc, il ya 4 valeurs propres de signes négative. Alors, le point d’équilibre(xy, zo, yo, Vo) est asymptoti-
quement stable.
Enremplacant E* = (x*,z*, y*, v")

BA

—mRO 0 0 _l@

J(x* 2%yt v") = m(Ry—-1) —-(b+c) 0 L
0 c —a 0

0 0 k —u

En calculant la trace de la matrice Jacobienne :

trj(x*,z*, y*, v*)=—-(mRy+ (b+c)+a+u) <0,

en calculant le déterminant de la matrice Jacobienne :

ckBA

0

det](x*,z",y*,v*) = aumRy(b+c) —

Si Ry > 1 alors (x*, z*, y*, v™) est asymptotiquement stable.

Théoreme 3.3.1. [7]

i) Si le nombre de reproduction de base Ry > 1 alors l'équilibre positif E* est globalement asymptotique-
ment stable.

ii) Si Ry < 1 alors il n’y a pas d’équilibre positif E* et I'équilibre sans infection Ey est globalement asymp-
totiquement stable.
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Preuve.

i) Pour prouver la premier partie, nous pouvons utiliser la fonction de Lyapunov :

V(xy zZ, ¥ U) = Vl(x) ¥ U) + VZ(-X:! z,), U) + V3(xy z, ), U) + V4(xy Z, ), V))

avec
Vi(x,z,y,v) :x—x*lnx—x*,
Vo(x,z,y,0) = z—z*lnzi*,

V3(x,2,7,0) = w(y—y*lnl),

Valx,z,y,v) = 429y — p* [n L),
On dérive V) par rapport at, on a:

DA (x,2,y,0) =x(0)-<x' (1),

.
:A—mx—ﬁxv—/lx?+mx*+ﬁvx*,

en calculant la dérive de V, par rapport a t, on obtient :
de _ z*
t(xz,y,v) =z2(0)-Fz (1),

=pPxv—(b+ c)z—ﬁxv% +z*(b+0),
on cherche la dérive V3 par rapport a t, on trouve :
dV3 (x z, y’ U) b+Cyl(t) y (b+c)y (t),
=(b+c)z- b+cay— %zy* + %ay*,
on dérive V, par rapportat,ona:
xzyv) =aZ200-Lv0),
= ay®rA _bregyy - begyyt 4 e gy,

En combinant la dérivée de V;, V,, V3, V4 on trouve :
%(x,z,y, V) = dV1 +(x,2,y,0) + dvz(x z,y,v)+ dv3(x zZ,y,0)+ dv4(x z,),0)
4V (x,2,y,0) =A—mx - A%+ mx* + fx*v—Z Pxv+(b+c)z* - (2" )(b+c) + 2L (b+c)
Puisque (x*, z*, y*, v*) est un point d’équilibre positif de (3.1), nous avons :

A=mx*+((b+c)z",
Bx*v* =(b+c)z",

ay* =cz".

28

ayv

(b+c¢).



On obtient :

%(x,z,y, v)=2mx* —mx— mx*% +4(b+c)z* — (b+c) —(b+0)z* ;“’UZZ (b+ c)z —(b+0)z* i;’,
Alors
av . Xt x . x*  xvz*  zy* yv*
—x,z,pv)=mx 2-—-—)+b+0)z74—-— - - - .
dt x x* X x*v*z z*y vy*
alors ”g{ < 0 pour tout x, y, z, v > 0 (la moyenne arithmétique est supérieure ou égale la moyenne géo-
métrique).
En utilisant le principe de LaSalle le plus grand ensemble M = {(x, z, y,v) € R+, 7 = 0} qui contient le

point d’équilibre (x*, z*, y*, v*).

Comme le point d’équilibre est localement stable, alors on déduit que le point également globalement
asymptotiquement stable.

ii) Pour la deuxiéme partie du théoréme, nous appliquons la fonction de lyapunov. Soit :

Ux,z,y,v)=Ui(x,2,y,v) + Ua(x,2,y,v) + Us(x,2,y,v) + Us(x,z,y,0)

avec

X X
Ui(x,z,y,v) =xo(— = In—),
X0 X0

b+c
Ux(x,z,y,v) = Ty,
Us(x,z,),v) =z,
ab+c) )
ck

Us(x,z,y,v) =

On dérive U; par rapportat,ona:
h(x,z,y0) =x'(1)-2x (1),

— Xo
=A—-mx-Pxv—2A3 +mxo+ Pvxo.

Par calcule de ddUtz, ona:

4% (x,2,y,v) =2y (1),

=(b+0)z— Zay.
En calculant la dérivée de Us par rapportat,ona:

dU3 (x,z,y,v) =Z2'(1),

=pBxv—(b+c)z.
On calcule la dérivée de U, par rapportat,ona:

dU4 (x z, y’ U) — u(b+C) Ul(t),

(b+c) ay - b;;ccaul}
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Donc, on obtient

U (x,2,y,0) = W (x, 2, y,v) + L2 (x, 2,5, ) + D2 (x, 2, y, v) + L2 (x, 2, , V)

‘ji—[tl(x, Z,y,0) = A—mx—Pxv—A=2+mxo+Pfvxo+(b+c)z— b+cay+,6xv (b+c)z+ “(b”)y— “””c(,l?”)
Comme
A
Xo=—),
m
_ PAck
aum(+c)

il s’ensuit alors :

au —)— Mo _ Ax Ay auw
ar (62, ),0) =A-2 -S4 A+ v — S,

:21—%—%+%—“”"(b+c).

Par conséquent
AB 1

U aym=ae-22_ X, e Bo= D
dr erv = x X mRy '

dU

Il est évident que Ry <1 assure que <= < 0 pour tout x,v>0.

Remarque :

Dans certains cas, un modéle compartimental plus complexe d'un virus peut étre envisagé. Ce-
pendant il apparait qu'une fonction de lyapunov du méme type, c’est-a-dire une fonction de la forme

V (X1, X2, v  Xp) = ZA(x, xln—)

i=1 1

Ou x; est le nombre des cellules de la iéme classe (ou le nombre des particules virales libres), x;" sont
les valeurs d’équilibre et A; sont des constantes.

3.4 Propagation du HBV avec dépendance spatiale

Linfection persistante par le virus de I'hépatite B (VHB) est un probleme de santé majeur dans le
monde entier, car elle peut conduire a la cirrhose et au carcinome hépatocellulaire primaire (Beasley
et al. [2] et Weissberg et al. [9]). Linfection chronique par le VHB résulte souvent d'une exposition a
stade précoce de la vie, ce qui entraine une persistance virale en I'absence d’anticorps puissants ou
de réponses immunitaires cellulaires. La thérapie des porteurs du VHB peut viser soit a inhiber la ré-
plication virale, soit a améliorer les réponses immunologiques contre le virus, ou les deux. Lanalogue
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nucléosidique, la lamivudine, développé a I'origine comme un médicament contre le virus de I'im-
munodéficience humaine (VIH), a de puissants effets inhibiteurs sur la réplication du VHB (Dienstag
et al) en se basant sur I'expérience clinique de porteurs chroniques du VHB traités avec différentes
doses de lamivudine, Nowak et al [5] ont proposé un modele mathématique de base pour les cellules
non infectées x, les cellules infectées y et les virus v .

% =A—-au-Puy,

dw _

< = Puv-bw, (3.2)
% =kw-mv.

Noter que le systeme (3.2) est le modele mathématique le plus simple pour les interactions entre les
cellules non infectées, les cellules infectées et les virus , en ce sens que seules les relations les plus
fondamentales entre les trois especes sont incorporées. Par exemple on suppose implicitement que
le cellules et les virus sont bien mélangés, et ignore la mobilité des cellules et des virus, alors que le
mouvement biologique joue un role crucial dans de nombreux phénomeénes biologique. En fait, de
nombreux chercheurs ont introduit des mouvement de population dans es équations connexes pour
les simulations écologiques, épidémiologique et tumorales dans le but de comprendre les caracté-
ristique les plus fondamentale des interactions spatialement distribuées. Mais jusqu’a présent,peut
d’études ont pris en compte I'influence des structures spatiales sur la dynamique des virus.

Dans I'étude de la dynamique spatiale virus-immunité, Funk et al [3] adoptent un modele en mo-
saique pour simuler le mouvement du virus vers les sites voisins les plus proches qui entourent le site
ou il est émerge. Nous avons aussi négliger la mobilité des cellules saines et des cellules infectées pour
obtenir le modele suivant :

du _
E—A—au—ﬁuv,

S

+ = puv-bw, 3.3)

%:dAv—i-kw—mv,

Linterprétation de modele : ici u(t,x), w(t,x) et v(t,x) sont les densités de cellules non infectées, de
cellules infectées et de virus a la position x a I'instant t, respectivement.
A :les cellules non infectées sont produits a un taux constant.
a: taux de mortalité des cellules non infectées.
B : le taux de 'interaction entre la densité des cellules infectées et la densité de virus .
b :le taux de mortalité de la densité des cellules infectées.
d : estle coefficient de diffusion.
k :le taux de conversion de la densité des cellules infectées.
m : le taux de mortalité de la densité de virus.
dAv : présenté de mouvement de la densité de virus suit la diffusion Fickienne
n A2
Av = Z%,n: 1,2 ou3,

i=1 xi

selon que la population virale est distribuée dans un domaine a 1,2 ou 3 dimensions.
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On fait le changement de variable :

on dérive U, W, V par rapportat:

ou a ,
ot A
ow a
or A
oV _a ,
-1

On obtient,

ou _
W_1-U-uv,

W _ yy -
| e TUV-piW, (3.4)

9% = DAv+p, W — p3V.

Nous supposons que p1, p2, p3 et D sont des constantes positives.

3.4.1 Les état d’équilibres

1-U-UV =0,
9 =, u-uv=0 U=1-UY,
W_p e UVTPIW=0 — 3 UV=pW,
DAv+p,W —p3V =0,
9 =, patl = ps p2W = p3V,

Le systeme admet (3.4) deux état d’équilibre, Ey = (1,0,0) et E; = (U*, W*, V™)

3.4.2 Existence d’ondes progressives

Le nombre de reproduction de base du virus en 'absence de dépendance spatiale est donné par
RO:% = pf ;3 , qui décrit le nombre moyen des cellules nouvellement infectées générées d'une cel-
lule infectée au début du processus infectieux. Dans un espace homogene, cette quantité définit
le comportement du seuil. Lorsqu’elle est inférieure a 'unité, chaque infection ne parvient pas en
moyenne a se reproduire et le nombre de cellules infectées devrait diminuer vers zéro. s’il est su-
périeure a I'unité, chaque infection fait en moyenne plus que se remplacer elle-méme et I'infection

persiste. il est facile de voir que lorsque Ry > 1, le systeme (3.4) a deux solutions en régime permanent,
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Ey=(1,0,0) et E; = (U*,W*,V¥)

U* = PlPs’
P2

W* = Pz—Plps’
p1p2

V= P2 — PlPs.
p1P3
Afin d’établir I'existence d’ondes progressives du systéme (3.4), nous supposons qu’il possede une
solution de la forme U(x, t) = u(x +ct), W(x+ct) = w(x+ct) et V(x, t) = v(x + ct). Les fonctions u,w

et vsont des fonctions de la variable onde progressive s = x + ct et le parametre vitesse de '’onde c est
positif. Le systeme (3.5) devient alors

cu' =1-—u—uv,
cw' =uv-prw,

(3.5)
cv' =DV + pow — p3v.

Ici, prime désigne la différenciation par rapport a la variable d’ondes s . Pour la motivation écolo-

gique, nous exigeons que les ondes progressives u, w et v soient non négatives et qu’elles satisfassent
les conditions aux limites suivantes :

)

lim u()=1, lim u(r)= p1ps _ u*
t——00 t—+o00 pz

lim w(t)=0, lim w(f)= b2=P1Ps _ w*
——00 t—+o00 plpz

)

lim v()=0, lim v(t):w: v*.
t——00 I—+00 p1p3

On pose v’=z, nous obtenons alors les équations d’ondes progressives suivantes :
cu'=1-u-uv,
cw' =uv-pw,
3 =z (3.6)

Dz =cz+p3v—pow.
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Lorsque Ry > 1, c’est a dire p» > p1p3, le systeme (3.6) a deux d’équilibre :
Ey=(1,0,0,0) et E} = (u*, w*,v*,0).
On cherche la matrice Jacobienne :

-1 0 %
r _Aou
—| ¢ c c
J(u, w,v,2) 0 ¢ 0 1
p2 P
o % % 5
En calculant la matrice jacobienne en point E :
-1 0 -1
o -2 1 9
1,0,0,0) = ©c £
J(1,6,0,0) 0 c 0 1
P2  p3
O -5 D b
On cherche les valeurs propres de cette matrice :
-2 0o -1 o0
o -2-2 1 o
_ — c c
det(J—AI) 0 c A 1
D2 p3
0 -5 D b A
p1 1
=—-A| ¢ -1 1
c p p
55 52
1 p1 -1 1 1-2-21 1
B Al c A) s %—A‘ c| ¢ %—A]

—%/12+%—@)L—/1+£+ P2,

¢cD D D Dc

On pose:

Ay = (Dp, - c?)/cD,
Az = (p2+p3)/D,

Az = (p2—p1p3)/cD.
Les valeurs propres de cette matrice satisfont a ’équation caractéristique suivante :
1. 13 2
(A+ —)(/1 +A1/1 —Ag)l+A3) =0,
c
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tel que
PA) = A3+ AjA% — A A + As. (3.7)

Il est facile de voir que (3.7) a une racine négative car p; > p2ps.

Par la méthode de Routh-Hurwitz, nous voyons que (3.7) a deux racines avec des parties réelles po-
sitives. Afin d’identifier les conditions sous lesquelles que ces deux racines sont des nombres réels
positifs, considérons

thy fe

Pi(A) =P AN)/3=A%+"—
1 () 1) = 3

Pour P’(1) =0 on a un seule solution

12 —p1D+ \/04 + p7D? + Dp1c? +3Dpyc?
"3 cD '

A*

Si P(0) > 0, I'’équation (3.7) admet deux racines positives.
si P(1*) < 0 admet un seule racine, et a deux racines complexes avec des parties réelles positives si
P(A*)>0.

Polyndme caractéristique pour E; = (u*, w*, v*,0) :

Py(c) = b006 + b164 + bng + b3,

avec

bo = p} +4p2 —201p3 + p3 = (p1—p3)* +4p2 >0,
b1 =2Dp3+6Dppz+2Dp3p3 +18Dp,p3 —8Dp;pl2) +4Dp3

=2[p5 +3p1p2+ pTP3+5p2p3 +4p3(p2 — p1p3) + 2031 >0,

by = D*py —6D”pfp; — 27D p; +8D*p3 p3 +36 D% p1 p2p3 — 8D p7 p3,

bs =4D’pip3—4D’p3p2
=—4D3p}(p2 — p1p3) <0.

Pour

P5(c) =0, (3.8)

nous avons P(1*) =0et P'(1*) =0.
Il convient de noter que by >0, b; >0 et b3 <0.
Par la regle des signes de Descarte, il s’ensuit qu’il existe un unique ¢* > 0 tel que P»(c*) = 0., ce qui
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implique que
<0 si O<c<c’,

Py()d ~O St e=c (3.9)

>0 si ¢>c*.

Par des calculs directs, nous pouvons vérifier que P(1*) = 0 et P'(1*) = 0 sont réellement valables
lorsque ¢ = c*.

On noter que P(A) est une fonction décroissante de ¢, nous concluons que P(A) a deux racines po-
sitives si ¢ > c¢*, deux racines complexes avec des parties réelles positives si 0 < ¢ < ¢* et une seule
racine positive si ¢ = ¢*.
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Résumé

Ce travail porte sur I'étude de l'interprétation des données expérimentales en fonction des
modeles mathématiques décrivant l'interaction linéaire entre le virus et les cellules non
infectées, ainsi que leur stabilité d'équilibre. L'objectif était d'analyser et de comprendre la
dynamique globale d'un modele classique de virus, en mettant en évidence un équilibre de
coexistence qui se révele étre globalement asymptotiguement stable sous certaines
conditions. Des théorémes et définitions ont été présentés dans une introduction
préliminaire afin d'aider le lecteur a appréhender ce mémoire. Il a été constaté que la
propagation du virus dépend du nombre de reproduction de base (R0), ou RO > 1 indique
une augmentation du nombre de cas a chaque période d'infectiosité, tandis que RO< 1
conduit a la disparition des cas. En outre, un modéle mathématique a été proposé pour
étudier l'infection par le virus de I'hépatite B (VHB) en prenant en compte la dépendance
spatiale.

Finalement, les résultats numériques qui on |'a eu sont identiques a I'analyse théorique.

Abstract

This work focuses on the study of the interpretation of experimental data according to
mathematical models describing the linear interaction between the virus and uninfected
cells, as well as their equilibrium stability. The objective was to analyze and understand the
global dynamics of a classical virus model, by highlighting coexistence equilibrium that turns
out to be globally asymptotically stable under certain conditions. Theorems and definitions
have been presented in a preliminary introduction in order to help the reader to understand
this thesis. It has been found that the propagation of the virus depends on the basic
reproduction number (R0), where RO>1 indicates an increase in the number of cases at each
infectivity period, while RO<1 leads to the disappearance of cases. In addition, a
mathematical model has been proposed to study the infection by the hepatitis B (VHB) virus
infection by taking into account the spatial dependence.

Finally, the numerical results that we got are identical analysis.
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