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0.1 Notations générales

Soient F/, X deux ensembles, et A, B sous-ensembles de X.

I’ensemble vide

I’ensemble de nombres complexes

I’ensemble des nombres réels

I’ensemble des nombres naturelles

I’ensemble des nombres entiers relatifs

I’espace des fonctions test

Dual topologique de D l'espace des distributions
I’'espace des distributions a support compact
I'espace de Scwartz

Dual topologique de S I'espace des distribution tempérées
{Vx e A,z € X}

{z € A tel que x € B}

{r € Aoux € B}

{t+y;2e X,yeY}

{(z,y);z e X,yeY}

{f: X — Y t.q : f est continue }

{f: X — X t.q : f est continue }

I’ensemble des parties de X

un systéme de voisinages

Pigne de Dirac



Objectif

L’étude des distributions périodiques a pour objectif d’analyser les phénoménes qui se ré-
pétent de maniére réguliére dans le temps. Ces phénomeénes périodiques se retrouvent dans de
nombreux domaines scientifiques tels que les mathématiques, la physique, 'ingénierie, ’écono-
mie, la biologie, etc..

L’un des principaux objectifs de I’étude des distributions périodiques est de décrire et de ca-
ractériser les motifs récurrents présents dans les données. Cela permet de comprendre les com-
portements périodiques et d’extraire des informations utiles sur les systémes étudiés.

Les distributions périodiques sont souvent analysées & I'aide de la transformée de Fourier, qui
permet de décomposer une fonction périodique en une série de sinus et de cosinus. Cette ana-
lyse fréquentielle permet de mettre en évidence les composantes périodiques et de quantifier
leur amplitude, leur phase et leur fréquence. [’étude des distributions périodiques trouve des
applications dans de nombreux domaines. Par exemple, en physique, elle permet d’analyser
les signaux périodiques tels que les ondes électromagnétiques, les vibrations des systémes mé-
caniques ou les phénoménes périodiques en physique quantique. En économie, elle peut étre
utilisée pour étudier les fluctuations périodiques des marchés financiers. En biologie, elle peut
servir a analyser les rythmes biologiques tels que les cycles circadiens.

En résumé, 'objectif de I’é¢tude des distributions périodiques est de comprendre et de caractéri-
ser les phénomeénes périodiques dans divers domaines scientifiques, ce qui permet d’obtenir des
informations précieuses sur les systémes étudiés et d’ouvrir la voie a de nouvelles découvertes
et applications.



Introduction

Les distributions sont utilisées depuis longtemps par les physiciens. C’est la théorie la plus
adaptée a ’étude de nombreux systémes physiques et notamment a celle des systémes linéaires
continus. Les distributions sont des outils mathématiques utilisés pour représenter des phéno-
ménes physiques que les fonctions classiques s’avérent incapables de transcrire.

La théorie des distributions fut construite par le mathématicien L. Schwartz entre 1944 et 1950
et lui valut la médaille Fields en 1950. Comme la plupart de grandes découvertes scientifiques,
la théorie de distributions est construite sur des bases provenant de travaux effectués par de
nombreux chercheurs : Heaviside en 1893, Wiener en 1925, Dirac en 1926-27, Hadamard en
1932, Bochner en 1932, Leray en 1934, Sobolev en 1936, Carleman en 1944, etc. L’objectif a été
de généraliser la notion de fonction, afin de donner un sens mathématique correct a des objets
manipulés par les physiciens et les ingénieurs.

La théorie des distributions est importante aussi bien en mathématiques que dans plusieurs dis-
ciplines scientifiques. Elle s’est révélée étre une nécessité pour le progrés de plusieurs théories
en physique et en ingénierie ol beaucoup de problémes discontinus conduisent naturellement,
entre autres, & des équations différentielles dont les solutions sont des distributions plutot que
des fonctions ordinaires. La théorie assure un certain nombre d’opérations indispensables aux
quelles les fonctions ne se prétent pas toujours et a apporté les outils mathématiques dont les
physiciens et les ingénieurs avaient tant besoin. L’exemple le plus célébre de distribution est
I'impulsion de Dirac, indispensable aussi bien pour la formulation de la mécanique quantique
qu’en analyse harmonique et en traitement du signal.



Chapitre 1
Préliménaire

Ce chapitre est composé de deux sections, dans la premiére on donne un petit rappel sur
la topologique et dans la deuxiéme nous rappellons quelques notions de base et 'espace des
fonctions tests et I'espace des distribution.

1.1 Rappel sur les espaces topologiques

1.1.1 Espaces topologiques :
Définition 1.1.1 Une topologie sur un ensemble E est la donnée d’un ensemble T de parties
de E, i.e.T C P(E),vérifiant les propriétés suivantes, appelées axiomes des ouverts.

1. L’ensemble vide (), et ’ensemble E appartiennent o T .

2. siu,ve€T alorsunNuveT

3. Si (ujer) est une famille de parties de E appartenant o T , alors Uer(u;) € T (ot I est
un ensemble d’indices quelconque).

L’ensemble E, muni de la topologie T , est appelé espace topologique.

On notera quelques fois (E, 7) un tel espace. Les parties de E qui appartiennent a 7 sont dites
parties ouvertes ou ouverts de F. Les éléments de E sont généralement appelés points. Et en
appelant les éléments de T des ouverts.

1.1.2 Espace vectorielle topologique :

On appelle espace vectoriel topologique un ensemble E, muni d’une part d’une structure
d’espace vectoriel sur le corps K des réels ou des complexes, d’autre part d’une topologie, telles
que :

1. laddition (z,y) - x +y de E' x E dans E

2. la multiplication par les scalaires (A, z) — A\x de K x E dans FE soient continues,ou K
est muni de sa topologie naturelle.

On dit encore que la structure topologique et la structure vectorielle sont compatibles. Si

Tp — T,

Yn — Y,
A=A AeEK

8
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Alors
Ty +Yn > T+,
ATn —> AT

Exemple 1.1.1 On définit ’espace vectoriel L(Q) par

L£H(Q) = {f mesurables sur 2, /Q |f] < +oo}

Exemple 1.1.2 Soit p € [1,+o00[. L’espace de Lebesque est noté et défini par LP(Q2),p €
[1,4+00 [, on note

11l = ( / f(@)Pdz)?

1.1.3 Espace vectoriel topologique localement convexe :

Nous allons étudier une catégorie particuliére d’espace vectoriel topologique, les espaces
localement convexes. Les espaces fonctionnels utilisés dans la pratique, en particulier ceux qu’on
rencontre dans la théorie des distributions, ne sont pas toujours des espaces normeés ; par contre,
ce sont toujours des espaces localement convexes. Il s’agit donc d’une classe particuliérement
importante d’espace vectoriel topologique et les considérations qui suivent constituent une
introduction & 'analyse fonctionnelle moderne.

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel, l'application N : E — R, est dite semi norme
st elle vérifie les assertions suivantes :

1. Nz)=0=2=0;z € E,
2. N(A\z) = |A\[N(z),Vz € E,¥A € K
3. Nx+y) <N(z)+N(y),Vz,y € E

Définition 1.1.3 On appelle voisinage d’un point x de E toute partie de E contenant au moins
un ouvert contenant lui-méme x. On désignera souvent par B(x) l’ensemble des voisinages de
x

Propriétés 1.1.1 Les voisinages d’un point x possédent les propriétés sutvantes :
1. Toute partie qui contient un voisinage de x est un voisinage de x.

2. Toute intersection d’un nombre fini de voisinages de x est un voisinage de x.

Définition 1.1.4 Soit (E,T) un espace topologique et x € E.

On appelle base de voisinage de x, toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout
voisinage V de x, il existe w € B(x) tel que w C V. Notons que si B(x) est une base de
voisinages de x, alors on a :

V(z) =V € E; il existe w € B(x) avec w € V.

Autrement dit, V(z) est Uensemble des parties de E contenant un élément de B(x). Ainsi, on
obtient V(z) a partir de B(x).

Définition 1.1.5 On appelle espace vectoriel topologique localement convexe un espace vectoriel
E muni d’une topologie T C P(E) telle que
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1. T est compatible avec la structure d’espace vectorielle :
(a) X x X = X, (x,y) = = +y est continue.
(b) Rx X — X, (\ ) = Az est continue.

2. T est localement convere, i.e. admet une base de wvoisinages convexes : YVx € X,VU €
T,z €U, il existe V€T convere (i.eNa,5 €V :ta+ (1,)5 € V) tel quex € V C U.

Exemple 1.1.3 Soit F' un fermé non compact de R"™, il existe alors un entier ng € Ny
Fn{z:|z|<ny} #2

VneNy k,=x€F:|x]<n+ng
Cela étant
pn  Co(F) —R
f —sup |f(z)| :x € F:|z| <n+ng

pnCO(F) —R
f—sup|f(z)]:z € F:lz|<n+ng

o Co(F) = Rf = sup|f(z)]:x € F:lz| <n+ng

est une semi-norme sur CoF, P = p,;n € Ny , est un systeme de semi-normes sur (Il convient
de remarquer que, chacun des K, est une partie compacte de F' et que, pour tout compact K
inclus dans F, il existe n € Ny tel que K C K,,,). L’espace CoF' est l’espace localement conveze
( CoF, P) On dit qu’on a muni l'espace CoF' de la convergence compacte.

Exemple 1.1.4 5iQ C R" est ouvert on considére Co(QQ) et pour tout K compact inclus dans
Q, on pose

pe(x) = sup | f(z)|
ek

et on munit Co(2) de la topologie définie par les p> La convergence pour cette topologie est
équivalente a la convergence sur tout compact. . .

1.1.4 Les espaces C*(Q)

Définition 1.1.6 Soit Q un ouvert de R™. On désignera par C°(Q) (resp. C*(Q) ) lespace des
fonctions continues (resp. contindment différentiables) sur €0 a valeurs complexes puis, pour
ke N k>2, on pose,
k k—1 u k—1 .
C*"(Q)=<RuedC (Q):a—EC (Q),i=1,...,n¢.
€

C’est lespace des fonctions k fois contintiment différentiables sur Q0 a valeurs dans C. On

notera enfin

C=(Q) =[] CH9Q)

keN
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1.1.5 Les espaces C}(Q)

Définition 1.1.7 1. Pour k € NU {+o0}, C¥(Q) désigne Iensemble des u € C*(Q) tels que
supp u est un compact contenu dans 2.

2. Si K est un compact de Q, C¥(K) désigne l’ensemble des éléments u de C5(Q) tels que
suppu C K.

1.2 L’espace D((2) de fonctions tests :

Définition 1.2.1 On définit le support d’une fonction f:R™ — R( ou C) par

Supp(f) =z € R™; f(x) # 0.

c’est-a-dire l'adhérence de l’ensemble des x tels que f(x) est non identiquement nulle.

Rappel :
a) 'adhérence d’un ensemble est le plus petit fermé contenant cet ensemble.

b) les parties comapctes de R™ sont les parties fermées bornées

Le support de f est donc un compact en dehors du quel f est nulle.

Exemple 1.2.1 Soit x = (1, %9..., X)) € R r =|| z ||= /23 + ....22. On pose

0 , stor > 1.

o=

On a suppf =x € R":|| 2 ||< 1; la boule de centre 0 et de rayon 1.

Les distributions sont des fonctionnelles linéaires particuliéres sur ’espace des fonctions
tests. Commencons par définir ces fonctions tests :

1.2.1 Notion de fonction test

Définition 1.2.2 On appelle fonction test, ou fonction de base, une fonction ¢ € C*(R,C) a
support borné, c’est-a-dire nulle en dehors d’un segment [a,b], dépendant de .

Propriétés 1.2.1 1. Si ¢ est une fonction test, il en est de méme de ¢'.

2. Si ¢ est une fonction-test de R dans R et f une fonction C*°(R,C), fop est une fonction
test.
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3. Toute fonction test ¢ s’écrit de facon unique sous la forme o(x) = (x) + z.¢(x), ot ¢
et ¢ sont des fonctions tests paires. Il suffit de noter que :

o(r) +(—=x)  o(x) —p(-z)

p(x) = 5 + 5
_ plz) +290(—x) o) —2;0(—:6)7
_ pla) — (=)
L
=5 / ety
= %/:1 p(zu)du

Exemples des fonctions tests
Exemple 1.2.2 Considérons la fonction :

1 .
Jexp= , st fz] <1
90(5”)_{ 0, si |z|>1L

FElle est paire, continue, croissante sur [—1,0], décroissante sur [0,1],¢ est de classe C*
sur R, car :

© = fn, ot h(z) =1—2?

1 1/ 1 1
e = exp = -
R A U B

1 1
= exp 5 —
r—2 2x+2

= f(2r+2)f(2 — 2x)

On a aussi

On vérifie sans peine que, pour tout x,

p(z) = fo(2z +2).fo(2 — 2z)

SR
0.259
0.23
0.157
0.11
0.059
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Exemple 1.2.3 Plus généralement,si a < b

1 .
_ Py o St a<T< b
Pa(T) { 0 , si xé¢la,bl

est une fonction test, dont le support est [a,b].
Exemple 1.2.4 La fonction H définie par :

1 C2 9

B exp P21 S, x°+ y° < 1
Hmw_{ 0 osi a4y > L
est une fonction-test

L’espace vectoriel D l'espace vectoriel des fonctions tests ¢ € C* (R, C) est muni de la notion
de convergence suivante.

1.2.2 La Convergence dans D({2)

Définition 1.2.3 (Dans R") : Soit ¢ € D(Q).
On dit qu’une suite (¢n),cn de D(2) converge vers @, el on note :

on — @ dans D(Q)

n—o0

S8 :

1)3AK C Q, K compact, tel que Yn € N, supp (¢,) C K,
2k = (K, .o k) €N, || B — B g, (L)

k k k ok
11“.81”77, 8111...0Inn 00 n—o0

Donc les ¢, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent uniformément
ainst que toutes leurs dérivées.

Définition 1.2.4 (Dans R :) Soit p € D(Q).
On dit qu’une suite (¢n),cn de D(2) converge vers ¢, el on note :

on — @ dans D(Q)

n—oo
886 :
1) 3K C Q, K compact, tel que Vn € N,  supp (¢,) C K,
gvkeN, [¢f-p®| —o (12)

oo N— o0
Donc les @, ont toutes un support inclus dans un méme compact K, et convergent unifor-
mément ainsi que toutes leurs dérivées.
Soit Q un ouvert de R™. Pour k = (ki,...,k,) € N*, on note |k| = ki + ...+ kp

Propriétés 1.2.2 Cette notion de convergence posséde les propriétés suivantes :

a) Si @ est un élément de D, la suile constante égale d ¢ converge vers ¢.

b) Si (pr) et (Yr) sont deuz suites d’éléments de D tendant resp. vers ¢ et 1, la suite
(A.or + g) converge vers A + 1.

c) Si (r) converge vers @, toute suite extraite converge vers .

Oxj*
tous ordres sont donc des endomorphismes (séquentiellement) continus de D.

d) Si (pr) converge vers ¢, la suite (%) converge vers 22 Les dérivations partielles de
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Dans la suite, pour simplifier les écritures, on regardera essentiellement le cas R" = R,
donc la convergence donnée en (1.2).

Proposition 1.2.1 Soit (), oy une suite de D(Q) qui converge vers ¢ € D(K2). Soit K le
compact dans (1.2), alors :

suppy C K

Preuve :
On a |l —¢nlly, —no0e 0 - s0it e >0 et soit N € N t.q. Vn> N,|¢— el <e.
Donc pour tout x € R on a

lo(r) — pn(z)| <.

En particulier, pour tout v € R — K, comme alors ¢,(x) =0, on a :
lo(x)| < e Vrai pour tout €.
Donc pour tout x € R — K on a p(x) = 0. Donc {x : p(z) # 0} C K Alors :

suppp C K = K

1.2.3 Dérivation dans D(12)

Définition 1.2.5 Si ¢ est une fonction de D et si a = (aq, ..., ) € N est un multi-indice,
on pose

09 \a 3_90)%_ ol

Do = __dw
7= 5" o Do Daon’

avec o] = a1 + ... + ay,.
Proposition 1.2.2 Soient ¢ une fonction test, f une fonction réglée a support borné. Leur
convolée v x [ définie par
+oo
VeeR (pxf)(z)= / o(x —t)f(t)dt est une fonctiontest.

— 00

Preuve :
Supposons le support de  inclus dans [a,b], celui de [ dans [c,d].

d
(o5 P)la) = / ol — ) f(t)dt

est C'™ en vertu du théoréeme de dérivation des intégrales a paramétre sur les segments, et
nulle hors de [a+ ¢, b+ d.
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1.3 L’espace D'(12) des distributions

On appelle dual topologique de D(Q2), noté D'(2), espace des formes linéaires continues T
sur D(€2) définies par

T : D(Q) — C
© — <T,p>"

Définition 1.3.1 On appelle distribution toute fonctionnelle linéaire continue sur ’espace vec-
toriel D.
Par définition, T est une fonctionnelle sur D donc T associe a toute fonction o € D un com-
plexe noté :

<T;p> ouparfois T(p)

La définition d’une distribution implique les deuz points suivants :
1. Linéarité : Pour tout ¢, € D(Q) , et tout A€ R On a :

<T,p+ X >=<T, p>+A<T ) >

2. Continuité : Si (¢r)r>0 converge dans D ver ¢, alors la suite ((T, vr))r>0 converge au
sens usuel vers (T, @) , i.e

Ve > 0,3N € N tel que, Vk > N, | (T, p) — (T, ¢x) | < €.

Les éléments de D’(2) sont appelés distributions.

Exemple 1.3.1 L’application

T:peD— / . / o(x)dx € C est une distribution.

Plus généralement, pour toute fonction localement intégrable f de R™ dans C,

Ty:peD— / . (x) - p(z)dx € C est une distribution.
RTL

1.3.1 Convergence dans D'({2) (convergence faible)

Définition 1.3.2 On dit qu’une suite de distributions (T,), o de D'(€2) converge ssi elle converge
simplement, i.e. ssi elle converge en tout point, i.e. ssi quelque soit ¢ € D(QY), notant r, =
(T, ), la suite de réels (r,)y converge dans R :

(T)y converge <=V € D(), FIreR, lim (T,,¢)=r noté T(p).
n—oo

Cela définit alors la fonctionnelle T : D(Q) — R appelée limite de la suite (T,,) dans D'(2),
et noté )
7" lim T,

n—oo

Cette notion de convergence posséde les mémes propriétés que la convergence dans D :
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Propriétés 1.3.1  a) Si T est un élément de D', la suite constante égale & T converge vers
T

b) Si (T,) et (¢,) sont deux suites d’éléments de D' tendant resp. vers T et 1, la suite
(AT, + 1) converge vers \.T + 1.

c) Si (T,) converge vers T, toute suite extraite converge vers T.

1.3.2 Le Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 1.3.1 Soient (E, (p@)eGAl) , (F, (Qk)ke/\g) deux espaces localement convexes. On sup-
pose que E est métrisable et complet. Soit (1)), une famille d’applications linéaires continues
de E dans F. Supposons que

vk € AQ, Vo € E, 30}6@ >0 q (T,\x) < Ck’x, YAe A (13)

Alors,
Vk € Ay, 3 € Ay, 3C > 0: qp (Thz) < Cpy(z), Vo € E,VA € A (1.4)

Corollaire 1.3.1 Dans le cadre du théoréme (1.3.1), soit (Tj)jeN une sutte d’applications li-
néaires continues de E dans F telle que

Ve e E,Ja, € F: lim Tjz = «,, dans F. (1.5)

Jj—+oo

Posons T x = a, pour x € E. Alors,
(i) T est linéaire continue,
(i1) pour tout compact K de E et tout k € Ay,

lim sup gy (Tje —Tx) =0
J—=+00 pe K
En particulier,
(ii) si (xj) = x dans E, alors (Tjx;) — Tx dans F.
Preuve :
a) La linéarité de T est évidente.
b) Montrons la continuité : Comme dans F, toute suite convergente est bornée, I’hypothése
(1.5) implique (1.83), donc (1.4), d’apres le théoréme 1.5.1, i.e.
Vk € Ay, 30 € Ay,3C > 0: ¢ (Tjx) < Cpe(x),Vj € N,Vr € E. (1.6)

D’apres (1.5), qp (Tjx) — qx(Tx) dans C. Donc (1.6) est aussi vraie pour T, ce qui prouve
que T est continue.

¢) Montrons (ii). Soit € > 0; nous devons prouver que, pour toute semi-norme g

ANy e N:Vj >Ny, qp (Tjx—Tz) <e, VrelkK. (1.7)
A Uindice k correspondent £ et C' vérifiant (1.6). Recouvrons K par un nombre fini de p;-
boules de rayon 5= et de centres yi, ... ,yy. Pour tout v € K, il existe m, € {1,2,..., M}
tel que

{ 4k (TJ (IL’ - ymz)) < Cpe (m - ymz> < %7 (1 8)
@ (T (2 = Ym,)) < Cpe (T — ym,) < 5, '
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ce qui résulte de (1.6) appliqué o T; et a T.

D’autre part, pour m € {1,..., M} on a, lim;_ 1 gk (Tjym — Tym) = 0. Il eziste donc
Ny tel que pour j > Ny, on ait qx (Tjym — Tym) < 5 pour tout m € {1,2,..., M}. Alors,
pour 7 > Ny et tout x € K on a,

@ (Tjz — Tx) < g (Tjz — Tiym, )+ (Lym, — Tym,)+ax (Tym, — Tx) < €, ce qui prouve
(1.7). Montrons (ii)” : 'ensemble K = {z;},U{x} est un compact de E. Soit q, une semi-
norme de F et € > 0; soit £ et C satisfaisant a (1.6). Il existe Ny tel que pour j > No,
on ait (d’apreés (ii) et Uhypothese de (ii)’)

sup i (Tjy — Ty) <

(2, — ) < —
Tr;:; — X —_—,
yeK pe J - 20

l\DI(‘f)

Alors (1.6) implique que pour j > Ny,

ar (Tjzj — Tx) < qx (Tjx; — Tay) + qp (Ta; — Tx)
<supqy (Tjy —Ty) + Cpe (x5 —x) < ¢
yeK

Démonstration du théoréme (1.3.1) :
Soit g une semi-norme dans F'. Pour N € N posons

={r € E:q(Thz) < N,YA € A}

a) I N est fermé car toute semi-norme est continue.
b) Unoy En = E, par hypothése.
C)SISBGFN7—$€FNcaqu(T,\( x)) = qx (T» )
d) Fy est convexe car si x,y € Fy et t € [0,1] on

o (Ty(t + (1= t)y)) < tay (Toz) + (1 — gy (Thy) <IN+ (1— )N = N
donc tx + (1 —t)y € F.
L’espace F étant métrique et complet, il est de Baire. D’aprés a) et b) il existe Ny € N tel

que Fy,# 0. 1l existe donc zg € Fl,, une semi-norme p; et g9 > 0 tels que,

={z € FE :p(r—mx0) <eo} CFh, -

Nous allons montrer que cela entraine,

Bl = {x € E: pi(z) < 5—0} C Fy,. (1.9)

2

En effet, si © € By on écrit @ = 5 ((x0 +2x) —x0); on a zy € Fy, donc (d’apres c))
—x9 € Fh,; ensuite, xg + 2z € By car py (xg + 22 — x) = 2pi(x) < o, donc zg + 2x € Fiy;
enfin, d’aprés d), € Fy,. On déduit de (2.7).ét de la définition des Fyy que

pe(z) < %0 = qr (Thx) < Ny, YAeEA

Soit x € E quelconque ; posons, pour 0 > 0,7 = (‘”)+6 2. Alors pg(7) < 5 donc g (Th7) <
Ny ce qui s’écrit
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2
q (Thx) < g—No (pe(r) +9), VAEA
0
Il suffit de faire tendre § vers zéro pour obtenir (1.4).

Théoréme 1.3.2 Soit (T,,), oy une suite dans D'(Q) qui est convergente. Alors la limite T est
une distribution sur ().
Preuve :

1. la linéarité :
Pour ¢, € D(Q) et A € R on a (égalités dans R) :

(Top+20) < lim (To 0+ M) = lim (o, 0) + A (T, )
= lim (T, ) + A lim (T, ) = (T, ) + MT, ),

d’ou la linéarité.
2. Continuité : soit ¢ € D(1).
Soit (pr) une suite de D(2) convergeant vers ¢ € D(2), on a :

lim (T, ¢x) = lim lim (7T}, px)

k—o00 k—00 n—o0

On admet qu’on peut inverser les signes limites (Théoréme de Banach-Steinhaus (1.5.1)).
D’ou

lim (T, @) = lim lim (T},, @)
k—oo

n—00 k—o00

— lim <Tn, lim — oog0k>
k—o0

n—o0

= lim (T, ¢)

n—o0

= <T7 90>

On note alors (convergence faible) :

T, — T dans D'(Q)

n—oo

Donc : T, — T dans D'(Q2) ssi :

Vo e D(Q), (Th,p) — (T,¢) dansR

n—o0

i.e. ssi, pour ¢ quelconque (fixé), |T,(p) — T(p)] — 0 dans R.

1.3.3 Dérivation des distributions

Définition 1.3.3 5i Q est un ouvert de R, on définit alors la dérivée T de la distribution
T €D () par :

<T/7 ()0> = - <T7 ()0/> ) VSO S D(Q>
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!/

Et plus généralement, on définit pour m € N, notant T™ = (T(m_l)) :

(T, @) = (=1)"(T, ™), Vp € D(Q)
appelée dériwée d’ordre m de T

Définition 1.3.4 Si f € LL_(R), on note f' = déf (Ty)" sa dérivée au sens des distributions :
pour tout p € D(R) :

(o) L@ ) (= - T " ()

Proposition 1.3.1 Si T € D'(Q), alors T' € D'(Q) (est une distribution), ainsi que T™ pour
tout m € N. Autrement dit, une distribution est dérivable & tout ordre.
Preuve :

1. Linéarité immédiate.
2. Continuité car si p € D(Q), alors ™ € D(RQ).

Définition 1.3.5 Dans R" : soit Q un ouvert de R et T' € D'(QY). On définit sa i-éme dérivée
partielle % par, pouri=1,...,n :

aor def dp

Et on vérifie immédiatement que cela fait bien de % une distribution pour tout i et que T
est infiniment dérivable.

Exemple 1.3.2 Montrons que la formule de Schwarz :

T 9T
6:@8@- N 8:)5]8331

est toujours vraie au sens des distributions.

Op
= <T, ﬁ> Car ¢ € D(Q), donc p € C*.

1.3.4 Les distributions réguliéres 7T’
Définition 1.3.6 Soit f € L}, .(Q). On appelle distribution réguliére associée a f : la fonction-

loc

nelle T =" T} : Q — R définie par :

Yo e D) (Ty.¢) 9 / f(@)o(a)de
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Proposition 1.3.2 Pour f € L}, (), la fonctionnelle Ty définie par :

Voe D) (Tf,¢) / f(z est une distribution.

Preuve :
1. Soit p € D(2). On a

/ f(z)p(x)dz = / F(@) () 1gupp o () daz,

La fonction folgup, » est dominée par la fonction intégrable ||¢|oof Lsupp (car f € Li,.(2)
et supp ¢ est compact dans ).

2. La linéarité est trivial.
3. Continuité de T} :

Soit p € D(Q) et soit (p,)y une suite de D(QY) convergeant vers p € D(£2).
On a avec K compact :

(o) — T ()] = / F(2) (¢ — on) (2)dz

z) (¢ = ¢n) (x)dx

< ||s0—s0n|!oo/ |[f(@)ldz —ns00 0, car [l — @l — 0 et f € LY(K)
K

Donc Ty est continue en ¢, vrai pour tout ¢ € D(Q)

Définition 1.3.7 (Généralisation) : Soit f € L} () avec 1 < p < 00, on appelle distribution
réguliere Ty la distribution donnée par :

Ve e D) (Tr.¢) = [ f@pla)da
(En particulier vrai pour f € L2 (Q).)

Proposition 1.3.3 Pour f € L} (Q) ot 1 < p < 00, la fonctionnelle Ty définie en précédem-
ment est bien une distribution.

Exemple 1.3.3 La fonction constante
f =1g € LZIOC(R)

Définit une distribution réguliére qui a une fonction p associe son aire sous la courbe :

T, (¢) Z/Rw(x)dw "2 (1, @) .

Exemple 1.3.4 La fonction de Heaviside Hy :

1, s x>0,
Ho(x)Z{

0, st =<0

Définit une distribution réguliére sur R. Elle n’a pas été définie en x = 0 (donc définie
uniquement presque partout).

Proposition 1.3.4 Soit f€ L} (R) ot 1<p<o0. Ona:
f=0 pp surlabj<Tr=0 sur D(a,b]) (1.10)
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1.3.5 Exemple des Distributions non-réguliéres

Définition 1.3.8 Soit a € R. La masse de Dirac 6, : D(R) — R est définie par :

5a(0) & o(a) " (80 )

Plus généralement, la masse de Dirac en a est définie sur toutes les fonctions continues
en a, la valeur de p(a) étant alors parfaitement définie (ce qui n’est pas le cas d’une fonction
définie presque partoul en général).

Proposition 1.3.5 ¢, est une distribution, mais n’est pas une distribution réguliere.
Preuve :

a) La linéarité est immédiate.

b) Continuité :
Soit ¢ € D(R) t.q (¢n) = ¢ dans D(R), en particulier || — ¢,|, — 0.
Soit sup,cg |¢n(z) — @(z)| = 0, en particulier v,(a) — ¢(a).
Donc d, (¢n) = (), alors 0, est continue au point ¢ € D(R). Vrai Vo € D(R).
Donce 6, est une distribution.

¢) Supposons qu’il existe f € L} (R) telle que

bu() = / f(@)p(@)dz Yy e DR).

En particulier pour tout ¢ € D(R — {a}) on aurait

5.(9) = ¢la) =0 = [ fla)p(o)de
R
Et donc
f =0 presque partout sur |a,b|C R*
pour la mesure de Lebesgue (1.10), donc sur R. D’ow : §, =0 C’est fau.

Donc 6, n’est pas réguliére

Exemple 1.3.5 (Le peigne de Dirac)

> 6 € D'(R)

kEZ

Définit une distribution, mais ce n’est pas une distribution réguliére.

Définition 1.3.9 Le produit tensoriel de [ et g est une application, noté f ® g et définie par

f@g:R*"xR™ — R
(z,y) — f®@g(z,y) = f(2)g9(y)



Chapitre 2

Distrubitions Périodiques

2.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 2.1.1 Soit a € R,

1. La translatée T, de la fonction ¢ d’une variable réelle est définie par :
Tasp(x) = p(x —a)

2. Cette définition se généralise auz distributions si : T € D'(R), sa translatée T, T au est
définie par :
< T T,p>=<T,T_ .0 > Yo € DR)

Propriétés 2.1.1 1. Sip € Ll (R), alors : Top € L],.(R)

2. Pour une distribution réguliere Ty, Uégalité T, Ty = T, résulte d’un simple changement
de variable ; soit ¢ € D(R) :

<TTp,0>=<Ty, T ap >

= [ f@ela +a)d

= [ fly—a)p(y)dy

3. Pour tout o € D(R) :  supp(Tap) = Ta(suppy) = suppy + a

4. Yo € D(R), alors Top € D(R) i.e : La translatée d’une fonction test est aussi une fonction
lest.

5. VT € D'(R), alors T,T € D'(R)

6. VT € D'(R):  supp(T.T) = To(suppT) = x + a{x € supp(T)}
avec To(suppT') = supp(T) + a

7. Pour tout aj,as € R, on a : Tay 0 Tay = Taytas

22
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Exemple 2.1.1  a) T,00 = 64. En effet, soit ¢ € D(R), alors :
< Tabo, p >=< 00, T_a00 >= (T20)(0) = (0 + a) = p(a) =< 4, p >
b) Pour tout v € D(R)T € D'(R), on a
T.(WT) = T T.T
En effet : soit p € D(R),

< T T, 0 > =< T, To.0 >
=<T,T_o(Tath.p) >

on prend x € R,

T-o(Tath.0) () = T_a[t(z — a).¢()]
U(x).p(r + a)

Y(x). T ap(x)

d’ou :
T_a(Ta0) = . Tap
alors :
< T T T, 0 >=<,T).T 40 >
=< YT, T_op >
=<T_.,(.T),p >

2.2 Fonction p-périodiques ;

Définition 2.2.1 On dit qu’une fonction f € L}, (R) est p-périodique si :

Loc
T,.f=Ff, ieVx eR: f(x+p) = f(x)
Exemple 2.2.1  a) f = Cste est p-périodique,Np € R}
b) Si f est p-périodique alors f(Ax) est §¥-périodige ,VA € R*
¢) Les fonctions e* 5T sont p-périodiges Vk € 7
d) Les polynomes trigonométriques ZIMSN ckeik%ﬂm sont p-périodiques Nk € 7
Proposition 2.2.1 Soit f une fonction p-périodique & variation bornée sur [0,p|, ce qui im-

plique qu’en tout point x, elle admet une limites & droite et a gauche. Alors, pour tout x, la
somme partielle de la série de Fourier en ce point converge vers :

(f(z = 0) + f(x+0))
; .

S, en tous les points d’un intervalle fermé I, la fonction f est en outre continue, la conver-
gence précédente est uniforme sur cet intervalle.
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Lemme 2.2.1 Soit f € L},.(R) une fonction p-périodique, alors on a,

VaER: /aa+pf(x)dx - /Opf(x)dx
:/aa+pf(x)dx

Pour simplifier les calculs, on suppose que f est continue et d’aprés les propriétés des fonctions
définies par des intégrales, on calcule la dérivée de la fonction F par rapport a a, on obtient :

F'(a) = [f(2)]g™ = fla+p) — fla) = f(a) — f(a) =0

d’ot : F(a) = Cste ,Va € R.
Donc F(0) = F(a), d’ou le résultat.

Preuve :
Posons pour tout a € R :

Lemme 2.2.2 Soit f € L], .(R) une fonction p-périodiques, alors,
f= Z 77610(1[0;17[ f)
ke
1.e, Connaitre f sur une période suffit a la connaitre partout.

Lemme 2.2.3 "Structure des fonctions p-périodiques"”
Soit f € L}, .(R) une fonction p-périodiques,

f est p-periodique <= 3g € L] .(R) & support compact tq, f = Zﬁpg
ke

Preuve :
-
Supposons que [ est p-périodique, alors d’ aprés le lemme(2.2.2), on a :

f= Zﬁp(l[o;p[ f)
keZ

On pose
9= Loy J-

Par définition, la fonction g est localement intégrable et a support compact égale & [0, p).
D’ou, g € L],.(R) a support compact telle que :

f:Zﬁpg

kEZ

— :
soit g € LY (R) a support compact, telle que :

f:ZEpg

keZ
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Montrons que f est p-périodique. soit x € R, alors :

fle+p)=> Tuglz+p)

kEZ

= Zﬁp o [pg(x)

kEZ

= Z 7Zkfl)pg(x)

kEZ

= Tipy(x)

kEZ
= f(z)
d’ou f est p-périodique.

2.3 Transformée de Fourier

Définition 2.3.1 Soit u : R — R( ou C) une fonction appartenant o L'(R). On appelle
transformée de Fourier de u, la fonction u: R — C définie par

u(§) :/ u(z)e ™ dy, £ €R (2.1)
Cette intégrale est bien définie puisque |u(z)e | = |u(z)| et f € LY(R).
On écrira symboliquement : u = Fu ou u(§) = F{u(x)}.

Définition 2.3.2 Transformée de Fourier de la translation :
La transformée de Fourier d’une fonction translatée de a est donnée par :

Flu(z — a)) = e 2™ F(u(z)) (2.2)

2.3.1 L’espace de Schwartz S (R")

Toutes les opérations sur D’ que nous avons étudiées ont été définies par dualité a partir de
55 il était important pour cela que C§° soit invariant par ces opérations. Or, comme nous le
verrons plus loin, la transformée de Fourier d’un élément (non identiquement nul) de C§° n’est
jamais a support compact. Il faut donc commencer par trouver un espace qui soit invariant par
la transformation de Fourier. L’espace de Schwartz S (R™) conviendra.

Définition 2.3.3 L’espace S = S (R") est constitué des fonctions u appartenant ¢ C* (R"™)
telles que

Va,8 € N",3C, 5 > 0, }:L’O‘E)ﬁu(x)’ <Chp, VYreR"

Toutes les dérivées d’un élément de S tendent vers zéro & linfini "plus vite" (décroissance
rapide) que tout polyndome. Voici des exemples.

Exemple 2.3.1 (i) Cg° (R") € S.

(7i) La fonction u(x) = e~ 17 2 € R, appartient a S.

(7ii) Plus généralement, pour z € C tel que Rez > 0, la fonction sur R", u(z) = e
appartient a S.

—z|zf?
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2.3.2 Transformée de Fourier dans S (R")

Définition 2.3.4 Pour u € S, la transformée de Fourier de u, que l’on note u ou Fu, est la
fonction sur R™ définie par,

a(€) = Fu(€) = / e Su(z)dr, ¢ €R" (2.3)

o x-& =118+ ...+ 1,6, '
Cette définition a bien un sens puisque e~ Sy € L' (R™).

Propriétés 2.3.1 Propriétés de la transformation de Fourier dans S (R")
Pour u,v € S(R”) on a,

a) [i(§)v(§)dE = [u(z)o(z)d

b) [u(x)o(x)dr = (2 )_”fﬁ(f)@(f)df. En particulier, [|u(x)|*dz = (2m)™" [ |a(§)|*dE,
c) U*UES et Fluxv)=10-0,

d) u-v=27)"u*0

e) Du—fju D; :;£

f) Zju= —Dju, ot D;

xz,

2.3.3 L’espace S'(R")

Définition 2.3.5 &' (R") = &’ est le dual topologique de S, i.e. lespace vectoriel des formes
linéaires continues de S dans C.
Donc une application linéaire, T : S — C appartient ¢ S’ si et seulement si,

Jk, e N,3C >0: (T, p)| < C Z sup |29%¢p(x)

o<k zER™
1BI<¢

, Vped.

2.3.4 Transformée de Fourier des distributions dans &' (R")

Définition 2.3.6 SiT € S'(R"), la transformée de Fourier de T, notée FT ou T, est la forme
linéaire sur S définie par

(FT,9) =(T,Fp), VoeS§ et FTecSR") (2.4)
En effet FT € S'(R™) car |[(T, Fp)| < C Y jaj<k Pap(F@) (0U les pas sont des semi-normes
181<¢
de S ) puisque T € S'(R").

Propriétés 2.3.2 Propriétés de la transformation de Fourier dans S'(R")

a) La transformation de Fourier dans S'(R™) coincide avec la transformation de Fourier
dans S)(R™) (définie en (2.3)) si T € S(R™).
Pour T € S'(R™) on a,

b) FFT = (2m)"T, ou (T, ) = (T, @) et ¢(x) = p(—x).

¢) F(D;T)=&FT,D; = 10;

d) F(z;T)=—D;FT.
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2.4 Distributions p-périodiques sur R
Définition 2.4.1 On dit qu’une distribution T € D'(R) est p-périodique, si
T,T =T, ieVp € DR) < T,T_pp >=<T,p >

Exemple 2.4.1 a) Si f € L],.(R) est p-périodique, alors Ty est aussi p-périodique,
b) Si T est une distribution p-périodique, alors la dérivée T' est aussi.

¢) Le Peigne de Dirac III =), _, 0i est 1-périodique.

Définition 2.4.2 Soit T' € D'(R) une distribution et soit A € Rx. On définit la distribution S
par, pour tout ¢ € D(R) :

502 (T5er) (2 (T 5eG)) 25)

(On vérifie immédiatement que S est bien une distribution sur R.) On note abusivement S(x) =
T'(Az). Donc, pour tout ¢ € D(R) :

(r00). ¢t (700, 1365 ) (26)

notation abusive ou implicitement x est le nom de la "variable d’intégration”.

2.4.1 Peigne de Dirac

Définition 2.4.3 Pour a > 0, on appelle peigne de Dirac de période a la distribution :

Aazz(ska:...+5,2a+5,a+50+5a+...

keZ

définie sur les fonctions ¢ continues en les ka pour k € Z par :

(Darp) =Y plka) "2 (Aa(2),0()) 4, (2.7)

kEZ

Pour ¢ € D(R) le membre de droite de 2.7 est une somme finie (car ¢ est a support
compact), et A, est une distribution (car est une somme fini des distribution).

Exemple 2.4.2 Montrons pour a > 0: A,(z) = LA, (2)

(A1 (5) e@)) = (Ai).ap(an)),,
= > a(6ule), plan))y,

keZ

—a) ¢p(ax)

kEZ

= a{Aq )
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Lemme 2.4.1 "Décomposition de l'unité”
Soit p € RY alors 3X € D(R) tel que

> T =1

kEZ
Preuve :
On choisit une fonction test 1 € D(R)tel que v» = 0 et ¢ > 0 sur [0, p], Ainsi :
Y .
X = —<——— conuient.
> kez Thp¥)
X est bien définie car
> Tt #0
ke
parce que si on suppose que :
> Tt =0
keZ

alors :
Vk € Z;(x + kp) = 0 pour tout x € R.

d’ots pour k=0 etz =5 ona: (%) =0, ce qui contredit le fait que (%) > 0.

Lemme 2.4.2 "Structure des distributions p-périodiques”

1. Soit T € &'(R), alors Y, ., TipT est une distribution p-périodique.

2. Réciproquement : St S est une distribution p-périodique, alors, il existe une distribution

T € &' (R),telle que :
S=> Tl
keEZ

Preuve :
On peut prendre T = X .S avec X € D(R) telle que :

> TpX =1

kEZ

Définition 2.4.4 Soit S est une distribution p-périodique, telle que
S = Z'EPT (d’aprés le lemme 2.4.2).
keZ

On appelle coefficients de Fourier de S les nombres complezes

1 ke
(S) == < Ty e 2% >
p
Le membre droit de cette equation est bien définie, car par définition c’est la quantité %T(%Tﬂ)

ot T est la transformée de fourier de T distribution a support compact, et aussi une fonction
de classe C*° sur R



CHAPITRE 2. DISTRUBITIONS PERIODIQUES 29

Théoréme 2.4.1 Soit S est une distribution p-périodique, alors
S = Z ck(S)e%”% (2.8)
ke

et pour k # 0on a, |cx(S)| < C|k|", ot r est un entier positif.

Inversement : Une suite de nombres (c)i satisfaisant & inégalité précédente est la suite des
coefficients de Fourier d’une distribution p-périodique.

Preuve :

Posons :
- _kx

Sy = Z cr(S)e* ™
[kl<N
Donc la série du membre droit de 'équation (1) est convergente, et c’est la limite de la suite
(SN)nen lorsque N — oo. En effet, on va considérer

_ r(S) ginhe
Ry = Z WQ v, avec B>
k| k0

Les c(S) sont a croissance lente d’apres le théoréme suivant :
SiT e &' R),T est une fonction C* sur R donnée par :

T(E) =< Ty, e >
De plus : Ir € N tel que
0¢T(6)] < Ca(1+ [€])'Va € N,VE € R
Par ailleurs la suite (Ry) C C°(R). Comme

ex(S)| _ CIkIr _ C
|/<;|ﬁ+2 = ‘k‘ﬁw = k2

Cette suite converge uniformément sur R, donc dans D'(R), vers une fonction continue R.
Alors ((L£)PT2Ry) converge, dans D'(R), vers RPT). Mais

Ry = Z iB”Ck(S)e%T% = i"*(Sy — co(9))

k| <N, k40

done (Sy) converge dans D'(R) , vers co + i~ PT2R™?

2.5 Distributions tempérées
Les semi-normes py, ¢, données par py (@) = Zagkﬁgé Hx”‘gp(B)HOO, définissent une topologie
sur S, donc sur D(R). On munit D(R) de cette topologie.

Définition 2.5.1 Une distribution T' € D'(R) est dite tempérée ssi T est également continue
sur D(R) muni de la topologie induite par S, i.e. ssi la distribution T € D'(R) vérifie (image
bornée par un antécédent) :

3C >0, JkLeN, VoecDR), KT, ¢)|<Cprip)

ol pie est défini au dessus.
On note 8’ 'espace des distributions tempérées.
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Exemple 2.5.1 Toute fonction polyndome définit une distribution tempérée : <x ,g0> Pro(p)
pour ¢ € S.

Exemple 2.5.2 Soit f donnée par f(z) =e*. On a f € L}, (R), donc déﬁm’t la distribution
Ty. Mais Ty n'est Jpas une distribution temperee soit p € D définie par p(x) = - on a peS;
et (Ty, ) = fe e xdx—fRdx—oo done :

VC >0, Vk1e€N, (Tt )= Cpri(p)

Exemple 2.5.3 Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.
Pour p € S on a

> (1K) b

keEZ
<(le€1£‘(1+$ )2;1_”{2,

et donc (A1, ) < Cpao(p) 0t C =3, 7o : Ar est tempérée. Méme démarche pour A,.

> (k)| =

kEZ

Proposition 2.5.1 Toute primitive d’une distribution tempérée T est encore tempérée

Proposition 2.5.2 Toute distribution périodique sur R est tempérée.

Preuve : On sait que toute fonction continue périodique est nécessairement bornée sur R. Pour
le cas des distributions, notre proposition va dans le méme sens.

Nous aurons besoins d’une fonction test 1 € D(R) telle que :

d (et k)=1

keZ

Y T =1

keZ

pour tout x € R, ou simplement

Soit T une distribution périodique de période 1 sur R, on a :

T=Y TpT =Y TpTiT = TbTeT =>_ Tu(yT)

keZ kEZ kEZ kEZ

Pour toute fonction ¢ € S(R), on a :

<T,p>=) <T(@T),p>=> <¢T,T p>

keZ kEZ

Comme YT est une distribution a support compact, alors elle est tempérée, donc elle véri-

fie Al,m € N, 3C > 0 tels que :

l m l m
| < T, T rp >| < CZZsupxeR\x (Twp)® CZZsupxeR\ x4+ k)% ()]
a=1 p=1 a=1 p=1
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pour tout p € S(R).
Do : l
[<Te>1<C ) 3 ) supexlz+ k)0 (@)
[k|<N a=1 g=1

Puisque ¢ € S(R), alors |(x + k)*p®) (x)] — 0 pour |z + k| assez grand, donc le membre droit
de linégalité ci-dessus est une sommation finie.
D’ou, AN € Ntel que :

l m
[ <Too>[<C Y > > supserl(x + k)"0 ()|

[k|<N a=1 =1

<SS supesl(@ + k)@ (@)

a=1 =1 |k|<N

<Y supeal 3 I(a + k)P ()]

a=1 =1 |k|<N
l m
<CCONY Y supserlee(2)]
a=1 =1

Posons C" = C.Cy.
Alors, Al,m € N,3C" > 0, tels que :

| <T, o> <C"l¢llas

Awvec,
l m
ellap =Y supserla®e (x)]
a=1 =1

ot S(R) muni des semi-normes ||.||a,p est un espace vectoriel métrisable et complet. D’ou T est
une distribution tempérée.

Deuzxiéme preuve de la proposition :

On peut utiliser le théoréme (2.4.1) pour démontrer la proposition (2.5.2) En effet, on a vu que
S admet un développement en série de Fourier

avec convergence dans D'(R). En fait la convergence vaut encore dans S'(R) car :

1. les ¢}, sont a croissance lente, et

2. (< 62”%, © >)gez est & décroissance rapide pour ¢ € S(R).

2.5.1 Conclusion

C’est pour cette raison, la théorie des séries de Fourier pour les fonctions continues pério-
diques s’inscrits dans le cadre de la transformation de fourier des distributions tempérées; I'un
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des avantages du cadre des distribution tempérées pour y étudier la transformation de Fourier
est que ce cadre est commun a la théorie des séries et des intégrales de Fourier ce qui est
n’est pas le cas si on étudie la transformation de Fourier sur £'(R) ou £%(R), car une fonction
continue périodique n’appartient & £'(R) ou £*(R) que si elle est identiquement nulle ; Cette
difficulté n’existe pas dans S’(R) car toute fonction continue périodique sur R est bornée sur
R, et définit par conséquent une distribution tempérée sur R.

2.6 Distributions Périodiques sur R”

Tout ce que nous avons vu précédement sur les distributions périodiques sur R, se généralise
sur R".

Les fonctions continues périodiques de période p > 0 sur R, sont en bijection avec les
fonctions définies sur le cercle de longueur p,

1
S:{xeRz,]x\zﬂz—}

2r w

Nous pouvons donc identifier ces deux espaces.

De la méme facon nous pouvons introduire I'espace D, des fonctions test périodiques de
période p, qui est identique a celui des fonctions définies sur le cercle de longueur p de classe
C. Plus généralement sur R™ nous pouvons définir le tore 7" comme le produit de n copies
de cercles de longueur respectives {r1,...,7,}. Une fonction sur R™ périodique de période
{71,..., 7} peut alors étre de la méme facon considérée comme une fonction définie sur ce
tore. On définit ainsi 'espace D (T™) des fonction test sur le tore, qui est identiques a celui des
fonctions test sur R™ périodiques de période {7, ..., 7,}. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire
de réclamer une propriété de support compact pour les fonctions de ces espaces puisque le cercle
et le tore déja compacts. L’espace D~ des distributions sur le cercle et plus généralement D/,
des distributions sur le tore, n’est autre que le dual de ces espaces D, ou D (T") des fonctions
C> sur le cercle ou le tore. Remarquons qu’il n’est plus nécessaire d’avoir des propriétés de
support pour pratiquer la convolution dans ces espaces.

2.7 Développement en série de Fourier des distributions
périodiques

Le but principal du paragraphe actuel est de prouver que toute distribution périodique est
la somme de sa série de Fourier. Auparavant, il nous faut définir les coefficients de Fourier
d’une distribution. On débute en montrant que les distributions p-périodiques sont des formes
linéaires continues sur 'espace des fonctions p-périodiques de classe C*.

Définition 2.7.1 soit f une fonction périodique de période p, on dit qu’une fonction g est un
motif générateur de f si le support de g est borné et si, d’autre part on a

f = Z ﬁpg
keZ

Remarque :
On remarque d’abord que si g est un motif générateur de f, une translatée d’indice np ou n
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est un relatif quelconque est encore un motif générateur. On remarque aussi qu’une translatée
Trf admet pour un de ses motifs générateurs le translaté Tpg d’un motif g de f.

Exemple 2.7.1 Ezxemples de générateurs

Soit f la restriction de f la fonction périodique de période p 6 [0,p| , c’est donc un générateur
de f. Si g est un générateur quelconque de f, on a d , Ep(f— g) = 0, la somme étant finie
puisque les supports sont bornés.

Prenons un point ty € [0, p[ tel que f(ty) # 0. Alors, la relation précédente s’écrit

f(tO) = ﬁ()—kpg-

En divisant par f(to) , on obtient 1 = >,(f(to)) 'g(to — kp), autrement dit, en posant
0 = %, On a Y, Tipf(to) = 1. Supposons maintenant 6 continue, alors la relation précédente
devient : B

Zﬁpe(t) =1 pour tout t du support de f.

zZ

On est ainst amené a considérer une fonction continue a4 support borné 0 telle que, sur
R, elle vérifie Y, Tipy0 = 1. Alors, le produit 0f est aussi a support borné, ce qui donne un
sens, pour tout t, a h(t) = >, Ti,0f(t). On peut supposer, sans restreindre la généralité que
supp® C [0, mp] avec m > 1 (sinon la fonction 6 serait égale a 1 sur son support et ne pourrait
étre continue). Supposons en outre que suppd O [0, pl|. Alors :

k=m—1 k=m—1

tel0,p = h(t)= Y 0(t+kp)f(t) = f(t) O(t + kp) = f(t).

=0

3

x>

Puisque f et h sont p-périodiques, on en déduit f = h et, par conséquent, 0f est un motif
générateur de f.

Propriétés 2.7.1 Soit 6 une fonction continue borné et vérifiant sur R, Y, Tp,0 = 1 Alors,
quelle que soit f p-périodique, non réduite a 0, 0f est un motif générateur de f. Une telle
fonction 0 est dite un p-motif générateur de ['unité.

2.7.1 Motifs générateurs de 'unité indéfiniment dérivables

Soit une fonction quelconque ¢ € D, de support [—p,p] , qui reste strictement positive sur
| — p,p[. La somme ), 1(t + kp) ne comporte, au plus, que deux termes non nuls.
Par exemple, pour t = p/2 , seuls ¥(p/2) et )(—p/2) sont non nuls et, pour ¢ = 0 , seul 1)(0)
est non nul. Il en résulte que cette somme, que I'on note o(t), est bien définie sur R, qu’elle est
strictement positive et qu’elle est, d’aprés sa définition, p-périodique.
Posons alors 0(t) = % Cette fonction # est bien définie sur R , son support est celui de v ,
donc borné, et on a :

— = Ut + Fp)
;;mr+ma_§jgaizﬁ

S p(t A+ kp)
oo
_o(t) _
O
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Remarque :

Cette construction de 6 peut étre faite en prenant v de classe C™ , elle aboutit a un motif de
méme classe. Par ailleurs, l'intervalle [—p, p|] de départ peut étre remplacé par [—kp, kp| Lorsque
1 est polynomiale par morceaux, 6 est rationnelle par morceaux.

2.7.2 Définition des coefficients de Fourier et de la série de Fourier
Les coefficients de Fourier de f p-périodique, appartenant a £} (R) peuvent s’écrire :

“+o00

cn(f) =p ! f(t) exp(—in(m/p)t)dt ou encore c,(f) =p~ " <[f],wp,,n>

avec wy,, : t — exp(2imnt/p) fonction exponentielle p-périodiques de classe ¢*Vn € N.
car [f] est a support borné et définit donc une action sur toute fonction C*. On peut, de plus,
remarquer que ces coefficients apparaissent comme des valeurs aux points n/p de la transformée
de Fourier de cette distribution (laquelle est une fonction), a savoir :

en(f) =p ' F (D (/).

En fait, cette derniére formule est encore valable en remplacant [f] par un générateur g = 6f
ou # est, par exemple, continu, & savoir :

=~ ([f], wp—n) = p F(0f])(n/p).

Supposons en effet le support de 6 contenu dans [0, mp|. Alors, lorsque u € [0,p[ , la somme
S, 0(u + kp) se réduit a 30" (u + kp) et on peut alors écrire :

(107], wp, ) = / " 06 f (1w, it

m—le(k+1)p
=y / 0 fuw, _ndt
k

0 P

mX_:/ (u+ kp) f (w)wp,—ndu
0

:/ Fw)wy Ze u+ kp)du

/f -

= pcy,.

Supposons que 1" soit la répétition p-périodique d’une distribution S a support compact
inclus dans [0,p[ Alors S, qui joue le role d’une restriction dans le cas d’une fonction, est un
motif générateur de T' par définition. Dans ce cas, il est naturel, par analogie avec le cas des
fonctions, de définir 'action de T" sur les fonctions p-périodiques par (S, ¢) sans l'intermédiaire
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donc d’un a-motif de 'unité. En effet :

Prenons I'exemple du peigne III,, qui est la répétition p-périodique de 9.

2.7.3 Coeflicients de Fourier d’une distribution

Définition 2.7.2 On peut définir les coefficients de Fourier de la distributions p-périodique T
par les formules

cn(T) =1/p(0T,wp )  avec wy, : t — exp(—2imnt/p)

Dans le cas donné ci-dessus de la répétition périodique de S, cette définition coincide avec
cn(T) = p~ 1 (S,wy ) Ainsi pour le pigne I,

cn(11,) = pt (S, wp _n) = pt

Remarque : Rappelons que la transformée de Fourier d'une distribution 7" & support borné
est une fonction telle que

F(T)(\) = (T, exp(—2int))

Ces coefficients de Fourier peuvent donc, comme pour les fonctions, se calculer a 'aide dela
transformée de Fourier de 07, puisque :

ca(T) = p~ ' F(OT)(n/p).

Propriétées de ces coefficients de Fourier :

On a vu que les coefficients de Fourier d’une fonction p-périodique, par exemple localement
sommable, tendent vers 0 & U'infini. Pour une distribution périodique, ce n’est plus vrai mais :

Proposition 2.7.1 La suite des coefficients de Fourier d’une distribution périodique est a
ceoissance lente

Preuve :

On peut se servir de la formule précédente exprimant qu’un tel coefficient est une valeur de la
fonction transformée de Fourier de la distribution a support borné U = 0T. Le résultat et alors
obtenu par la proposition (2.5.1) Notons la réciproque
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Proposition 2.7.2 soit (c,) une suite de complezes & coroissance lente. Alors, il existe une
unique distribution T p-périodique telle que c,(T) = ¢,

Preuve :

Montrons que T défint par

T= Z cnexp(2imzn/p)
Z

est une distribution p-périodique.

1. Montrons d’abord la convergence de la série définissant < T, >. Par hypothése de
croissance lente, il existe K tel que |c,| < qﬁ. Par ailleurs, K + 2 intégrations par

parties dans l'intégrale fj;o o(x)exp(2imen/p)dx montrent que ces nombres sont majorés

par
C’|n|—(K+2) sup | +2|

Le terme général de la série est donc majoré uniformément par H/n* d’ou la convergence
de la série.
2. La linéarilé est évidente.

3. Pour la continuité, on remarque que le nombre H de la majoration précédente est du type
C'C'sup |(¢%+?)| ce qui entrainera la convergence vers 0 de < T, @i > lorsque la suite

(YK) 2.0 puisqu’alors on aura

| (ex) | < C'Csup|(pf™)> 0.

4. Montrons que les coefficients de Fourier deT" sont les c,,, autrement dit que < 01w, _, >=
PCn, en choisissant 0 o support dans [—p, p|. Cela résulte des égalités qui suivent, ow l’on
utilise pour x € [0, p| la relation O(x—p)+0(x) = 1, égalités dans lesquelles on permute, en
ratson de la convergence uniforme vue précédemment ; une sommation et une intégration :

ch/ 0(:6)6’2”“(””“)/7’6136 = ch(/ 9(%)672“@(”7’{)@(1&3 +/ H(x)e’m”("’k)/pdx)
7 -p 7 —p 0

= PCtn

Remarque : Cet énoncé est optimal car le produit fj;o o(x)exp(2iman/p)dx peut ne pas
tendre vers 0 si (¢,) n’est pas a croissance lente.

2.7.4 Distribution périodique considérée comme répétition périodique

Soit une distribution 7" qui est p-périodique. Le choix d’une fonction # du type précédent
étant fait, on considére encore la distibution §7'. C’est une distribution a support borné puisque
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0 est a support borné. elle s’applique donc sur les fonctions de classe C°° mais, bien entendu, le
calcul précédent le prouve, cette action n’est indépendante du choix de 6 que sur les fonctions
p-périodique de classe C°.

Nous allons montrer que, comme pour les fonctions, 7' = ", T, (67).

Cette vérification est immédiate car, pour toute fonction ¢, élément de D, on a :

Proposition 2.7.3 Soit T' une distribution p-périodique. Il existe des distributions a support
borné jouant le réle de motifs générateurs de T'. Elles sont du type 0T o 0 est une fonction de
D vérifiant, pour tout réel t,> ., 0(t+kp) = 1 La répétition p-périodique d’un quelconque de ces
motifs fournit T, c¢’est-a-dire que l'on a

Rep,(6T) = > Tip(0T) =T

Corollaire 2.7.1 D’apres ce qui a été déja remarqué sur les répétitions périodiques, 0T étant
a support borné, le résultat précédent peut aussi s’écrire :

T =Y TiwT) = (6T)  I1I,.

2.7.5 Deéveloppement en série de Fourier d’un peigne de Dirac

Pour développer une distribution périodique quelconque, une méthode classique consiste a
développer d’abord en série de Fourier le peigne de Dirac de période p. Le développement du
peigne est I'objet de deux démonstations, la premiére utilisant les résultats de la théorie sur les
fonctions.

Premiére preuve

Le principe est le suivant : On utilise la fonction f p-périodique représentée ci-dessous
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Elle est définie sur |0,p[ par f(t) = (p/2) — t donc posséde des discontinuités aux points
d’abscisses np avec des sauts finis égaux a p.

La dérivée de cette fonction au sens de D’ fait intervenir le peigne plll, donc, en dérivant la
série de Fourier de f, on obtient un développement de III,,.

Par dérivation :

(£ =[] + plll, = —[1] + pIIL,.

Par ailleurs, le calcul des coefficients de Fourier fournit :
cn(f) = —ip(27n) "' et co(f) = 0. En posant f(np) =0
La proposition (2.2.1) permet d’écrire :
Vit eR, f(t) = —zpz (2mn) ' exp(2im(n/p)t).
ns£0

Mais cette convergence est aussi vraie au sens de £2 donc au sens de D'.
On peut donc dériver terme & terme cette série dans D', ce qui donne

] = " lexp(2im(n/p)t)).
n#0
En ajoutant le terme manquant [1] pour compléter la série, on obtient alors :

L, =p~" > _[exp(2im(n/p)t)].

n#0

Deuxiéme preuve

Cette deuxiéme preuve peut étre laissée en premiére lecture. La série de distributions ), 0,
est convergente dans 'espace S’. Puisque la transformation de Fourier est continue sur cet espace
S’, on en déduit que :

F(IIL,,) Z Onp)
= Z]:(énp)
= Z[exp(—?iwnpt)]

Z

Le résultat noté U est une distribution p~!-périodique définie par une série de Fourier dont
tous les coefficients sont égaux a 1. En multipliant U par la fonction exp(2impt) de classe C,
on retrouve U (par translation d’une unité de l'indice de sommation) d’ou :

(exp(2impt) — 1)U = 0.

La fonction (exp(2impt) — 1) est une fonction de classe C™ qui n’admet comme zéros que les
nombres np~!, points sur lesquels la dérivée ne s’annule pas. Lorsque t — np~!, le quotient
de (exp(2impt) — 1) par t — np~* tend vers 2imp # 0. Donc, si Pp,(t) = [[_, . <,.<,,(t = np™t),
le quotient ,,(t) = (exp(2impt) — 1)(P,(t))~! est de classe O sur R. Soit ¢ € D. Il existe
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m tel que suppp C [—mp~',mp~'| et on peut poser, puisque ¥, # 0 sur ce segment, ¢ =
Ym) avec 1 € D. 1l en résulte :

<Pm¢mU7 1/)> = <PmU7 ¢m¢>
(PrU, v)
0

Par conséquent, ceci étant vrai quel que soit m, on en déduit que U est une combinaison
linéaire indexée sur Z de distributions de Dirac, a savoir U = ), p,d,/,. En utilisant la pério-
dicité de U, on prouve que ces p,, sont égaux a une méme constante C'. En effet, si on prend
¢ € D telle que

enp™)=1etVk#£n,okp™") =0, ona <U,o >=<T1,-1U, p >=p,_1et < U, p >= p,.

Il reste & calculer cette constante. Pour cela, nous appliquons les deux membres de ’égalité
obtenue sur la fonction ¢t — exp(—m(pt)?) qui est dans S et dont la transformée de Fourier est
la fonction

A= p~texp(=7(p)?).
Comme le symbole ([exp(—2imnpt)]) , exp(—7mp?t?) est la valeur de cette transformée de Fou-
rier en A = np, on en déduit C' = p~! puisque :

C Z exp(—mn?) = Z {[exp(—2imnpt)], exp(—mp*t?))
=p 'Y _exp (—m(np/p)?) .

kEZ

La transformée du peigne est donc le peigne p~'III,-1 et I'égalité de départ exprime que ce
dernier peigne admet le développement de Fourier

Z lexp(—2imnpt)] .

Proposition 2.7.4 [e pigne 111, est la somme dans l'espace S’ de la série de Fourier, a savoir
I, =p > exp(—2in(n/p)t)]
Z

De plus, la transformée de Fourier du pigne vérifie F(II1,) = p~ 111, 4

2.7.6 Deéveloppement d’une distribution périodique quelconque

Du développement du peigne, on va en déduire le développement en série de Fourier d’'une
distribution quelconque de période p en utilisant les propriétés de la transformation de Fourier
de la convolution.

Appliquons aux deux membres de I'égalité T = (07") * III,,, trouvée dans le corollaire (2.7.1),
la transformation de Fourier. D’aprés la transformée de ce produit convolutif est le produit
multiplicatif des transformées. En utilisant le résultat précédent, on a donc :

F(T) = F(OT),
F(IL,) = (p~ ") F(OT)I,-



CHAPITRE 2. DISTRUBITIONS PERIODIQUES 40

Mais on sait que le produit d’un peigne par la fonction F(0T') (qui est de classe C™) est encore
un peigne généralisé, a savoir ici :

F(T)=1/pY_ FOT)(1/p)5n,

= Z (1)

Or, il a été vu que le peigne généralisé ainsi obtenu est a croissance lente et la convergence des
sommes partielles de cette série a lieu au sens de S’. Par conséquent, on obtient :

T = F(F(T))
= Z Cn(T n/p
— ch lexp(2im(n/p)t)] .

D’ou la proposition importante suivante

Proposition 2.7.5  a) Toute distribution p-périodique T est développable dans D' en série
de Fourier selon la formule

T= ch ) exp(2im(n/p)t)

Les coefficients de Fourier vérifiant c,(T) = p~'F(0T)(n/p) ot 0 est un p-motif de
classe C* De plus, la transformée de Fourier de T est un pigne généralisé défini par

- Z Cn(T)‘Sn/p

neL

b) Si U est une distribution & support borné et p un réel strictement positif quelconque, la
distribution T = U * III, = >, Te,(U) est une distribution p-périodique dont U est un
motif générateur. Les coefficients de Fourier précédents sont alors c,(T) = p*F(U)(n/p)
et, dans ce cas, on a la formule de Poisson

> Tw(U) =p™' Y Uln/p) exp(2imtn/p)

Bien entendu, si T = [f], f étant une fonction p-périodique et localement sommable, ce théoréme
s’applique et les coeflicients de Fourier, qui sont alors obtenus & I'aide d’un motif générateur-
fonction, sont bien ceux de la fonction f. Mais, les coefficients ne tendant plus vers 0 & 'infini,
il peut y avoir divergence au sens des fonctions.

Dans le cas ou f est une fonction, continue par morceaux et contintiment dérivable par mor-
ceaux, la série de Fourier converge au sens des fonctions, convergence simple ou méme conver-
gence uniforme dans certains cas, comme I'indique la théorie classique des séries de Fourier de
fonctions.



Chapitre 3

Applications

3.1 Formule de Poisson

Théoréme 3.1.1 Soit (abm)mGZ une suite compleze ayant la propriété suivante (croissance mo-
dérée) : il existe un entier r > 0 tel que |a,,| = O (|m|") (pour m — o00). Alors la série

o0

Zam€27rim:p/p (31)

—0o0

converge dans D' vers une distribution p-périodique o, et on a

p .
U, :p_l/ a(z)e2mma/p g (3.2)
0

Réciproquement :

Si a est une distribution p-périodique, et si on définit les a,, par (3.2) (coefficients de Fourier
de a ), alors la suite (a,,) est & croissance modérée, et la série (3.1) converge dans D' vers la
distribution o.

Preuve :

a) Partie directe :
Supposons pour simplifier ag = 0, et posons

omim\ "2
fm = am ( 5 ) (3.3)

Alors | frn] = O (Im|™2), et la série

i Fe (3.4)

converge uniformément, donc aussi au sens des distributions, vers une fonction continue
p-périodique ¢ : il en résulte immédiatement (par v + 2 dérivations terme & terme de
(3.4)) que (8.1) converge au sens des distributions vers "2 dérivée (r + 2)*™ de ¢
au sens des distributions : d’ot o = (T+2),

41
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b) Partie réciproque :

si o = ¢, fonction p-périodique de classe C?, il est facile de prouver (double intégration
par parties) que |a,,| = O (|m|™2), donc que (3.1) converge uniformément ; par ailleurs,
on sait (théoréme de Dirichlet, cas particulier facile du théoréme de Dini-Jordan) que
(3.1) converge simplement vers ¢ : par suite, (3.1) converge uniformément, donc aussi
au sens des distributions, vers ¢ = « : d’ou la partie réciproque dans ce cas particulier.
Le cas général s’en déduit en appliquant & au le fail (non trivial) que toute distribution a
support compact est du type 0P, avec ¢ de classe C2, et en raisonnant comme dans la
partie directe.

3.1.1 Formule de Poisson classique

On suppose ici p = 1.

Théoréme 3.1.2 La distribution périodique "masse-unité de Dirac en tout point entier n”
admet le développement de Fourier suivant :

D d(x—mn)=> e (3.5)

Preuve :

Soit « le premier membre de (3.5). D’apres le théoreme (3.1.1), il suffit pour prouver (3.5) de
montrer que si u(x) € D est une fonction 1 -unitaire et si a,, = ffooo a(z)u(x)e ™™z, on a
ay, = 1 pour tout m € Z. Mais, par définition meme de «,

Ay = Z u(n)e 2™ = Z u(n),

et cette derniere somme vaut effectivement 1, puisque u est 1-unitaire.

Corollaire 3.1.1 Si f est indéfiniment différentiable a support compact contenu dans |a, b,

on a .
b )

Zf(n) = Z/ f(z)e*™medy. (3.6)

3.1.2 Formule Sommatoire de Poisson

La formule sommatoire de Poisson (parfois appelée resommation de Poisson) est une identité
entre deux sommes infinies, la premiére construite avec une fonction f, la seconde avec sa
transformée de Fourier f . Ici f est une fonction sur I’axe réel, ou plus généralement sur I’espace
euclidien & n dimensions. La formule a été découverte par Siméon Denis Poisson.

Elle, et ses généralisations, sont importantes dans plusieurs domaines des mathématiques, dont
la théorie des nombres, ’analyse harmonique, et la géométrie riemannienne. L'une des facons
d’interpréter la formule unidimensionnelle est d’y voir une relation entre le spectre de 'opérateur
de Laplace-Beltrami sur le cercle et les longueurs des géodésiques périodiques sur cette courbe.
La formule des traces de Selberg, a I'interface de tous les domaines cités plus haut et aussi de
I’analyse fonctionnelle, établit une relation du méme type, mais au caractére beaucoup plus
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profond, entre spectre du Laplacien et longueurs des géodésiques sur les surfaces a courbure
constante négative (tandis que les formules de Poisson en n dimensions sont reliées au Laplacien
et aux géodésiques périodiques des tores, espaces de courbure nulle).

Soit f une fonction complexe sur R deux fois contintiment différentiable ; on suppose que f et
ses deux premiéres dérivées sur R sont intégrables, et qu’elle satisfait ’estimation :

C
1+ a2

vz e R, [f(z)] <

Soit p > 0, alors on a l'identité suivante :

sm:Eyu+m:§Zﬂ%%%?

keZ keZ

L’identité ci-dessus est appelée formule sommatoire de poisson.

Le membre de gauche de cette identité est la somme d’une série de fonctions continues. L’hypo-
thése faite sur le comportement de f a 'infini implique que cette série converge normalement sur
tout compact [—p, p] de R. Par conséquent, sa somme est une fonction continue, et la formule
de définition montre qu’elle est périodique de période p (d’aprés ce qui précéde,Lemme(2.2.1)
et Lemme(2.2.2) ).

Théoréme 3.1.3 Soit f une fonction intégrable et de classe C' sur R, telle que :
a) Y ez f'(@ 4+ k) coverge uniformément sur [0,1].
b) Il existe xo € [0,1[, tel que Y, ., f'(x0 + k) converge.

> fk)y =) fk)

keZ keZ

Alors, on a :

Preuve :

La fonction Y, _, f'(x + k) est definie pour tout o € [0,1].

Comme elle est 1-périodique et comme la convergence de cette serie est uniforme sur [0, 1], la
serie converge uniformement sur [0, 1].

D’apres les propriétés de la convergence uniforme des séries de fonctions , la serie

> flatk)

keZ

est donc uniformement convergente sur [0, 1] et, si 'on note

g(z) =Y flz+k),

kEZ

on a

g(2) = Fla+h).

kEZ

Les fonctions g et ¢’ sont continues sur [0, 1] et 1-périodiques, donc¢ uniformement continues sur
R.
Donc la série de Fourier

g cre 2™ de ¢ converge normalement vers g.
keZ
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Or les coefficients de Fourier de g valent :

1 1
cp = / g(x)e_%”kxdx = Z / flz+ m)e_%’r’”dx
0 meZ 0

m+1 +00 R
:Z / f(x)e—%ﬂka:dl, _ f(x)e—Ziﬂka:dl, _ f(k?)

mez Y™ -
Donc, uniformément sur R on a

Y flat k) =glx) =" fk)er™

keZ keZ

En prenant x = 0 on obtient la formule annoncée.

Proposition 3.1.1 La distribution :

T = [l = Zék

kEZ

appartient & S'(R) et sa transformée de Fourier est

est aussi dans S'(R)

Preuve :
La distribution T est 1-périodique, c¢’est le peigne de Dirac et d’aprés la proposition(2.5.2),
la distribution est tempérée. Montrons que

T == 27?252]{;71-

La distribution T vérifie 7,7 = T alors T,T = ¢ -T =T
Ce qui montre que suppf C supp (e’f) C 277Z.

Soit ¢ € D(R) telle que ¢|[_Tﬂ%} =1 et supp(¢) C] =, 5l
Alors

T=> ¢( — 2kn) T
keZ

D’autre part :
0= (e —1)-¢( —2km)- T

(e ok &1 2%m) - T
= (¢ = 2bm) F— - = 2hm)

Ceci montre que :
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¢_1¢( %n)-T=C-6
f — okm ™ - 2km
on utilisant le fait que,
m—1
(x —20)"T=0=T= Z ck5g;) ou xy = 2km.
k=0

Ou encore de maniére équivalente

gb( — 2]€7T) . j: = CkéQk-ﬂ—’

eib

Puisque {—2]611' — 1 lorsque & — 2km.
On en déduit que

j; = Z Ck62k7r

kEZ

Calculons les coefficients ¢j. Observons que e*™7T = T dans S'(R), de sorte que d’aprés :

— ~

e~ = 7,T, on a 79,7 = T, en confrontant cette identité avec la formule

f = Z ck52k7l'7

keZ
On conclut qu’il existe une constante ¢ € C telle que ¢, = ¢, Vk € Z.
Autrement dit :

j:: CZ(szkﬂ-

kez
Identifions maintenant la constante c. Pour tout ¢ € S(R) et tout y € R,

CZ o2k +y) =< T, 0(- +y) >
keZ
=<T,0(- +y) >
=<T,e,p >
-3 Gt
keZ

ol en note e, : x — eV
Intégrant chaque membre de I'identité ci-dessus par rapport a y sur [0, 27] On trouve :

C/Rgo(x)dx = CZ/OQW ©(2km + y)dy

keZ

2
=Yoo [ ety
0

k€EeZ
= 27m(0)

_zféwmmx
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d’ou : c = 27.
L’interversion intégrale-série se justifie sans difficulté, par exemple par convergence dominé,

~

car les suites (¢(k))rez ainsi que (Supyejo.on | (Y + 2km)|)rez sont convergentes puisque ¢( et
donc @) appartient & S(R).
On peut vérifier facilement que

7= o

kEZ

En effet, on a :

77222227%5

d’aprés le théoréme (2.4.1) et par conntinuité de F on obtient,

T = Zr/k\é Or: 771;5 — the§ — okt
kcz
d’ou :
G e
kcz

Et de la bijectivité de F de &'(R) dans lui-méme, on conclut que T € S'(R).

Généralisation

1. sur R", supposons que si f € S (R"™), alors on a :

S fw) =3 )

VEL™ VEL™
ou Z" désigne le réseau des points a coordonnées entiéres dans R”"

2. Une autre maniére d’exprimer la formule sommatoire de Poisson est de dire que la distri-
bution tempérée > .. J, est égale a sa propre transformée de Fourier.

Remarques :

a) Dans la résolution des E.D.P, la formule sommatoire de Poisson fournit une justification
rigoureuse pour la solution fondamentale de ’équation de la chaleur.

b) La formule sommatoire de Poisson fournit un raccordement entre 'analyse de Fourier sur
les espaces euclidiens et sur les tores des dimensions correspondantes.

3.1.3 Formule de Poisson "a pas variable"

soient & nouveau p > 0 un nombre réel fixé, ¢ > 1 un nombre entier, A\;, \o...., \; une
suite de coefficients complexes, et aj, as, ..., a, une suite de nombres réels qu’on pourra, sans
diminuer la généralité, supposer tels que

0<a <ay<...<a,<p
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Soient 3(x) la distribution 27| \;d (v — a;), a(z) la distribution p-périodique » > B(z —
np), et posons pour tout m € Z

q
;\m = p_l Z )\je—27rima]-/p (37)

j=1
Alors :

Théoréme 3.1.4 La distribution périodique o admet le développement de Fourier
o= Ayemimel (3.8)

Preuve : I suffit d’appliquer comme ci-dessus le théoréme (3.1.1).

Corollaire 3.1.2 Si f est indéfiniment différentiable & support compact contenu dans [a,b], on
a la formule sommatoire

o N b )
Z D O Nif(aj+np) =) An / fx)e2mme/p g, (3.9)

3.2 Noyau de Dirichlet, Interférences et Diffraction

revenons a la formule (3.5) : elle a été démontrée de gauche & droite : approcher du discret
par du continu. Il est ce-pendant plus naturel de la lire de droite & gauche : elle admet alors en
effet diverses interprétations intuitives donc voici les plus connues :

1. Noyau de Dirichlet :
Posons  Dy(z) = SN, €™ On a Dy(z) = sin(2N + 1)7z/sinmz; le graphe de
Dy (x) présente donc essentiellement un pic de hauteur 2N + 1, de largeur 2/(2N + 1) et
d’aire voisine de 1 en chaque point entier m ; un tel pic est une approximation de §(x—m),
et on arrive ainsi intuitivement (pour N — oo ) a I’égalité (3.5). Bien entendu, la relation

lim Dy(z) = d(z —m) (3.10)

N—o0

se démontre directement sans difficulté (c’est le lemme central du théoréme de Dirichlet
sur les séries de Fourier) : on pourrait ainsi. éviter 'utilisation du théoréme (3.1.1) .

2. Interférences, Diffraction :
considérons un dispositif radioélectrique du type antenne de télévision formé (par exemple)
de 2N +1 oscillateurs harmoniques verticaux numérotés de —N a N, séparés par une méme
distance 1, et émettant en phase avec 'amplitude 1 sur une longueur d’onde \ petite par
rapport a 1 . Si T" désigne la période, le signal regu a l'instant ¢, & Uinfini, dans 'azimut
0 (voir la figure ci-dessous) est évidemment (& un facteur constant prés)

N

ST emligand) — it (Si§9> |

m=—N
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On regoit donc (cf. Noyau de Dirichlet) un signal de grande amplitude (proportionnelle
a 2N + 1 ) dans les azimuts mesurés en radians par 6 = 0, £\, £2\,... et un signal
pratiquement nul (interférences) dans les zones séparant ces azimuts. Pour N — oo, on
a ainsi une distribution azimutale d’amplitude décrite par le premier membre de (3.5).
On laisse au lecteur le plaisir d’interpréter de la meme maniére le phénoméne optique
des franges d’interférence provoqué par le passage d’'un faisceau de lumiére a travers un
réseau plan (diffraction).

(plan horizontal)

/1

3.3 Développement de Fourier des fonctions de Bernoulli
périodiques B, (z, \)

0 N

On en vient au but essentiel de développer en série de Fourier les B, (z, \).

D 00

Bo(w,A) = M0) = > A(h) Y b(x —h—mp);

h=1 m=—o0

d’aprés (3.5), et par un changement de variable évident (ou directement, par application du
théoréme (3.1.1))

i §(x —h—mp)=p* i e2mim(@=h)/p.

m=—0Q

en combinant ces deux résultats, on arrive a

o0

p
By(a,A) = A(0) = > ( p—lAm)e—%imh/p) 2rima/p
h=1

—0o0

Ou encore, en remplacant la parenthése par S\(m) et en remarquant que le terme constant
disparait (ce qui correspond au fait que By(x, \) est de moyenne nulle sur une période)

Bo(z,\) = — Z S\(m)e%imz/p
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Par r intégrations (au sens des distributions) et r applications de l’argument de moyenne
nulle sur une période, on obtient alors le résultat cherché :

Théoréme 3.3.1 Pour toute suite p-périodique \ et tout entier r > 0, on a (au sens des
distributions)

%) 27rmLJ./p
B ( ) = —l Z )\( ) (2mim/p)T*

(Pour r > 2, il y a en fait convergence uniforme; pour r =1, il y a convergence simple.
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