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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est la recherche de résolution numérique d’une
équation différentielle d’ordre fractionnaire de type Riemann-Liouville ou de type Caputo.
Plusieurs méthodes ont été étudiées dans le but d’avoir de bonnes approximations de la
solution cherchée. La transformée de Laplace permet d’expliciter la solution analytique
lorsqu’elle est simple & formuler. Lorsque la solution implicite est difficile & exprimer,
les méthodes numériques interviennent de maniere inéluctable pour s’affranchir de ce pro-
bleme. L’implémentation de ces méthodes dans certains logiciels informatiques permettent
d’y recourir en vue de restreindre le temps calcul lors de leur mise en oeuvre et d’avoir

des représentations graphiques explicatives.

Abstract

The main objective of this work is the search for a numerical resolution of a differential
equation of fractional order for Riemann-Louville type or for Caputo type. Several methods
have been studied in order to have good approximations of the solution sought. The
Laplace transform makes it possible to clarify the analytical solution when it is simple
to formulate. When the implicit solution is difficult to express, the numerical methods
inevitably intervene to overcome this problem. The implementation of these methods in
some computer software allows to resort to them in order to limit the calculation time

during their implementation artwork and have explanatory graphic representations.
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Notations et Symboles

Ensembles

R  Ensemble des nombres réels.

R* Ensemble des nombres réels positifs.

R Ensemble des nombres réels strictement positifs.

N  Ensemble des entiers naturels.

N*  Ensemble des entiers naturels non nuls.

C Ensemble des nombres complexes.

C([a,b]) Ensemble des fonctions continues sur [a, b] a valeurs réelles.

C(,R) Ensemble des fonctions réelles continues sur un ouvert Q2 de R.

Fonctions

I'(z) Fonction Gamma.

B(z,2') Fonction Beta.

E, 3(z) Fonction de Mittag-Leffler.

I¢ f  Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction f.
D¢ f  Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction f.
°Dgf Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction f.

D'f = %fﬁ Dérivée ordinaire d’ordre n par rapport a ¢ de la fonction f.
L(f(t)) Transformée de Laplace de la fonction f.

L(I*(f(t))) Transformée de Laplace de l'opérateur d’intégration fractionnaire.

L(D%f(t)) Transformée de Laplace de l'opérateur de dérivation R-L fractionnaire.

Abréviations et symboles

EDO Equations différentielles ordinaires.
EDF  Equations différentielles fractionnaires.
RAD  Approche par des rectangles a droite.
RAG  Approche par des rectangles a gauche.
ADM  Méthode d’Adomian.

HPM  Méthode de perturbation d’homotopie.
R-L  Riemann-Liouville.

M-L  Mittag-Leffler.

R-K  Runge-Kutta



Introduction générale

Les équations différentielles résolubles analytiquement font ’exception plutét que la
regle. En effet, Il est rare d’obtenir des formules simples donnant leurs solutions et la seule
facon d’obtenir des informations quantitatives sur ces solutions en ’absence de formules
explicites est donc de les approcher numériquement.

Il est question justement dans ce mémoire de présenter quelques approches numériques
permettant d’approximer au maximum la solution d’une équation différentielle fraction-
naire quand on s’apercoit qu’elle existe.

Ces derniéres années, des équations différentielles fractionnaires sont apparues naturel-
lement dans divers domaines tels que la dynamique chaotique, la modélisation, la théorie
du controle, le traitement du signal et les applications biomédicales, etc.

Nous nous intéressons donc, a la résolution implicite et numériques des équations
différentielles fractionnaires par plusieurs méthodes.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Sachant que le calcul fractionnaire est une généralisation de la différenciation ordinaire
et de l'intégration a des ordres arbitraires (non entiers), le premier chapitre est précisé-
ment consacré a quelques éléments du calcul fractionnaire tout en rappelant les fonctions
spéciales mises en jeu, a savoir la fonction Gamma d’Euler, la fonction Beta de Bessel et
la fonction de Mittag-Leffler. Puis, on présentera les opérateurs de base du calcul frac-
tionnaire ainsi que leurs propriétés et qui sont en l'occurrence : l'intégrale et la dérivée
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville ensuite au sens de Caputo.

Dans le deuxieme chapitre et aprés avoir rappelé 'essentiel des résultats relatifs a
existence de solutions via les différents théoremes du (des) point(s) fixe(s), on s’intéressera
a la résolution analytique de quelques équations différentielles fractionnaires en utilisant
la transformée de Laplace.

Le troisieme chapitre évoque les quelques différentes méthodes numériques utilisées
pour trouver la solution approximative d’une équation différentielle a savoir les méthodes :

d’Euler, de Rung-Kutta avec différents ordres, d’Adams, d’Adams-Moulton, d’Adomian



(ADM) et de Ji-Haun-He (HPM) .

Vers la fin et a titre illustratif, on donne un exemple simple de résolution explicite et
sa version numérique d’une équation différentielle fractionnaire o, on a montré via des
graphiques obtenus a I'aide du logiciel MATLAB, les différents résultats auxquels on est

arrivé en utilisant la méthode d’Euler puis celle de Runge et Kutta.



Chapitre 1

Eléments de calcul fractionnaire

Ce chapitre porte sur les rudiments du calcul fractionnaire avec I'introduction de la
fonction d’Euler ou "Fonction Gamma'" qui est le concept de base dans la définition de
certaines notions relatives a ce calcul. A partir de la définition de I'intégrale fractionnaire
sur un intervalle borné, on dégagera celle de 'opérateur de dérivation fractionnaire selon
deux approches bien connues qu’on évoquera par la suite et de leurs propriétés qui en

découlent.

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

C’est la fonction qui joue le role capital dans la théorie du calcul fractionnaire.
On 'appelle aussi fonction d’Euler notée I'(z). Elle permet la généralisation de la notion
de factorielle n! & des valeurs non entiéres pour n et pouvant méme prendre des valeurs

complexes. Nous rappellerons dans cette section quelques résultats relatifs a cette fonction.

Définition 1.1.1. La fonction Gamma est une fonction complexe a variable complexe

définie par l'intégrale suivante :
o0
I'(z) = / t*~le~tat, Re(z) >0
0

Quelques propriétés de la fonction Gamma

— Surlaxeréelona:T'(1) = 1 et I'(04) = +o00. En plus, elle est continue et strictement

positive sur U'intervalle |0, col.

10



— Elle admet un prolongement analytique en une fonction méromorphe (i.e. holo-
morphe sur tout le plan complexe sauf aux points isolés z =0, —1, —2, —3,... qui
représentent des "poles").

— Pour tout z € C tq Re(z) > 0, elle satisfait 1’équation fonctionnelle :
[(z+1) =2I(2) (1.1)

C’est 'une de ses propriétés de base qu’on peut démontrer par une intégration par
parties :

Soit z € C avec Re(z) > 0 alors :

I'(z+1) :/ t*e tdt
0

o

= [~t7e 7! + z/ e tat
0

= zI'(2)

La fonction Gamma généralise la notion de "factorielle". En effet, d’apres (1.1) pour tout

ze€N*ona:

I'(1) =

I'(2)=10(1) = 1!
I'(3)=2I'(2) =2.1=2!
I'(4) = 30(3) = 3.2! = 3!

ainsi, I'(n+1) =nl'(n) =nl'(n — 1) =n!

Exemple 1.1.1. Pour les rationnels positifs, prenons l'exemple de z = 1/2 et montrons

que : T (;) = /7.

D’apreés la définition (1.1.1) , nous avons :

1 o0
r () :/ tre~tdt
2 0

si on pose t = 22 alors, dt = 2zdx et on obtient :

1 2
F(2>—2/0 eV dx
=T

11



sachant que : [;° e~ dy = %foo e dy — g

— 00

(Intégrale de Gauss).

1.1.2 Fonction Beta

Dans de nombreux cas, on préconise d’utiliser la fonction Beta au lieu de certaines

combinaisons de valeurs de la fonction Gamma dont voici la définition :

Définition 1.1.2. La fonction Beta ou " fonction de Bessel " est définie par l’intégrale :
1 /
B(z,7) = / =11 — )7 lat
0

pour tout (z,2') € C? tel que : Re(z) >0 et Re(2') > 0.

Proposition 1.1.1. La fonction Gamma est liée d la fonction Beta par la relation sui-

vante :

Démonstration. Pour tout (z,2') € C? tel que : Re(z) > 0et Re(2)>0,ona:
(0.9) oo ’
L(z+2)= / / L e D) gty
o Jo

on effectue le changement de variables :

alors,

Ainsi:  dt =rds+sdr , dx=(1—s)dr—rds

et le jacobien de cette transformation sera donc :

d’ol, dtdx = —rdrds.

En substituant dans notre intégrale, nous obtenons :

12



I(z+2) = / / ettt (1 = 6)F | = r|drds
= / 1 - s)? 71ds/ e TrEt gy o
0 0
= B(z,2)['(z+ 7).
Proposition 1.1.2. Pour tout z € tel que Re(z) >0, on a :

22z71

LS

1

I'(2)T (z + 2) (1.2)

I'(2z) =

Démonstration.

A partir de la relation :

1
B(z,2) = /0 (1 — £)]>"'dt, VRe(z) >0

et en remarquant que y(t) = ¢(1 — t) est une fonction symétrique par rapport a la droite

z =%, On pose s=4t(1 —1t) et nous aurons :

22—2/ Zldt

z—1
2221/0t (1—t)"3at

1
Z, 9

Par suite,

c’est a dire :

C.Q.F.D.

A présent, si on prend z = n + 1 alors :

—2n

I'2n+1) = NG

F(n—I—;)F(n—{—l)

13



ce qui implique encore la relation :

r( 1) VAT +1) )T

"ty ) T e ET (D) . 2l

1.1.3 Fonction de Mittag-leffler

La fonction spéciale suivante dépendant de deux parametres a été introduite par

Mittag-Lefller. Elle s’exprime a l’aide de la fonction Gamma comme suit :

Définition 1.1.3. (Fonction de Mittag-leffler)

La fonction de Mittag-Leffler est définie par la série entiére :

o Zk;

ang(z):kz::om, V2zeC, a>0, >0

N.B. : C’est une série convergente pour toute valeur z du plan complexe, ce qui fait

d’elle une fonction entiere.

Remarque 1.1.1.

— Pour =1, ona:

] k
z
Ea = ; ;
1(2) g:of(akﬂ) VzeC, a>0

— On note : FEo1(2) = Eo(z) La fonction de Mittag-Leffler dépendant d’un seul
parametre.
— Poura=1letf=1,0na:
ok

z

k=0
1.2 Calcul fractionnaire

1.2.1 Intégrale fractionnaire :

Dans ce qui suit, on se restreindra a des valeurs réelles strictement positives pour
largument z de la fonction Gamma I'(z) pour lesquelles, on introduira la notion d’intégrale
fractionnaire d’un ordre réel positif non nul d’une fonction réelle continue sur un intervalle

bornée.

14



Définition 1.2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on appelle intégrale d’ordre

a € R de f, Uintégrale définie par la formule suivante :

o f(t) = F(la) /at(t 9% f(s)ds, t>a

Remarque 1.2.1. Le terme "fractionnaire” est utilisé de facon impropre : o n’est pas
nécessairement un nombre rationnel, et l’on devrait donc plutét parler de dérivation non

entiere. Cependant, le terme " Calcul fractionnaire " est devenu traditionnel.

Remarque 1.2.2. On peut définir l'intégrale fractionnaire sur un intervalle non borné de

la forme [a, 0], tout en gardant les mémes propriétés que dans le cas borné.

Remarque 1.2.3. On peut aussi définir l’intégrale fractionnaire pour des valeurs com-

plexes de l’ordre de dérivation c.

Exemple 1.2.1. Soit la fonction f(t) = (t —a)? , Vt € [a,b] ot § > —1.

Par définition on a :

1 ¢
I%(t —a)? = () /a (t —5)* s —a)lds
effectuons le changement de variable :

s=t—71(t—a)=ds=—(t —a)dr

ainst,

19(t — ) = —F(la) IU[T(t — @)Ut - (t — a) — a)’dr
1
= F(loz) ; (t —a)*H07ro7 (1 — 1)dr
—ag)ott 1
= (tI’@oz)/o e V0dr
_ }(‘2?93(@, 0+1)
~ (t—a)*"?  T(a)L(0+1)
- I(a) I'(a+60+1)
F(H + 1) ( )a—i—@
 D(a+060+1)

15



Si0=0,ona:

a1 T _(t_a)a
Ial_Ia(t—a)O_m

d’ou pour une constante A, on aura :

QA (t — a)a

lid= AT(OH— 1)
Sia=1,ona:
@ +1)
Li(t—a)’ = m(t —a)’!

— F(@ + 1) (t _ a)0+1

@+ +1)
(t _ CL)0+1
CES

On retrouve donc Uintégrale usuelle : [!(z — a)?dx

Proposition 1.2.1. Soient « et 5 deux réels positifs non nuls et f € C([a,b],R).

i) IS(IPF) =I2%Bf, on a>0 et B>0.

d
i) %(Igf)zfgflf, ot a> 1.

Preuve

i) En effet :

UL = o [ -9 T r s

= 1"(1(1) /at(t — s)a_l (I‘(lﬂ) /:(s — T‘)B_lf(T)dT> ds
— v [T = s

en faisant le changement de variable :

t=r+7({t—r)=dt=(t—r)dr

16



on trouve :

I'(a)D(B
_ 5(047 ) s ra—&-ﬂ—l \dr
- e <5>/a“ Y1 f(r)d
1 (a3
- r(a+5)/a (=" dr
= ISP f(t)

ii) En utilisant les théorémes classiques de dérivation d’une intégrale dépendant d’un

parameétre ainsi que la relation I'(a) = (v — 1)I'(ov — 1), on constatera que :

SN0 = s [ s
_ r(la) : %(t — )L f(s)ds
~ i [ @ D=9
=y [
- F(al—l) / (6 — )07 f(s)ds
— 1)

1.2.2 Dérivée au sens de Rieman-Liouville :

Définition 1.2.2. On appelle "dérivée au sens de Rieman-Liouville" d’ordre o d’une

fonction f € C™[a,b], la fonction définie par :

D210 = (G ) o (N0

— F(nl— o 577; /at(t syl f(s)ds

avecaa >0 et n=[a]+1 avec t>a.

Notation 1.2.1. Pour n € N, le symbole D; désignera l'opérateur de différentiation

d\" d"
pr=(2) =2
= (&)~

d’ordre entier n, c’est a dire :

17



avec la convention :

Dof(t) = f(t)
Exemple 1.2.2. Soit la fonction f(t) = (t —a)®, Vt € [a,b] ou B > —1, nous avons :

mn

d
Dg(t — a)’B = ng_l(t — a,)/B

d’aprés l’exemple (1.2.1)

n _ d" F(B+ 1) . n+pf—a
D210) = 47 | -

= P +1) di _ )8
S T(B+1—a+n) (dt”>(t "

mais ,

(ﬂ) (t—a)"=m(m—-1)(m-=2)...m—-—n+1){t—a)™"

I(m+1)

et par suite ,

D3t = )" = Fy g (=

(B+1—a)

Remarque 1.2.4. Si on prend o = 1, on aura :

1y _ g8 = LB+
Dy(t - a) ()

=Bt —a)’!

d
— L \B
o (t—a)

(t — a)?!

Remarque 1.2.5. Si on prend 5 =0, on aura :

t—a)®

R )

Ainsi, la dérivée fractionnaire au sens de Rieman-Liouville d’une constante A n’est pas

nulle, mais :
A

Do) = £ )

(t—a)®

Proposition 1.2.2. Pour un o > 0 et n = [a] + 1 et une fonction donnée f : [a,b] — R,
St :

(Da f)(t) =0

18



alors,

n—1 NG 1 ]
f(t) — ]ZO A]l—\(] +(f j:a)_ n) (t _ a)j+o¢7n

Ot les Aj,j =0,1,...,n — 1, sont des constantes réelles.

Démonstration.

e =0— (%) wsw) =0
— o) = Y 40—y
7=0

par composition avec l'opérateur I’ on obtient :

n—1 .
0 = X A s = e

Jj=0

par composition avec D', on obtient :

n—1 . n
10 = Dip(0) = Y A (2 -y

= (J+1+a)
or,
d\" - r'Gj+1) o
- _ g\t — _ N\jta—n
(dt) S ESET T N
donc,
f(t) _ nz—:lA F(.? + 1) (t o a)j-‘roa—n
S =TT+ 14+a—n)
7=0
C.Q.F.D.
]

Théoréme 1.2.1. Soient f et g deuz fonctions définies sur [a,b] dont les dérivées fraction-
naires de Riemann-Liouville d’ordre o existent avec n—1 < a < n. Alors, pour A\, X' € R,

si DY(Nf 4+ Ng)(t) existe, on a :

Dg(Af + Ng)(t) = ADg f(t) + N Dgg(t), Vit € a,0]

19



Démonstration. :

Dg(Mf + Ng)(t) = D" (I;~*(Af + XNg)(1))
= D" (NG~ f () + N1 g(1))
= AD™(I;""f () + X D™ (I3~ %g(t))

— ADZf(t) + NDSg(t)
C.Q.F.D.

O]

Proposition 1.2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction admettant une intégrale fraction-

naire d’ordre o. Alors :

(DG o I)f () = f(1)
Cependant, on remarque que ces opérateurs ne commuttent pas entre eux :
12D f(t) # DRI f(t)
En effet,

(13 0 DE)f(0) = ) 3 Ve I =0

j=1

Vt € [a, b]

avec a > 0 et n = [a] + 1.

1.2.3 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.2.3.
Soita>0etn=I[a]+1 et soit feC(a,b],R).

La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la fonction f est définie par :

(‘DG f)(t) = (I8 F)(2)

_ 1 " gynmam) 1) (g s
—F(n_a)/a@ )(n=a=) £ (5

Remarque 1.2.6. L’avantage principal de cette approche est que les conditions initiales
de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires

prennent la méme forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.
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Exemple 1.2.3. f(t) = (t —a)® avec B3>0 avec f>n—1ona :

rpg+1)

CDY(t — B _ _ \B—«a
En effet, nous avons :
1 t dm
cpary L \B - - o (n—a—-1) % PRV
Dyt =) = fa [@-n o (r—a)dr
ona:
d" rp+1) _
_ )8 = _ ,\B-n
dT"( @) NB—-—n+1) (r=a)
alors,
r'p+1)

°D$(t — a)’B =

tT—a (¢ — r)(nme=lgr
F(n—a)F(ﬁ—n—i—l)/a( )7 =) v

En effetuant le changement de variable suivant :

T=t—s(t—a) avec dr = —(t —a)ds on obtient :

r'B+1) 1 n—a— _ _
cpa(t — B n—a—1 1— B s(t— B o
a( Q) F(n— F(ﬂ—n—l—l) OS ( S) ( CL) S

a)

o F(B"i'l) 701,8—04 n— o —n

N I‘(n—a)F(ﬁ—n+1)(t ) B( B +1)

_ r+1Hr'n—a)l'(f—n+1) (t — a)f—o
I'n—a)I'(B—n+1I'(BE—-a+1)

(t— a)ﬁ_a

S T(B-a+1)
Remarque 1.2.7. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

est nulle. Autrement dit :  “DGA =0, Ae€R.

Proposition 1.2.4. Pour o > 0, l’équation différentielle :
“D2f(t) =0, t€ a0

admet la solution générale :
n—1 )
ft) =Aog+ Ai(t —a) + Aot —a)’ + ...+ A1t —a)" ' = > Aj(t —a)’

=0

avec Aj € R,j=1,2,...,n — 1 des constantes réelles.
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Démonstration.

= f"(t)=0
n—1
= f(t) =) Aj(t—a)
§=0
C.Q.F.D.
L]

Proposition 1.2.5. Si f est une fonction continue sur [a,b] on a :
(‘DFoIZf)(t)=f(t), ou a>0

En plus, si elle estn fois continiment différentiable sur [a,b] oun = [a]+1 pour un a > 0,

alors :

(12 0Daf) ) = 1(t) - S

Remarque 1.2.8. Indiquons les deux cas particuliers suivants :
- Sia€l0,1] ona: (IQoD2f)(t) = f(t) — f(a).
- Sia=neN ona:°DSf(t)=DSf(t).

1.2.4 Propriétés de la dérivée de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction f jouisse de propriétés
similaires a celles de Riemann-Liouville. En effet, nous avons les résultats admis suivants :
— Pour toutes deux fonctions f et g définies sur [a,b] dont les dérivées fractionnaires

de Caputo d’ordre « existent et pour tous deux scalaires A, N € R :
Dy Af+Ng)(t) =A°Dgf(t)+ X °Dgg(t), Vte |a,b]
— PourmeNetsi: n—1<a<n alors:
Dy (“Dg f(t)) = “Dg(“Dg' f(1)) = “Dg"™ f(t), Vt€ [a,b]
si fO0)=0, j€{nn+1,...,m}
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1.2.5 Relation entre la Dérivée de Caputo et la dérivée de
Riemann-Liouville

Considérons une fonction f admettant des dérivées fractionnaires d’ordre o au sens de
Riemann-Liouville D f(t) et au sens de Caputo D% f(¢). Alors, pour tout a > 0 tel que
et n = [a] + 1, nous avons :

n—1 i i—
19 @)t~y
°D3f(t) = DES(t) -

J=0

D’autre part, si fU)(a) =0 pour j = 0,1,2,...,n — 1, on aura :
‘Dg f(t) = Dy f(t)

Ici aussi, on signale le cas particulier lorsque « €]0, 1] ou :

fla)(t —a)®

CDgf(t):Dgf(w_ F(l—&)

Démonstration. Soit 0 < aa < 1 on a :

1 —og)
L) e
- ra- a)[(t* a)® +/0 (¢ = )% (s)ds]
_ u(a) 1 t s
_F(la)(ta)a+r(1a)/0(t ) (s)d
u(a)
t

Pour o > 1 et d’apres la définition dérivée de Rieman-Louiville on a :

k _ =) (a) k
Dg[f(x) = > X (x —a)*] = DI} [f(x) = > o (v —a)"]
! = K

n T (p — )P n—1 (k)a
O - S T aa

~ dan T(n—a Kl

23



En intégrant par partie on obtient :

n=1 (k) (, z (p— 4)n—a-l n—1 r(k)
plf@ -3 et = [0 - T L - ot

= K I'(n—a) = K
) (S K
= D) - Y L - a)
k=0
De méme facon pour n—1 fois on obtient
n=1 p(k) n—l ¢(k)
nef@) - Y Lot = e D) - Y L - )
k=0 k=0
n yn—o+1 n o f(k) k
:Iala D [f(x)_kz:%?(l‘_a)]
n—1 k)
/! k
Et comme kz:% ?(:L' —a)
est un polynome de degré mn —1 alors:
n—1 k)
A
Dy F(x—a)k] =0
k=0
dot :
ISP A ; |
Bf) - Y L - a)f) = et D )
k=0
On appliquant D™ :
(P k |
DA = X o = ) = DU D 2)

= [;7F D" f(x) = (D3 f)(x)

1.3 Introduction :

Avant d’entamer ’aspect numérique sur les résolutions de problemes d’équations diffé-
rentielles, nous allons juste rappeler, dans un premier temps, quelques résultats relatifs aux
théoremes d’existence et éventuellement d’unicité des solutions puis, dans un deuxieéme
temps, rappeler 'importance de la transformée de Laplace comme outil permettant de
trouver de maniere assez simple des solutions explicites de certaines équations différen-

tielles fractionnaires et ceci & titre illustratif.
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1.4 Théoremes du point fixe

Ces théoremes se révelent étre des outils tres utiles en mathématiques, principalement
dans le domaine de la résolution des équations différentielles. Le théoreme du point fixe
de Banach donne un critere général dans les espaces métriques complets pour assurer que
le procédé d’itération d’une fonction tende vers un point fixe. Trés différent, le théoréme
du point fixe de Brouwer n’est pas constructif : il garantit ’existence d’un point fixe d’une
fonction continue définie de la boule unité fermée euclidienne sur elle-méme. Celui de

Schauder généralise les deux théoremes précédents a des domaines assez généraux.
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Théoréme 1.4.1. (Contractante de Banach)
Soit E un espace de Banach et f : E — E une application contractante c’est a dire

J0< k<1 tel que Ve,ye E :

1f(@) = FWlle < kllz —yllg

Alors f admet un unique point fize.

Théoréme 1.4.2. (Théoréme de Brouwer)
Soit B, la boule unité fermé de R™. Alors, toute application continue T de B, — B,

admet un point fize pour tout n € N*,

Le théoréme suivant prolonge le résultat du théoreme de Brouwer tout en affirmant
I’existence d’au moins un point fixe pour une application continue sur un convexe compact

dans un espace de Banach. C’est le théoréme de Schauder :

Théoréme 1.4.3. (Théoréme de Schauder)
Soit U un ensemble non vide compact et convexe dans un espace de Banach E et soit

f: U — U une application continue. Alors f admet un point fize.
Pour les applications, la généralisation suivante est importante.

Théoreme 1.4.4. Soit U un ensemble non vide fermé et convexe dans un espace de
Banach E et soit f : U — U une application continue telle que f(U) soit une partie

relativement compacte de E. Alors f admet au moins un point fixe.

1.5 Equations différentielles fractionnaires
Définition 1.5.1. Va >0, n=[a] +1 et f: Q CR? = R. Alors,
D%(u) = f(u, y(u))

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Louiville avec conditions

initiales exprimées par le systeme :
D Fy(0) = by, k=0,1,...,n— L.

De méme :

‘D%(u) = f(u,y(u))

26



est une équation différentielle fractionnaire de type Caputo avec conditions initiales expri-
mées par le systéme :

y®(0)=by, k=0,1,...,n—1.

En utilisant les théoremes de la section précédente et en définissant les bons opéra-
teurs sur les espaces fonctionnels correspondants qui vérifient les bonnes conditions d’exis-
tence de points fixes comme pour le théoréme de Brouwer ou pour le théoreme de Schauder

ou celui de Schauder généralisé, on arrive & montrer les deux résultats suivants (voir [12],

[20], ([24]) :

Théoréme 1.5.1. Soit « >0 ,n=[a]+1 et f:G=10,¢] x [bo—k,bp + k] = R avec
¢ > 0. Alors, il existe un réel h > 0 et une fonction y € C|0,h] solution de [’équation

différentielle fractionnaire de type Riemann-Louiville :
D%y(u) = f(u,y(u))
avec conditions initiales :
D Fy(0) =by, k=0,1,..,n—1

tels que :
ET(a+1)

1
e I e 10|

h = min [
(u,v)eG

0<k<n-—1

Si de plus f est lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable, c’est a dire :
AL > 0 tel que : |f(u,v1) — f(u,v2)| < Ljvy —va|, ¥ v1,v2 € C[0, h]. Alors, la solution est

uUnNiquUe.

Théoréme 1.5.2. Soit a >0, n=[a]+1 et f: G =1[0,c] x [bo — k,bp + k] = R avec
¢ > 0. Alors, y € C[0,h] est une solution de l’équation différentielle fractionnaire de type

Caputo :
‘D(u) = flu,y(u))

avec les conditions initiales
y®(0)=by, k=0,1,...,n—1

st et seulement st y est une solution de l’équation intégrale de Voltérra du seconde type.
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C’est a dire :

1 u o
) = - Pt s [ 07 s pe)ar

Démonstration. Soit 0 < a<1,n=[a]+1, f e C"a,b ona:

Dgu(t) = ml ) [jt(/ot(t — 5)"u(s)ds)]
_rulaﬂ@M?W4ig@—s)%mgw}
:le—Z%;_@a+CDﬁdﬂ

1.5.1 Exemple de probléeme fractionnaire

Exemple 1.5.1. Considérons le probléme fractionnaire de type Caputo suivant :

e'ly(t)|
O+e)(d+ly®)

y(0) =y'(0) =0

cDY(t) = Vit €[0,1] avec 1< a <2

Pour montrer que cette équation admet une unique solution, il suffit de montrer que
lopérateur

A:c(0,1]) — ([0, 1))

défini par :
_ 1 m _ pa—1
Ay =0+ s [ =0 sy

est contractant avec :

e "ly(t)]
O+ )1+ [y@)])

f(ty@) =

et

L (k)
Yo=Y vl y(0) + 4/ (0)z =0

En effet, Y y1,y2 € C([0,1]) on a :
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s = Aell = || [ = 0m L ire (o) - femo)ler]

<>/

B 1/ 1[f(E () = f(ty2(t))]]] dt

(CCW |z —t] < |lz] = [t]] < [l=] + [¢]] <2)

IN

(x = ) LF (i () = F(t,92(1))])| dt

IN

D’autre part on a :

1f ) — ft, @)l = ey (0)] eya(t)] H

H O+ )T+ [y (D) 9+ )L+ [y2(1)])

< 1H ly1(?)| |y2(t) H
S oll0+m@D) 4+ !y2
(car et < 1 9+el >9)

< gl — )]

2

< 9(a) 1 (t) — y2(2)]|

2
< 5l =@l
Donc :

Ay = Apel] € 275 (1) = )]

(car :1<a<2 = 0<a—-1<1
et comme : % < 1, alors Uopérateur A est contractant d’ou le systéme précédent a

une unique solution.

Remarque 1.5.1.
Poura,c>0,n=a]+1let f:G=][0,c|x[bo—k,bo+k] — R, I’équation différentielle
fractionnaire :

D%(z) = f(z,y(x))

admet une solution unique si l’équation intégrale de Voltérra :

) = Xt + = [ =0 e yte)a

en posséde une.
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Ce qui revient a dire que l'opérateur A : C([0,c]) — C([0,¢]) défini par :

_ L * T — a—1
Aw) =0+ s [ =07 s ye)ar

doit étre contractant.

Démonstration :

1.6 Transformée de Lapalce des opérateurs et son
inverse :

Définition 1.6.1. La transformée de Laplace d’une fonction réelle f localement intégrable

sur [0,00[ est la fonction F de la variable compleze s définie par :

+oo
Fl) = L0 = [ et
Propriétés de la transformée de Laplace :
1. Llaf(t) + bg(t)] = aL[f(t)] + bL[g(t)] avec a, b réels ( linéarité )

2. LIf™(t)] = s"F(s) — s" 71 f(0) = s"2f(0) — ... = f"=D(0).
3. Lit"f(1)] = (= )”F( (s).

ol o] -0

5.1 [ /0 A7) fQ(t—T)dT} _ éFl(s)Fg(s).
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Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles :

NBE+1)
- Bl — _
Lit’] = e B> —1.
1
— L[e%] = —— | s>a.
Ss—a
. S
- L[Szn(at)] = m et L[COS(CL.%')] = m

Dans le calcul opérationnel, la transformée de Laplace joue encore un réle essentiel
en permettant " 'algébrisation " des symboles de dérivation et d’intégration des expressions
mathématiques décrivant des phénomenes linéaires (voir [19]).

La proposition suivante donne la transformée de Laplace pour 'opérateur intégral

fractionnaire défini au premier chapitre.
Proposition 1.6.1. La transformée de Laplace de 'opérateur intégral fractionnaire de

Rieman-Louiville d’ordre o est donnée par la relation :

L) = £

SO(

Démonstration.

LU®FO)(s) = Ll [ = 07 f 0o
= Fart @ =0 ars)
1 I'(a)
N I‘(a)F(S) 5%
car : L[ma_l] = Fij)
Dot : L[I*f(t)] = i(j)

De méme l'opérateur de dérivée fractionnaire de Rieman-louiville peut avoir sa trans-

formée de Laplace comme suit :

Proposition 1.6.2. Soita >0, m=[a]+ 1 et f € C™a,b]. Alors :

s™F(s) — 8™ 1y(0) — 5™ 2/ (0) — .... — y™)(0)

Sm—oz

LID*y(t)] =
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Preuve :

LDoy(t)] = Loy (1)) = LD _ "F(s) = S ly(0) = sm2/(0) — ..~y ™ (0)

Smfa Smfa

De méme 'opérateur de dérivée fractionnaire de Caputo peut avoir sa transformée de

Laplace comme suit :

Proposition 1.6.3. soita >0 ,n=[a]+1 et f e C"a,b] ona :
n—1
LD f()](s) = s*F(s) = > 5" f®)(a)

k=0

Démonstration. D’apres la définition du dérivée fractionnaire du Caputo on peut écrire :
Dy f(t) = D™ fn) ()LD f()](s) = LD f(n)(D)](s) = sV G(s)avec : G(s) = LD~ f(

( par le changement d’indice :K =n—k—1 <= k=n—K —1) D'ou:
n—1
LD f())(s) = s"F(s) = > s* "1 fW(a)
k=0

O]

La transformée inverse de la transformation de Laplace qui se fait au moyen d’une

intégrale dans le plan complexe permet de revenir sur I’espace de départ.

Définition 1.6.2. La transformée de Laplace inverse est donnée par la relation :

1 1 y+ico ;
LYF(s)]() = — / e F(s)ds
Remarque 1.6.1. A partir du résultat :
rB+1)
Bl —
L[t ] - Sﬁ+1 9

on obtient les deuz relations suivantes :

rpg+1)
I U B e N EEYC
M)
P th
sB+1 r'p+1)

32



Proposition 1.6.4. Vo, >0 et YVaeR tels que s* > la| ona:

1| 82 _
v La—}—a] = 771 Eq p(~at®)

N.B. : E, g étant la fonction de Mittag-Lefller.

Preuve :
g8 1 1 1 —a (=)™ .
il B e = )=y ath ( série géométrique )
1+
d’ou
_ﬁ _ n
1| s _
5* 4+ q _ZL [SnaJrB]
)ntna+ﬁ 1
Z I'(na + )

a\n

_ 1 at
= Z noz—i—ﬁ

= tP1E, s(—at®)
Proposition 1.6.5. Va,5:0<a <3 et Va€R et s* 7 >|a|, on ala décomposition
en série :

1 )kcn-‘rk

-1 pa(n+1)—1 th(a=pB)
[(sa +asf)rt Z )+ (n+1)a]
Exemples particuliers :
1
~Poura=1,a=0, n=0 ona: L7! {] =t =1
S

1
~ Poura=2 a=0,n=0 ona: L7! [2}—75.
S

1.7 Exemples de résolution d’une EDF par la trans-
formée de Laplace :

Exemple 1.7.1. Considérons le probléeme de Riemann-Liouville suivant :
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En appliquant la transformée de Laplace on obtient :

2F(s) — s.y(0) — ¢/ (0 1 1
sQF(s)—s.y(O)—y’(O)—i-S (s) S?{() y()+F(s):f-i—f2
s2 s S
2F(s)—s—1 1 1
SQF(S)—S—l—{—S (3)18 +F(s)=-+ =
s2 S S
2 3 1 1 2 3
F(s).(s*+s2+1) = gJFS—Q (s*+s2+1)
1 1
F(s)=-+4 =
(5) s+82’

d’ou la solution :

y(t) = LN (F(s))(t) = 1 +¢

Exemple 1.7.2. Considérons I’équation différentielle fractionnaire suivante :

S%F(S) —c1.s—c2=0

(g 4 (1_4
avec : c¢1 = Dy @ 3)y(0) et ca=1D, “ 3)9(0)
on a donc :
1.8+ Co & Co
F(s)=——F—=—7+—7
S3 $3 S3
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d’ou la solution :

Exemple 1.7.3. Soit l’équation différentielle fractionnaire suivante :

2
°Diy(t) =cy(t), c étant une constante réelle, f(0) # 0

En appliquant Laplace, on aura :

F(s) = f(0)——
s3 —c¢
i) = L F0) 5
y(t) = FO) L
83 —C
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Chapitre 2

Méthodes numériques pour la
résolution des équations

différentielles

Généralement, une équation différentielle ou un probléme aux limites admet rarement
des solutions explicites exprimées a I'aide de fonctions usuellement utilisées en analyse.
Cependant, on peut toujours trouver des solutions approchées, une fois rassuré de leur
existence, par des approches numériques dont le principe est expliqué par un probleme de

Cauchy classique a titre illustratif.

2.1 Principe de base des méthodes numériques :

Considérons un probleme classique de Cauchy :

y'(t) = F(ty(t)

y(to) = vo

admettant une seule solution y définie sur l'intervalle I = [a,b] (i.e. F vérifie la condi-
tion de Cauchy-Lipschitz).

On subdivise l'intervalle I en N intervalles I, = [t,, t+1] de longueurs :

tn+1—tn:hn, OénéN
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représentant les pas successifs de la subdivision. L’objectif de la résolution numérique de ce
probléme est de calculer des valeurs (Y;,),, qui soient de bonnes approximations de (y(ty))n

avec 0 < n < N en exploitant la relation :

/ttn+1 y/(t)dt _ y(th) B y(tn) _ /ttn+1 F(t y(t))dt

En utilisant I’approximation :

tn+1
Ya=Ya= [ ity
tn+1
ou l'intégrale : / F(t,y(t))dt est calculée par I'une des approches d’intégration numé-
t"/
rique :

— L’approche des RAG (réctangles a gauche) : hy, X F(ty, y(tn)),

— ou l'approche des RAD (réctangles a droite) : hy, X F(tnt1, Y(tnt1)),

[F(tn, y(tn)) + F(tnt1, ?/(tn+1))]'

— ou l'approche des trapezes : h, X 5

2.2 Meéthodes d’Euler :

La méthode d’Euler est la méthode numérique la plus simple pour résoudre une équa-

tion différentielle , elle est basée sur le développement limité de taylor :

Y(tnt1) = y(tn + he) = y(tn) + hnyl(tn) =y(tn) + hnF(tn, y(tn))

2.2.1 Méthode d’Euler explicite :

En utilisant I’approche RAG, on obtient la récurrence suivante :

Yn+1 =Y, + hn F(tnu Yn)

Yo = o
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2.2.2 Meéthode d’Euler implicite :

De méme, avec 'approche RAD, on obtient la récurrence :

Yn+1 — Yn + hn F(tn+17 Yn+1)

Yo =uo

ou: I, = [tn,tpt1] avecn =0,--- , N — 1 est une subdivision du domaine de définition

b—
[a,b] = [to,tn] en N intervalles de méme longueur : h = Na.

N.B. On peut prendre le max(h,,) au lieu de h lorsque la subdivision n’est pas prise

uniforme.

2.2.3 Exemples sur Méthode d’Euler :

Exemple 2.2.1. Soit I’équation linéaire : u' = cu
FEuler explicite :

Upt1 = Up + hcu, , n=0,1,..N -1

Un = (14 ch)"

b—a.,
N

up, = (1+¢

Pour N assez grand :
c(b—a)

b
uy=(1+c¢ Na)Nxe

Euler implicite :

Upt1 = Uy + hcUpr1 , n=0,1,..N —1

y'(t) = tsinfy(t)]

y(0) =2
on prend :h=0.1 ,tg =0, yo =2 et f(tn,yn) = tnsin(yn)

Exemple 2.2.2.

Par FEuler explicite :
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Ynt1 = Yn + hf(tn, yn)
thy1 =tn + R
Yo =2
y1 =2+0.1x0xsin(2) =2
ya =2+ 0.1 x 0.1 x sin(2) = 2.0090929

y3 = 2.0090929 + 0.1 x 0.2 x sin(2.0090929) = 2.02720249

2.2.4 Meéthode d’Euler pour les EDF :

Considérons le probleme de Cauchy suivant :

D3y = F(t,y)
y(0) = yo
D&y est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de y d’ordre a ou :
0<a<l.
Nous avons :
Dy~ (D3)y(t) = Dy~ *F(t,y)
D’ou :

y' =Dy “F(t,y)

On pose alors :

F(t0) = DI Flt) = s [ (60" Py

On obtient alors l'algorithme suivant :
Yo = y(0) = %o

h? dF dF
Yn—i—l = Yn +h F<tn7 Yn) + 5%@7” Yn) + 7<tn7 Yn)F(tny Yn)

dy
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2.2.5 EFErreur de la méthode d’Euler

€n = u(tn—l—l) — Up+1
= u(tn+1) — hf(tn, u(tn))
= u(tni1) — u(tn) — hu'(ty)

1
= §h2u”(tn) + o(h?)

2.3 Meéthodes de Runge-Kutta :

Les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir une plus grande précision que
les méthodes d’Euler (dans le sens ou elles donnent en général des solutions numériques plus
proches des solutions analytiques que les méthodes d’Euler). Cette précision est obtenue
par 'utilisation d’un nombre de " pas " de calcul intermédiare.

Le principe de cette méthode est d’utiliser des points intermédiares : (t,, Yn,); <i<q afin
de calculer par récurrence les valeurs : (tp,yn) avec t,, =tn+ cihy oUW hy = tpp1 — 1ty
est le " pas " et ¢; € [0, 1] pour que t,, soit entre &, et t,41.

Les deux méthodes les plus employées sont 'algorithme " R-K 2 " a deux pas de calcul
et celui de quatre pas de calcul " R-K 4".

On considere donc, le probleme de Cauchy :

y(to) = o

A chacun des points (ty,,yn,) , on associe la pente correspondante : py, = F(tn,, Yn,)

Si y est la solution exacte de 1’équation : y/(t) = F(t,y(t)) on a :

tn,

Y(tn,) = y(tn) + t F(t,y(t))dt , pour i=1,...,q
ou bien :

Y(tn,) = y(tn) + hn/ l F(ty, + uhp, y(ty, + uhy))du , pour i=1,...,q
0

par le changement de variable : ¢t = t,, + uh,,.
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de méme, on a :
tn+1
y(tn—i-l) = y(tn) + \ F(tvy(t))dt
ou bien :

1
Y(tns1) = y(tn) + hn / Ft + whn, y(tn + uhy))dt
0

En calculant I'intégrale :

1
/ F(ty, + uhy, y(t, + uhy))du
0

par une des méthodes de quadrature, on obtient :

i—1
Y(tn,) = y(tn) + hn ZaijF(tnj,y(tni)) , pour i=1,..4¢q
j=1

et
q

y(tn-i—l) = Z/(tn) + hn ZbZF(tnﬂy(tnz)) ) pour 1= 1) e q
i=1

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par I'algorithme :

tp, =tn + cihn
i—1

Yo, =Y, +hy, Zaijpnj , pour 1=1,...,q
j=1

pnj - F(th7Yn1>

thy1 =tn + hn

q
Yor1=Yn + hanjpnj , pour i=1,....q
j=1

N.B. Les constantes a;; et b; sont déterminées par la quadrature utilisée.

2.3.1 Méthode R-K d’ordre 1 :

On part de la valeur : y(t9) = yo = Yo, puis on réitére avec :
Yop1 =Y, +hy F(tn,Yn)7 0<n<N

ou: [ty, tn+1]0<n< N est une subdivision de U'intervalle [to, tn].
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2.3.2 Méthode R-K d’ordre 2 :

Dans ce cas, on utilise la récurrence :

Yn+1:Yn+hnF<n+h Y, +h F(tn,Y)>

2.3.3 Méthode R-K d’ordre 4 :

La formule de récurrence est donnée par :

h
Yoj1 =Y, + %(Kl +2K9 + 2K3 + K4)

ou les constantes sont calculées selon l'intervalle [t,,,t,11] (elles dépendent de n) :

- Ky =F(ty,Yn),
hn, hn,
- Koy=F|t, Y, + =K
2 <t 5 + 5 1)
KgZF(tn h Y—l—h KQ)
- K, = F(tn + hn,Yn —l—han).

2.3.4 Meéthode R-K d’ordre 4 avec dérivée seconde :

y'(t) = F(t,y,y")

Soit le probleme : y(to) = o
y'(to) = o

On commence par les valeurs : Yo = y(to) =yo , Yy =19'(to) =¥}

puis, on réitere avec les deux relations :

2

h
Yor1 =Y, +h YéF(Kl + K9 + K3)

h
Yri—i-l Y, 6(K1+2K2—|—2K3+K4)

ou les constantes sont calculées selon l'intervalle [t,,, t,11] :
- K1 =F(t,,Y,,Y,),

h h h
— KQ_F(t + — 5 Y + 2Yé,Yé+2K1),

h h h? h
K3:F<t +2Y—n+ Y’+4K1,Y’+ K2>
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2
- Ky=F (tn +h, Y, +RhY, + %KQ,YA + th).
2.3.5 Méthode R-K d’ordre 2 pour une EDF :
On considere le probleme de Cauchy :

Dgy = F(t,y)

y(0) = yo

I = [a,b] étant l'intervalle d’intégration.

on pose :

th+1 =a+nh ou h=

On calculera les constantes :

h K

et nous appliquons :

h K
Yos1 =Y, +h DIOF (t Tyt 5)

2.3.6 Méthode R-K d’ordre 4 pour une EDF :

On calcule d’abord les constantes :

~ Ky =h DI°F(t,Y,)

h K
~ Ky =h DI=°F (t+2,Yn+21>

h K.
~ K3 =h D\=°F (t+2,Yn+22>

- Ky=h Dé_aF(t-i-h,Yn +K3)

Et nous avons la relation récurrente :

h
Yor1 =Y, + E(Kl 4+ 2Ky + 2K3 + K4)
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2.3.7 Exemple sur méthode de Rung-Kutta 4

y'(t) = tsin[y(t)]

y(0) =2
on prend :h=0.1 ,t9 =0, yo =2 et f(tn,yYn) = tnsin(yn)

Exemple 2.3.1.

k1= hf(to,yo) =0.1x0xsn2=0

h h
ko = hf(to+ 5 %0 + §k1) = 0.1 x f(0.05,2) = 0.004546487

h h
ks = hf(to+ 590 + §k2) = 0.1/(0.05,2 + 0.05 x 0.004546487

= 0.1 x 0.05 x sin(2.002273244) = 0.004541745

ky = 0.1£(0.1,2.004541745) = 0.0090739
h
Y1 =Yyo + E(kl + 2kg + 2k3 + ky)
1
=24+ 0?(0 + 2 x 0.004546487 + 2 x 0.004541745 + 0.0090739)

= 2,0004541727333

Sont les calculs pour la 1°7¢ itération.

2.4 Meéthodes d’Adams :

Ce sont des méthodes multi-pas. Elles sont basées sur une approximation de intégrale :

[ Py

par des formules de quadrature. On distingue deux méthodes principales :

2.4.1 Adams-Bashfourth

Ici on approche cette intégrale par la quantité :

tn4+1
/ P, (t)dt
tn

ou : P,(t) est 'unique polynéme de degré g vérifiant :

Pf](tl) :F(tlay(tl))7 Z:n7n_177n_q
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Ce polyndéme remplacera la fonction F' dans les calculs.
En choisissant le polynéme d’interpolation de Lagrange des valeurs de f,_; sur les

valeurs t,,_; on aura l’écriture :

ou : fnfi = F(tnfiaynfi)
On note :

Py(t) = fn = F(tn,Y,) le polynéme de degré zéro interpolant le point (¢, fy).

(t — tn)
h

Pi(t) = fot(fa=fn-1)
et (tnvfn)'

Calculons I'approximation :

le polynéme de degré 1 interpolant les points (¢,—1, frn—1)

tn+1
/ Pi(t)dt
tn

t—1tn
en utilisant le changement de variable : s = N on a :
1
ds = Edt <= dt = hds
tn+1 tn+1 (t _ tn)
[ e = [ g G g0

= h/ol[fn + (fo — fo—1)-s]ds

Soit :
271 271
= h(fn 1+ 5| = famn M)
0 0
3, 1
= 1 (3= 5h0m1)
D’ou :

3 1
Yn — Yn ~Jn — SJ/n—
+1 +h <2f 2f 1>
3 1
= Yn +h iF(tn-;Yn) - iF(tn—h Yn—l)

qui est le schéma d’Adams-Bashfourth d’ordre 1 (a 2 pas).
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De méme nous pouvons aller & 'ordre 2 (& 3 pas) avec un polynéme Ps(t) de degré 2

interpolant les points : (t,—2, fn—2), (tn—1, fn—1) €t (tn, fn)-

Apres calcul, on trouvera :
23 4 5
Yop1 =Y, +h EF(tn’ Y,) — gF(tn_l, Yoo1)+ EF(tn_Q’ Yn—2)

ou bien :

23 4 5)
Yn+1 — Yn +h |:12fn - gfn—l + 12fn—2:|

C’est est le schéma d’Adams-Bashfourth d’ordre 2.

2.4.2 Adams-Moulton

De la méme maniere, on approche 'intégrale :

[ g

par la quantité :

tn+1
/ P,(t)dt
tn

ou : P(t) est 'unique polyndme de degré ¢ + 1 vérifiant :
Pq(tz) = F(thy(tl))’ t=n+ 17n7n_ 17‘--771_(1

C’est a dire que l'on inclut la valeur y(¢,41) dans les valeurs "connues'. C’est un schéma
multi-pas implicite a g + 1 pas.

Par exemple, pour un schéma utilisant les points :

(tn—47 fn—4)7 (tn—37 fn—S)a (tn—Qa fn—2)7 (tn—ly fn—l) et (tny fn)

Le polynéme d’interpolation sera d’ordre 5 (a 4 pas) est donnera pour approximation

de l'intégrale en question, la valeur exprimée par la formule suivante :

h
Yor1 =Y, + % [251F(tn+1, Yn+1) + 646F(tn, Yn) - 264F(tn_1, Yn—l)

+106F (tn—2, Yp_2) — 19F (tn_3, Vn_3)]

h
= Yn + m [251fn+1 + 646fn - 264fn—1 + 106fn—2 - 19fn—3]
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2.5 La méthode d’Adomian (ADM)

La décomposition d’Adomian est une méthode semi-analytique développée par le ma-
thématicien américain George Adomian [Adomian, 1988]. Elle est utilisée pour la résolution
de problemes algébriques, différentiels, intégrales, les équations différentielles ordinaires
d’ordre supérieur et les équations aux dérivées partielles ([9], [11]). L’avantage de cette
méthode est qu’elle permet de résoudre par un schéma direct le probléme considéré et
donne la solution sous forme d’une série infinie, qui converge rapidement vers la solution

exacte quand elle existe.

2.5.1 Description de la méthode pour une EDF :

Il suffit d’écrire ’équation différentielle fractionnaire sous la forme :
Ay=f
qui est appelé " forme canonique d’Adomian " avec :
A=L+R+ N

ou : L+ R est le terme linéaire de A ( L inversible, R le reste) et N le terme non linéaire.
L’équation devient :

Ly+ Ry+ Ny = f,

soit L~ I'inverse de L. Alors :
y=L""(f)— L '(Ry) — L' (Ny) + co

avec ¢g est la constante d’intégration.

La méthode d’Adomian consiste a rechercher la solution sous forme d’une série :

+o0
Yy = Z Yn
n=0
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avec !

Yo = ¢co + L_l(f) et y1 = —L_I(RUQ) — L_I(Ao).

De la méme maniere :

Yn = _Lil(Run) - Lil(An)

Les polynémes d’Adomian A, sont définis par :

Ao(uo) = N(uo)
Aq(ug,uq) = N'(up)uy
Ao (ug, u1, uz) = N'(up)ug + %N”(uo)u%
As(ug,ur,uz,uz) = N'(ug)us + N"(up)ujug + lNW (up)u3

3!

1 dn Ly
Ay (ug,ut, ..., up) = dm lN (thu1>]
' i=0 t=0

Remarque 2.5.1. Ces polynomes s’écrivent sous la forme :

ot : C(r,n) représente la somme de tous les produits (divisées par m! ) des r termes u; dont
la somme des indices i est égale a n; m étant le nombre de répétitions des mémes termes
dans le produit. Cette relation permet de trouver les polyndmes Ay, mais en pratique, il

est difficile de les déterminer quand n devient grand (n >5).

N.B. : La constante d’intégration dépend de I'opérateur dérivateur L :

d
Lo 4
y(0) si o
d2
/ 3 —
y(0) + ty'(0) si L= e
co = t2 d3
/ !l 3 —
y(0) + t/(0) + Ly(0) L=
y(0) +ty'(0) + ... + ﬁy(”) (0) si L= 4
n! dtm
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ou :

(0),%/(0), ...,y (0) sont des valeurs données (conditions initiales).

2.5.2 Exemples de résolution d’une équation différentielle

par la méthode ADM :

y —yr=1
Exemple 2.5.1. Considérons le probléme :

tS
y1 =—L71(Ag) =L (y3) = -3
. o 2P
Y2 = —L (Al) =-L (Qyoyl) = E
. o ) 17t7
ys =—L7"(A3) = =L 2yoyh +yi) = ———
315
d’on
(1) = ¢ t3 N 205 177 N
=t 3Ty ~ 315 T

qui est trés proche de y(t) = tan(t) qui est justement la solution du systéme.

y(t) —yt) =1

y(0) = -2

Exemple 2.5.2. Soit le probléme :

Posons : A= L+R+N avec : Ly = y/(t) partie linéaire inversible , Ry = —y(t) partie

linéaire non inversible , Ny = 0 (il n’y a pas de partie non linéaire non nul), f(t) = t2.

. 23
Yo = y(0) + L~ [t7] :—2+?
4 t4 2t4
= L Yyl = —2t = —2%t42— = 24
9 [vol +3><4 + 2x3x4 +4!
t° 2t
Y2 [v1] T3 dxs 5

50



1) = ﬁ+ t° B t3+2t6
B T T T e A5 x6 3 6

Jusqu’au rang n on obtient :

n tn+3
S LA ML .
U= i )

D’ou :

+oo
v=3m=23 2 o
n=0 n=0 n! n=0 (n + 3)!
+00 g 400 m
Fﬁ%2m+zmﬂ
n=0 m=3
oy tm]

t2
y:2[—1—t—2—zm+mz:

ml
n—=3 —3 M

Notons que : y = —2 — 2t —t2, est la solution exacte de l’équation différentielle

précédente.

Exemple 2.5.3. Soit le probléme :

A=L+ R+ N avec : Ly = y/'(t) la partie linéaire inversible , Ry = 0 le reste de la
partie linéaire , Ny = —e¥®) la partie non linéaire , f(t) = 0.

yo=y(0)=0
Les polynomes d’Adomian sont :

Aolo) = e =" =1

A1(yo,y1) =1

As(yo, y1,y2) = y2 + 51y

As(yo, Y1, y2,y3) = Y3 + y1y2 + 31
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Exemple 2.5.4. Soit le probleme de Cauchy fractionnaire :

e 2 _ 32 I 5
Diy +ty —21F(£)t4 +1

y(0) =0

Apres avoir trouvé les polynomes d’Adomian Ay, on utilisera la récursion grace auz

deuz relations :

ui(t) = 13 [t(yo(t))?)

ya(t) = —I§ [2tyo(t)y1(t)]

ya(t) = ~13 2tyo(D)ya(t) + tyr ()

() = — I [2eys (0)at) + 2to(£)ys (1)

ys(t) = — I3 2tyo()ya(t) + 2ty () (t) + Hys(6))?]

D’ou la solution approximative :

y(t) = S0 _o yn(t) = £2—0, 223473t 7 +0, 412130385t 2 —0, 755616844t T +1, 538979902¢15 —
3.18619934¢ 1 — 55, 5T748572tF — 119, 5579407t % — 115, 5219367¢28 — 58, 93506052 & —
15,55703363t 2 — 1, 68310769t T

2.6 Laméthode de perturbation d’homotopie (HPM)

La méthode de perturbation d’homotopie, a été proposée et développée par le mathé-
maticien chinois Ji-Haun-He en 1999 ([17], [16], [18]). La méthode de perturbation d’ho-
motopie est un outil mathématique puissant pour étudier une grande variété de problemes
apparaissant dans différents domaines. Elle est obtenue avec succés par combinaison de

la théorie de I’homotopie dans la topologie avec la théorie de la perturbation. La carac-
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téristique importante de la méthode de perturbation d’homotopie est qu’elle fournit une
solution presque exacte a beaucoup de problemes linéaires et non-linéaires sans la nécessité

du calcul des polynémes Adomian.

2.6.1 Description de la méthode :

Soit I’équation différentielle :
Au(t) — f(t) =0, t € Q un ouvert de R (2.1)

avec la condition initiale u(0) = ug.
Supposons : A =L + N ou L est la partie linéaire et N est la partie non linéaire.

L’équation différentielle s’écrira alors :
Lu(t) + Nu(t) — f(t) =0, t € Q

on construit une homotopie

v(t,p): Q2 x[0,1] - R

de sorte que :

H(v,p) = (1 = p)[Lo(t) — Luo] + p[Av(t) — f()] = 0

ou : ug est la valeur initiale (approximation de départ). Mais, cela implique aussi :
H(v,p) = Lo(t) — Lug + pLug + p[Nv(t) — f()] =0
Nous avons alors :
H(v,0) = Lv(t) — Lup =0 et H(v,1) = Av(t) — f(t) =0

Supposons que la solution v se présente sous la forme d’une série : v = Z;"S p'v;. Alors,

pour p = 1, la solution approximative de I’équation différentielle (2.1) sera donc :

+oo
u:limv:v0+vl+v2+...:§ v;

p—1 0

i
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2.6.2 Exemple de résolution d’une équation différentielle

par la méthode HPM :

w4+ u?=0,t>0,
Soit le probleme suivant :

u(0) =1
considérons 'homotopie : H(v,p) : Q x [0,1] — R vérifiant :
(1 —p)[L(v) — L(uo)] + p[A(v) — f] =0, pe[0,1], t € Q, avec: uy=u(0) =1

En écrivant : v = ZL"S) p'v; = vg + pu1 + p?vs + ..., nous aurons :

/ /

UO — UO
vy = —uf —v3, v1(0)=0
vh = —2ugvy, v2(0) =0

Les premiers termes de la solution seront donnés par :
=1 _ _ 42
vo=1, vi=—t, va =1

Donc : v = lim, ;1 v =vg + vy +v2 + - -+

1
ainsi: y=1—t+12+--- qui est trés proche de la solution exacte : yp(t) = T+

2.7 Application sur MATLAB :
Considérons ’équation différentielle fractionnaire suivante :

1
Dgy = t2, 0<t<1 avec la condition initiale : y(0) =0

2.7.1 Solution analytique

Trouvons la solution analytique de cette équation en utilisant la transformée de La-

place :

e £2+1
sF(s)
5% 53
3 X 2
S2
F =
(5) 5.83
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2.7.2 Solution numérique

Avec le logiciel MATLAB, on a représenté dans un méme graphique les deux solutions :
numérique et analytique et avec les deux approches : d’Euler et celle de Runge-Kutta
d’ordre 2 puis, d’ordre 4 pour cette équation fractionnaire illustrant ainsi le degré de rap-

prochement entre leurs tracés :

Par la méthode d’Euler pour n = 20, on a le résultat suivant :

07

sol-exact
sol-app

0.6

0.5

0.4

0.3

02

0.1

o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1GURE 2.1 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approximative par
Euler.

Par la méthode de Rung-Kutta d’ordre 2 pour n = 20, on a le résultat suivant :

07

sol-exact
sol-app

[(-7 SN SURESNN NN U SN S S

0.5

04

03

0.2

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1GURE 2.2 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approximative
par R-K 2.

Par la méthode de Rung-Kutta d’ordre 4 pour n = 20, on a le résultat suivant :
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0.7

sol-exact
sol-app

06

0.5

0.4

0.3

02

0.1

FiGure 2.3 — Comparaison entre la solution exacte et la solution approximative
par R-K 4.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons essayé d’introduire quelques unes des méthodes les plus
utilisées dans le calcul des approximations numériques des équations différentielles d’ordre
fractionnaire.

Nous avons cité précisément les méthodes d’Euler, de Runge-Kutta, d’Adams, d’Adams-
Moulton, d’Adomian(ADM) et de HPM. Nous avons pris des exemples d’équations diffé-
rentielles ordinaires ainsi que des équations différentielles fractionnaires.

Quelques une de ces méthodes sont basées sur la décomposition de 'opérateur A
de I’équation différentielle fractionnaire Ay = f en une partie linéaire et une partie non
linéaire (A= L+ N ou A= L+ R+ N) et les conditions suffisantes sont appliquées a la
partie non linéaire.

Généralement la solution approximative est tres proche de la solution exacte.

Le travail est achevé par des résultats numériques qui assurent 'efficacité de ces mé-

thodes.
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