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Introduction

Les équations différentielles a retard, les équations intégrales différen-
tielles et les équations différentielles sont étudiées depuis au moins 200 ans
par E.schmitt (1911). Certains des premiers travaux provenaient de probléme
de géométrie et la théorie des nombres.

Des équations différentielles tardives surviennent lors de la formalisation
de nombreux phénomeénes. Chaines dynamiques ot certaines effets ne sont
pas immédiats, mais se produisent avec un retard. En d’autres termes, lorsque
I’état & un moment donné est fonction de son passé.

On la retrouve dans de nombreux domaines d’application, notamment en
économie, physique, médecine, biologie....etc. L'importance du retrad dans
un mois donné cela peut étre différent le moment de la conception en biolo-
gie le temps nécessaire a la maturation de la cellule ou a la transformation
du type cellulaire en un autre ...... etc.

Les états antérieurs n’y intervenant pas, I’hérédité y est un vain mot.
L’application de ces équations ot le passé ne se distingue pas de ’avenir, ou
les mouvements sont de nature réversible, sont donc inapplicables aux étres
vivants.

Les équations différentielles a retard peuvent étre classées comme linéaire
ou non linéaire, autonome ou non autonome. Le retard est généralement une
constante positive, une variable dépendante continument du temps ou de
I’état ou distribué et se traduit comme un temps nécessaire pour que le sys-
téme répond & une certaine évolution, ou parce qu'un certain outils doit étre
atteint avant que le systéme ne soit activé.
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Pour les équations différentielles fonctionnelles retardées (EDFR) avec
des données initiales continues. Si r > 0 est donnée, Soit Cy = C([—r, 0], R")
etsiz:[—r,al > R"  a>0,Soit z; € Cy , t € [0, ) étre défini par

x(0) =x(t+0), 0|0

Si f : Cy — R™ est une fonction donnée, une équation différentielle retardé
est défini par la relation :
a'(t) = fla) (1)
Si ¢ € Cp est donnée, la solution z(t, ) de (1) avec valeur initiale ¢ a
t = 0 est une fonction continue définie sur un intervalle [—r, «), a > 0 .

Les résultats concernant l’existence, 'unicité et la continuité des solu-
tions, ainsi que la dépendance aux parameétres, sont essentiellement les méme
comme pour EDO avec quelques détails techniques supplémentaires en raison
du caractére dimensionnel infini du probléme. Si f est continue et prend des
ensembles bornés alors il existe une solution z(t, ) par ¢ qui existe sur un
intervalle maximal [—r, a,).

Dans ce mémoire on s’intéressera aux équations différentielles fonction-
nelles a retard et plus précisément aux résultat d’existence et d’unicité de
solution.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Le chapitre 1 : C’est un rappel de quelque définitions et notations de
base de la théorie d’existence et d’unicité des solutions, quelques théorémes
de Point fixe et quelques résultats sur la dérivation fractionnaire.

Le chapitre 2 : Dans ce chapitre est composé de deux partie :

Dans la premiére partie nous étudions ’existence et 'unicité des solutions
de probléme a valeur initiale pour des équations différentielles & retard fini :

{ La(t) = [f(t,z;) pour t > tg
et xyy, = @

ot f: R x C([-r,0],R) — R une fonction continue, ¢ € C([—r,0],R) est
une fonction continue donnée.
Dans la deuxiéme partie nous étudions l'existence et l'unicité des solutions
de probléme & retard constant d’ordre fractionnaire :

{ Dy(t) = f(t,y) pour teJ=10,b O<a<1
y(t) = o) pour te[-r0]
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D% : est une dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, f et ¢ des fonctions
continues .

Le chapitre 3 :Dans ce chapitre est composé de deux partie :

Dans la premiere partie nous étudions ’existence et 'unicité des solutions
des equations différentielles & retard dépendant de I’état de la forme :

{y’(t) = J(t0). 0 =) pourvi=0
y(t) = (1) pour Yt € [—a, 0]

ou f et ¢ des fonctions continues.

Dans la deuxiéme partie nous étudions I’existence et 'unicité des solution
de probléme & retard dépendant de I’état d’ordre fractionnaire :

{ Dex(t) = f(t,z(t —p(x(t)))) teJ=[0,0,0<a<]l
z(t) = () te[-r0].

avec D® est la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville.
f est une fonction continue donnée ,
@ : [-r,0] = E est une fonction continue bornée donnée avec ¢(0) = 0 muni
de la norme infini.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations et définitions

Dans cette section, nous présentons les notations et définitions de base
utilisées dans notre travail, & savoir les théorémes fondamentaux.

Soit J = [0,b],b > 0 un intervalle de R, et soit (£,].||) un espace de
Banach.

Notons C(J, R) I'espace de Banach des fonctions continues définies de J
dans R, muni de la norme :

1Yl = sup{ly(O)l/t € J};

ol |.| est une norme sur R.

Soit 7 > 0 un réel donné. On note par C([a, b], R"™) I'espace de Banach des
fonctions continues définies sur Uintervalle [a, b] a valeur dans R™ muni de la
topologie de la convergence uniforme.

C() = C([—’I", 0], Rn)
Notons la norme d'un élément ¢ de Cy par
lell = sup{le@)] : —r < 6 <0}
ou || - || est une norme dans R™.

Lemme 1.1.1. (Lemme de Gronwall [11]) : Soit @, et y trois fonctions
continues sur un segment |a,b|, a valeurs positives et vérifiant l'inégalité.

/ W(s)y(s)ds VL€ [a,b] (1.1)
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Alors

a

y@s@w+/%@wwm(lﬁwmﬁw vt € [o, 8

Preuve 1.1.1. Posons F(t) :/ W(s)y(s)ds.
En multipliant les deux membres de (1.1) par 1(t), on obtient :
F'(t) = () F(t) < e(t)(1).

Ce qui s'écrit aussi :
@Wﬁwwwmw(j[¢®%),w%
G@:mem(—l%@mﬁ

comme G(a) = F(a) = 0; on déduit par intégration :

G@gl%@wwM(—[ﬁwmﬁ&

Or, d’apres (1.1), on aura

t
mw§¢w+amm(/¢@wﬁ,
d’ou le résultat voulu.

Définition 1.1.1. Soit ' un espace de Banach et A : E — E, un opérateur.
On dit que A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante
0 < k<1 telle que :

|Az — Ay||lg < kl|lz — y||lg, pour tout x,y € E.

Proposition 1.1.1. Soit C([J, E]) 'espace des fonctions continues de J vers
lespace de Banach E et M C C([J, E)).
M est relativement compact ssi :

1. M est borné i.e. 3b > 0 tel que Vf € M, || flloo <.

2. M est équicontinu i.e.

Ve > 0,30 > 0,Vay, 20 € J: |11 — 20| < § = |f(x1) — f(22)] < e,
VfeM

3. VxelJ, f(x) € E, f € M est relativement compact dans E.
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Définition 1.1.2. Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une
fonction :

e [ est dite compacte si l'image f(E) est relativement compacte dans F,

o f est dite completement continue si elle est continue et ['tTmage de tout
borné de E est relativement compacte dans F'.

Théoréme 1.1.1. ( Arzela-Ascoli [6] [12]) : Soit F' une famille des fonctions
continues définies sur un intervalle [a,b]. Alors F' est relativement compacte
(pré-compact) dans C([a,b]) si F' est équicontinu et uniformément bornée.

1.2 Théorémes du point fixe

Dans cette section nous présentons deux théorémes de point fixe qui sont
utilisés pour démontrer 'existence et 'unicité de solution des équations dif-
férentielles.

Théoréme 1.2.1. ( Contraction de Banach [1], [5]) : Soit X un espace de
Banach et f : X — X une contraction. Alors, f a un unique point fize.

Théoréme 1.2.2. (L’Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder [5]) : Soit
E un espace de Banach, et U C E convexe avec O € U. Soit F : U — U est
un opérateur complétement continu. Alors ou bien

1. F a un point fize

O1 bien

2. L'ensemble £ ={x € U :x = AF(z), 0 <X <1} est non borné.

1.3 Fonctions spéciales

1.3.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est fonction d’Euler
Gamma, qui généralise la factorielle n! et permet n de prendre aussi les non
entiers et méme des valeurs complexes (voir [4], [7]).

Définition 1.3.1. La fonction Gamma I est définie sur C par l'intégrale
sutvante

['(z) = /0+<>° et dt, Re(z) >0 (1.2)

Celte intégrale est convergente pour tout complexe z € C,si Re(z) > 0.
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Proposition 1.3.1. L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma
est qu’elle satisfait a ’équation fonctionnelle suivante :

['(z+1) =zI'(2) (1.3)
En particulier :
Fn+1)=n!

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des
poles simples aux points z = —n, (n=1,2,...).

Preuve 1.3.1. On démontre cette proposition par une intégration par partie
de (1.2)

+oo
N(z+1) = / e~ iDLy
0

+oo
= / e HAdt
0

+oo +o00
= l— ett'z] +z / e tdt
0 0

Donc
['(z+1) =zI'(2)

En particulier, on a :

+oo
r(1)=/ e 't =1
0

et en utilisant (1.3) , on obtient pour z € N* :

I'(3) = 2.0(2) = 2.1! = 2!
T(4) = 3.0(3) = 3.2! = 3!
C(n+1) = nT'(n) = n(n — 1)! = n!

Par conséquent
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Remarque 1.3.1. On aI'(3) = /7
Preuve 1.3.2. On a

r)=va

1 +oo .
F(—) _ / ety
2 0
+oo .
= / et dt
0

On pose le changement de variable suivant :

u=+t=1t=u? et dt = 2udu

N =

En effet

d’ot

2

+oo —u
F(l) = 2/ € -udu
2 0

c

o o
“+o00

2 T

e~y = \/__

0 2a

Alors

1.3.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Béta au
lieu d'une certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma (voir [4],

[7])-
Définition 1.3.2. La fonction Béta est définie par l'intégral d’FEuler de se-
conde espéce

B(z,w) = /01 =1 — ), Re(z) > 0, Re(w) >0 (1.4)

cette intégrale est convergent pour tout z,w € C si Re(z) > 0 et

Re(w) > 0.
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Proposition 1.3.2. La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la
relation suivante :

Re(z) > 0, Re(w) >0 (1.5)

D’ou il résulte que Béta est symétrique :
B(z,w) = B(w, 2) Re(z) > 0, Re(w) >0

Preuve 1.3.3. Soient (z,w) € C?, avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0. telle que

“+oo

['(2) :/ e = tdt
0,

[(w) :/ e 5" ds
0

En utilisant le théoréeme de Fubini, on obtient
+oo +0o0
Fz)(w) = / / t*te ts e dt ds
0 0

—+o0 —+o0
= / / trle ) gw=lqp (s
0 0

On effectue le changement de wvariable r = t +x = dr = dt + dx et
0<r<+o

_ —t _ _t
Et on pose t =rs = s =1 = = donc

st t=0=s=0
st t=4o00=>s=1

on a
dr =dt +dr = dv =dr —dt
Et on at=rs donc
dr =dr — (rds — sdr) = dx = (1 — s)dr — rds
Alors,

{ dt = rds+ sdr = dtdx = rdsdr

de = (1—s)dr —rds
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Donc

1

P(:)D(w) = /OO e (rs) " (r(1 = )"y ds dr

0

+
-
+oo 1
— / e TrET 1 Fw= l,r, d?”/ Sz—l(l _S)w—lds
0 0

+o00 1

— e " z+w ld’f’/ 8271(1 - S)wflds
0 0

= T(z+w)B(zw)

e””r‘z Lo~y =1(1 — §) "1y ds dr

3
S— —

d’ow B(z,w) = FF((ZZE%)

Proposition 1.3.3. Pour tout p,q € C, Re(p) > 0,Re(q) > 0. on a les
Propriétés suivantes :

1. B(p,q) = Blq,p).

2. B(p,q) = B(p+1,q) + B(p,q +1).

3. B(p,q+1)=1B(p+1,q9) = ;LB/,q).

B _ [ dt =2 : int)?P~(cost)? I dt
4. B(p,q) = : m =2/ (sint)?~*(cost) .

1.4 Calcul fractionnaire

1.4.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a@ € C,Re(r) > 0 au sens de
Riemann-Liouville généralise la célébre formule attribuée & Cauchy d’inté-
grale répété n-fois,

I"f(z / dt; / dts .. / F(tn)dt,

) = oty [ @0 R vmeN (9

D’aprés la généralisation du factoriel par la fonction Gamma,
I'(n) = (n — 1)!. Observons que le second membre de (1.6) pourrait avoir un
sens méme pour des valeurs non-entiéres de n, il était donc naturel de définir
I'intégration fractionnaire comme suit :
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Définition 1.4.1. (Intégrale de Riemann-Liouville ) Soit f : [a,b] — R une
fonction continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre o € C au sens
de Riemann-Liouville de f notée IS, lintégrale suivante :

I f(x) = ﬁ /x(x —t)* L f(t)dt, (x > 0,Re(a) > 0) (1.7)

On note Iy par I¢
En particuliers pour o =1 on a I} = [ f(t)dt

Exemple 1.4.1. On considére la fonction f définie par :
f(x) = (z —a)?, x € [a,b] ou B> —1, a > 0.

On a alors .

=)' = 5o / (= 1)L (t — a)dt (1.8)
En effectuant le changement de variable suivant :
t=a+ (x —a)T avec 0 < 7 <1 donc dt = (z — a)dr

done, (1.8) devient

I%(z —a)’ = ﬁ/{) (z—a—(x—a)r)* Ha+ (x—a)T —a)’(x —a) dr
- Ti%5.]£ (z—a)* "1 —7) z—a)77 dr
- ﬁ /0 (& — a)**8(1 - 1) 178 dr
x—a)*th [t
= %/{) (1—7)"17% dr
= MB(/@_}_ 1 Oé)
[(a) ’

(z—a)*™” T(B+1)I(a)
['(a) F+1+«)

Alors, on obtient l'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction f, telle
que :

I —a)f’ = LBHD ) gyats (1.9)

B+a+1)

Cas particulier :

Si =1, D’apres (1.3) on déduit que
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INz —a)’ = X (z — a)ttP
Si =0 On a dans ce cas

a1l 1 «
Ial—m(l’—a)

Proposition 1.4.1. /2] Soit f € Cla,b]. Pour « et 3 des nombres com-
pleze ou Re(a) > 0, Re(B) > 0. alors lintégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville posséde la propriété suivante :

I3[ 17 f(2)] = 139 f ()
Preuve 1.4.1. Soit f € C([a,b]), On a par définition de I

1

B = / " — a) 18] (e

= L x:p—aa_lL t —8)P7 1 f(s)ds
- o [0 {rms“ o £ (5)ds | di.

D’apres le théoreme de Fubini, on pourra permuter [’ordre d’intégration et on
aura :

; z ) t . a—1 _ g B—1 s
r@r@/@ f(>/s( )Nt — )t ds (1.10)

G J

I3[ f ()] =

I
En effectuant le changement de variable suivant dans ['intégrale I, telle que
t=s+(z—s)r avec (0<7<1), donc dt = (x — s)dr

On obtient
1 = /Ol(x —s—(a=8)7) (s + (z —8)7 —5)"(w —s) dr
- /0 (o= )1 = 7 (o — )PP o — ) dr
= /0 (o= ) (1 el g
= oo [ ar

En tenant compte de la définition de Béta (1.4) puis de la relation (1.5),
on aura :
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En retournant a la formule (1.10), on obtient alors

RUSW) = g [ O T o @

D) (7 weaip o
r<a>r<ﬁ>r<a+ﬁ>/a< J ") d
= —1 mx—s"‘ﬂ_l s) ds
- r<a+5>/a< Jerif () d

= 177 f(x)

1.4.2 Deérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4.2. (Dérivée de Riemann-Liouville [2], [7])

Soit Re(a) €jn — 1,n[, n € N* et f € C([a,b]). On appelle dérivée fraction-
naire d’ordre o € C au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f notée
D¢ la fonction définie par :

Dg f(x) = D" [Iy=f ()]

o _ 1 i ! xq;— n—a—1 n = (e T
g [ e m

n

Ou [ . } la partie entiere d’un nombre réel et D" = %

En particulier, pour o € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouwville coincide avec la dérivée classique :

Sta=0ona:
Dif(z) = DI f(2)] = f(=)
Sia=nona:
D; f(x) = D" I3 f(2)] = D" f(x)
Exemple 1.4.2. On considere la fonction f définie par :
f(x) = (z —a)?, x € [a,b], ou f € R.

Soitent n € N* et a > 0 tel que o € }n — 1,n[, Nous avons
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D2(z —a)f = D" [I7(x — a)”].

D’apres (1.9), on obtient

Dy(x —a)? = D" [F(ﬁrjt(it‘iln (z — a)na+5:|

ey _ r(s+1) d\" n—a
Di(z —a)’ = m[(a) (z - a) *ﬁ]

On sait que

(d>n(9f—a)”“’+ﬁ = (n—a+pf)n—a+pf-1)--(n—a+f-nt1)(z—a

. (
dx
= m—a+B)n—a+B-1)-+B-a+1)(z—a)l™
Fr+1+n—a)

_ B—a
= T—a
I'B—a+1) ( )
Alors
«a _ r(g+1) T'(B+14n—a) -«
Dg(x —a)? = Mt Tim—a) | T (£~ a)’

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de
la fonction f, telle que

a L(B+1 —a
D%(x —a)? = %(m —a)?

Cas particulier ;
Sia=1, D’apres (1.3) on déduit que
Dia —a)f = B (o — 0)1 = Bz — a1 = Lz~ a)f
Si =0, On a dans ce cas

Dol = F(ll—a) (x —a)™@

Ce qui montre que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une
constante n’est pas nulle.

Lemme 1.4.1. Soienta € RT etn € Ntelquen—1 < a <netf:[a,b — R
une fonction donnée. Supposons que DS f = 0. Alors

n—1

B T(k+1)
f(x)_zc’“r(mua—n)(x_a

k=0

)k:—i—a—n

ou C, sont des constantes quelconques.
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Preuve 1.4.2. Comme D& f =0 alors

(D= f)(z) =0= ([77°f)(z ZCk z —a)*

Par composition avec I on obtient
n—1
(L)) = > Culi(z—a)
k=0

n—1
_ F(k+ ]') k+a
= ;OkF(k;—i—l—I—a)(x a)

En remplacant (Igf) (x) par son expression, on trouve

n 1 ; n—1 — F(k + 1) k+a
(L2 f)(x) = m/ (@ — )" f(t)dt = ;Ckm(%’ —a)

a

Puis, par une dérivation classique d’ordre n par rapport a x, on obtient

-1

Z k + 1) (JU _ a)k+a7n

k+1+a—n)

Lemme 1.4.2. Si Re(a) € |n —1,n[,n € N* et f € C([a,b]), alors on a
Végalité
(DI f)(x) = f(x)
Preuve 1.4.3. En se basant sur la propriété classique
(DI f) (@) = f(=)
Et en utilisant la définition (1.4.2) et de proposition (1.4.1) on déduit
(DeL2f) (@) = DI (13 f(x))]

= D[ f(x)]
= [flx).

d’ot le résultat.

Propriétés 1.4.1. [2] Sin > Re(a) > Re(B) > n—1 > 0, alors pour
f(z) € C([a,b]); on a la relation

(DID3f) () = Ig~7 f ().
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En particulier, si § =k € N et Re(a) > k, alors

(DaDgf) (@) = 137" f(x).
Preuve 1.4.4. En utilisant la définition (1.4.2) et de proposition (1.4.1) on
déduit

(DIDgf)(x)

D177 (17 f (x))]
= DIy f(a)]
= D'[I}(Ig77f(x))]
= I3 f(x)
d’ot le résultat.

Remarque 1.4.1. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouuville
est non-commutative, i.e :

D% o DB = DB £ DB o D2
Exemple 1.4.3. On considere la fonction f définie par :
fila,b] = R
r— f(x)=1
Calculer Doéf,DéDéf et D§+%f
Solution 1.4.1. On a D%(z —a)? = F{ﬁgfl—-li—)l) (x—a)’*etonaf(z)=1ie
a=0 eta—— =0 Alors

1. Calcule DOQf :

2. Calcule DO%DO%f :

1 1
DEDZ1 =

1,1
3. Calcule D ° f :
D1 =Dl =0
1,1
Conclusion : D D f= D2+2f.



Chapitre 2

Equations différentielles a retard fini

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme a valeur initiale d’équa-
tions différentielles fonctionnelles et probléme d’ordre Fractionnaire & retard
fini, nous intéressons par l'existence et 1'unicité de solution, on utilisons le
théoréme du point fixe de Contraction de Banach et de Leray-Schauder.

2.1 Probléme a valeur initiale

Etant donné r > 0, Soit ty € R et A > 0 et v € C([tg — r,to + A, R"),
alors pour tout t € [tg, tg + A, on a x; € Cy, défini par

z(0) = z(t +6), pour —r <0 <0.

Remarque 2.1.1. Pour tout t fixé, la fonction x; est obtenue en considérant
la restriction de la fonction x sur lintervalle [t — r,t], translatée sur [—r,0].

Définition 2.1.1. Soit f : R x Cy — R"™ une fonction continue. On appelle
une équation différentielle fonctionnelle a retard (EDFR) une équation de
la forme suivantes :

() = f(t.2) pour t > to (2.1)

Définition 2.1.2. [9] Soit x une fonction de I C R dans R™.

1. On dit que z est uns solution de l’équation (2.1) s’il existe ty € R et
A >0 tels que x € C([to — 1, to + A[,R"™), (t,x¢) € R x Cy et x vérifie la
relation (2.1) pour tout t € [to,to + A].
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2. Pourty € R et p € Cy donnée, x est dite solution du probleme a valeur

witiale
%x(t) = f(t,xzy) pour t > tg
et (2.2)
Ly = @

sl existe A > 0 tel que x soit solution de (2.2) sur [to — r,to + Al et
Ty = P
3. Pour ty € R et ¢ € Cy donnés, la solution du probleme (2.2) est dite

unique st deux solution coincident la ou elles sont simultanément défi-
nies.

Remarque 2.1.2. Dans ce cas ot il y a unicité, la solution de (2.1) a valeur
initiale ¢ est notée par x = x(., 1y, p). L’équation (2.1) est un type d’équation
trés général et comprend des équations différentielles du type

i—f(t) = f(t,z(t),z(t —r)) pourt e J

ainsi
0
dr () :/ g(t,0,z(t+6))do
Si

f(t,p) = L(t, ) + h(?)

ot L est linéaire en ¢ et (t,p) — L(t,¢), en dit que l’équation est une
équation différentielle de retard linéaire, elle est dite homogéne si h = 0.
Si f(t, @) = g(p), Uéquation (2.2) est autonome.

Lemme 2.1.1. /8] Soit ty € R et p € Cy donné et f continue sur le produit
R x Cy. Pour a rédiger la solution du probleme (2.2)est donné par la relation
sutvant :

t
z(t) = +/ f(s,xs)ds t >ty et x, = @
to

Preuve 2.1.1. On Montre que la solution du probléme(2.2) est :

¢
z(t) =¢ —|'/ f(s,xs)ds t >ty et xy, = .
to

En effet par intégration de l’équation (2.1) sur lintervalle [to,t] on obtient :
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/t: %x(s) = /t:f(s,xs)ds

o, = [ s
x(t) — z(ty) = /t f(s,xs)ds
x(t) = z(to) +/t f(s,z4)ds

puisque on a Ty, = @ alors
t
z(t) = ¢ +/ f(s,xs)ds
to

2.1.1 Existence

Lemme 2.1.2. [§] Soit a € R, Six € C([to — 1, to + ], R"), alors z; est une
fonction continue de t pourt € [ty to + a].

Preuve 2.1.2. Puisque x est continue sur [ty —r,to+ ] , elle est uniformé-
ment continue et donc

Ve > 0,30 > 0, tel que |x(t) — x(s)| < e si |t —s| < 0.
Par conséquent pour t,s dans [ty,to+ ], [t —s| < on a :
Vo € [—r, 0|zt +0) —z(s+6)| <e.

Théoréme 2.1.1. /8]
Soit D un sous-ensemble ouvert de R x Cy et f: D — R" est continue.
Pour toute (to,p) € D , il existe une solution de l’équation (2.1).

Proposition 2.1.1. Si f est plus affine c’est-a-dire |f(t,¢)| < a|¢| + b avec
a,b >0, alors il existe une solution globale sur [a, ool.

Preuve 2.1.3. Soit S € R, 8 > a et ¢ € Cy, et supposons que la solution
n'est définie que sur [«, B[. En intégrant ’équation (2.2) , on a

z(t) = +/0 f(s,xs)ds

on a f est plus affine i.e |f(t,xs)| < alxs| +b donc

2t )] = || + / (alz] + b)ds

to
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et
t
|%@@hﬂm+¢/u¢m+w
to

Par le Lemme de Gronwall

|z:( 0) = ([l + bB) expaff < oo.

D’autre par

I

et donné que la solution est uniformément continue sur [0, 5[ et ce implique
que %IH/; \z:(., @)| existe et fini, notez-le x4.
—

Considérons ’équation différentielle de retard suivante

@ = J(ty) pour t >3
et (2.3)
Y, = x3€C

Celte derniére équation a au moins une solution sur I =[5, + €| pour

certains € > 0, et l’équation (2.2) a au moins une solution définie sur [, a+
el, qui contredit la mazxima-lité de la solution.

Corollaire 2.1.1. Si f est lipschitzienne par rapport a la seconde variable,
alors il satisfait la propriété de la proposition (2.1.1).

Preuve 2.1.4. On travaille sur l’équation (2.3) parce que a au moins une
solution sur |8, B+ €] pour certains € > 0. D’apreés lemme (2.1.1) la solution
de (2.3) est

t
o) =+ [ ritoa
B
Et on a f est lipschitzienne par rapport a la seconde variable ie

1 (& ye) = f(E 2) |l < Kllye — 2]l

Donc, Soit z(t) une autre solution alors :

y(t) — (1)) < AU@%%%@%WS

t
k/H%—muw
B

t
kwmm%%—ﬁ%/ds
B8

< Kt =By — 2l

IA

IA
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Sit —  alors ||y(t) — z(t)]| = 0
Donc la solution x est une solution globale sur [a, 0o].

2.1.2 Unicité

Théoréme 2.1.2. [8/

Soit D un sous-ensemble ouvert de RxCqy et supposons que f : D — R" est
continue et f(t, ) est lipschitzienne par rapport a ¢ dans tout sous-ensemble
compact de D. Si (ty,p) € D alors l'équation (2.1) a un solution unique.

Preuve 2.1.5. Considérons I, et supposons que x ety soient deux solutions

de léquation (2.1) sur [ty — 7, to + @] avec xy, = yy, = p c’est-a -dire :

t
z(t) = +/ f(s,z5)ds pourt >ty et x4y = ¢
to

t

y(t) = ¢ +/ f(s,ys)ds pourt >ty et y,, =
t
alors : ’

() —y(t) = o+ / f(s,22)ds — o — / F(s,9.)ds

to

t
= [ Glom) = fs)ds powr t =10
to

f(t,x;) est lipschitzienne dans le sous-ensemble compact D donc ¥t € I, =
o, +¢] ona:

|f(t,2e) — f(tye)| < kloy — il
avec k la constante de Lipschitz.
alors :

2(t) — y(8)] < [ Ko, — yilds
on choisi @ telle que ka < 1. Alors pour tout t € I, on a :
|2(t) = y(O)| < ksupry<s<t|Ts — ys|
Par passage au limite on trouve
|z(t) — y(t)| — 0 quand t — 400
Et cela implique que x(t) = y(t) pour t € I, donc la solution est unique.

Remarque 2.1.3. 1. L’unicité ne peut pas tenir si la fonction n’est pas
localement lipschitzienne.

2. Il peut avoir deux solutions distinctes de (2.2) définis sur | — oo, +00],
et ils coincident sur |0, 0o].
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2.2 Probléme d’ordre fractionnaire

Dans cette section, on s’intersse a l’existence et 'unicité de solution pour
les équations différentielles & retard constant de la forme

ou f:R* — R fonction continue

Définition 2.2.1. On considére le probléme a retard constant d’ordre frac-
tionnaire sutvant :

Dy(t) = f(t,y) pour teJ=10,0b O<a<1
(2.5)
y(t) = o(t) pour te[-r0]
D% : La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
f:J xC— E est une fonction continue.
o(t) : [-1,0] = E : est une fonction continue bornée donnée avec ¢(0) =0

Pour tout fonction y définie sur [—r,b] et tout t € J on note y, I’élément
de C([—r,0], E) définit par y,(0) = y(t+0) , 6 € [-r,0].

Remarque 2.2.1. Pour déterminer la solution de l’équation (2.4) sur in-
tervalle [to, to + 7], 1l faut connaitre y(t) sur intervalle antérieur [ty — r, o),
avec ¢ une fonction continue sur [to — r,to] @ valeur dans R.

Définition 2.2.2. On dit que la fonction y : [—r,b] — E est une solution de
probléme (2.5) si :

o(t) pour t € [—r,0]
yty=¢ , [ -
may | = 8) s ys)ds, t € T
0
Preuve 2.2.1. 1. y(t) = p(t) est une solution connait et donnée sur in-

tervalle t € [—r,b]

2. On montre que ¥Vt € J on a la solution :

W) =y [ (=9 f s

On a léquation D*y(t) = f(t,y;) on appliquant 'opérateur I* aux deux
membres de [’égalité on aura :

I°D%y(t) = I°f(t,y)

1 -
= m/o(t—s) f(s,ys)ds

puisque on a I*D%y(t) = y(t) donc



26 Equations différentielles a retard fini

W) = ey [ (=9 s s

Notre premier résultat d’existence et d’unicité est basé sur le principe de
Contraction de Banach.

Théoréme 2.2.1. Soit f: J x C([-r,0], E) continue, supposons qu’il existe
une constant k > 0 tel que :

|f(t,u) — f(t,0)]| < kl|lu— |, pourt € J et (u,v) € C([—r,0], E)
Si

kb
Mot < L

Alors il existe une solution unique de probléme (2.5)

Preuve 2.2.2. Transformons le probléeme (2.5) en un probléme de point fize
et on considere 'opérateur

F:C([-rb], E) — C(|—r,b], E) défini par :

p(t) te[=r0]

F(y)(t) = m/0 (t — 5)a*1f(5,ys)ds teJ

1l est clair que les points fizes de l'opérateur F' sont solution du probleme
(2.5).

F' est bien défini, en effet : siy € C([—r,b], E), alors F(y) € C([—r,b], E),
pour montrer que F' admet un unique point fixe, il suffit de montrer que F

est une contraction.
En effet, soient y,z € C([—r,b], E) alorsVt € J on a :

PO = POl = |5 [ =97 et = g [ =920
1

o / (L= ) (s, 5) — F(s, 20)[ds
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d’apres le théoreme on a :|f(t,ys) — f(t, 25)| < kllys — 2s]|oo donc :

k

Fy)(t) - F()#)| < ﬁ@Aa—@wwfst

< %/{)(t_s)alsupseJ’ys_zs’dS
k ¢ o1

< vl [ =5
k 1

< gl = Al () 1 =)
k t*

< wal = (3)

< 2y

— ol'(a) >

par magjoration de t sur lintervalle J = [0,b] on trouve

supies |F(y)(t) = F(2)(8)] < suptejp’jfil) 1y = zlloo
IF(y) = F(2) e < wigmylly — 2l

Alors pour a € [0,1] lopérateur F est contraction donc F' a un unique
point fixe par le principe de contraction de Banach qui donne une solution
unique de probléeme (2.5).

Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur I’alternative non
linéaire de Leray-Schauder appliquée aux opérateurs complétement continus.
Le théoréme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat principal.

Théoréme 2.2.2. : Supposons que :
Hy : f:JxC([-r,0], E) une fonction continue.
Hy : 1l existe une constant M > 0 telle que :

|f(t,u)| < M pour toutt € J et w € C([—r,0], F)
Alors le probleme (2.5) admet au moins une solution sur J.

Preuve 2.2.3. Transformons le probleme (2.5) en un probléme du point fize
et on considére lopérateur F : C([—r,b], E) — C([—7,b], E) défini par :

o(t) te[-r0]

F(y)(t) = ﬁ/o (t— )" 1 f(s,y)ds  ted
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On va montrer que F admet un point fixe, on va utiliser le théoréme du
point fize de Leray-Schauder. La preuve est donnée en quatre étapes.

Etape 1 : On va montre que F est continu.

Soit {yn} une suite dans C([—r,b], E) converge vers y dans C([—r,b], E)
c’est-d dire

hm |y — ylloo = 0.
n—-+

On va montrer que hrf |F(yn) — F(y)||oo = 0 pourt € J.
n—-+0o0

PO = FOO] = g [ =97 fsm)ds = s [ (6= sp(s)as

@ )

< g | =) — Fsts)las

< e [ =9 sl o nls) — £
I EACIES (HETRYU R

¢ Wb = FaOe (L

< W CmO) = FrO)

Prenons le supremum sur [0,b], on obtient

to

suprefo.]|[ F'(yn)(t) = F(y)(1)] < SUPieD Itar I/ G v () = FGy()) e
1F(Wn) = F@)lloo < w1 (5 vn()) = £y oo

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

15 () = FW)lloo < w1 G om()) = £ y())lloo — 0 quand n — oo

Donc F' est continu.

Etape 2 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformé-
ment borné dans C(|—r,b], E)
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En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante
strictement positif | tel que pour chaque

y e By={ycC([=rbl,E): [lyllo <n}

On veut montrer que ||F(y)|loo <
Alors, pour tout t € J

O = [ | =9 smas

IN

/0 (t— )" (5,5 |ds

d’apres hypothése (Hy) de théoreme on a : |f(t,u)| < M alors,

F)(1)| < % / (t — 5)°~1ds
< Mo
— al(«)

Prenons le supremum sur [0,b], on obtient

Mb™
I'(a+1)
l

[F(y)]

IN

IN

Et donc F(B,) est uniformément borné.

Etape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu
dans C([—r,b], E).
Soit t1,ty € J et t; < ty, B, un ensemble borné de C(|—r,b], E) de l’étape
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deuz et soit y € B,,. Alors

F(y)(ta) — F(y)(t t — 5)* 7 f(s,ys)ds o >/2(t1—s)a1f(s,ys)ds.

[(ty — 8)*F — (1 — 8)* 7+ (t1 — 8)* 1 f(s,ys)ds

— /t2(t1 — s)o‘_lf(s,ys)ds‘.
0

-1 —5)* Yds ﬂ ’ —5)* lds
Sy, (0= e g [

o

M o _ g M o
< L(tz —1)% (1 — £2)"
~T(a+1) INa+1)

Quand t; — to, le membre droit de l'inégalité précédente tend vers 0.

Alors, Uensemble Y (t) = {F(y)(t) : y € By} est compact dans R.
D’apres les étapes précédentes et le Théoréme d’Arzeld-Ascoli, nous pouvons
conclure que F' est un opérateur completement continu.

Etape 4 : Maintenant reste ¢ montrer que
E={yeC([-rb,E),y=AF(y),0 < XA < 1} est borné.
Soit y € £, alors
y=AF(y); pour0 <X <1

donc pour chaque t € J on a :

o) = A [ (6= 95,0105

pourt € J on a

1 t o1
WOl < o / (t — ) (5, ) |ds

M /t B
< — t— s)* ds
) J, 7%

Mo
<

al'(a)
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Prenons le supremum sur J = [0,b], on obtient

Mt
SupteJ|y(t)| < Suptejm

[yl < 22 — R

lylle < R

avec R une constante strictement positif. Cela montre que & est borné par
conséquence du théoreme du point fixe de Leray-Schauder.
On déduit que F admet au moins un point fize qui est une solution du pro-

bleme de (2.5).

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solution de probléme
d’ordre fractionnaire.

Théoréme 2.2.3. Supposons que les conditions du théoréme précédent sont
vérifies et supposons que de plus qu’il existe une constante positive k telle
que :

[f@Eu) = fEv@)] < kllu—vle Vi€  V(uv)€C([-rb],E)
Alors le probleme (2.5) admet une unique solution sur J.

Preuve 2.2.4. Pour prouwver ['unicité de y(t), on suppose que le probléme
(2.5) admet une autre solution.

Soit z(t) cette autre solution du probleme (2.5) alors pour chaque t € J, nous
avons :

) =20 = [g [ =9 Hemds = g [ =9 s zis

I(a)
1 t o1
< T / (t = ) f (s, 0) — (5, 20)ds
k t o—1
< i = s

Maintenant, on va utiliser le Lemme de Gronwall , avec ¢(t) =0 et
u(t) = |y(t) — z(t)|, on obtient y(t) = z(t), d’ou lunicité de la solution du
probléme (2.5).



Chapitre 3

Equations différentielles a retard
dépendant de I'état

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence et 'unicité de solution, des
deux types de probléme a retard dépendant de ’état, le premier d’ordre un
et le deuxiéme d’ordre fractionnaire.

Pour plus de detail voir [7], [8] et [10].

3.1 Existence et unicité de solution des équa-
tions différentielles & retard dépendant de
I’état

Définition 3.1.1. On appelle équation différentielle a retard dépendant de
I’état, une équation de la forme suivante :

() = F(Ly®.yt-ry®))  pour vi >0 51)
y(t) = (1) pour Vt € [—a, 0]

ot f: R® — R est une fonction continue.

r: R — Ry est en fonction de y(t).

¢ € C(|—a,0],R) fonction donnée, avec & = mazyerr(y) -

Soit I’équation différentielle a retard dépendant de ’état de la forme (3.1),
On suppose que f et r vérifiant les hypothéses suivantes :
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H 1 : f est localement lipschitzienne par rapport aux deux variable y(t) et

y(t =r(y(@))).
H, : r(t) est localement lipschitzienne.
H, : f est bornée.

Alors, pour tout L > 0, soit F' un ensemble des fonctions continues de
[—a, L] a valeurs réelles, muni de la norme infinie, donc F est un espace de
Banach.

Proposition 3.1.1. Soient F' un espace de Banach, p un réel positif et soit
Cy.1. sous ensemble de I definit par :

o :{yeF,y(S) = ¢(s), Vs € [—a, 0]
ot lyll < o, et fy(t) —y(s)| < plt —s| Vt,s € [0, L]

(3.2)

Cy.1. est compact.

Preuve 3.1.1. Pour démontrer C, 1 est compact , il faut montrer que C,
est relativement compact et fermé .

Etape 1 : Cy. 1 est relativement compact :
D’apres le théoreme d’Ascoli, C, 1, soit borné et uniformément equicontinu.

1. 11 claire que Cy 1, est borné par construction .

2. Pour tout y € Cy 1, et pour tout t,s € [—a,r] on a :

ly(t) = y(s)] < plt — s (3-3)

Pour tout € > 0 , et pour |t — s| < -
Alors (3.3) donne

ly(t) —y(s)| < e

Donc C, 1, est relativement compact.

Etape 2 : C, 1 est fermé :
On prend une suite y,, dans C, 1, qui converge vers y i.e.
lim yn(t) = y(t)

n—-+o00

Et on montre que y(t) € Cy 1, .

Alors, pourn € N on a :
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Yn(s) = ©(s) Vs € [—a, 0]
Par passage a la limite, on trouve :

lim y,(s) = p(s) Vs € [—a, 0]

n—-+o00

ly@) —y(s)| = [y@t) = yn(t) + ynt) + yn(s) + yn(s) — y(s)|
< y() = yn (@] + yn(t) = yn(s)| + lyn(s) — y(s)]

D’apres la définition de limite, on obtient :
y(t) —y(s)| < 5 +uft —s|+5=e+R[s—t,Ve > 0,YR>0,Yu >0
Ainsi
ly(t) = y(s)] < plt — s

Et nous avons

byl =1 lim g
-
<l g
<

p.

Alors y € C, 1, donc Cy 1, est fermé .

Théoréme 3.1.1. Supposons que les hypothése Hi, Hé et Hé sont vérifiée,
et tout fonction ¢ dérivable avec |¢'(t)| < R, R > 0,
Alors le probleme (3.1) admet une solution unique y(t).

Preuve 3.1.2. Pour prouver ce théoréeme, on utilise le théoréme du point
fixe de Banach.

1. Soit q un réel positif, et soit @ bornée par D et f bornée par M, on
suppose que R > M, pour p = R et ¢ = D + LM on définit Cy , et
d’apres la proposition précédente C., 1, est compact.

2. Montrons que Cy 1, est convexe :
(a) Soit § € [0,1] et x,y € C, 1, alors :

ox(s) + (1 = 0)y(s) = dp(s) + (1= 0)p(s)
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(b) Pour toutt,s € [—a, L] on a :

Y

|02 (s) + (1 = 8)y(s) — dx(t) + (1 =d)y(t)| < [0(z(s) —x(t)) + (1 =) (y(s) —
< Ola(s) —a(t)[ + (1 = 0)[y(s) —
< OR|s—t|+ (1 —=9)|s —t
<

R|s —t|

Alors, dx + (1 — 0)y est lipschitzienne sur [—a, L] avec la constante de
Lipschitz R.

(c) x ety sont bornés par q , alors :
162 + (1 = 6)yl| < dll]| + (1 —0)llyl-
d’ou dx + (1 —9)y € C,, 1, donc Cy, 1, est conveze.

3. Posons J = [—a, L] et on considére l'application suivante :
A Cgo,L — F
définit par :
o(t) Vt € [—a, 0]
A
WO w0+ [ Hontsrats—rwas el

(3.4)
On dit que A admet un point fixe si A est complétement continue et
A(Cy) C Cyp .
Si A admet un point fixe alors le probleme (3.1) admet une solution.

> Montrons que A(C, 1) C Cypp, -
Vt € [—a,0] on a (Ay)(t) = @(t), et ¢ est une fonction bornée par D
et R lipschitzienne, Alors A(C,, ) C Cyp.

(a) Siye Cyyp et pourte|0,L] on a:

[(Ay) ()] < [(0)] +/0 |f(s,y(s),y(s —r(y(s))))|ds
On sait que

|f(s,y(s),y(s —r(y(s)))| < M
et [p(0)] < D

Donc
t
(Ay)#)] < D+/Am3
0
< D+ Mt

On prend le supremum de t sur [0, L] Alors,

y(t)]

(

t)]
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((Ay)()] < D+ ML = q

Donc A est bornée par q.

(b) On montre que |((Ay)(t))'| est bornée par R .
Alors, en effet :

(Ay) (1) = f(t.y(t),y(t = r(y(t)))

D’apres I'hypothese Hé donc :

1Ay @)l

IA N
=

4. On montre maintenant que A est complétement continue :
(a) Supposons que y; € C, 1, et

lim y; =y ie. ||yi — Ylloo = 0
1—+00

Notons par p;(s) = r(yi(s)) , q(s) = r(y(s)), I la constante de Lipschitz
de r et k la constante de Lipschitz de f, Donc pour tout t € [0, L]
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On a :

(A (1) — (Ay)(1)] < / (5,95, (s — pu(3))) — F (s, 9(s), u(s — pls)))]ds
< / (5,95, (s — pi(s))) — F (s, 9(5),y(s — pu(s))lds
n / (5 9(5), (s — pi(s))) — F(s,9(s)y(s — p(s)))[ds

<i [ ksup{supsctapluils) — y(s))
SUPse[—a,L)|¥i(s — pi(s)) — y(s — pi(s))|ds+
e[ ksup{supectany(s) — y(s))
SuPse(—a,1)|Y(s — pi(s)) — y(s — p(s))[}ds

t
< / Esup{13: — ylloos [: — ylloc}ds
0
t
4 [ ksup0,supiei-anlls = p() = (s  pls)) s
0
t t
< [ = vllads + [ Bsupieranlots = p(s) = s~ pls)lds
0 0
t t
S/ kl\yi—yllooder/ ksupse|-a,r)Rls — pi(s) — s+ p(s)|ds
0 0
t t
< [ = sl + [ Kt anBlpds) - p(s)ds
0 0

t t
< / Ellys — lloods + / kRIy: — ylloods
0 0

< kt||yi — Ylloo + FtRI||ly; — Yoo
< tk[1 4+ Rl]|lyi — ylloo

Alors
|Ay; — Aylloo < LE[1 + RIJ|lyi — ylloo

Donc A est lipschitzienne dans Cy, 1, et par conséquent elle est continue.
(b) On montre que A est compact :
En effet : Soit B un sous ensemble borné de Cy .

On a A(B) un fermé inclue dans C, 1, qui est compact donc A(B) est
compact .
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Ainsi A est complétement continue .
D’apres le théoreme du point fize pour tout L > 0 il existe une fonction
y € Cy,p tel que

(Ay)(t) = y(t) pourt € [0, L]

Pour montrer l'unicité de solution en effet :
Par absurde on suppose deuz solution y(t) et z(t), Alors pourt € [0, L] on

a !

ly(t) = 2(8)] < /0 [f(s,9(s),y(s —7(y(s)))) — f(s,2(s), 2(s — r(2(s))))[ds

Pour L < 7

< / (s 9(8), (s — pls))) — £(5, 2(s), 2(s — p(s)))Ids

t t
/ Elly; — yl|oods +/ kRIsupse(—a,n)|y(s) — 2z(s)|ds
0 0

<
< (I=gk[L+ Ri]lly = 2|/
< LE[1+ Rillly — 2]l

on obtient :

ly(t) — 2(t)] < |ly — 2]l

1
(1+RI)

Contradiction donc y(s) = z(s) pour s € [0, L].

Exemple 3.1.1. Considérons le probléme suivant :

2(t) = et V<0

{x’(t) = —23in<az<t—%+l>> Vit >0

Alors r(z(t)) = (L“> et
F(t,a(t), 2t — r(z(t)) = —23in<x - —x;l)) o) = et et

a = mazerr(p) = maxegr(e™) =0
=a=0

1.

2.
3.

Il est claire que f € C* par rapport d x donc il est localement lipschit-
zienne .

r est localement lipschitzienne.

Comme la fonction sint est borné par 1 pour tout x, alors f est borné

par 2
Alors les hypothése Hy, Hy et H, sont vérifice, de méme p(t) = e~
est une fonction dérivable est borné par 1, Alors d’aprés le Théoréme

(3.1.1) cette équation admet une solution unique x(t).
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3.2 Existence et unicité de solution des équa-
tions différentielles d’ordre fractionnaire a
retard dépendant de 1’état

Dans cette section, nous intéressons a l’existence et 'unicité de solution
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire avec retard dépendant
de I'état .

On considére le probléme d’ordre fractionnaire a retard dépendant de
I’état :
{ Dex(t) = f(t,z(t —p(x(t)) teJ=[0,0,0<a<]1

z(t) = o(t) tel-r0). (3.5)

avec D est la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville.
f:JxC([-r,0],E) = E est une fonction continue donnée ,
@ : [-r,0] = E est une fonction continue bornée donnée avec ¢(0) = 0 muni
de la norme sup

[plloo = sup{le(8)] : —r <6 <0}
p est la fonction continue positive et bornée sur C([—r, 0], E).
r : le retard maximal défini par :
r = sup p(x)

Définition 3.2.1. Une fonctiony € C(J, E) est dite solution de (3.5) si pour
tout s € J alors,
> x(t) = p(t) pourt € [—r,0]

¢

> x(t) = ﬁ/o (t—8)* " f(s,2(s — p(x(s))))ds pourt € J

Notre premier résultat d’existence et d’unicité est basé sur le principe de
Contraction de Banach.

Théoréme 3.2.1. Soit f : J x C([-r,0], E) — E une fonction continue ,
supposons qu’il existe une constante positive k telle que :

If(t,u) — f(t,0)|| < k|lu—v||e, pour te€J wu,veC
s1
kb
I'(a+1)

Alors, il existe une solution unique de probleme (3.5).

<1 (3.6)
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Preuve 3.2.1. Transformons le probléme (3.5) en un probléme du point fize,
on considére lopérateur A : C([—r,0], E) — C([—7,0], E) définit par :

o(t) t pour t € [—r,0]
(Az)(t) = ﬁfo (t —s)* 1 f(s,2(s — p(x(s))))ds, pour te.J

Il est clair que les points fixe de l'opérateur A sont solution du probleme (3.5).
A est bien défini, en effet : siy € C([-r,0], E) , alors A(x) € C([-r,0], E),
pour montrer que A admet un unique pomt fixze, il suffit de montrer que A
est une contraction.

En effet , soient x,y € C([-r,0], E) alorsVt € J on a :

(AD)(t) — (Ap)(D)] < ﬁ / (t = 5)° £ (s, 2(s — plw(5)))) — £(5, 45 — ply(s))))lds
< % / (t = 5)" (s — p(a(s))) = y(s — ply(s)))Ids
< % / (t = 5)* supaesla(s — p(a(s))) — y(s — ply(s)))lds
< gl vl [ =9
k 1 ot
< e~ ke ()= 9%
kt*
<

OéF(Oé) H.%’ - yHOO

par magjoration de t sur l'intervalle J = [0;b] on trouve :

supres|(Az)(t) — (Ay) ()| < supesrgpllz — vl
Alors,

I(Az) = (Ay)llo < iy llz = Yl

Par la condition (3.6) lopérateur A est une contraction et donc A a un
unique point fixe par le principe de contraction de Banach qui donne une
solution unique de probleme (3.5).

Ensuite, nous donnons un résultat d’existence basé sur l'alternative non
linéaire de Leray-Schauder appliquée aux opérateurs complétement continus.

Le théoréme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat princi-
pal.
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Théoréme 3.2.2. Pourt € J on suppose que p € C(|—r,0], E) est continue
et ¢ € C([—1,0], E) et [ satisfait a Uhypothése suivante :

H1 :f est une fonction continue.

H?2 : Il existe p,q € C(J,R") tel que

[f(tw)] <p(t) +a)llullec, pour teJ et ueC
Alors le probleme (3.5) admet au moins une solution sur J.

Preuve 3.2.2. Transformons le probleme (3.5) en un probléme du point fize
et on considére l'opérateur A : C([—r, b, E) — C([—r,b], E) définit par :

o(t) pour t € [—r,0]

(Az)(t) = ﬁ/{) (t — 8)2 " f (s, 2(s — p(x(5))))ds, pour teJ

Pour montrer que A admet un point fize, on va utiliser le théoreme du
point fize de Leray-schauder.

La preuve est donnée en quatre étape :
Etape 1 : On va montrer que A est continue :

Soit {x,} une suite dans C([—r,b], E) converge vers x dans C([—r,b], E) i.e

lim ||z, — 2|l =0
n——+00

Alors, on va montrer que :

lim |[A(zn) = A(z)[]oc = 0

n—-+o00

[ Alzn) (1) — A()(1)] < ﬁ/ﬂ (t = 5)* | f (s, 2n(s = p(xa(s)))) — f(5,2(s — p(a(s))))|ds

< ﬁ / (t — )" supsciom) f (5, 2a(5 — pla(s)))

— f(s. (s = pla(s))))lds
< Wl = plral ) = ot = eIl [ i

Ia) 0
< Il = plrul)) (;)fmc el (1)’

tC\{

a1 = plan()) = £l = el

IN

Prenons le supremum sur [0,b], on obtient :
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§ supgepo )| A(z,) () — A(z)(t)
supreio s Ty 1 (2l — p(a() = FL.

d’ot
[A(zn) = A@@)]| < w1 (2l = plan() = £ (= pz()))) oo
Puisque f est une fonction continue :
[A(2n) = A@@)|| < magpy G zale = plan()) = Fa( = pla()))) ]l
Alors,
|A(z,) — A(x)|| = 0 quand n — +o0

Donc A est continu.

Etape 2 : A transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformé-
ment borné dans C([—r,b], E).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n, il existe une constante stric-
tement positive [ tel que pour chaque

v € By={xeC([-rb], E): ||lz[lw <n}

On va montrer que ||A(z)]|c <
Alors, pour toutt € J on a :

1 t a-1 — p(x(s S
A0 < o5 | =9 sua(s = plats))la
d’apres Uhypotheése (H2) on a :

lft,u)| < p(t)+ qt)||ul|oe, pour teJ e uel

Alors,
A@) ()] < ﬁ / (¢ = 5" (p(8) + g()]lall o) ds
% ' _ gl nllgll ! _ gl
< o Lo s [
< L (Iple + nllalln]
al'(a)

Alors,
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1A@) e < gy (lIplloe + nllglloc] =1

Et donc A(B,) est uniformément borné.

Etape 3 : A transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu
dans C([-r,b], E).
Soit t1,ty € J et ty < ty, B, un ensemble borné de C(|—r,b], E) de l’étape
deuz et soit v € B,,. Alors :

A(z)(t2) — A(z)(t)

1 h a1
_ ‘W / (ts — 8)7 1 f (s, (s — pla(s)))))ds

e =9 s = (o
<Ir@ /0 = = =9 (- 9]

1 t2 o—1
o / (tr — ) f (s, 2(s — ple(s)))))ds].

L [/ 1(t1 —8)* 7 — (ty — 5)* 7 f (s, 2(s — p(x(s))))|ds

f(s, (s = p(x(s)))))ds —

F
+ [t =9 55 = plats))las]

t1

IMW+MMM[ 121l + nllgll
< ty—t ta—ﬁ] [t—t“}
S T D) emh)t T o) L2 h)
[plloe + 7llall o [2lloo +7llglloo
to — )" £ — t)®
T(a+1) (b = t2)" + T(a+1) ( )

Quand ty — to, le membre droit de ['inégalité précédente tend vers 0.

Alors, Uensemble x(t) = {A(x)(t) : © € B,} est pré-compact dans R.
D’apres les étapes précédentes et le Théoréeme d’Arzeld-Ascoli, nous pouvons
conclure que A est un opérateur complétement continu.

E’tape 4 : Maintenant reste & montrer que

={x € C([-rb,E),x = NA(x),0 < X\ < 1} est borné.

Soit x € &, alors
r=MNA(x); pour 0 < A <1

donc pour toutt € J on a :
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o) = A[pdy [ (6= 5" (s.(s = pla(s)))ds

pourt € J on a

2(t)] < ﬁ / (t — )2 (s, 2(s — pla(s))))|ds
_ Hp|!oor+(a77)\|QHoo / oy
_ Upll + nllglclt®
- al'(«)

Prenons le supremum sur J = [0,b], on obtient

[lpllse + nllallolt

SUPteg |$(t) | < supie

['(a+1)
o) ooba
2] 00 < [zl FJ(rgJHrqlq b _ R
[2]lo < R

avec R une constante strictement positif. Cela montre que € est borné par
conséquence du théoreme du point fize de Leray-Schauder.

On déduit que A admet au moins un point fize qui est une solution du pro-
bleme de (3.5).

Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solution de probléme
d’ordre fractionnaire.

Théoréme 3.2.3. Supposons que les conditions du théoreme précédent sont
vérifiées et supposons que de plus qu’il existe une constante positive k telle
que :

[F(tu(®)) = [t o) < kllu—vle  VEe S Y(u,v) € C([=r,b], E)
Alors le probleme (3.5) admet une unique solution sur J.
Preuve 3.2.3. Pour prouver l'unicité de z(t), on suppose que le probléme
(3.5) admet une autre solution.

Soit x(t) cette autre solution du probléme (3.5) alors pour chaque t € J, nous
avons :
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o) =900 =[5 | (= 9" Flsuals = plata)is

1 t o1
—falé@—$ F(s,9(s — ply(s))))ds
_f%yé@—@VAV@JQ—PQSDD—f@w@—pw@mﬂﬁ
k t o1
_f@yéa—@ o — yllds

Maintenant, on va utiliser le Lemme de Gronwall , avec ¢(t) =0 et
u(t) = |z(t) — y(t)|, on obtient x(t) = y(t), d’ou lunicité de la solution du
probléme (3.5).



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons traité I'existence et I'unicité de solution in-
tégrale des équations différentielles fonctionnelles a retard fini et dépendant
de I'état, I’étude était pour les problémes d’ordre un et pour les problémes
d’ordre fractionnaire. Ces résultats sont obtenus a ’aide des théorémes de
contraction de Banach et I'alternative non linéaire de Leary-Schauder.

On a rappelé quelques définitions et Notations des dérivées fractionnaires
comme la dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville et quelques ou-
tils de base et propriétés du calcule fractionnaire.



Bibliographie

[1] A. Granas, J. Dugundji, Fixed point Theory, Springer-Verlag, New York,
2003

[2] A. Kilnas, H. M. Srivastava and J.J. Trujillo, theory and applica-
tions of Fractional Differential Equations, vol.204. Elsevier science
B.V.,Ansterdam,2006.

[3] D.R Smart and J. Spaimier, the fractional calculus theory and
applications of differentiation and integration to arbitrary order |,
vol.111.Elsevier,1974.

[4] D.R Smart, Fixed point Theorems, Cambridge tracts in mathematics,
University, vol 66,(1974).

[5] E. Zeidler, Nonlineair Functional Analysis and its Applications. Fixed
point Theorems. Springer-Verlag, New York. 1990.

[6] G.Da Prato and E,Sinestrari, Differential operators with non-dense do-
mains, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa CI .Sci. 14(1987)285-344.

[7] 1. Podlubny, Fractional Differential equations : on introduction to frac-
tional derivatives, fractional differential equation, to methods of their
solution and some of their application , vol.198. Elsevier, 1998.

[8] J.K. Hale and S.M. Verduyn Lunel, Introduction to Functional Differen-
tial Equation, Speringer. Verlag, Berlin 1993.

[9] M. Lakrib, Stroboscopie et moyennisation dans les equations différen-
tielles fonctionnelles a retard. thése doctorat 2004.

[10] M. Yahiaoui, Les equations différentielles a retard dépendant de l'état .
PhD thesis 2014.

[11] T.H. Gronwall, Note on the derivatives with respect to a parameter of
solution of a system of differential equation. Ann. Of Math.,0(1919) 4,
pp-292-296.



48 BIBLIOGRAPHIE

[12] Y.Yosida, K. On the différentiabilité and the représentation of one-
paramétre semi-groupes of linear operators.J. Math. Japan,1(197-48), 15-
21.



Abstract

This work has been devoted to the study of the existence and uniqueness
of solutions of two types differential equations with delay. The first type
differential equations with finite delay and the second type differential
equations with state dependent delay.

To prove the existence and uniqueness of the solutions we use some
properties of fractional calculus with fixed point theorems [Banach
Contraction theorem and Leray-Schauder theorem].

Résumé

Ce travail a été dévoué a |'étude de I'existence et 'unicité des solutions
de deux types d'équations différentielles a retard. Le premiéere type les
équations différentielles avec un retard fini et le deuxieme les équations
différentielles avec un retard dépendant de I'état.

Pour prouver l'existence et |'unicité des solutions nous utilisons quelques
propriétés de calcules fractionnaires avec des théoremes du point fixe
[théoréme de Contraction de Banach et théoreme de Leray-Schauder].
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