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Introduction Générale

L’épidémiologie est une science qui traite l’évolution des maladies dans une population saine,
leur survenance, leur fréquence en fonction du temps et les causes qui influent sur la santé de
la population.
L’étude de la répartition et des déterminants des événements de santé sert de fondement à la
logique des interventions faites dans l’intérêt de la santé publique et de la médecine préventive.
L’épidémiologie est reconnue comme champ d’étude à partir du milieu du 18 ème siècle puisque
la première étude significative remonte à 1854 mais elle est l’un des piliers de la santé publique
et de la médecine à travers l’histoire.
En 1927, les chercheurs W.O. Kermack et A.G. McKendrick [2] ont étudié la dynamique de la
transmission des maladies infectieuses humaines.
Les modèles mathématiques des maladies infectieuses mis en pratique depuis plus d’un siècle
est demeure notre problème aujourd’hui qui est un modèle SIR comportant deux type : le
classique et le retard qui apparait dans le terme d’incidence qui est typiquement la seul non
linéarité la vitesse de contamination d’une épidémie dans une population dépend de plusieurs
paramètres entre autres : stades cliniques possibles, déplacement des individus, souches de la
maladie. Les modèles mathématiques se sont progressivement affirmé comme outils d’aide à la
décision.
Pour la politique de la santé publiques, les modèles nous renseignent sur les conséquences pour
la population d’actions aussi variées que la vaccination, la mise en quarantaine ou la distribu-
tion de tests de dépistage et le nombre de cas d’infection, le nombre de personnes qui auront
besoin d’être hospitalisées, le taux de mortalité, la rapidité de la propagation, le pic de l’infec-
tion, le moment où la maladie s’éteindra, le pourcentage de la population devant être vacciné.
Une étude fondatrice dans les années 1920 prit en compte des modèles compartimentaux, qui
divisent la population en plusieurs classes épidémiologiques tels que les individus susceptibles
d’être infectés, ceux qui sont infectieux, et ceux qui ont acquis une immunité suite à la guérison.
Depuis, cette étude qui fut utilisée pour modéliser de très nombreuses maladies, et continue
d’être un thème de recherche actif en prenant en compte de nouveaux éléments tels que les
découvertes de la science des réseaux.
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Daniel Bernoulli avait utilisé une application des mathématiques pour étudier des méthodes
mathématiques et statistiques visant l’impact potentiel du vaccin contre la variole en 1760.
Un peu plus tard, les mathématiques ont permis d’établir des politiques de santé publique
efficaces contre la propagation de maladies émergentes, être-émergentes qui représentent un
danger important pour la santé publique.
Le modèle SIR comporte trois types susceptibles, infectiuex et rétablis dont l’individu com-
mence susceptible puis devient infecté et à la fin se remet de sa maladie avec une immunisation.
Notre travail contient une étude mathématique d’un modèle épidémiologique SIR, il se com-
pose de trois chapitres.

le premier chapitre se base sur les résultats préliminaires, des définitions et des théo-
rèmes très importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont nous
aurons besoin.

Dans le deuxième chapitre, on fait l’étude du modèle épidémiologique SIR classique
et avec retard qui permet de calculer le taux de reproduction de base R0 et étudier la stabilité
locale et globale du point d’équilibre endémique.

Le troisième chapitre, il consiste à l’étude d’un modèle épidémiologique SIR avec re-
tard et incidence générale non linéaire, et calculer le nombre de reproduction de base R0 et
l’équilibre sans maladie est localement et globalement asymptotiquement stable si R0 est infé-
rieur à 1, de plus l’équilibre endémique est localement et globalement asymptotiquement stable
quand R0 supérieur à 1.

Finalement, on fini par une conclusion.



Chapitre I

Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et les théorèmes qui seront utilisés dans ce mé-
moire.

Soit le système suivant


dx

dt
= f(x(t)), avec t ∈ (0, b)

x(0) = x0,
(I.1)

où f : Rn → Rn est une fonction donnée, Ω est un ouvert de Rn, x0 ∈ Ω et b ∈ R∗+.

Définition I.0.1 ([1]).

La fonction x ∈ C1(Ω) est dite solution de (I.1) si x vérifie les équations de (I.1).

Théorème I.0.1 ( Cauchy-Lipschitz [8] ).

Si f est de C1 de Ω et s’il existe une constante T > 0 telle que

‖ f(x1(t))− f(x2(t)) ‖Rn≤ T ‖ x1 − x2 ‖∞, ∀x1, x2 ∈ Ω, t > 0,

alors le problème (I.1) admet une solution unique et globale.

I.1 Théorème du point fixe Banach

Définition I.1.1 ([6]).

soit E un espace de Banach et A : E → E, un opérateur. On dit que A est une contraction, s’il
existe une constante 0 < k < 1 telle que :

‖ Ax− Ay ‖E ≤ k ‖ x− y ‖E , pour tout x, y ∈ E.
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Théorème I.1.1 (Contraction de Banach [10][33]).

Soit X un espace de Banach et f : X → X une contraction. Alors, f admet un unique point
fixe.

I.2 Le taux de reproduction de base

La méthode de Van Den Driessche et Watmough [31]
Nous aurons souvent à faire avec l’indice R0 qui mesure le nombre de cas secondaire produits
par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité, dans une population
entièrement susceptibles. Il existe dans la littérature plusieurs techniques pour calculer R0,
nous en présentons une ici :

État de la population : (xi), i = 1, ....n, soit le système différentielle suivant

dxi
dt

= ẋ = Fi(x) + V+
i (x)− V−i (x), (I.2)

avec
Fi(x) : vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment i.
V+
i (x) : la vitesse de transfert des individus dans le compartiment i par tout autre moyen (gué-

rison, etc . . .).
V −i (x) : la vitesse de transfert hors du compartiment i (mortalité, infection, etc . . .).

• On ordonne les variables d’état afin que les m(≤ n) premières correspondent à des états
infectés.

• États sans maladies : Xs = {x|x1 = ... = xm = 0}.
• Équilibre sans maladie DFE x∗ ∈ Xs. Pour des raisons biologiques on a les propriétés
suivantes :

1. Si x > 0, alors Fi > 0,V−i > 0,V+
i > 0 .

2. Si xi = 0, alors V−i = 0 (pas de sortie d’un compartiment vide).

3. pour i > m alors, Fi = 0 (pas d’incidence pour états non infectés).

4. si x ∈ Xs, alors Fi(x) = 0 et pour V+
i (x) = 0 (pas d’infection spontanée).

5. si F=0 le système est LAS en ẋ , i.e. D(V+ − V−)(x∗) a des valeurs propres à parties
réelles négatives.
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La jacobienne s’écrit

J(x∗) = DF(x∗) +D(V+ − V−)(x∗).

Lemme I.2.1. [14] si x∗ est un DFE de (I.2), alors les matrices

DF(x∗) =

F 0
0 0

 et DV(x∗) =

V 0
J3 J4

 ,
où F et V sont les matrices m × m définies par :

F =
[
∂Fi
∂xj

(x∗)
]

et V =
[
∂Vi
∂xj

(x∗)
]
, avec 1 ≤ i, j ≤ m,

De plus, F > 0 et V est une matrice de Metzler (terme extra-diagonaux > 0) stable.

Définition I.2.1 ([14]).

Le nombre de reproduction de base R0 est le rayon spectral de la matrice de seconde génération
(en anglais : Next Generation Matrix) :

R0 = ρ
(
−F̃ (Ṽ −1)

)
.

Définition I.2.2.

Soit A une matrice carrée, on dit le spectre de A l’ensemble des valeurs propres de A c’est à dire :

Sp(A) = { λ}, λ est valeur propre de A.

Définition I.2.3 ([27]).

Le rayon spectrale de A, est donnée

ρ(A) = max{ |λ| : λ ∈ Sp(A) }.
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I.3 Stabilité des équilibres

Soit l’équation différentielle
dx

dt
= f(x), (I.3)

où f : Ω ⊂ Rn → Rn est une fonction de classe C1.

Définition I.3.1 ([5]).

L’équilibre x∗ de (I.3) est dit stable si pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que pour toute solution
x(t) de (I.3) ∀t > 0 ,on a :

‖ x(0)− x∗ ‖< η =⇒‖ x(t)− x∗ ‖< ε.

Définition I.3.2 ([5]).

L’équilibre x∗ de (I.3) est dit instable, s’il existe ε > 0, pour tout η > 0, tel qu’il existe une
solution x(t) de (I.3) ∀t > 0, vérifiant :

‖ x(0)− x∗ ‖< η =⇒‖ x(t)− x∗ ‖≥ ε.

Définition I.3.3 ([5]).

Le point d’équilibre x∗ est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe e > 0 tel que :
pour toute solution x(t) de (I.3) on a :

‖ x(0)− x∗ ‖< e =⇒ lim
t→∞
‖ x(t)− x∗ ‖= 0.

Définition I.3.4.

L’équilibre x∗ est dit globalement attractif

lim
t→+∞

‖ x(t)− x∗ ‖= 0.

I.3.1 Stabilité d’un système non linéaire

Soit le système non linéaire suivante :

x′ = f1(x, y),

y′ = f2(x, y).
(I.4)

Où f1 etf2 deux fonctions de classe C1, (x∗, y∗) c’est un point d’équilibre de système (I.4).
Pour étudier la nature des points d’équilibre, on utilise la méthode de linéarisation du système
non linéaire,
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Définition I.3.5 (La méthode de linéarisation [28]).

La matrice Jacobienne J(x,y) est définie par :

J(x∗, y∗) =



∂f1

∂x
(x∗, y∗) ∂f1

∂y
(x∗, y∗)

∂f2

∂x
(x∗, y∗) ∂f2

∂y
(x∗, y∗)

 .

Théorème I.3.1 ([29]). On analyse la stabilité des points d’équilibres de la matrice jacobienne
qui donne le déterminant et la trace tel que :

det(J(x∗, y∗)) = λ1λ2 et tr(J(x∗, y∗)) = λ1 + λ2,

où λ1 et λ2 sont les valeurs propres de l’équation

λ2 − tr(J(x∗, y∗))λ+ det(J(x∗, y∗)) = 0,

avec :

λ1 = tr +
√
tr2 − 4det
2 et λ1 = tr −

√
tr2 − 4det
2 .

La nature des points d’équilibre peut être déduite du signe de ∆ donné par :

∆ = tr(J(x∗, y∗))2 − 4det(J(x∗, y∗),

donc il existe trois cas :
• 1er cas : ∆ > 0
- Si det(J(x∗,y∗)) < 0 et λ1 et λ2 sont de signe opposé, alors le point d’équilibre est un
point selle (col).
- Si det(J(x∗,y∗)) > 0 et tr(J(x∗,y∗)) > 0, λ1, λ2 sont de signe positif, alors le point d’équi-
libre est un nœud instable.
- Si det(J(x∗,y∗)) > 0 et tr(J(x∗,y∗)) < 0 et λ1, λ2 sont de signe négatif, alors le point d’équi-
libre est un nœud stable.

• 2eme cas : ∆ < 0
on trouve deux valeurs propres complexes conjuguées
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λ1,2 = α± iβ.

Donc

det(J(x∗,y∗)) = α2 + β2 > 0 et tr(J(x∗,y∗)) = 2α.

- Si tr(J(x∗,y∗)) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.
- Si tr(J(x∗,y∗)) > 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le
point d’équilibre est un foyer instable.
- Si tr(J(x∗,y∗)) < 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le
point d’équilibre est un foyer stable.

• 3eme cas : ∆ = 0
On trouve λ1 = λ2 = λ alors

det(J(x∗,y∗)) = λ2 et tr(J(x∗,y∗)) = 2λ .

Donc
- Si tr > 0 c’est à dire λ > 0, alors on a un nœud dégénéré instable.
- Si tr < 0 c’est à dire λ < 0, alors on a un nœud dégénéré stable.

On résumer l’équilibres d’une fonction de la trace et le déterminant de la matrice J(x∗, y∗)
comme portrait de phase.
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I.4 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition I.4.1 ([22]).

Soit V : Z ⊂ Rn −→ Rn une fonction de classe C1

1. V est dite définie positive si :
i) V (0) = 0.
ii) V (x) > 0 pour x ∈ Z\{0}

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.

3. V est dite semi définie positive si :
i) V (0) = 0.
ii) V (x) ≥ 0 pour x ∈ Z\{0}.

4. V est dite semi définie négative si −V est définie positive.

Définition I.4.2 (Fonction de Lyapunov[3]).

Une fonction V : Z ⊂ Rn −→ Rn est dite fonction de Lyapunov pour (I.1) si :
(i) V est définie positive,
(ii) V ′(x) < 0,∀x ∈ Z\{0}.

Théorème I.4.1 (Stabilité de Lyapunov[26]). Soit x∗ un point d’équilibre de (I.1) et V de
classe C1 défini positive d’un voisinage de x∗

– Si V ′(x) ≤ 0, ∀ x ∈ Z\{0}, alors x∗ = 0 est stable.
– Si V ′(x) < 0, ∀ x ∈ Z\{0}, alors x∗ = 0 est asymptotiquement stable.

I.5 Principe d’invariance de LaSalle

Théorème I.5.1 ([20] [21]). Soit Ω un sous-ensemble de Rn, supposons que Ω est un ouvert
positivement invariant pour le système (II.1) en x∗. Soit V : Ω→ R une fonction de classe C1

pour le système (II.1) telle que :

1. V ′ ≤ 0 sur Ω.

2. Soient E = {x ∈ Ω|V ′(x) = 0} et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu
dans E.

Alors, toute solution bornée commençant dans Ω tend vers l’ensemble L lorsque t→∞.
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Corollaire I.5.1 ([20][21]).

Sous les hypothèses du théorème précédent, si l’ensemble L est réduit au point x∗ ∈ Ω, alors
x∗ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système (II.1) définit
dans Ω.

I.6 Persistance uniforme

Soit F le flot associé au système (II.1) et soit d une métrique. On note par ∂F la restriction
de F à ∂E où ∂E n’est pas nécessairement positivement invariant et soit N l’ensemble invariant
maximal de ∂F dans ∂E, de plus N est fermé et il existe un recouvrement {Nα}α∈A de N où A
est un ensemble d’index non vide et Nα ⊂ ∂E, N ⊂ ∪α∈ANα et Nα (α ∈ A) sont des ensembles
invariants fermés disjoints deux à deux. Nous proposons les hypothèses suivantes :

i) Tous les (Nα)α∈A sont des ensembles invariants isolés du flot F .

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements {Nα}α∈A.

Définition I.6.1.

Soit d une distance métrique et π l’application semi flot. Le semi flot F associé au système (??)
est dit :

(i) faiblement persistant si pour tout x ∈ E̊,

lim sup
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > 0.

(ii) persistant si pour tout x ∈ E̊,

lim inf
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > 0.

(iii) faiblement uniformément persistant s’il existe ε0 > 0 tel que pour tout x ∈ E̊,

lim sup
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > ε0.

(iv) uniformément persistant s’il existe ε0 > 0 tel que pour tout x ∈ E̊,

lim inf
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > ε0.

Théorème I.6.1.

Soit E ⊂ X ensemble fermé positivement invariant, et soit F le flot défini sur E. Supposons
qu’il existe α > 0 tel que F est un point dissipatif dans S [∂E, α] ∩ E̊ . Alors, le flot F est
uniformément persistant si et seulement si :
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W+ (Nα) ∩ S [∂E, α] ∩ E̊ = ∅.

pour tout α ∈ A, où W+ (Nα) = {y ∈ X,Λ+ (y) ⊂ Nα}.

Définition I.6.2 (Point dissipatif).

Soit Φ : J ×X → X un semi-flot continu et ∀x ∈ X, est appelé un point dissipatif s’il existe
un sous ensemble B de X qui attire tout les points dans X.

lim
t→∞

sup Φ(t, x) < B.

Définition I.6.3 (Attracteur).

Soit (X,N, f) un système dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement
si les conditions suivantes sont réalisées :

i) A est fermée.

ii) A est positivement invariante.

iii) A est attractive, c’est-‘a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement
invariant et :

∀u ∈ U, lim
n→+∞

d(fn(u), A) = 0.

I.7 Stabilité au sens de lyaponov des systèmes à retard

Soit le système retard suivant :

x′(t) = f(t, xt), t > t0

xt0 = ϕ0 ∈ c

Ou x est une fonction de R −→ Rn et f une fonction continue ou de g R×C −→ Rn localement
lipschitzienne l’ensemble des fonctions continues [−τ, 0] −→ Rn et cb l’ensemble des fonction de
c, tel que pour tout ϕ ∈ cb, ‖ ϕ ‖c≤ b. ou b est un réel positif.

Définition I.7.1 ([11]).

L’origine de système (I.1) est dite :
• Stable : si ∀ε > 0, il existe γ(t0, ε) > 0 tel que :

‖ ϕ0 ‖< γ ⇒‖ x(t; t0;ϕ0) ‖< ε, ∀t > t0. (I.5)
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• uniformément stable :si∀ε > 0, il existe γ(ε) > 0, indépendant de t0, tel que la condition
(I.5) soit satisfaite.

Définition I.7.2 ([11]).

L’origine de système (I.1) est dite :

• asymptotiquement stable : si elle est stable et s’il existe b0 > 0 tel que :

‖ ϕ0 ‖c< b0 ⇒t→∞ x(t; t0;ϕ0) = 0.

• uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et s’il existe b0 > 0
tel que pour tout η > 0, il existe un T (η) de telle sorte que :

‖ ϕ0 ‖c< b0 ⇒‖ x(t; t0;ϕ0) ‖< η, ∀t > T (η).

• globalement uniformément asymptotiquement stable :
si la condition precedente est vraie quelle que soit ϕ0 ∈ c.



Chapitre II
Modèle SIR classique et modèle SIR

avec retard

Le SIR est un modèle épidémiologique mathématique simple proposé par les chercheurs
Kermack et Mc Kendrick en 1927, ces chercheurs l’ont adopté pour démontrer l’existence
des limites d’une pandémie (une maladie infectieuse) dans une population quelconque. Chaque
population comporte trois types d’individus qui sont les susceptibles, infectieuses et rétablis.

II.1 Modèle mathématique SIR

Le modèle SIR est donné par le système suivant :



dS

dt
= b− βSI − µS,

dI

dt
= βSI − µI − αI,

dR

dt
= αI − µR.

(II.1)

Avec les paramètre µ, β et α sont des constantes positives.

II.1.1 Interprétation du modèle

Dans ce modèle, la population est divisée en trois compartiments : la densité des suscep-
tibles, la densité des infectés et la densité des réfractaires, on interprète les paramètres du
modèle comme suit :
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– S : représente le nombre d’individus susceptibles .
– I : représente le nombre d’individus infectés .
– R : représente le nombre d’individus rétablis ou retirés de la liste des malades.
– µS : le taux de mortalité de la population susceptible .
– µI : le taux de mortalité de la population infectée.
– µR :le taux de mortalité de la population rétablie.

On suppose que la taille de la population N = S(t) + I(t) + R(t), on constate que la natalité
est égale la mortalité b = µN , avec les paramètres on suppose −µS, −µI , −µR, sont des morts
respectivement de chaque type SIR, b = µN avec les paramètres α le taux de guérison et β le
taux de transmission de la maladie.

Nous avons l’équation suivante :
b = µN. (II.2)

On remplace l’équation (II.2) dans le système (II.1) :



dS

dt
= µN − µS − βSI,

dI

dt
= βSI − (µ+ α)I,

dR

dt
= αI − µR.

(II.3)

Où la taille de population s’écrit sous la forme suivante

N = S + I +R. (II.4)

On remarque que la première et la deuxième équation du système (II.3) sont distinctes de
la troisième équation du système (II.3), on obtient alors le système de deux équations :



dS

dt
= µN − µS − βSI,

dI

dt
= βSI − (µ+ α)I.

(II.5)

Le domaine de ce système est donné par :

Ω = {(S, I), S > 0, I > 0; I + S ≤ N} .
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II.1.2 Le taux de reproduction de base

Calcul de R0 :

On utilise la méthode de Van Den Driessche et Watmough [31] qui est définit par :

R0 = ρ
(
F̃ (−Ṽ )−1

)
.

Ou
F : le taux d’apparition des nouveaux maladies dans chaque type.

V : le taux de transfère des individus qui entrent et qui sortent dans chaque type
les nouvelles infectés apparaîssent dans le compartiment I.

F = βSI et − V = (µ+ α)I.

F̃ et Ṽ les dérivés de F et V respectivement par rapport a I,

F̃ (I) = βS , −Ṽ (I) = µ+ α et (−Ṽ )−1 = 1
µ+ α

.

On obtient

(
F̃ (−Ṽ )−1

)
= βS

µ+ α
.

D’ou

R0 = βS

µ+ α
.

On remplaçant le point E1 = ( b
µ
, 0) dans R0, on trouve

R0 =
β
b

µ
µ+ α

.

Pour b = µN , et N = b

µ
,

par conséquent

R0 = βN

µ+ α
.
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II.1.3 Calcul des points d’équilibre

On cherche les pointes d’équilibre du système (II.5)



dS

dt
= 0,

dI

dt
= 0.

⇒


µN − µS − βSI = 0,

βSI − (µ+ α)I = 0.
(II.6)

D’après la deuxième équation du système II.6 on a :

βSI − (µ+ α)I = 0 alors I(βS − (µ+ α)) = 0.

Pour I = 0 on a βS = µ+ α donc S = µ+ α

β
.

– Première cas
pour I = 0 donc la population sans maladie, on remplace I = 0 dans la première équation
du système II.6 on trouve S = N et N = b

µ
donc S = b

µ
, l’équilibre sans maladie est

E1 = ( b
µ
, 0).

– Deuxième cas
Si I 6= 0, (βS − (α + µ)) = 0 alors il existes des infinités, alors on a S = α + µ

β
, en

remplaçant S dans la première équation du système II.6, on obtient

µN − µ(α + µ

β
)− βI(α + µ

β
) = 0,

µN − µ(α + µ

β
) = I(α + µ).

I =
µN − µ(α + µ

β
)

(α + µ) ,

= µN

α + µ
− µ

β
.

Avec µN = b et R0 = βN

µ+ α
.
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Donc
E∗ = (S∗, I∗) = ( N

R0
,
µ

β
(R0 − 1)).

E1 est toujours existe, et le point endémique E∗ existe si R0 > 1.

Si nous désignons l’état de l’équilibre endémique par (S∗, I∗) nous avons le résultat suivant :

S∗

N
=

N

R0
N

= 1
R0

.

Avec

I∗

N
=

µ

β
(R0 − 1))

N
,

= µ

Nβ
(R0 − 1),

= µ

Nβ
( βN

µ+ α
− 1),

= µ

µ+ α
(1− 1

R0
).

Nous avons

E∗ = (S∗, I∗) =
(

1
R0

,
µ

µ+ α
(1− 1

R0
)
)
> 0.

Alors
1− 1
R0

> 0⇒ 1− µ+ α

βN
> 0.

Par suite
µ+ α

βN
< 1⇒ 1

R0
< 1,

⇒ R0 > 1.

Alors le point E∗ existe si R0 > 1.
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II.2 Étude de stabilité de l’équilibre endémique

II.2.1 Stabilité locale de l’équilibre endémique

Théorème II.2.1. Si R0 > 1, alors l’équilibre endémique E∗ est localement asymptotiquement
stable.

Preuve. La matrice jacobienne est donné par :

J(S, I) =

−µ− βI −βS

βI βS − µ− α

 .

J(S∗, I∗) =

−µ− βI∗ −βS∗

βI∗ βS∗ − µ− α

 .

=


−µ− β(µ

β
(R0 − 1)) −β N

R0

β(µ
β

(R0 − 1)) β( N
R0

)− µ− α

 .

=

−µ− µ(R0 − 1) −(µ+ α)
µ(R0 − 1) 0

 .

=

 −µR0 −(µ+ α)
µ(R0 − 1) 0

 .
det(S∗, I∗) = µ(R0 − 1)(µ+ α).

•Si R0 > 1⇒


det(S∗, I∗) > 0,

tr(S∗, I∗) = −µR0 < 0.

Le point E∗ est stable.
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II.2.2 Attractivité d’équilibre endémique

Théorème II.2.2. Si R0 < 1 le point d’équilibre endémique E∗ est globalement asymptotique-
ment stable.

Preuve. Pour démonter la stabilité globale d’équilibre endémique on utilise la fonction Lya-
punov suivante :

V (S, I) = S∗
[
S

S∗
− 1− log S

S∗

]
+ I∗

[
I

I∗
− 1− log I

I∗

]
,

avec
S∗ = µ+ α

β
= 1
R0

; I∗ = µ

µ+ α
(1− 1

R0
).

et
I∗ > 0 ; S∗ > 0.

Donc

V (S, I) = (S − S∗)− log( S
S∗

)S∗ + (I − I∗)− log( I
I∗

)I∗.

Par conséquent
dV

dt
= ∂V

∂S

dS

dt
+ ∂V

∂I

dI

dt
.

avec


∂V

∂S
= 1− S∗( 1

S
),

∂V

∂I
= 1− I∗(1

I
).
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On remplace ∂V
∂S

et ∂V
∂I

dans l’équation dV

dt
on obtient :

dV

dt
=
(

1− S∗( 1
S

)
)

(µ− µS − βSI) +
(

1− I∗(1
I

)
)

(βSI − (µ+ α)I) ,

=µ− µS − βSI − µS
∗

S
+ µS∗ + S∗βI + βSI − βSI∗ − (µ+ α)I + (µ+ α)I∗.

=µ− µS − µ

SR0
+ µ

R0
+ βI

(
µ+ α

β

)
− βS

(
µ

µ+ α
(1− 1

R0
)
)
− I(µ+ α)

+ (µ+ α)
(

µ

µ+ α
(1− 1

R0
)
)
.

=µ− µS − µ

SR0
+ µ

R0
− βSµ

µ+ α
+ βSµ

R0(µ+ α) + µ− µ

R0
.

=µ− µS − µ

SR0
− βSµ

µ+ α
+ Sµ+ µ.

=2µ− µ

SR0
− βSµ

µ+ α
.

Par conséquent
dV

dt
= −µR0

S
(S − S∗)2 < 0.

Donc l’équilibre est globalement asymptotiquement stable.

II.3 Modèle SIR avec retard

La population est divisée en trois classes susceptibles, infectés et rétablis avec des densités
S, I, R respectivement.



dS

dt
= B − µ1S −

βSIτ
1 + αIτ

,

dI

dt
= βSIτ

1 + αIτ
− (µ2 + γ)I,

dR

dt
= γI − µ3R,

(II.7)

avec les conditions :

S(0) ∈ R > 0, I(θ) = φ(θ) pour θ ∈ [ −τ, 0] .
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Où l’espace de la fonction continue [ −τ, 0] de R > 0 et les paramètres B, β, α, µ1, µ2, µ3

sont positives et interprètes comme suivant : B le recrutement de nouveaux individus se fait de
la classe susceptible, à un taux constant et µ1, µ2, µ3 sont des taux de mortalité des trois classes
susceptibles, infectieuses et rétablis respectivement, τ le temps où l’infecté devient contagieux,
β le taux de transmission de la maladie, α détermine le niveau auquel la force de l’infection
sature, γ le taux de guérison.

S = S(t), I = I(t), Iτ = I(t− τ).

II.3.1 Le taux de reproduction de base

Pour calculer R0 en utilise la méthode de Van Den Driessche et Watmough [31] qui est
définit par :

R0 = ρ
(
F̃ (−Ṽ )−1

)
.

on a
R0 = ρ

(
F̃ (−Ṽ )−1

)
.

F = βSI

1 + αI
et − V = (µ2 + γ)I.

F̃ et Ṽ les dérivés de F et V respectivement par rapport a I,

F̃ (I) = βS(1 + αI)− α(βSI)
1 + αI

= βS

1 + αI
.

En remplaçant le point E1 = (B
µ1
, 0) dans F̃ (I) on trouve

β B
µ1

1 = Bβ

µ1
.

Alors on a
F̃ (I) = Bβ

µ1
, −Ṽ (I) = µ2 + γ et − Ṽ (I)−1 = 1

µ2 + γ
.

On obtient (
F̃ (−Ṽ )−1

)
= β

B

µ1
.( 1
µ2 + γ

).
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D’ou

R0 = βB

µ1(µ2 + γ) .

II.3.2 Les points d’équilibre

Pour Iτ = I on a le système suivant


dS

dt
= B − µ1S −

βSI

1 + αI
,

dI

dt
= βSI

1 + αI
− (µ2 + γ)I.

(II.8)


dS

dt
= 0,

dI

dt
= 0.

⇒


B − µ1S −

βSI

1 + αI
= 0,

βSI

1 + αI
− (µ2 + γ)I = 0.

(II.9)

D’après la première équation du système II.9 on a

B = µ1S + βSI

1 + αI
= S

(
µ1 + βI

1 + αI

)
.

Par suite
S = B(1 + α)

µ1(1 + αI) + βI
.

On remplace S dans l’équation dI

dt
on a trouvé

βI

(
B(1 + α)

µ1(1 + αI) + βI

)
1 + αI

− (µ2 + γ)I = 0.

βI(B(1 + α))
(µ1(1 + αI) + βI)(1 + αI) − (µ2 + γ)I = 0.

Par suite

βIB

(µ1(1 + αI) + βI) = (µ2 + γ)I ⇒ βIB = (µ1(1 + αI) + βI)(µ2 + γ)I,
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⇒ µ1µ2I+µ1γI+αI2µ1µ2+αµ1γI
2+βµ2I

2+βγI2−βIB = 0,

⇒ I(µ1µ2+µ1γ+αIµ1µ2+αµ1γI+βµ2I+βγI−βB) = 0.

On a
I = 0 ou I∗ = βB − µ1µ2 − µ1γ

αµ1µ2 + αµ1γ + βµ2 + βγ
.

• Pour I = 0 on a S = B

µ1
alors

E1 = (B
µ1
, 0).

• Pour I∗ on a S∗ = Bα + µ2 + γ

β + αµ1
alors

E∗ = (S∗, I∗) =
(
Bα + µ2 + γ

β + αµ1
,
Bβ − µ1(µ2 + γ)

(µ2 + γ)(β + αµ1)

)
.

• Si R0 ≤ 1 alors E1 est le seul équilibre.
• Si R0 > 1 alors aussi il y a un équilibre endémique unique.

La théorie standard [11] peut être utilisée pour montrer que les solution (II.7) existent et
sont dérivable pour tout t > 0.

Théorème II.3.1 ([24]). chaque solution (S(t),I(t)) du système (II.7) satisfait

lim sup
t→∞

S(t) + I(t) ≤ B

µ1
.

Preuve. d

dt
(S + I) = B − µ1S − (µ2 + γ)I ≤ B − µ1(S + I) avec condition : µ2 + γ > µ1

alors on a :

lim sup
t→∞

(S(t) + I(t)) ≤ B

µ1
.

Théorème II.3.2 ([24]). si R0 < 1 alors E1 est globalement asymptotiquement stable, quelle
que soit la valeur de R0, toutes solutions avec une conditions initiale vérifiant I(t) = 0 pour
tout t ∈ [ −τ 0] donne

lim
t→∞

(S(t), I(t)) = E1.
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Théorème II.3.3 ([24]). Supposons R0 > 1, alors E1 est instable et E∗ est localement asymp-
totiquement stable. De plus le système est uniformément persistant, c’est à dire qu’il existe
v > 0 telle que lim inf

t→∞
S(t) > v et lim inf

t→∞
I(t) > v. pour les conditions initiales suivantes

I(t) > 0 pour un condition t ∈ [ −τ 0] .

II.4 Stabilité globale pour R0 > 1

Théorème II.4.1. Si R0 > 1 le point d’équilibre endémique E∗ est globalement asymptotique-
ment stable.

Preuve. Commençons par définir la fonction

f(x) = x

1 + αx
.

Afin de simplifier de nombreuses expressions qui suivent , on calcule les deux cotés de (II.7) en
E∗, qui donne

B = µ1S
∗ + βS∗f(I∗), (II.10)

et
(µ2 + γ)I∗ = βS∗f(I∗). (II.11)

Qui serviront de substituions dans les calcules ci dessus, soit

g(x) = x− 1− ln x.

et
VS(t) = g

(
S(t)
S∗

)
, VI(t) = g

(
I(t)
I∗

)
, V+(t) =

∫ τ

0
g

(
I(t− S)

I∗

)
ds. (II.12)

On étudie le comportement de la fonctionnelle de Lyapunov

V (t) = 1
βf(I∗)VS + I∗

βS∗f(I∗)VI + V+. (II.13)

On note que g : R>0 −→ R>0 a le strict minimum global g(1) = 0 ainsi V (t) > 0 avec
égalité si et seulement si

S(t)
S∗

= I(t)
I∗

= 1.
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et
I(t− S)

I∗
= 1.

Pour tout S ∈ [ 0 , τ ] .

Par théorème (II.3.1) et théorème (II.3.3), les solutions sont majorées au dessus et éloignées de
zéro pondant un temps important on peut supposer que la solution satisfait ses bornes pour
tout t > 0 ainsi V (t) définit pour tout t > 0 les dérives de VS,VI et V+ seront calculés pour
obtenir dV

dt
:

dVS
dt

= 1
S∗

(
1− S∗

S

)
dS

dt
,

= 1
S∗

(
1− S∗

S

)
(B − µ1S − βSf(Iτ )).

On utilise (II.10) pour remplacer B et donner

dVS
dt

= 1
S∗

(
1− S∗

S

)
(µ1(S∗ − S) + β(S∗f(I∗)− Sf(Iτ ))),

= −µ1

(
(S − S∗)2

SS∗

)
+ βf(I∗)

(
1− S∗

S

)(
1− S

S∗
f(Iτ )
f(I∗)

)
.

On a,

X = S

S∗
, Y = I

I∗
et Z = Iτ

I∗
,

en plus,

F (Z) = f(I∗Z)
f(I∗) = f(Iτ )

f(I∗) .

Alors on peut écrire

dVS
dt

= −µ1
(S − S∗)2

SS∗
+ βf(I∗)

(
1− 1

X
−XF (Z) + F (Z)

)
. (II.14)
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En suite en calculant dVI
dt

:

dVI
dt

= 1
I∗

(
1− I∗

I

)
dI

dt
,

= 1
I∗

(
1− I∗

I

)
(βSf(Iτ )− (µ2 + γ)I) ,

= 1
I∗

(
1− I∗

I

)(
βS∗f(I∗) S

S∗
f(Iτ )
f(I∗) − (µ2 + γ)I∗ I

I∗

)
.

On utilise (II.11) pour remplacer (µ2 + γ)I∗ qui donner :

dVI
dt

= 1
I∗

(
1− I∗

I

)
βS∗f(I∗)

(
Sf(Iτ )
S∗f(I∗) −

I

I∗

)
,

= 1
I∗
βS∗f(I∗)

(
XF (Z)− Y − XF (Z)

Y
+ 1

)
. (II.15)

Maintenant calculons la dériver de V+(t) :

dV+

dt
= d

dt

∫ τ

0
g

(
I(t− S)

I∗

)
ds,

=
∫ τ

0

d

dt
g

(
I(t− S)

I∗

)
ds,

=
∫ τ

0
− d

ds
g

(
I(t− S)

I∗

)
ds,

= g(I(t)
I∗

)− g
(
I(t− τ)
I∗

)
,

= g(Y )− g(Z),

= Y − Z + ln(Z)− ln(Y ). (II.16)

En combinant les équations (II.14) et (II.16) en multipliant par les coefficients déterminés par
(II.13), nous obtenons :

dV

dt
= −µ1

βf(I∗)
(S − S∗)2

SS∗
+ 2− 1

X
+ F (Z)− XF (Z)

Y
− Z + ln(Z)− ln(Y ).
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En ajoutant et en soustrayant la quantité ln(XF (Z)) on obtient

dV

dt
= −µ1

βf(I∗)
(S − S∗)2

SS∗
+
(

1− 1
X
− lnX

)
+
(

1− XF (Z)
Y

+ ln(XF (Z)
Y

)
)

+ F (Z)− Z + lnZ − lnF (Z),

= −µ1

βf(I∗)
(S − S∗)2

SS∗
− g

( 1
X

)
− g

(
XF (Z)
Y

)
+ F (Z)− Z + lnZ − lnF (Z) ≤ 0.

D’après le [11], les solutions limitent àM , le plus grande sous-ensemble invariant, de dV
dt

= 0

on note que dV

dt
n’est nul que si X = Y = Z = 1, on particulier cela exige que pour toute

solution dans M nous ayons S(t) = S∗ et I(t) = I∗ pour tout t, donc M est constituée du seul
point E∗.
Toutes les solutions se convergent à l’équilibre endémique, d’après la théorème (II.3.3) E∗ est
localement asymptotiquement stable ce que nous permet de conclure que E∗ est globalement
asymptotiquement stable.



Chapitre III
Modèle épidémiologie SIR avec retard

distribuée d’incidence d’une fonction non
linéaire

III.1 Introduction :

La prévalence de la maladie dans une population est souvent décrite par un modèle SIR
ou la population est subdivisé en trois classe susceptibles infectées et guéris, les formes les
plus simples de ces modelés sont équation différentielles ordinaire (edo) [13] [14], dans [4] un
modèle à retard discret est pour tenir compte de la transmission est utilisé d’une période de
latence dans le vecteur et autoriser latence des vecteurs période à varier selon une certaine
distribution donnant un modèle avec une distribution retard [30], le retard apparaît dans le
terme d’incidence qui est typiquement la seule non-linéarité, le but de cet chapitre est de
présenter une analyse similaire pour les équations avec un nombre borné, ce retard distribué
est une fonction d’incidence générale non linéaire.

III.2 Modèle mathématique

On considère le modèle SIR avec retard d’incidence non linéaire d’une population divisée
en trois classe susceptible, infectieuse et rétablis.



dS

dt
= Λ− µSS − β

∫ h

0
k(τ)f(S, Iτ )dτ,

dI

dt
= β

∫ h

0
k(τ)f(S, Iτ )dτ − (µI + γ)I,

dR

dt
= γI − µRR.

(III.1)
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avec les conditions initiales :

S(0) ∈ R > 0 et I(θ) = φ(θ) si θ ∈ [ −h, 0] avec φ ∈ C = C([ −h, 0],R > 0)

avec les paramètres Λ, β, γ, τ , k qui interprètent comme suite :
Λ le recrutement de nouveaux individus se fait de la classe susceptible, à un taux constant, uS
uI uR sont des mortalités des classes respectivement, τ le temps ou l’infectée devient conta-
gieux, k relativité des vecteurs de l’infectiosité différentes d’âge, β taux de transmission de la
maladie, γ taux de guérison.

S = S(t), I = I(t), Iτ = I(t− τ), µI + γ > µS.

L’espace des fonctions continue de [ -h,0] a R > 0 muni de la norme

‖ φ ‖= supθ∈[−h,0] φ(θ).

Avec ∫ h

0
k(τ)dτ = 1,

La théorie standard des équations fonctionnelles différentielles [11] peut être utilisé pour montrer
que les solutions de ((III.1)) existent et sont différentiables pour tout t > 0.
On a : pour R > 0× C est positivement invariant

d

dt
(I + S) = Λ− µSS − (µI + γ)I ≤ Λ− µS(S + I)

et ainsi
lim sup
t→∞

(S + I) ≤ Λ

µS
.

(H1) f est une fonction différentiable non négative sur le quadrant non négatif. De plus f est
positif si et seulement si les deux arguments sont positifs.
Les dérivés partielles de f sont notées

f1 = ∂f(S, I)
∂S

et f2 = ∂f(S, I)
∂I

.
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III.3 L’équilibre et le taux de reproduction de base

Pour toutes les valeurs des paramètres, l’équilibre sans maladie est donné par :

E0 = (S0, 0) ou S0 = Λ

µS
.

et le taux de reproduction de base [7] de ce modèle est donné par :

R0 = β

µI + γ
f2(E0). (III.2)

La présence et le nombre d’équilibre endémique dépendant de la forme de non-linéarité f , ainsi
que des valeurs des paramètres en cherchant des équilibres, nous notons que les équilibres de
l’équation (III.1) sont les mêmes que les équilibres de système équation différentielle ordinaire
correspondant les conditions suffisantes pour l’existence d’un équilibre endémique sont donné
dans [9] [17] [18] ici nous donnons le résultat suivant :

Théorème III.3.1. Si R0 > 1, alors il existe un équilibre endémique.

Preuve. On cherche les solutions (S∗, I∗) des équations


dS

dt
= 0,

dI

dt
= 0.

On remarque d’abord que

dS

dt
+ dI

dt
= 0⇒ Λ− µSS∗ + (µI + γ)I∗ = 0.

Donc
S∗ = Λ− (µI + γ)I∗

µS
.

Soit
H(I∗) = βf(Λ− (µI + γ)I∗

µS
, I∗)− (µI + γ)I∗.

Alors dI
dt

= 0 chaque fois que H(I∗) = 0, ainsi tout zéro de H dans l’intervalle (0, Λ

µI + γ
)

correspond a un équilibre avec S∗, I∗ > 0 c’est à dire un équilibre endémique, puisque f(0, I) =
f(S, 0) = 0 ensuit que H(0) = 0 et H( Λ

µI + γ
) < 0, la fonction H est continue et donc une
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condition suffisantes pour que H ait un zéro en (0, Λ

µI + γ
) c’est que H augmente en 0, ainsi il

y a un équilibre endémique si :

0 < dH

dI
(θ) = −µI + γ

µs
βf1(E0) + βf2(E0)− (µI + γ). (III.3)

Puisque f(S, 0) = 0 pour tout S, il s’ensuit que f1(E0) = 0 et donc (III.3) équivalent à R0 > 1.

III.4 Stabilité locale des points d’équilibre

Théorème III.4.1. Si R0 < 1 alors E0 est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Nous commençons par linéariser l’équation (III.1) en E0

On note que f(S, 0) = 0 pour tout S et donc f1(E0) = 0, la linéarisation est :



dS

dt
= −µSS(t)− β

∫ h

0
k(τ)f2(E0)i(t− τ)dτ,

di

dt
= β

∫ h

0
k(τ)f2(E0)i(t− τ)dτ − (µI + γ)i(t).

(III.4)

La substitution de (S(t), i(t)) = eλt(S0, i0) dans (III.4) donne :


S0λe

λt = −µsS0e
λt − β

∫ h

0
k(τ)f2(E0)i0eλ(t−τ)dτ,

i0λe
λt = β

∫ h

0
k(τ)f2(E0)i0eλ(t−τ)dτ − (µI + γ)i0eλt.

L’annulation de eλt de chaque terme est le réarrangement dans l’équation linéaire homogène

A0

S0

i0

 = 0 .

Avec

A0 =

−(λ+ µS) −βf2(E0)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ

0 βf2(E0)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ − (λ+ µI + γ)

 .
Il existe des solutions non nulles si et seulement si det(A0) est nulle, ainsi l’équation caracté-
ristique est :

(λ+ µS)(λ+ µI + γ − βf2(E0)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ) = 0. (III.5)
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On montre que toutes les solutions λ ont une partie réelle négative.
Supposons que ait une partie réelle non négative alors λ+ µS 6= 0, aussi

|βf2(E0)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ | ≤ βf2(E0)

∫ h

0
k(τ)|e−λτ |dτ,

≤ βf2(E0),

= R0(µI + γ),

< (µI + γ),

≤ |λ+ µI + γ|.

Donc λ ne peut pas être une solution de (III.5), par conséquent, toutes les racines caractéris-
tiques ont une partie réelle négative et donc E0 est localement asymptotiquement stable [19],
(chapitre 2) nous donnons maintenant des conditions sur f qui sont utilisées ici pour montrer
qu’un équilibre endémique est localement asymptotiquement stable, et pour montrer qu’il est
globalement asymptotiquement stable, comme pré-condition nous supposons que R0 > 1 ga-
rantissant l’existence d’un équilibre endémique E∗ = (S∗, I∗) voir théorème (III.3.1)

(H2) |f(S, I∗)− f(S∗, I∗)| = |S − S∗| pour tout S > 0.

(H3) pour tout S, I > 0, f(S, I)
f(S, I∗) est dans l’intervalle fermé avec extrémités à 1 et I

I∗
.

(H4) soit f1(S∗, I∗) > 0 ou f2(S∗, I∗) < f(S∗, I∗)
I∗

, afin d’apprécier que l’hypothèse (H4)
n’est pas très restrictive, on considère (H2) au voisinage S = S∗, on déduisant

f1(S∗, I∗) > 0. (III.6)

De même, considérant (H3) en S = S∗ et au voisinage de I = I∗, on déduit

f(S∗, I∗)
I∗

> f2(S∗, I∗) > 0. (III.7)

Nous pouvons maintenant voir que (H4) exige simplement qu’au moins l’un de (H2) et (H3)
conduise à une inégalité stricte, par contre si (H4) n’est pas satisfait, alors l’équilibre endé-
mique est toujours globalement attractif mais n’est pas localement asymptotiquement stable
car l’équation caractéristique de la linéarisation en E∗ aura λ = 0 comme racine
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Théorème III.4.2. SiR0 > 1 et (H2), (H3) et (H4) sont vérifies, alors tout équilibre endémique
existent et localement asymptotiquement stable

Preuve. La linéarisation de l’équation (III.1) à un équilibre endémique E∗ = (S∗, I∗) est :



dS

dt
= −µSS(t)− β

∫ h

0
k(τ)[f1(E∗)S(t) + f2(E∗)i(t− τ)]dτ,

di

dt
= β

∫ h

0
k(τ)[f1(E∗)S(t) + f2(E∗)i(t− τ)]dτ − (µI + γ)i(t).

(III.8)

Nous démontrons que tout les zéros de l’équation caractéristique ont une partie réelle négative.
Afin de trouver l’équation, nous substituions (S(t), i(t)) = eλt(S0, i0) dans (III.8) pour obtenir


S0λe

λt = −µsS0e
λt − β

∫ h

0
k(τ)[f1(E∗)S0e

λt + f2(E∗)i0eλ(t−τ)]dτ,

i0λe
λt = β

∫ h

0
k(τ)[f1(E∗)S0e

λt + f2(E∗)i0eλ(t−τ)]dτ − (µI + γ)i0eλt.
(III.9)

L’annulation de eλt de chaque terme est le réarrangement dans l’équation linéaire homogène

A

S0

i0

 = 0 .

Ou

A =

−(λ+ µS + βf1(E∗)) −βf2(E∗)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ

βf1(E∗) βf2(E∗)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ − (λ+ µI + γ)

 .
Il existe des solutions non nulles si et seulement si det(A)est nulle, ainsi l’équation caracté-

ristique est :

(λ+ µS + βf1(E∗))(λ+ µI + γ)− (λ+ µS)(βf2(E∗)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ) = 0. (III.10)

Puisque (H2) et (H3) vérifiées les inégalités (III.6) et (III.7) sont satisfaites on utilisant l’équa-
tion d’équilibre pour remplace f(E∗) dans (III.7), ensuite

0 ≤ βf2(E∗) ≤ µI + γ (III.11)

Supposons que λ soit solution de (III.10) à partie réelle non négative.
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Ensuite en utilisant (III.6) et (III.11) en déduit :

|(λ+ µS)βf2(E∗)
∫ h

0
k(τ)e−λτdτ | ≤ |λ+ µS|βf2(E∗)

∫ h

0
k(τ)|e−λτ |dτ,

≤ |λ+ µS|βf2(E∗),

≤ |λ+ µS|(µI + γ),

≤ |(λ+ µS + βf1(E∗))(λ+ µI + γ)|. (III.12)

et donc l’équation (III.10) n’a pas de solution λ de partie réelle non négative que si toutes les
inégalités de (III.12) sont en fait égales.

L’inégalité finale est stricte sauf si f1(E∗) = 0 (etλ = 0), l’avant dernière inégalité est stricte
sauf f2(E∗) = f(E

∗

I∗
), l’hypothèse (H4) implique q’un moins un est stricte et donc les solutions

qu’au de (III.10) doivent avoir une partie réelle négative. Ainsi l’équilibre endémique E∗ est
localement asymptotiquement stable.

III.5 Stabilité asymptotiquement globale pour R0 ≤ 1

L’expression pour R0 donnée dans l’équation (III.3) dépend de comportement de f prés de
l’équilibre sans maladie E0, qui est localement asymptotiquement stable pour R0 < 1, résultats
sur la Stabilité globale pour R0 moins que l’on exigera nécessairement d’autres hypothèses sur
la forme de f .

(H5) (S − S0)(f2(S, 0)− f2(S0, 0)) > 0 pour tout S > 0.

(H6) f(S, I) ≤ If2(S, 0) pour tout S, I > 0.

(H7.1) (S − S0)(f2(S, 0)− f2(S0, 0)) > 0 pour tout S > 0 avec égalité seulement si S = S0.

(H7.2) f(S, I) < If2(S, 0) pour tout S, I > 0.

Théorème III.5.1. Supposons que (H5) et (H6), sont vérifies si R0 < 1, alors l’équilibre sans
maladie E0 est globalement asymptotiquement stable, si R0 = 1 et que l’un de (H7.1) et (H7.2)
est vérifie, alors E0 est globalement attractif.
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Preuve. On définit la fonction de Lyapunov comme suit U+(t), qui sera l’un des termes im-
pliquées dans une fonctionnelle de Lyapunov U soit :

U+(t) =
∫ h

0
V (τ)I(t− τ)dτ.

Ou
V (τ) = β

∫ h

τ
K(S)dS. (III.13)

Notons que V (τ) > 0 pour 0 ≤ τ < h puisque le support a une mesure positive prés de h, et
donc I > 0 implique U+(t) > 0 avec égalité si et seulement si I est identique zéro sur l’intervalle
[t− h, t]. On dériveU+

dU+

dt
= d

dt

∫ h

0
V (τ)I(t− τ)dτ,

=
∫ h

0
V (τ) d

dt
I(t− τ)dτ,

= −
∫ h

0
V (τ) d

dτ
I(t− τ)dτ.

Par intégration par partie, on obtient :

dU+

dt
= −V (τ)I(t− τ)|h0 +

∫ h

0

dV

dτ
(τ)I(t− τ)dτ.

De (III.13), il résulte que V (h) = 0 et dV
dτ

= −βK(τ), en utilisant ceux-ci ainsi que l’expression
pour V (0) nous trouvons :

dU+

dt
= β

∫ h

0
K(τ)(I(t)− I(t− τ))dτ. (III.14)

En suite rappelons que (H1) requirent que f(S, I) soit positif si S et I sont tous les deux
positifs. Combiné avec (H6) cela implique f2(S, 0) > 0 pour S > 0, ce qui permet de faire la
définition suivante sans Grainte de division par zéro soit :

G(x) = x− S0 −
∫ x

S0

f2(S0, 0)
f2(σ, 0) dσ.

Alors
dG

dx
= 1− f2(S0, 0)

f2(x, 0) .
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Ce qui (H5) implique des changements de non positif à non négatif lorsque x augmente jusqu’à
S0, ainsi G minimisé en S0 avec G(S0) = 0, ainsi G(x) > 0 pour tout x > 0 soit :

U(t) = G(S(t)) + I(t) + f2(S0, 0)U+(t).

Alors U(t) est non négatif pour S > 0 et I > 0 en utilise ((III.14)) et Λ = µSS0, on obtient :

dU

dt
=
(

1− f2(S0, 0)
f2(S, 0)

)
dS

dt
+ dI

dt
+ f2(S0, 0)dU+

dt
,

=
(

1− f2(S0, 0)
f2(S, 0)

)(
µS(S0 − S)− β

∫ h

0
k(τ)f(S, Iτ )dτ

)
+
(
β
∫ h

0
k(τ)f(S, Iτ )dτ − (µI + γ)I

)

+ βf2(S0, 0)
∫ h

0
K(τ)(I − Iτ )dτ,

= −µS(S − S0)
(

1− f2(S0, 0)
f2(S, 0)

)
− (µI + γ)I + f2(S0, 0)β

∫ h

0
K(τ)

(
f(S, Iτ )
f2(S, 0) + I − Iτ

)
dτ,

= −µs(S − S0)
(

1− f2(S0, 0)
f2(S, 0)

)
+ (µI + γ)I(R0 − 1) + f2(S0, 0)β

∫ h

0
K(τ)

(
f(S, Iτ )
f2(S, 0) − Iτ

)
dτ.

On rappelle que lim sup
t→∞

(S + I) ≤ Λ

µS
., soit A0 =

{
(S, I) ∈ (0, Λ

µS
)× C : dU

dt
= 0

}
.

Et soit M0 le plus grand sous ensemble invariant de A0.

Si dU
dt

est non positif, alors le théorème de Lyapunov – LaSalle [8] implique que chaque point
limite oméga est continu dans M0.

III.6 Stabilité asymptotiquement globale pour R0 > 1

Dans cette section nous résolvons la stabilité globale pour R0 > 1, étant donné que certain
hypothèse sur f sont satisfaites, on rappelle que le théorème (III.3.1), implique q’un équilibre
endémique E∗ existe si R0 > 1

Théorème III.6.1. Supposons que R0 > 1, et que (H2) et (H3) soit maintenus alors l’équilibre
endémique E∗ est unique et toutes les solutions pour lesquelles la maladie est initialement pré-
sente tendent vers E∗. Si (H4) est également vrai, alors E∗ est globalement asymptotiquement
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stable.

Preuve. L’unicité de E∗ décoléra du fait qu’elle est globalement attractive, nous travaillons
maintenant a démontrer l’attractivité de E∗, l’évaluations des deux nombres de (III.1) en E∗

donne

Λ = µSS
∗ + β

∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗)dτ. (III.15)

et
(µI + γ)I∗ = β

∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗)dτ. (III.16)

Qui seront utilisée comme substitutions dans les calculs ci-dessus- laisser

g(x) = x− 1− lnx.

et
VS(t) = S(t)− S∗ −

∫ S(t)

S∗

f(S∗, I∗)
f(σ, I∗) dσ.

VI(t) = I∗g

(
I(t)
I∗

)
. (III.17)

V+(t) =
∫ h

0
α(τ)g

(
I(t− τ)
I∗

)
dτ.

Ou
α(τ) = β

∫ h

τ
K(S)f(S∗, I∗)dS. (III.18)

Notons que (H2) implique VS > 0 avec égalité si et seulement si S = S∗.
De plus g : R>0 −→ R>0 a la strict minimum globale g(1) = 0, ainsi VI(t) > 0 avec égalité si et
seulement si I = I∗, de même puisque α est positif sur [0, h] et I(t) est continue pour t > −h,
il s’en suit que V+ > 0 avec égalité si et seulement si I(t − τ) = I∗ pour tout τ ∈ [0, h], nous
étudions le comportement de la fonctionnelle de Lyapunov

V (t) = VS + VI + V+. (III.19)
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Ce qui satisfait V (t) > 0 avec égalité si et seulement si S(t)
S∗

= I(t)
I∗

= 1 et
I(t− τ)
I∗

= 1
pour tout τ ∈ [0, h], pour plus de clarté les dérives de VS, VI et V+ sont calculées séparément
puis combinées pour obtenir dV

dt
.

dVS
dt

=
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)
dS

dt
,

=
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)(
Λ− µSS − β

∫ h

0
k(τ)f(S, Iτ )dτ

)
.

Utiliser (III.15) pour remplacer Λ donne

dVS
dt

=
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)(
µS(S∗ − S) + β

∫ h

0
k(τ)(f(S∗, I∗)− f(S, Iτ ))dτ

)
,

= −µS(S − S∗)
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)
+ β

∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)

(
1− f(S∗, I∗)

f(S, I∗)

)(
1− f(S, Iτ )

f(S∗, I∗)

)
dτ,

= −µS(S − S∗)
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)
+ β

∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)

(
1− f(S∗, I∗)

f(S, I∗) −
f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) + f(S, Iτ )

f(S, I∗)

)
dτ. (III.20)

En suite nous calculons dVI
dt

dVI
dt

=
(

1− I∗

I

)
dI

dt
,

=
(

1− I∗

I

)(
β
∫ h

0
K(τ)f(S, Iτ )dτ − (µI + γ)I

)
,

=
(

1− I∗

I

)(
β
∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗) f(S, Iτ )

f(S∗, I∗)dτ − (µI + γ)I∗ I
I∗

)
.

Utiliser (III.16) pour remplace (µI + γ)I∗ qui donne

dVI
dt

=
(

1− I∗

I

)
β
∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗)

(
f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) −

I

I∗

)
dτ,

= β
∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)

(
f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) −

I

I∗
− I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) + 1

)
dτ. (III.21)

calculant maintenant la dérive de V+(t)



III.6 Stabilité asymptotiquement globale pour R0 > 1 43

dV+

dt
= d

dt

∫ h

0
α(τ)g

(
I(t− τ)
I∗

)
dτ,

=
∫ h

0
α(τ) d

dt
g

(
I(t− τ)
I∗

)
dτ,

= −
∫ h

0
α(τ) d

dτ
g

(
I(t− τ)
I∗

)
dτ.

En utilisant l’intégration par partie, nous obtenons

dV+

dt
= −α(τ)g

(
I(t− τ)
I∗

)
|hτ=0 +

∫ h

0

dα

dτ
(τ)g

(
I(t− τ)
I∗

)
dτ.

De (III.18) il résulte que α(h) = 0 et dα
dτ

(τ) = −βK(τ)f(S∗, I∗),
on remplace pour ces derniers et pour α(0), nous obtenons

dV+

dt
= β

∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)

(
g
(
I

I∗

)
− g

(
I(t− τ)
I∗

))
dτ,

= β
∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)

(
I

I∗
− Iτ
I∗

+ ln(Iτ
I∗

)− ln( I
I∗

)
)
dτ. (III.22)

En combinant les équations (III.20) (III.21) et (III.22), on obtient

dV

dt
= −µS(S − S∗)

(
1− f(S∗, I∗)

f(S, I∗)

)
+ β

∫ h

0
k(τ)f(S∗, I∗)C(τ)dτ,

avec

C(τ) = 2− f(S∗, I∗)
f(S, I∗) + f(S, Iτ )

f(S, I∗) −
I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) −

Iτ
I∗

+ ln(Iτ
I∗

)− ln( I
I∗

).

En ajoutant et en soustrayant la quantité 1 + ln f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) + ln f(S∗, I∗)

f(S, I∗) , on obtient

C(τ) =
(

1− f(S∗, I∗)
f(S, I∗) + ln f(S∗, I∗)

f(S, I∗)

)
+
(

1− I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗) + ln

(
I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗)

))
+
(

1− Iτ
I∗

+ ln Iτ
I∗

)

+
(
f(S, Iτ )
f(S, I∗) − 1− ln f(S, Iτ )

f(S, I∗)

)
,

= −g
(
f(S∗, I∗)
f(S, I∗)

)
− g

(
I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗)

)
− g

(
Iτ
I∗

)
+ g

(
f(S, Iτ )
f(S, I∗)

)
.
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Puisque la fonction g est monotone de part et d’autre de 1 est minimisé en 1 (H3) implique

g

(
f(S, Iτ )
f(S, I∗)

)
≤ g

(
Iτ
I∗

)

, puisque g > 0 nous avons C(τ) ≤ 0 alors (H2) implique dV

dt
≤ 0, d’après [8] les solutions

tendant vers M , le plus grand sou-ensemble invariant de
{
dV

dt
= 0

}
pour que dV

dt
soit égale a

zéro il faut avoir S = S∗ et K(τ)g
(
I∗

I

f(S, Iτ )
f(S∗, I∗)

)
= 0

pour presque tout τ ∈ [0, h] c’est-à-dire K(τ) = 0 ou f(S∗, Iτ ) = f(S∗, I∗) I
I∗

presque par-
tout.

Puisque S = S∗ dans M nous avons dS
dt

= 0 en chaque point de M , soit

0 = Λ− µSS∗ − β
∫ h

0
K(τ)f(S∗, Iτ )dτ,

= Λ− µSS∗ − β
∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗) I

I∗
dτ,

= Λ− µSS∗ −
I

I∗
β
∫ h

0
K(τ)f(S∗, I∗)dτ.

Cela détermine que I est constante et donne en fait I = I∗ pour tout t. Ainsi, chaque élément
de M satisfait S(t) = S∗ et I(t) = I∗. On peut conclure que lim

t→∞
(S(t), I(t)) = (S∗, I∗) = E∗

d’après théorème (III.4.2), si (H4) également vérifies, alors E∗ est localement asymptotique-
ment stable, et il s’ensuit maintenant qu’il est globalement asymptotiquement stable.

Remarque :

Si l’équation (III.1)est modifiée pour avoir un retard infini, alors le calcul de base de la fonc-
tionnelle de Lyapunov toujours, tant que le noyau de retard K est limite au dessus pour une
fonction exponentielle décroissante et que l’espace de phase est choisi peut être un espace mé-
moire d’évanouissement appropriées [2, 12, 15].
Cependant, il devient nécessaire de prouver une persistance uniforme même alors, puisque les
conditions initiales pourrait impliquer que I(.) soit nulle sur les ensembles de mesure positive
la fonctionnelle de Lyapunov ne serait pas définie pour ces conditions initiales comme le délai
est infini, le problème persisterait pour toujours ainsi, il devient nécessaire de faire le calcul
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de Lyapunov pour les solutions situées dans les ensembles limites oméga ( ou attracteur ), qui
par persistance uniforme sont bornée à partir de zéro. Cela montrerait que les solutions dans
l’attracteur se limitent à l’équilibre endémique E∗.
En suite on argument que l’autre solution doit aussi se limiter à E∗. Voir [23] pour un exemple
de cette approche.



• •

Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons effectué l’étude d’un modèle d’épidémie SIR retard avec un taux
d’incidence généralisée, ou le délai représenté par la période d’incubation.

Le taux de reproduction de base R0 est obtenu et déterminé si la maladie est éteinte ou non.

Dans le deuxième chapitre on a étudié le cas d’une maladie infectieuse décrite par un mo-
dèle SIR avec retard, nous avons étudié le taux de reproduction de base, ensuite on a présenté
des résultats pour la stabilité globale de point d’équilibre endémique.
Dans le troisième chapitre on a analysé le modèle épidémiologique SIR avec retard et incidence
non linéaire générale et on a prouvé que :

1. La stabilité locale des points d’équilibres si R0 < 1 l’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable de plus, si R0 est supérieur à 1 l’équilibre endémique est localement
asymptotiquement stable.

2. La stabilité globale pour R0 est inférieure et supérieure à 1 et La méthode de fonction-
nelle de Lyapunov était utilisée pour élaborer la stabilité globale de l’équilibre sans maladie et
de l’équilibre endémique.
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