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Introduction Générale

L’épidémiologie est une science qui traite I’évolution des maladies dans une population saine,
leur survenance, leur fréquence en fonction du temps et les causes qui influent sur la santé de
la population.

L’étude de la répartition et des déterminants des événements de santé sert de fondement a la
logique des interventions faites dans l'intérét de la santé publique et de la médecine préventive.
L’épidémiologie est reconnue comme champ d’étude a partir du milieu du 18 eme siecle puisque
la premiere étude significative remonte a 1854 mais elle est 'un des piliers de la santé publique
et de la médecine a travers I’histoire.

En 1927, les chercheurs W.0. Kermack et A.G. McKendrick [2] ont étudié¢ la dynamique de la
transmission des maladies infectieuses humaines.

Les modeles mathématiques des maladies infectieuses mis en pratique depuis plus d’un siecle
est demeure notre probleme aujourd’hui qui est un modele STR comportant deux type : le
classique et le retard qui apparait dans le terme d’incidence qui est typiquement la seul non
linéarité la vitesse de contamination d’une épidémie dans une population dépend de plusieurs
parametres entre autres : stades cliniques possibles, déplacement des individus, souches de la
maladie. Les modeéles mathématiques se sont progressivement affirmé comme outils d’aide a la
décision.

Pour la politique de la santé publiques, les modeéles nous renseignent sur les conséquences pour
la population d’actions aussi variées que la vaccination, la mise en quarantaine ou la distribu-
tion de tests de dépistage et le nombre de cas d’infection, le nombre de personnes qui auront
besoin d’étre hospitalisées, le taux de mortalité, la rapidité de la propagation, le pic de I'infec-
tion, le moment ou la maladie s’éteindra, le pourcentage de la population devant étre vacciné.
Une étude fondatrice dans les années 1920 prit en compte des modeles compartimentaux, qui
divisent la population en plusieurs classes épidémiologiques tels que les individus susceptibles
d’étre infectés, ceux qui sont infectieux, et ceux qui ont acquis une immunité suite a la guérison.
Depuis, cette étude qui fut utilisée pour modéliser de trés nombreuses maladies, et continue
d’étre un theme de recherche actif en prenant en compte de nouveaux éléments tels que les

découvertes de la science des réseaux.
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Daniel Bernoulli avait utilisé une application des mathématiques pour étudier des méthodes
mathématiques et statistiques visant 'impact potentiel du vaccin contre la variole en 1760.
Un peu plus tard, les mathématiques ont permis d’établir des politiques de santé publique
efficaces contre la propagation de maladies émergentes, étre-émergentes qui représentent un
danger important pour la santé publique.

Le modele STR comporte trois types susceptibles, infectiuex et rétablis dont I'individu com-
mence susceptible puis devient infecté et a la fin se remet de sa maladie avec une immunisation.
Notre travail contient une étude mathématique d’'un modele épidémiologique STR, il se com-

pose de trois chapitres.

le premier chapitre se base sur les résultats préliminaires, des définitions et des théo-
remes tres importants utilisés dans le mémoire ainsi que des outils mathématiques dont nous

aurons besoin.

Dans le deuxieme chapitre, on fait ’étude du modele épidémiologique STR classique
et avec retard qui permet de calculer le taux de reproduction de base R et étudier la stabilité

locale et globale du point d’équilibre endémique.

Le troisieme chapitre, il consiste a ’étude d’'un modele épidémiologique STR avec re-
tard et incidence générale non linéaire, et calculer le nombre de reproduction de base Ry et
I’équilibre sans maladie est localement et globalement asymptotiquement stable si R est infé-
rieur & 1, de plus I’équilibre endémique est localement et globalement asymptotiquement stable

quand Rg supérieur a 1.

Finalement, on fini par une conclusion.



Chapitre |
Préliminaires

Dans ce chapitre on rappelle les définitions et les théorémes qui seront utilisés dans ce mé-

moire.

Soit le systeme suivant

dz
& = 1), avee t € (0,0) (L)

x(0) = xo,

ou f: R" — R" est une fonction donnée, {2 est un ouvert de R", zp € et b € RY.

Définition 1.0.1 ([1]).
La fonction x € C'(2) est dite solution de (I.1) si z vérifie les équations de (I.1).

Théoréme 1.0.1 ( Cauchy-Lipschitz [8] ).
Si f est de Ct de Q et §’il existe une constante T' > 0 telle que

I f (21 (t) = f (1)) |

Rné T H Il - IQ HOO7 Vl’l,%Q e Q, t > 0,

alors le probleme (I.1) admet une solution unique et globale.

1.1 Théoréeme du point fixe Banach

Définition I.1.1 ([6]).
soit E un espace de Banach et A : F — E, un opérateur. On dit que A est une contraction, s’il

existe une constante 0 < k < 1 telle que :

| Az — Ay || < k| z—vy| g, pour tout z,y € E.
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Théoréme 1.1.1 (Contraction de Banach [10][33]).
Soit X un espace de Banach et f : X — X une contraction. Alors, f admet un unique point

fixe.

1.2 Le taux de reproduction de base

La méthode de Van Den Driessche et Watmough [31]
Nous aurons souvent a faire avec I'indice Ry qui mesure le nombre de cas secondaire produits
par un individu infectieux moyen au cours de sa période d’infectiosité, dans une population
entierement susceptibles. Il existe dans la littérature plusieurs techniques pour calculer Ry,

nous en présentons une ici :

Etat de la population : (x;),1 =1,...n, soit le systeme différentielle suivant

dlEi
dt

=i = Fia) + V() - Vi (@), (12

avec
Fi(x) : vitesse d’apparition des infectieux dans le compartiment i.

Vi () : la vitesse de transfert des individus dans le compartiment i par tout autre moyen (gué-
rison, etc . . .).

V-

- (x) : la vitesse de transfert hors du compartiment i (mortalité, infection, etc . . .).

e On ordonne les variables d’état afin que les m(< n) premieres correspondent a des états
infectés.

o Etats sans maladies : X, = {z|z, = ... = z,,, = 0}.

« Equilibre sans maladie DFE z* € X,. Pour des raisons biologiques on a les propriétés

suivantes :
1. Siz >0,alors F; >0,V >0,V >0.
2. Siz; =0, alors V;” =0 (pas de sortie d'un compartiment vide).
3. pour i > m alors, F; = 0 (pas d’incidence pour états non infectés).
4. si z € X, alors Fi(x) = 0 et pour V;" (z) = 0 (pas d’infection spontanée).

5. si F=0 le systeme est LAS en & , i.e. D(VT —V7)(x*) a des valeurs propres a parties

réelles négatives.
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La jacobienne s’écrit

J(z*) = DF(z*) + DOV —V7)(z%).

Lemme 1.2.1. [11] si 2* est un DFE de (1.2), alors les matrices
EF 0 V 0
DF(x*) = et DV(z*) = :
0 0 Js Iy

ou F' et V sont les matrices m x m définies par :

0F; )% .
_ . _ x <ii<
F [8%@ )1 et V [axj(x )1,avecl_z,j_m,

De plus, F' > 0 et V est une matrice de Metzler (terme extra-diagonaux > 0) stable.

Définition I1.2.1 ([14]).

Le nombre de reproduction de base R est le rayon spectral de la matrice de seconde génération

(en anglais : Next Generation Matrix) :
Ro=p (‘FON/_I))

Définition 1.2.2.

Soit A une matrice carrée, on dit le spectre de A I’ensemble des valeurs propres de A c¢’est a dire :

Sp(A) = { A}, A est valeur propre de A.

Définition 1.2.3 ([27]).

Le rayon spectrale de A, est donnée

p(A) =max{ |A|: X € Sp(A4) }.
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1.3 Stabilité des équilibres

Soit I’équation différentielle

dx

= ) (13)

olt f:Q C R™— R™ est une fonction de classe C.

Définition I1.3.1 ([5]).
L’équilibre z* de (1.3) est dit stable si pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution
z(t) de (1.3) V¢t > 0 ,on a :

[ 2(0) =2 ||[<n =] 2(t) — 2" |[<e

Définition 1.3.2 ([5]).
L’équilibre z* de (1.3) est dit instable, §’il existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu'il existe une
solution x(t) de (1.3) ¥t > 0, vérifiant :

[ 2(0) — 2" [|[<n = «(t) — 2" [[= .

Définition 1.3.3 ([5]).
Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe e > 0 tel que :

pour toute solution z(t) de (I.3) on a :

| 2(0) 2 [|< e = lim || o(t) — 2" |= 0.

Définition 1.3.4.

L’équilibre x* est dit globalement attractif

lim || z(t) — 2" [|=0.

t—+o00

I[.3.1 Stabilité d’un systéme non linéaire

Soit le systéme non linéaire suivante :

x = f1(£E,y),

y/ - f2(x7y>‘

(1.4)

Ou f; etfy deux fonctions de classe C!, (z*, y*) c’est un point d’équilibre de systeme (1.4).
Pour étudier la nature des points d’équilibre, on utilise la méthode de linéarisation du systéme

non linéaire,
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Définition 1.3.5 (La méthode de linéarisation [28]).

La matrice Jacobienne Ji, ,y est définie par :

) )

aj;l (z*,9%) aJ; (z*,9%)
J(z*y*) =

df

aj(x’y) ai(xvy)

Théoréme 1.3.1 ([29]). On analyse la stabilité des points d’équilibres de la matrice jacobienne

qui donne le déterminant et la trace tel que :

det(J(x*,y*)) = Mo et tr(J(x*, y*)) = A\ + g,

ou A et Ay sont les valeurs propres de 1’équation
N2 —tr(J(z*, y* ) + det(J(z*, y*)) = 0,

avec

A1 At =

tr +Vtr?2 — 4ddet " tr — \tr? — 4ddet
2

La nature des points d’équilibre peut étre déduite du signe de A donné par :
A =tr(J(z*,y*))? — ddet(J (z*, y*),

donc il existe trois cas :

e 1 cas: A >0
- Si det(Jizy+y) < 0 et Ay et Ay sont de signe opposé, alors le point d’équilibre est un
point selle (col).
- Si det(Jiz= y+y) > 0 et tr(Jz=y+)) > 0, A1, Ay sont de signe positif, alors le point d’équi-
libre est un nceud instable.
- Sidet(Jg= ) > 0 et tr(Ja= ) < 0 et Ay, Ay sont de signe négatif, alors le point d’équi-

libre est un nceud stable.

e 29 cas: A <0

on trouve deux valeurs propres complexes conjuguées
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Mg =axif.
Donc
det(Jipe ) =2+ 02 >0 et tr(Je ) = 20

- Si tr(J(z=y+)) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.

- Si tr(Jig»y+)) > 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le

point d’équilibre est un foyer instable.

- Si tr(J=y)) < 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le

point d’équilibre est un foyer stable.
o« 3 cas: A=0

On trouve A\; = Ay = A alors
det(;](x*7y*)) — )\2 et tT(J(I*,y*)) — 2)\ .

Donc
- Sitr > 0 c’est a dire A > 0, alors on a un noeud dégénéré instable.

- Sitr <0 c’est a dire A < 0, alors on a un noeud dégénéré stable.

On résumer 1'équilibres d’une fonction de la trace et le déterminant de la matrice J(z

comme portrait de phase.

foyer stable centre foyer instable

trA=0

noeud stable noeud instable

point selle \

p S

*y")
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1.4 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition I1.4.1 ([22]).

Soit V : Z € R® — R"™ une fonction de classe C!

1. V est dite définie positive si :
i) V(0) = 0.
ii) V(z) > 0 pour z € Z\{0}
2. V est dite définie négative, si —V est définie positive.

3. V est dite semi définie positive si :
i) V(0) =0.
ii) V(z) > 0 pour x € Z\{0}.

4. V est dite semi définie négative si —V est définie positive.

Définition I.4.2 (Fonction de Lyapunov|3]).

Une fonction V : Z C R" — R" est dite fonction de Lyapunov pour (I.1) si :
(i) V est définie positive,
(ii) V'(z) < 0,Vz € Z\{0}.

Théoréme 1.4.1 (Stabilité de Lyapunov[26]). Soit 2* un point d’équilibre de (I.1) et V de
classe C! défini positive d’'un voisinage de z*

- SiV'(z) <0,V xze Z\{0}, alors z* = 0 est stable.

- SiV'(z) <0,V xe Z\{0}, alors * = 0 est asymptotiquement stable.

1.5 Principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.5.1 ([20] [21]). Soit £ un sous-ensemble de R", supposons que 2 est un ouvert
positivement invariant pour le systéme (I1.1) en z*. Soit V :  — R une fonction de classe C*

pour le systeme (I1.1) telle que :
1. V! <0 sur Q.

2. Soient F = {z € Q|V'(z) = 0} et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu
dans F.

Alors, toute solution bornée commencant dans {2 tend vers I’ensemble L lorsque t — oo.
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Corollaire 1.5.1 ([20][21]).
Sous les hypotheses du théoréme précédent, si I'ensemble L est réduit au point x* € 2, alors

x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systeme (I11.1) définit

dans .

1.6 Persistance uniforme

Soit F' le flot associé au systeme (I1.1) et soit d une métrique. On note par OF la restriction
de F a OF ou OF n’est pas nécessairement positivement invariant et soit N I’ensemble invariant
maximal de OF dans OF, de plus N est fermé et il existe un recouvrement {N,},., de N ot A
est un ensemble d’index non vide et N, C OE, N C U, 4N, et N, (o € A) sont des ensembles
invariants fermés disjoints deux a deux. Nous proposons les hypotheses suivantes :

i) Tous les (N,),c4 sont des ensembles invariants isolés du flot F .

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements {No}, e 4-

Définition 1.6.1.
Soit d une distance métrique et 7 I'application semi flot. Le semi flot F* associé au systeme (?7)

est dit :

(i) faiblement persistant si pour tout x € E,

limsup d(n(z,t),0F) > 0.

t—o00

(i) persistant si pour tout z € E,

liminf d(7(z,t),0E) > 0.

t—o00

(iii) faiblement uniformément persistant s’il existe €9 > 0 tel que pour tout x € E,

limsup d(w(z,t),0F) > &.

t—o00

(iv) uniformément persistant s’il existe €y > 0 tel que pour tout = € E,

liminf d(m(x,t),0F) > ¢.

t—o0

Théoreme 1.6.1.
Soit £ C X ensemble fermé positivement invariant, et soit F le flot défini sur £. Supposons
qu’il existe o > 0 tel que F est un point dissipatif dans S [0F, a] N E . Alors, le flot F est

uniformément persistant si et seulement si :
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W+ (N,)NS[OE, o] NE = 0.

pour tout o € A, ou W (N,) ={y € X,A" (y) C N,}.

Définition 1.6.2 (Point dissipatif).
Soit @ : J x X — X un semi-flot continu et Vo € X, est appelé un point dissipatif s’il existe

un sous ensemble B de X qui attire tout les points dans X.
tlggo sup ®(t,z) < B.

Définition 1.6.3 (Attracteur).
Soit (X, N, f) un systeme dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement

si les conditions suivantes sont réalisées :
i) A est fermée.
ii) A est positivement invariante.

iii) A est attractive, c’est-‘a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement

invariant et :

Vu e U, nl_lgloo d(f™(u), A) = 0.

1.7 Stabilité au sens de lyaponov des systemes a retard
Soit le systeme retard suivant :
a'(t) = f(t, @), t=>t
Ito = QOO € c

Ou z est une fonction de R — R"™ et f une fonction continue ou de g R x C — R" localement
lipschitzienne ’ensemble des fonctions continues [—7,0] — R™ et ¢;, 'ensemble des fonction de

¢, tel que pour tout ¢ € ¢, || ¢ ||c< b. ou b est un réel positif.

Définition I1.7.1 ([11]).
L’origine de systeme (I.1) est dite :
e Stable : si Ve > 0, il existe (o, €) > 0 tel que :

oo I< v =l z(t:to; po) <€, V= to. (L.5)
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e uniformément stable :siVe > 0, il existe vy(¢) > 0, indépendant de t¢, tel que la condition

(1.5) soit satisfaite.

Définition 1.7.2 ([11]).
L’origine de systeme (I.1) est dite :

e asymptotiquement stable : si elle est stable et s’il existe by > 0 tel que :

|l @0 lle< bo =100 2(t; to; 00) = 0.

e uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et s’il existe by > 0

tel que pour tout n > 0, il existe un 7'(n) de telle sorte que :

I o [le< bo = z(t; to; o) < m, V¢ =T(n).

e globalement uniformément asymptotiquement stable :

si la condition precedente est vraie quelle que soit ¢, € c.



— Chapitre |

Modele SIR classique et modele SIR

avec retard

Le SIR est un modele épidémiologique mathématique simple proposé par les chercheurs
Kermack et Mec Kendrick en 1927, ces chercheurs 1'ont adopté pour démontrer 1’existence
des limites d’une pandémie (une maladie infectieuse) dans une population quelconque. Chaque

population comporte trois types d’individus qui sont les susceptibles, infectieuses et rétablis.

1l.1 Modéle mathématique SIR

Le modele STR est donné par le systeme suivant :

ds
b BST—

it PST = ps,

dI

& BST— ul —al,

ar =Rt (IL.1)

dR
=ol —

o ol

Avec les parametre i, 5 et « sont des constantes positives.

I1.1.1 Interprétation du modele

Dans ce modele, la population est divisée en trois compartiments : la densité des suscep-
tibles, la densité des infectés et la densité des réfractaires, on interprete les parametres du

modele comme suit :
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— S : représente le nombre d’individus susceptibles .

— I : représente le nombre d’individus infectés .

— R : représente le nombre d’individus rétablis ou retirés de la liste des malades.
— ug - le taux de mortalité de la population susceptible .

— py : le taux de mortalité de la population infectée.

— g :le taux de mortalité de la population rétablie.

On suppose que la taille de la population N = S(t) + I(t) + R(t), on constate que la natalité
est égale la mortalité b = N, avec les parametres on suppose —pug, —jt7, —ptg, sont des morts
respectivement de chaque type STR, b = uN avec les parametres « le taux de guérison et S le

taux de transmission de la maladie.

Nous avons I’équation suivante :

b= puN. (11.2)

On remplace ’équation (I1.2) dans le systeme (I1.1) :

ds

=2 — N — uS — BSI

il wS — BSI,

dI

= = BST— (u+a)l,

o = P51 —(u+a) (113)
dR

Y —al —uR.

g~ ek

Ou la taille de population s’écrit sous la forme suivante

N=S+I1+R (I1.4)

On remarque que la premiére et la deuxieme équation du systeme (I11.3) sont distinctes de

la troisieme équation du systéme (I1.3), on obtient alors le systeme de deux équations :

dS
2 _ N — uS — BSI
dl 11.5

Le domaine de ce systeme est donné par :

O={(S1),S>01>0,1+S5<N}.
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II.1.2 Le taux de reproduction de base

Calcul de R, :

On utilise la méthode de Van Den Driessche et Watmough [31] qui est définit par :
Ro = P (F(—‘N/)_1>

Ou
F' : le taux d’apparition des nouveaux maladies dans chaque type.
V . le taux de transfere des individus qui entrent et qui sortent dans chaque type

les nouvelles infectés apparaissent dans le compartiment 1.

F=BSI et —V=(u+a)l.

F et V les dérivés de F et V respectivement par rapport a I,

- N ~ 1
F(I)=8S , -V({)= t (=)= .
(1) =4 (D=pta et (V)=
On obtient
o BS
F(-)1) =
<( )) 1
D’ou
Ro = 65.
Mt

b
On remplagant le point E; = (—,0) dans Ry, on trouve
L

b
B—
Ry = —H—.
u+a
b
Pour b= puN, et N = —,
i
par conséquent
N
Ro = b :
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I1.1.3 Calcul des points d’équilibre

On cherche les pointes d’équilibre du systeme (11.5)

as

E:O’ uN — S — ST =0,

7 N IL6
Z,t:O. BST — (p+ o)l =0. (IL6)

D’apres la deuxieme équation du systeme 1.6 on a :

BSI— (p+a) =0 alors I(8S—(u+a))=0.

1 et

Pour I =0onapS=pu+a«a donc S = 3

— Premiére cas

pour I = 0 donc la population sans maladie, on remplace I = 0 dans la premiere équation
b b
du systeme 1.6 on trouve S = N et N = — donc S = —
M M
, 'équilibre sans maladie est

b
E; = (—,0).
I
— Deuxieme cas
Si I #0,(BS— (a+ pn) = 0 alors il existes des infinités, alors on a S = a ; 'u, en

remplagant S dans la premiere équation du systeme [1.6, on obtient

pN = 3 ) — BI( 3 ) =0,
pN = (") = It )
il — p(2H
I= 5~
(a+p)
_ N
at+p  p
BN

Avec  uN=0b et Ro =
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Donc
N p

E* = (S*vl*> = (Eov E(RO - 1))

E est toujours existe, et le point endémique E* existe si Ry > 1.

Si nous désignons I'état de I’équilibre endémique par (S*, I*) nous avons le résultat suivant :

N

Avec

N

™=

[*

N

L

=3

:L(

Np

S*:Ei 1

N Ry

(Ro— 1))
N
(Ro — 1),

ﬁN - 1)a

U et

Nous avons

Alors

Par suite

Alors le point E* existe si Ry > 1.
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1.2 Etude de stabilité de I’équilibre endémique

I1.2.1 Stabilité locale de I’équilibre endémique

Théoreme I1.2.1. Si Ry > 1, alors I'équilibre endémique E* est localement asymptotiquement

stable.

Preuve. La matrice jacobienne est donné par :

Jsny— | e .
61 BS —pu—a

oI BS* —u— «
7 N
WA
T\ AGRe-1) B —s-a

det(S*, I*) = p(Ro — 1)(p + ).

det(S*,I*) > 0,
0Si Rop>1=
tr(S*,I*) = —uRy < 0.

Le point E* est stable.
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I1.2.2 Attractivité d’équilibre endémique

Théoréeme 11.2.2. Si Ry < 1 le point d’équilibre endémique E* est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Pour démonter la stabilité globale d’équilibre endémique on utilise la fonction Lya-

punov suivante :

L[S S LI I
V(S,1) =S 5*—1—1og5*}+1 [I*—l—log[* ,

avec
1 1
6 720 [L+‘Of 730
et
I">0: S >0
Donc

V(S 1) = (S~ %) ~los(2)§" + (I~ I) ~log(

—)I*.
I*>

Par conséquent
av - ovds ovVdl

G oS ar Terar

avec

oV 1
as ')
oV 1
ar ~ 1T
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oV av
On remplace — et — dans ’équation ’r on obtient :

oS 01

Cgt/ = (1 - S*(é)) (u— S — BSI) + (1 — I*(})) (BST — (u+a)l),

*

S
:u—uS—BSI—u§~+m¥+5Wﬂ+¢%j—55ﬁ—(u+aﬂ+wu+aﬂf

—j— S — o +“+Bl<“+o‘>—55< . (1—1>>—I<u+a>

SRO RO ﬁ n+ o RO
7 1
+ (e + —(1=-=)].
Rl )
p po BSu BSp p
= —puS — ———+ — — +u— =
sl SRy Ro p+a Rolp+a) H Ro
It BSp
=p— pS — ———+Su+
B SRe i+ Mot
o MBSk
SRO n+ o
Par conséquent
dV _ _/“LRO *) 2
praay< (S -5 <0.
Donc ’équilibre est globalement asymptotiquement stable. O

11.3 Modeéle SIR avec retard

La population est divisée en trois classes susceptibles, infectés et rétablis avec des densités

S, I, R respectivement.

ds ST,

> _p_ _

dt s 14+ al,’

dl  BSI,

R _ _|_ ]7

i iran et (IL7)
dR

el S

avec les conditions :

S(0)eR >0, I(0) =¢(0) pour € [ —7,0] .
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Ou l'espace de la fonction continue [ —7,0] de R > 0 et les parametres B, 3, «, u1, pa, ps
sont positives et interpretes comme suivant : B le recrutement de nouveaux individus se fait de
la classe susceptible, a un taux constant et p1, ps, g3 sont des taux de mortalité des trois classes
susceptibles, infectieuses et rétablis respectivement, 7 le temps ou 'infecté devient contagieux,
B le taux de transmission de la maladie, o détermine le niveau auquel la force de I'infection

sature, v le taux de guérison.

II.3.1 Le taux de reproduction de base

Pour calculer Ry en utilise la méthode de Van Den Driessche et Watmough [31] qui est

définit par :

on a

F et V les dérivés de F et V respectivement par rapport a I,

~ BS(1+al)—a(BSI)  AS

(D 1+al 1+al
B
B - W B
En remplagant le point £y = (—,0) dans F'(I) on trouve % = —5
H1 H1
Alors on a
~ B3 - N 1
Fl)=—, -V()=ps+~yet =V({I) " = .
(1) = 22 VD) =ty et =T = ——
On obtient
~ B 1
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D’ou
B
Ro= P
pa(p2 + )
I1.3.2 Les points d’équilibre
Pour I, = I on a le systéme suivant
as BST
> _p_ _
dt = 1+al’
dl BST (IL.8)
& " Trar Pt
BST
B _ _ —
C(f—o, mE =1 =0
= q BSI (I1.9)

D’apres la premiere équation du systeme [1.9 on a

- BSI pI
B_Mls+1+a1_s<m+1+al '

Par suite
o B(1+ «)
T m(l+al)+ BI0

1
On remplace S dans 1’équation 7 on a trouvé

! (mlB TR m)

1+al

— (u2 + 7)1 =0.

pI(B(1+a))

(i +al) + D1 +al) (p2 +7)I = 0.

Par suite

BIB
(1(1+al) + BI)

= (p2 +7)I = BIB = (1 (1 + od) + BI)(p2 + 7)1,
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= papal+ I +al® pypotopny P+ B I+ By —BIB = 0,

= I(ppo+pny+od papotopn yI+BusI+5v1—-BB) = 0.

BB — pape — p1y
apupie + apny + Bua + By

I=0 ou I"=

B
e Pour / =0onasS=— alors
21

By =(—,0).
1 ( ) )
AL Valors

e Pour /* on a S* =
B+ o

E*:<S*,]*): (Ba—i_uQ—l—,y BB_M1<M2+’7) ) )

4oy (p2+7) (B + o)

e Si Ry <1 alors Ej est le seul équilibre.

e Si Ry > 1 alors aussi il y a un équilibre endémique unique.

La théorie standard [11] peut étre utilisée pour montrer que les solution (I1.7) existent et

sont dérivable pour tout ¢t > 0.

Théoréme I1.3.1 ([21]). chaque solution (S(t),I(t)) du systeme (I1.7) satisfait

B
limsup S(t) + I(t) < —.
H1

t—o00

d
%(54‘]) =B — 1S — (2 +v)I < B — pi(S+ 1) avec condition : po + v > g
alors on a :

Preuve.

t—o00

limsup(S(t) + 1(t)) < HBl

]

Théoréeme I1.3.2 ([21]). si Ry < 1 alors E; est globalement asymptotiquement stable, quelle
que soit la valeur de Ry, toutes solutions avec une conditions initiale vérifiant I(¢) = 0 pour

tout t € [ —7 0] donne

lim (S(t), I(t)) = E.

t—o00
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Théoréme I1.3.3 ([21]). Supposons Ry > 1, alors E) est instable et E* est localement asymp-

totiquement stable. De plus le systéeme est uniformément persistant, c’est a dire qu’il existe

v > 0 telle que lim inf S(t) = v et lim inf I(t) > v. pour les conditions initiales suivantes
—00 —00

I(t) > 0 pour un condition t € [ —7 0] .

1.4 Stabilité globale pour Ry > 1

Théoréme 11.4.1. Si Ry > 1 le point d’équilibre endémique E* est globalement asymptotique-

ment stable.

Preuve. Commencons par définir la fonction

Afin de simplifier de nombreuses expressions qui suivent , on calcule les deux cotés de (I1.7) en

E*, qui donne

B = 8" + BS*f(I"), (IL.10)

et
(2 + )" = BS™f(I7). (I1.11)

Qui serviront de substituions dans les calcules ci dessus, soit

glx) =z —1—Inz.

v =a (%0 ). i =g (G0). v = [[o(MF )

On étudie le comportement de la fonctionnelle de Lyapunov

1 I~
YO = B S s

Vi+ V. (IL.13)

On note que g : R.g — Ry a le strict minimum global ¢g(1) = 0 ainsi V(t) > 0 avec

égalité si et seulement si
S@) _I(t) _
S I
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et

Pour tout S € [0,7] .

Par théoreme (I1.3.1) et théoreme (I1.3.3), les solutions sont majorées au dessus et éloignées de
zéro pondant un temps important on peut supposer que la solution satisfait ses bornes pour
tout t > 0 ainsi V (¢) définit pour tout ¢ > 0 les dérives de Vg,V; et V, seront calculés pour

obtenir — :
dt

Mo 1 Sy

dt o S* S dt’
1 5"
-2 (1 _ S) (B — S — BSf(I,)).

On utilise (I1.10) pour remplacer B et donner

d;f _ ; (1 _ ‘Z) (S — 8) + B(S"f(I*) = SF(T,))),

“on (S e (0-5) (- 3)

On a,

en plus,

farzy i)

PATE Ty

Alors on peut écrire

dd‘f = —ul(Ss—Sf*)z +BF(I) (1 L XF(Z)+ F(Z)) . (I1.14)
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dv;

dt

En suite en calculant
ﬂ 1 <1 B I *) dl
dt I*
1 I*
=5 (1= 7)) 387 — G+ D),

) (4 )

On utilise (I1.11) pour remplacer (us +v)I* qui donner :

av; 1 N oo (ST
dtIZI*<1_1>5Sf(1)<5*f(1*)_f*>’

_ [1*55*]6(1*) (XF(Z) Y- XP;/(@ + 1) . (I1.15)

Maintenant calculons la dériver de V. () :

ot [
:/OTCZQ (I(t;S))dS’
:/07_61 I(t—*S) s,
gﬂﬁigg(ét’g),

]*
=9(Y) —9(2),

=Y — Z+In(Z) — In(Y). (11.16)

En combinant les équations (I1.14) et (I1.16) en multipliant par les coefficients déterminés par

(I1.13), nous obtenons :

v - (S8 1 XF(Z)
o T Ff s Tixtif@-—

— Z+1In(Z) — In(Y).
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En ajoutant et en soustrayant la quantité In(X F'(Z)) on obtient

v —m (S -85 ( 1 > XF(2) XF(Z)
— = l——=—-InX 1— 1 F(Z)—Z+WmZ-InF(Z
i~ BfI) S5 + ~ X))+ v + In( v )| +F(2) +In nF(7)
—pp (S —5*)? < 1 > XF(Z)
= —gl=)— F(Z)—Z+IZ—-InF(Z)<NO.
570 55 I\x) -9\~ ) TF@)-Z+mZ-InF(Z) <
O
. , - . o av
D’apres le [11], les solutions limitent a M, le plus grande sous-ensemble invariant, de i 0

on note que C?t/ n’est nul que si X =Y = Z = 1, on particulier cela exige que pour toute
solution dans M nous ayons S(t) = S* et I(t) = I* pour tout t, donc M est constituée du seul
point E*.

Toutes les solutions se convergent a 1’équilibre endémique, d’apres la théoreme (11.3.3) E* est
localement asymptotiquement stable ce que nous permet de conclure que E* est globalement

asymptotiquement stable.



— Chapitre Il
Modele épidémiologie SIR avec retard

distribuée d’incidence d’une fonction non

linéaire

I11.1 Introduction :

La prévalence de la maladie dans une population est souvent décrite par un modele STR
ou la population est subdivisé en trois classe susceptibles infectées et guéris, les formes les
plus simples de ces modelés sont équation différentielles ordinaire (edo) [13] [14], dans [1] un
modele a retard discret est pour tenir compte de la transmission est utilisé d'une période de
latence dans le vecteur et autoriser latence des vecteurs période a varier selon une certaine
distribution donnant un modele avec une distribution retard [30], le retard apparait dans le
terme d’incidence qui est typiquement la seule non-linéarité, le but de cet chapitre est de
présenter une analyse similaire pour les équations avec un nombre borné, ce retard distribué

est une fonction d’incidence générale non linéaire.

111.2 Modele mathématique

On considere le modele STR avec retard d’incidence non linéaire d’une population divisée

en trois classe susceptible, infectieuse et rétablis.

ds
A= I
— 1sS — B / f(S, I)dr,

- 5/ F(S, L)dr — (s + )1, (IIL.1)
dR
e .
pril 1rR




I11.2 Modele mathématique 33

avec les conditions initiales :

S0)eR>0 et I1(0)=¢0) si 0 €] —h,0] avec ¢p € C=C([ —h,0],R > 0)

avec les parametres A, 3, v, 7, k qui interpretent comme suite :

A le recrutement de nouveaux individus se fait de la classe susceptible, a un taux constant, ug
ur ug sont des mortalités des classes respectivement, 7 le temps ou l'infectée devient conta-
gieux, k relativité des vecteurs de l'infectiosité différentes d’age, 8 taux de transmission de la

maladie, v taux de guérison.

L’espace des fonctions continue de [ -h,0] a R > 0 muni de la norme

| ¢ l= SUPge[—h,0] o(0).

Avec
h
/ k(r)dr =1,
0

La théorie standard des équations fonctionnelles différentielles [1 1] peut étre utilisé pour montrer
que les solutions de ((II1.1)) existent et sont différentiables pour tout ¢ > 0.

On a : pour R > 0 x C est positivement invariant

d
S +8)=A=psS = (pr+ 7 < A= ps(S+1)
et ainsi
, A
limsup(S+1) < —
t—o0 us

(Hy) f est une fonction différentiable non négative sur le quadrant non négatif. De plus f est
positif si et seulement si les deux arguments sont positifs.

Les dérivés partielles de f sont notées

af(S,1) of(S,I)

flzias et fzzia] .
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111.3 L’équilibre et le taux de reproduction de base

Pour toutes les valeurs des parametres, 1'équilibre sans maladie est donné par :

A
Eo = (S(),O) ou SD = —.
Ks

et le taux de reproduction de base [7] de ce modele est donné par :

_ B

Ro =
B+

fo(Eo). (I11.2)

La présence et le nombre d’équilibre endémique dépendant de la forme de non-linéarité f, ainsi
que des valeurs des parametres en cherchant des équilibres, nous notons que les équilibres de
I'équation (IT1.1) sont les mémes que les équilibres de systéme équation différentielle ordinaire
correspondant les conditions suffisantes pour I'existence d’un équilibre endémique sont donné

dans [9] [17] [18] ici nous donnons le résultat suivant :
Théoreme III.3.1. Si Ry > 1, alors il existe un équilibre endémique.

Preuve. On cherche les solutions (S*, I*) des équations

ds
B—
dt ’
dl
i 0.
O
On remarque d’abord que
as dlI . .
et = 0= A= ST+ ()" =0,
Donc
A— I
g A (ur+NI"
Hs
Soit
H(r) =5 1y e

dl A
Alors — = 0 chaque fois que H(I*) = 0, ainsi tout zéro de H dans l'intervalle (0, )
dt pr +

correspond a un équilibre avec S*, I* > 0 c’est & dire un équilibre endémique, puisque f(0,1) =

A
S,0) = 0 ensuit que H(0) = 0 et H
f(5,0) que H(0) (m+7

) < 0, la fonction H est continue et donc une
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condition suffisantes pour que H ait un zéro en (0, ) c’est que H augmente en 0, ainsi il

pr + 7y
y a un équilibre endémique si :
dH +
0<—7(0)= T B 1 (E) + Ba(Bo) — (ur +7)- (I11.3)

S

Puisque f(S,0) = 0 pour tout S, il s’ensuit que f;(Ey) = 0 et donc (I11.3) équivalent a Ry > 1.

111.4 Stabilité locale des points d’équilibre

Théoreme II1.4.1. Si Ry < 1 alors Ej est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Nous commengons par linéariser I’équation (II1.1) en Ej

On note que f(.5,0) = 0 pour tout S et donc fi(Ep) = 0, la linéarisation est :

dsS
i —usS(t) 5/ 7) fa(Eo)i(t — 7)dr,

(111.4)
=6 [ KRBl T~ (ur + 7))

La substitution de (S(t),i(t)) = e*(Sp, io) dans (I11.4) donne :
SoreM = —pSpet — 5/ 7) fo( Eo)ipe’ ™ dr,

ioAe’ = 6/ 7) f2(Eo) Zoe)‘(t dr — (1 +’Y>2'0€)‘t-

L’annulation de e* de chaque terme est le réarrangement dans ’équation linéaire homogene

Avec
h
~(A+ns)  —Bh(B) [ ke dr

Ao = h
0 BB [ k) dr = (At s +7)

Il existe des solutions non nulles si et seulement si det(Ag) est nulle, ainsi I’équation caracté-

ristique est :

O+ ) s 471 = B [ b)) =0 (111.5)
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On montre que toutes les solutions A ont une partie réelle négative.

Supposons que ait une partie réelle non négative alors A + ug # 0, aussi

h h
B(Bw) [ k(m)e™dr| < Bf(Ey) [ k(r)ledr,
< Bf2(Ey),
= RO(MI + 7)7

< (,U[""Y),
< A+ pr £l

Donc A ne peut pas étre une solution de (I11.5), par conséquent, toutes les racines caractéris-
tiques ont une partie réelle négative et donc Ej est localement asymptotiquement stable [19],
(chapitre 2) nous donnons maintenant des conditions sur f qui sont utilisées ici pour montrer
qu’un équilibre endémique est localement asymptotiquement stable, et pour montrer qu’il est
globalement asymptotiquement stable, comme pré-condition nous supposons que Ry > 1 ga-

rantissant l'existence d’un équilibre endémique E* = (S*, I*) voir théoreme (I11.3.1)

(Hy)  |f(S,I*) = f(S*, I")|=1|S — S*| pour tout S > 0.

f(5,1)

H: 1
(H;)  pour tout S, 1 > 0, 8. T)

est dans 'intervalle fermé avec extrémités a 1 et I
S* I*
(Hy)  soit f1(S*, I*) > 0 ou fo(S*, I*) < Jc({_;), afin d’apprécier que 'hypothese (Hy)

n’est pas tres restrictive, on considere (Hs) au voisinage S = S*, on déduisant
f1(S*, 1*) > 0. (II1.6)

De méme, considérant (H3) en S = S* et au voisinage de I = I*, on déduit

[0S 17)

T = ST 2 0. (I1L.7)

Nous pouvons maintenant voir que (Hy) exige simplement qu’au moins I'un de (Hs) et (Hs)
conduise a une inégalité stricte, par contre si (Hy) n’est pas satisfait, alors ’équilibre endé-
mique est toujours globalement attractif mais n’est pas localement asymptotiquement stable

car I’équation caractéristique de la linéarisation en E* aura A = 0 comme racine O
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Théoréme I11.4.2. Si Ry > 1 et (Hs), (Hs) et (Hy) sont vérifies, alors tout équilibre endémique

existent et localement asymptotiquement stable

Preuve. La linéarisation de 1’équation (I11.1) & un équilibre endémique E* = (S*, I*) est :

(fzf — psS(®) 5/ DIA(E)SE) + fo( E)i(t — 7))dr,

(IIL.8)
L= 5 [ KOUAE)SE) + F(B)ilt — DT — (a1 +2)ilh)

Nous démontrons que tout les zéros de ’équation caractéristique ont une partie réelle négative.

Afin de trouver I'équation, nous substituions (S(t),i(t)) = e*(Sp, ig) dans (II1.8) pour obtenir

SN = —p1s806™ = 3 [ B LA CE)Soe + oot
(I11.9)

ioAeM — 3 / A E) S + fol B )i dr — (ur + 7)ige™.

L’annulation de e* de chaque terme est le réarrangement dans I’équation linéaire homogene

A SO —0
2
Ou
L[ msEanE) BR(EY) [ ke dr
SR(EY  BR(EY) [ ke dr - (Ot +7)

Il existe des solutions non nulles si et seulement si det(A)est nulle, ainsi I'équation caracté-

ristique est :

(A4 s + BAHE)) A+ pr +7) = (A+ ps) (Bf2(E7) /Oh k(r)e™*7dr) = 0. (I1.10)

Puisque (H») et (Hs) vérifiées les inégalités (I11.6) et (II1.7) sont satisfaites on utilisant I’équa-
tion d’équilibre pour remplace f(E*) dans (II1.7), ensuite

0<BfH(E)<u+~v (II1.11)

Supposons que A soit solution de (II1.10) a partie réelle non négative.
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Ensuite en utilisant (I11.6) et (II1.11) en déduit :

h h
[+ )L B) [ k(m)e™dr] < [N+ pislBFa(E) [ k()le™dr,
< A+ pslBf(EY),
< A ps|(ur + ),

<A+ ps+ BAENN+pr+7)]. (1IL12)

et donc I'équation (II1.10) n’a pas de solution A\ de partie réelle non négative que si toutes les

inégalités de (I11.12) sont en fait égales.

L’inégalité finale est stricte sauf si fi(E*) = 0 (etA = 0), Pavant derniére inégalité est stricte

sanf fo(E*) = [(~.

qu'au de (I11.10) doivent avoir une partie réelle négative. Ainsi I’équilibre endémique E* est

), Phypothese (H,) implique ¢’un moins un est stricte et donc les solutions

localement asymptotiquement stable.

111.5 Stabilité asymptotiquement globale pour Ry < 1

L’expression pour Ry donnée dans I’équation (I11.3) dépend de comportement de f prés de
I’équilibre sans maladie Ej, qui est localement asymptotiquement stable pour Ry < 1, résultats
sur la Stabilité globale pour Ry moins que I'on exigera nécessairement d’autres hypotheses sur

la forme de f.

(Hs) (S = S0)(f2(S,0) = f2(Sp,0)) = 0 pour tout S > 0.

(Hg)  f(S,I) < 1f5(S,0) pour tout S, I > 0.

(Hz1) (S = So)(f2(S,0) — f2(S0,0)) = 0 pour tout S > 0 avec égalité seulement si S = S.
(H72)  f(S,I) < Ify(S,0) pour tout S, I > 0.

]

Théoréme II1.5.1. Supposons que (Hs) et (Hg), sont vérifies si R < 1, alors ’équilibre sans
maladie Ej est globalement asymptotiquement stable, si Rg = 1 et que I'un de (H71) et (Hrz)

est vérifie, alors Ej est globalement attractif.
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Preuve. On définit la fonction de Lyapunov comme suit U, (¢), qui sera I'un des termes im-

pliquées dans une fonctionnelle de Lyapunov U soit :

U, (t) = /OhV(T)I(t _7)dr.

-y / " K($)ds. (IIL.13)

Notons que V(7) > 0 pour 0 < 7 < h puisque le support a une mesure positive prés de h, et
donc I > 0 implique U, (t) > 0 avec égalité si et seulement si I est identique zéro sur l'intervalle

[t — h,t]. On dériveU,

U4
=iy Vo=
:/ VT—It—T)dT,

:—/ —It—T)d

Par intégration par partie, on obtient :

dU.
dt+:_ (1) t—7'|0—|—/ VI(t — 7)dT.

av
De (I11.13), il résulte que V(h) = 0 et o= —BK(7), en utilisant ceux-ci ainsi que l’expression
T

pour V(0) nous trouvons :

dU+ — 3 / —I(t - 7))dr. (I11.14)

En suite rappelons que (H;) requirent que f(S,I) soit positif si S et I sont tous les deux
positifs. Combiné avec (Hg) cela implique f5(S,0) > 0 pour S > 0, ce qui permet de faire la

définition suivante sans Grainte de division par zéro soit :

Glx)=z— 5 — Sg: ];?z((io’o()))da.
Alors
dG fQ(S(), 0)

dr — fo(x,0)
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Ce qui (Hj) implique des changements de non positif & non négatif lorsque = augmente jusqu’a

So, ainsi G minimisé en Sy avec G(Sy) = 0, ainsi G(x) = 0 pour tout x > 0 soit :

U(t) =G(S(t)) + I(t) + f2(S0,0)UL(t).
Alors U(t) est non négatif pour S > 0 et I > 0 en utilise ((I11.14)) et A = ugSp, on obtient :

AU [ faS0.0)\ dS  dI dU.
dt‘(l f2(50)> a f<5°’)dt

a
_ ( ?2?’0 ) ( / dT) 4 (5 /Ohk:(T)f(S, L)dr — (Mﬂ)[)

+B1u(50,0) [ K(r)(I — L),
— _us(S — So) (1 _ f2(500)> — (s + ) + f2(S0,0)8 /OhK(T) (f(fl I re IT> dr,

f2(5,0) f2(5,0)
f2(5070)> h (f(S,Ir) )
=~ (S = S0) (1= 2222 ) 4 (ur + 1) I(Ro = 1) + (S0, 008 | K (7 ~ L) dr
5 = 50) (1= ) b G 1o = 1)+ (50,00 [ () (5D
A A d
On rappelle que limsup(S + I) < —., soit Ag =< (5,1) € (0,—) x C': aw_ 0¢.
t—00 us s dt

Et soit My le plus grand sous ensemble invariant de Aj.
Si — est non positif, alors le théoreme de Lyapunov — LaSalle [¢] implique que chaque point

dt
limite oméga est continu dans M.

111.6 Stabilité asymptotiquement globale pour R > 1

Dans cette section nous résolvons la stabilité globale pour R > 1, étant donné que certain
hypothése sur f sont satisfaites, on rappelle que le théoreme (I11.3.1), implique q'un équilibre

endémique E* existe si Ry > 1 O

Théoréme II1.6.1. Supposons que Ry > 1, et que (Hs) et (Hs) soit maintenus alors I’équilibre
endémique E* est unique et toutes les solutions pour lesquelles la maladie est initialement pré-

sente tendent vers E*. Si (Hy) est également vrai, alors E* est globalement asymptotiquement
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stable.

Preuve. L’'unicité de E* décoléra du fait qu’elle est globalement attractive, nous travaillons
maintenant a démontrer Uattractivité de E*, 'évaluations des deux nombres de (I11.1) en E*

donne

A= psS*+ 3 /0 " K (S ) (IIL.15)

et
(s +y)I* = ﬁ/th(T)f(S*,I*)dT. (I11.16)

Qui seront utilisée comme substitutions dans les calculs ci-dessus- laisser

g(x) =2 —1—Inz.

et
Vs(t) = S(t) — 5" — ;(t) mda.
Vi(t) = I*g (Il(t)> | (II1.17)
Vi) = [ a(r)g (”t; 7)) dr
Ou

a(r) = f / " K(S)F(S*, I*)dS. (IIL18)

Notons que (Hj) implique Vg > 0 avec égalité si et seulement si S = S*.

De plus g : R.g — Ry a la strict minimum globale g(1) = 0, ainsi V;(t) > 0 avec égalité si et
seulement si I = I*, de méme puisque « est positif sur [0, h] et I(¢) est continue pour ¢ > —h,
il s’en suit que V; > 0 avec égalité si et seulement si I(t — 7) = I* pour tout 7 € [0, h], nous

étudions le comportement de la fonctionnelle de Lyapunov

V(t)=Vs+ Vi + V. (II1.19)
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S(t I(t I(t —
Ce qui satisfait V(t) > 0 avec égalité si et seulement si SE*) = ;k) =1cet ( I ™)
pour tout 7 € [0, h], pour plus de clarté les dérives de Vg, Vi et V. sont calculées séparément

=1

puis combinées pour obtenir —.

dt

dVs _ [, _ f(57. 1)) dS
at — \" f(S,I*) ) dt’

:<1_m></1 1sS — 5/ Sl)d)

Utiliser (I11.15) pour remplacer A donne

WVs ([, f(57,1) - i
S = (1 f(w)) ( )+5/ (8, 17) = (S, 1.))d )
B o, fsT) o HsnT) f(S.1,)
= ns(§ =8 )< REND )* 51 >< f(SJ*)> <1_ f(S*,I*))dT’
— _us(S — §%) ( i}]j ) +8 F(S%,1%)
S S8 L) fSL)Y
(1 f(S, [*) f(S*,[*) + f(S, [*)> dr. (IH.QO)

En suite nous calculons d—tf

de_(l_f*)df
dt I) dt’

Zﬁ/oh[( SI)dT—(ul—i—’y)[)
< 0 f(S f)

N
]
I I
— T — I .
7 T (NI g )
Utiliser (II1.16) pour remplace (u; + v)I* qui donne

dvf _ ( ) 8 / £(5°,1) (Jf((g?)) - ;) dr,

_ 5/ F(S5,T%) (M - I[ - 1]{((55 [[>) + 1) dr.  (I11.21)

calculant maintenant la dérive de V, ()
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dc‘l?_dt/ ( t_ﬂ)dT’
_/ j < :T)>d7,

_ _/0 a(T)dTg< t]_* T)>d7.

En utilisant I'intégration par partie, nous obtenons

Voo g (K)o o (10,

da

De (II1.18) il résulte que a(h) =0 et d—(T) = —[K(T)f(S*,I"),
T

on remplace pour ces derniers et pour «(0), nous obtenons

dV+_5/ F(S*, 1) < <I]*) —g(j(t]:7)>>dr,

_5/ f(5%, 1) (I—I%—I(I)—In(;))dr.

I~ I* I*

En combinant les équations (I11.20) (I11.21) et (II1.22), on obtient

av . 5* )
Y s (1A o

avec

fes 1) fS L) It (S L) I

C(r)=2- + i - =
D2 s T TRe )T
En ajoutant et en soustrayant la quantité 1+ In m +In

F(S*,1%) . f(S5,I) I* f(S,1,)
( S 7 T ) * (1_If(5*71*) o

( nden),

S,I
(8%, I7) I f(S,I,) I, f(S, 1)
(fSI* ) (1f(S*,I*))_g<l*>+g<f(5,l*)>'

f(S*, I"C(7)dr,

I, I
+1In (I*) ln(]*)
];((‘S;’]]:))’ on obtient
I* f(S, I,
T f(S I+

(111.22)

))>> +(1—§:+1n§1
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Puisque la fonction g est monotone de part et d’autre de 1 est minimisé en 1 (Hj3) implique

v
, puisque g > 0 nous avons C(7) < 0 alors (Hs) implique o < 0, d’apres [3] les solutions

av
tendant vers M, le plus grand sou-ensemble invariant de i 0} pour que s soit égale a

zéro il faut avoir S = S* et K(1)g (3%) —0

I
pour presque tout 7 € [0, h] c’est-a-dire K(7) = 0 ou f(S*,I;) = f(S*,I*)— presque par-

I*
tout.

Puisque S = S* dans M nous avons o 0 en chaque point de M, soit

0=A—psS” —B/ S, L)dr,

I
— A= pgS* — 5/ S*]*)]d
—A- MSS*——B/ £(S*, 1)dr.

Cela détermine que I est constante et donne en fait I = I'* pour tout ¢. Ainsi, chaque élément
de M satisfait S(t) = S* et I(t) = I*. On peut conclure que tlim(S(t),](t)) = (S*,I") = E*
d’apres théoreme (I11.4.2), si (H,) également vérifies, alors E* est localement asymptotique-

ment stable, et il s’ensuit maintenant qu’il est globalement asymptotiquement stable.

Remarque :

Si ’équation (I11.1)est modifiée pour avoir un retard infini, alors le calcul de base de la fonc-
tionnelle de Lyapunov toujours, tant que le noyau de retard K est limite au dessus pour une
fonction exponentielle décroissante et que 1’espace de phase est choisi peut étre un espace mé-
moire d’évanouissement appropriées [2, 12, 15].

Cependant, il devient nécessaire de prouver une persistance uniforme méme alors, puisque les
conditions initiales pourrait impliquer que I(.) soit nulle sur les ensembles de mesure positive
la fonctionnelle de Lyapunov ne serait pas définie pour ces conditions initiales comme le délai

est infini, le probléme persisterait pour toujours ainsi, il devient nécessaire de faire le calcul
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de Lyapunov pour les solutions situées dans les ensembles limites oméga ( ou attracteur ), qui
par persistance uniforme sont bornée a partir de zéro. Cela montrerait que les solutions dans
I’attracteur se limitent a 1’équilibre endémique E*.

En suite on argument que I’autre solution doit aussi se limiter a E*. Voir [23] pour un exemple

de cette approche. O



Conclusion Générale

Dans ce travail, nous avons effectué I’étude d’un modele d’épidémie STR retard avec un taux

d’incidence généralisée, ou le délai représenté par la période d’incubation.

Le taux de reproduction de base R est obtenu et déterminé si la maladie est éteinte ou non.

Dans le deuxieme chapitre on a étudié le cas d’une maladie infectieuse décrite par un mo-
dele STR avec retard, nous avons étudié le taux de reproduction de base, ensuite on a présenté
des résultats pour la stabilité globale de point d’équilibre endémique.

Dans le troisiéme chapitre on a analysé le modele épidémiologique STR avec retard et incidence

non linéaire générale et on a prouvé que :

1. La stabilité locale des points d’équilibres si Ry < 1 I’équilibre sans maladie est localement
asymptotiquement stable de plus, si R est supérieur a 1 I’équilibre endémique est localement

asymptotiquement stable.

2. La stabilité globale pour Ry est inférieure et supérieure a 1 et La méthode de fonction-
nelle de Lyapunov était utilisée pour élaborer la stabilité globale de I'équilibre sans maladie et

de I’équilibre endémique.
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