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Introduction I

Les mathématiques sont de plus en plus présentes dans diverses disciplines et
notamment en biologie. La modélisation en biologie a commencé a étre utilisée en
dynamique de population, afin de modéliser non seulement la croissance des popu-
lations, mais aussi les différentes interactions qui peuvent exister entre elles.
Modele de Malthus
Ce modele a été proposé par Thomas Malthus en 1798, il suppose que la population
possede un taux de croissance r constant, ( 7 = la différence entre taux de natalité
et taux de mortalité ), car la population est supposé isolée c’est-a-dire aucune mi-
gration n’est envisagée.

En désignant par N(t) la taille de la population étudie a Iinstant ¢.

La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :
N(t) = rN(t) avec N(0) = Np.
La solution de cette équation différentielle est donné par :
N(t) = Nyexp(rt).

Modeéle de croissance logistique

C’est suite aux considérations précédente, que le biologiste belge Pierre-Frongois-
Verhulst propose en 1838 un modele amélioré, tenant compte de la limitation imposée
par D'effectif croissant de la population, il suppose que le taux d’accroissement par

capita de la population est donné par :

N(t) =rN(t) (1 - N;?) :

K :la capacité limite du milieu .

La solution est donné par :

N K exp(rt)
VK 4 No(exp(rt — 1))

N(t)

Le systeme de proie-prédateur a été imaginé par Volterra en 1925 pour modéliser

I’évolution de sardines et des requins dans la mer Adriatique. Un modeéle similaire



a été développé par Lotka, un scientifique américain a la méme époque. Ce modele

se présente sous la forme de deux équations différentielle [11].

t=uz(a—by),
y':y(—C—i—d%),

avec a,b,c,d > 0 et z(0) > 0,y(0) >0, ou :

x : représente la densité de proies .

y : représente la densité de prédateur .

a : représente le taux de croissance de population x(t) .

¢ : représente le taux de décroissance de population y(t) .

b, d : représente le taux du l'intéraction entre les deux populations .

Le modele de Lotka Volterra prévoit des centres, qui sont structurellement instables,
cela veut dire que ce dernier admet des solutions périodiques .

Notre objectif est de connaitre I’évolution des quantités x et y au cours du temps t.
Dans le premier chapitre, on va rappeler quelques définitions et propriétés fondamen-
tales a propos de I’étude des équations différentielles ordinaires, qui seront utilisées
directement dans la suite de ce mémoire, citons par exemple : ’équation autonomes,
solutions (locales-globales-maximales), théoreme de Caushy-Lipshiz, points d’équi-
libre, notions sur la stabilité, fonctions de Lyapunouv et de Lambart ... etc.

Le deuxieme chapitre, porte sur I'application des notions introduites dans le pre-
mier chapitre. L’étude sera sur 'analyse qualitative des solutions du systéme proie-
prédateur.

Dans le troisieme chapitre, on va introduire le systeme des équations différentielles

ordinaires avec impulsion.




Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Généralités sur les équations différentielles

Soit le systéme suivant :

&= f(x(t)), t € [0;0] (1.1)
z(0) = xg

Ou f: ) — R" est une fonction donnée (2 est un ouvert de R", xp € Q et b € RY.

Définition 1.1.1. [//
La fonction x € C*(Q) est dite solution de (1.1) si x vérifie le systéme (1.1).

Définition 1.1.2. (Systéme invariant) [7]
Un systeme dynamique est dit invaraint dans le temps ou tout simplement invariant
st son équation d’état ne dépend pas explicitement du temps t.

Sinon le systéme est dit variant dans le temps.

Définition 1.1.3. (Systéme autonome) [7]
Un systeme dynamique invariant dans le temps est dit autonome si son équation

d’état ne dépend que de l'état x(t), elle est donnée par :

&= f(x(t)),

sinon le systeme est dite non - autonome.



1.2. PROBLEME D’EXISTENCE

La fonction de Lambart

Définition 1.1.4. [15]

La fonction W de Lambert, c’est la fonction réciproque de f définie par :
VzeC f(2) = ze&* = W(2)e"® = 2

Corollaire 1.1.1[18]

Wo(z) satisfait I’égalité suivantes —1 < Wy(z) <0, Vz € (—e1,0).

1.2 Probléme d’existence

Existence locale

Probléeme de Caushy
Un probleme de Caushy est la donnée d'une équation différentielle et d’une condition

intiale, ¢’est donc un probléme du type :

&(t) = f(t,2(t)), (1.2)

[L’(to) = Xy,

avectg € I , xg € Qet f: 1 x ) — R” une fonction continue.

Théoréme 1.2.1. [7]
Si f est continue sur §) et s’il existe une constante | > 0, Vay,xo € § , il existe

t >0 telle que
| f(a1(t) = f22()) [|[< U] 21 — 22 ],

alors le probléme (1.2) admet une solution mazimale et elle est unique.

Existence globale

On peut parfoit montrer que toutes les solutions maximales de probléeme du
Cauchy (1.2) sont globales. C’est le cas si la fonction f est définie sur R™ et si
elle est globalement Lipschitzienne : car alors il n’y a pas de risque de sortir de son

domaine de définition, ni du domaine de validité de sa constante de Lipschitz.

8



1.3. NOTIONS SUR LA STABILITE

Théoréeme 1.2.2. [7]
Soit f € C(I xR™) et globalement lipschitzienne par rapport a y alors, quel que soit
(to,yo) € I x R™, il existe une unique solution globale ¢ : I — R™ du probléme

(1.2). De plus, toute solution locale est une restriction de celle-ci.

1.3 Notions sur la stabilité

On considére des systemes dynamiques (ODE autonomes) possédant une position

d’équilibre unique.

Stabilité des équilibres

Soit I’équation différentielle

T = f(x). (1.3)

Définition 1.3.1. (Point déquilibre ) [15]
Le point x* est un point d’équilibre (ou état d’équilibre ) du systéme(1.3) s’il est
solution du systéme d’équation ©(t) = 0 tel que

f(z*) = 0.

Définition 1.3.2. [17]
L’équilibre x* de (1.3) est dit instable s’il existe € > 0 pour tout n > 0 tel qu’il existe

une solution x(t) de (1.3) vérifiant

| z(0) — 2" ||<n =] z(t) — 2" ||>e Vt>0.

Définition 1.3.3. [17]
L’équilibre x* de (1.3) est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et s’il existe

r > 0 tel que pour toute solution z(t) de (1.3) on a

| 2(0) —a* [|<r = lim_| a(t) —a* |=0.




1.4. PRESENTATION DE LA STABILITE PAR LINEARISATION

1.4 Présentation de la stabilité par linéarisation

On sait déja que 1’étude de la stabilité dans le cas des systemes non linéaires pose
un probleme tres difficile; en effet, en raison de leurs comportements assez compli-
qués, les méthodes utilisées dans le cas linéaires ne sont plus applicables. Cependant,
Lyapunov et autres ont remarqué par ’étude des trajectoires des courbes intégrales
au voisinage de 1’équilibre que dans la majorité des cas, les points d’équilibres des
systemes non linéaire peuvent étre ramenés aux méme type de points d’équilibres
des systemes linéaires.Donc 1'étude d’un systéme linéaire est aisée puisqu’elle se ré-
sout dans un critere purement algébrique. De ce fait, la méthode la plus classique
pour la determination de la stabilité non lineaire du point d’équilibre se réduit a la
linéarisation du systeme (1.1) en point d’équilibre z* C R".[19]

On pose le développement de Taylor comme suit :
i(t) = Dy(x")x + O (|2]?)

Puis, pour répondre aux questions de stabilité, il convient de consdérer le systéme
linéaire associé a (1.1)

&= Dy(z")x. (1.4)

Notons que Ds(x*) est la matrice jacobienne de f au point x*

of1(z*) of1(z*)
ox1 Oxp
Dy(x*) = : :
Ofn(x*) . Ofn(z")
or Oxp

Sous quelles conditions les systémes (1.1) et (1.4) sont-ils équivalents ?

Théoreme de linéarisation classique

Théoréme 1.4.1. Considérons le systeme (1.1), soit x* = 0 un point d’équilibre de f
ou f est continue et différentiable dans un voisinage D C R™ contenant l’origine. La
linéarisation du systéeme (1.1) autour du point d’équilibre donne le systéme linéaire

sutvant :
T = Ax

z(0) = xg

10



1.5. STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

o A= %|$:x*, est une matrice carrée d’ordre n .

Soit Ay, ..., As(avec s = 1,....,n) les valeurs propres de la matrice A alors :

1. Siles valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives

alors ’équilibre x* est stable.

2. Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement néga-

tives alors [’équilibres x* est asymptotiquement stable.

3. Si l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors [’équilibre

x* est instable.

1.5 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit I’équation différentielle suivante :

T = f(x) (1.5)

ot f:Q — R" est une fonction donnée, et Q0 un ouvert de R™ tel que 0 € €2, et
£(0) =0,
Soit x* = 0 un point d’équilibre de (1.5) et V : Q@ — R™ une fonction définie au
voisinage Q de lorigine et ademettant des dérivées partielles continues [17].
On note par

V= S @) = 3 S @) hi)

=1

La dérivée de la fonction V dans la direction du champ de vecteur f. Cette dérivée
s’appelle aussi la dérivée de Lie de V' et se note LyV. Pour toute solution x(t) de

(1.5) on a :

Définition 1.5.1. [17]
Soit Q un ouvert de R™ tel que 0 € Q2 et V : Q — R une fonction différentiable sur
€2/{0}.
1. 'V est dite définie positive si :
V(0)=0
V(u) > 0 pour u € Q/{0}

11



1.5. STABILITE AU SENS DE LYAPUNOV

2. V est dite définie négative si —V est définie positive.

3. 'V est dite semi - définie positive si :
V(0)=0
V(u) > 0 pour tout u € Q.

4. V est dite semi -définie négative si -V est semi -définie positive.

Théoréme 1.5.1. (Stabilité au sens de Lyapunov)[l7]

L’origine du systéeme (1.5)est stable au sens de Lyapunov s’il existe une fonction
V(z) tel que :

(i) V(z) est définie positive.

(ii) V(z) est définie négative.

Une telle fonction est dite fonction de Lyapunov.

Preuve:
Puisque V est définie positive dans €, il existe une sphére de rayon r > 0 contenue

dans ) telle que :

V(z) >0 pour r#0 et lz| <,

V(z) <0 pour lz| <r

Soit x la solution de l’équation différentielle & = f(x) pour x(0) = x¢ ot f est sup-
posée localement lipchizienne, alors par le théoreme de Cauchy-Lipschits, la solution

existe pour
0<t<tr

Cette solution peut-etre continue pourt > t*, et on note par ty, la plus grand valeur
de t pour laquelle la solution existe.

1l y a deuz possibilités, soit t; = oo ou bien t; < oco.

On peut montrer que pour |xo| est suffisamment petit que t; = 0o.

En effet, par la définition de la dérivée

T lat) = Vi), 0<t<n,

12



1.6. PORTRAIT DE PHASE

On peut intégrer cette équation, ce qui donne :

Puisque V est définie négative, cela veut dire que
0 < V(x(t)) < V(xg) pour 0<t<ty

Soit € telle que 0 < e < r, et soit S la sphere fermée avec un rayon intérieur € et un
rayon extérieur r.
Par continuité de V', et puisque S est fermée, p = mingesV (x) existe et il est
strictement positif.
Puisque V(x) — 0 quand |x| — 0, on peut choisir § avec 0 < § < u tel que pour

|zo| < &, on ait V(xg) < p alors que 0 < V(x(t)) < V(xg) < p, pour 0 <t < 1.

Théoréme 1.5.2. (Stabilité asymptotique au sens de Lyapunov) ([17])
L’origine du systeme(1.5) est asymptotique stable s’il existe une fonction V(x) telle

que :
(i) V(z) est définie positive.

(ii) V(z) est définie négative.

1.6 Portrait de phase

Soit le systeme différentiel sous la forme suivante :

#(t) = fi(z,y) (1.6)

ot f1 et fy sont des polyndmes en point (x,y) d coefficients réels.

Définition 1.6.1. [10]

Le portrait de phase est [’ensemble des trajectoires dans [’espace de phase. En par-
ticulier, pour les systémes autonomes d’équations différentielles ordinaires de deux
variables. Les solutions (x(t),y(t)) du systéeme (1.6) représentent dans le plan (z,y)

des courbes appelées orbites. Les points critiques de ce systeme sont des solutions

13



1.7. UN MODELE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

constantes et la figure compléte des orbites de ce systéme ainsi que ces points cri-

tiques représentes le portrait de phase et le plan (x,y) est le plan de phase.

Définition 1.6.2. (Solution périodique) [10]
On appelle solution périodique toute solution x(t) = ¢(t) de ’équation (1.6) telle
qu’il existe un nombre T', vérifiant ¢(t+T) = ¢(t) . Une solution périodique de (1.6)

correspond a une orbite (courbe ) fermée dans l'espace des phases .

1.7 Un modele d’une équation différentielle im-
pulsive

Soit le systeme différentiel impulsif suivant :

z(tf) = xo

Ou f(t,z) est une fonction réelle définie sur D = R, x Q, D est un domaine dans
R?, {I;} est une suite de nombres réels pour v € ) , et {6;} est une suite de nombres
réels qui satisfant 0; < 6;,1 et

lim 6, = o0,
1—+00

discontinuités du premier type aux instants 0; satisfaisant la condition
szx(@f) —x(@;) =1 (x(@i_)),

avec

z(0F) = lim x(t) et z(0;) = lim x(t),

t—>0; t—<0;

on suppose également que f(t,z) € C(D) et I;(x) € C(Q).

Définition 1.7.1. [15]
Une fonction réelle x(t) est appelée une solution de (1.7) sur [to,to+T), T >0, si :

(i) z(ty) = o et (t,z(t)) € D pourt € [to, to +T).

14



(ii) x(t) est continument différentiable et satisfait x (t) = f(t,z(t)) sur chaque sous

intervalle de [to,to + T ) ne contenant pas 0;.

(i) x(0]) = x(6;) + L;(x(6;)) pour 0; € [to,to+T), avec (6’{ = x(@z)) :

On note que le probléme auzx valeurs initiales (1.7) est équivalent a ’équation

intégrale suivante :

z(t) = xo + /tot f(s,z(s))ds + il} (z(6;)) .



Chapitre 2

Application du systeme

proie-prédateur sans impulsion

Dans ce chapitre, on va étudier la dynamique d’un systeme continu de dimension
deux, on va analyser la bornitude des solutions positives, la stabilité locale et la

stabilité globale des points d’équilibre positifs.

2.1 Présentation du modele

On va s’intéresser a un modéle de type proie-prédateur :

i = a(t) [a — by(1))
i =) [t — (2.1

avec les conditions initiales : ©(0) >0, y(0) >0, A >0,a>0,b>0 et h > 0.

x(t) : représente la densité de la population des proies a linstant t .

y(t) : représente la densité de la population des prédateurs a l'instant t .

a : représente le taux de croissance de la population de proie en absence de prédateur.
b : représente le taux de prédation.

d : représente le taux de mort de population de prédateur en absence de proie .

A @ représente le temps de chercher pour les proies.

h :représente le temps de capturer les proies.

Pour des conditions biologiques du systeme (2.1) , A > dh.

16



2.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

2.2 Existence des solutions

Existence locale

On va démontrer existence et l'unicités du solution maximale de (2.1).

T
Posons u = )
Y

Le systéme (2.1) devient

avee f(w,y) = (2(t) [a — by(D)];y(t) [25sds — d]) oi (2(0),y(0)) = (0, y0).
Soit (x(0),y(0)) C ([0,T),R?) un voisinage de (zo,y0) tel que :

V(xo,90) = {(z,y) € R*\ |z — x| < v et |[y —yo| <0} ov > 0,0 >0, muni d'une

norme || u||=| (z,y) || = |=| + |yl|, Yui,us € V(x0,40), on trouve

y1(OAbz1(t)  yo(t) Abxa(t)
I F((0) = Flua) | = [ afer = aa) = bl — )+ S0 BIOEHEE iy — ) |

< alry — w4+ blyr — ye| + dlyr — yo| + AbR|z132| Y1 — Yol + Ab|y1||71 — 22
+ Ab|za||lyr — val
< (a4 Aojwrl) |x1 — zo| + (b + d + Ab|xal) |y1 — yo
< ki|zy — zo| + kalyr — yo
< K (| — w0 + y1 — v2l)
ot
k1:a+)\b|y1| et ]{?2:b+d+)\b|$2|,
et

K =max(ky, k),

d’aprés la théoreme de caushy liptschiz f est localement liptschizienne, donc le sys-

teme (2.1) admet une unique solution mazimale .

(z(t), y(®)) € C([0,T),R?).

17



2.2. EXISTENCE DES SOLUTIONS

Existence globale

Pour existence globale, on utilise la proposition suivante :
Proposition 2.2.1
Soit H : R?> — R définie pour x,y > 0 par :

H(z,y) = 2In|1 + bha| — dln|z| — aln|y| + by,

ot; a,b,h, A > 0, alors H est une intégrale premiére pour le systéme (2.1) i.e si
(x(t),y(t)) est solution de (2.1) sur [ 0, T) alors ¥ t € [0,T) ,H(x(t),y(t)) = cst.
Preuve:

Pour trouver lintégrale premiére de systéme (2.1) , on a

_x a—by

y N Yy ﬁiﬁw —d

&z (a—by)

g yax(\b—dbh) —d

Ty [x(Ab — dbh) —d] = yz(a — by)(1 + bhx)
T dbhi ay

Ab — dbh — —= — by
( ) bhx x + 1+bhx vy
t(s)ds /t t(s)ds /t bhi(s / y(s)ds
(Ab dbh)/o 1 + bhax(s) d o x(s) d o 1+ bh:c
Ab — dbh 1+ bh
[(bhw In|1+ bhz|+ dln Toh = aln|l + bhx| — by + const

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

H(x,y) = 21n|1+bhx| —dln|z| —aln|y| + by = const

Proposition 2.2.2

On tout point M(x,y) le gradient de H est perpendiculaire au champ des vecteurs
T

U= , ot (x,y) est une solution du systéme (2.1).
Y

Preuve:

On a le gradient de H :

18
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2.3. LA BORNITUDE DE SOLUTION MAXIMALE

alors, on a
‘ Ab d Abx(t) —a
o _ B o d _Aoxt) -~
<, VH(z,y) > (ax — bxy) (1 e x) +y(t) <1 + bha(t) d) ( (] +b> 7
‘ ax\b ax\b
<u,VH(z,y) > = + bhx +bdy - 1+ bhx v

1
<u,VH(z,y) > = 0,

d’ou le gradient de H est perpendiculaire au champ des vecteurs (i,y)" pour le

systeme (2.1).

2.3 La bornitude de solution maximale

La connaissance de ['intégrale premiére H nous permet de montrer que (x,y) est
bornée.
Proposition 2.1.1

La solution mazimale (z(t),y(t)) est bornée.

Preuve:
Soit
A
f(a:)zﬁln|1+bh3:\—dln|3:| et g(x) =by —alny

Prenons

i 1 (A " b

fl@)=f(@) =5 |5 +d)In(l+dha) et g(y) =9(y) - 5y
On a ) .

1
Foy— -4 (ird)nd (3 —d)hbe —2d
x 1 + bhx 22(1 + bhx)

2d

WO @ors f(x) >0, on

FA>0tel queVz € A, on a f'(z) >0 pour z >

flz) > ; (2 - d) In(1+ bhx).

La méme chose pour

9’(y)=9—9=by_2a
2y 2y

Y

E|B>OtelqueV:L‘€B,0na§’(y)>0p0ur’y>%‘let§>00dg(y)>%y alors

19



2.4. POSITIVITE DES SOLUTIONS

9(y) > 3y
Alors
1(A
flz)+g(y) > 3 (h — d) In(14 bhz) + -y,
by 1 /A
1/(A
H(zo,y0) > 3 (h - d> In(1+ bhz), car H(xo,y0) = H(x,y) = const.
<6)\_2th(3707:[/0) 1)
<
v b
Et pour y on a
1 /A by
H — |- — 1+ bh —
(x,y) > 5 (h d)ln( + bhx) + 5
b
H(z,y) > g
2
y < BH(IanO)>
Finalement, on obtient :
=5 H(=0.v0)
0 <z < maz{A, = bh) ’ Uy

et

0 <y < max{B,2H (0, y0)}-

2.4 Positivité des solutions

Théoréme 2.4.1. [15]
1. (0,0) est un point d’équilibre trivial de systeme (2.1).
2. Sixg >0 (resp. yo >0 ) alors ¥Vt € [0,T) on a x(t) >0 (resp. y(t) >0 ).

Remarque 2.4.1. Pour o = 0 ( resp. yo = 0) (2.1) a une solution demi-triviale

(0,90~ %) (resp.(0, zoe™)).
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2.5. COMPORTEMENT AU VOISINAGE D’UN POINT D’EQUILIBRE

Preuve:

Si xg =0 le systéme (2.1) devient :

—
=-
—~
~
~—
il
=

y(t) = —dy(t) (2.4)

D’ot on trouve
i(t) =0= [li(s)ds = [} 0ds = x(t) — 2(0) = 0 = 2(t) = 7 = 0.
Alors
tg ¢
g(t) = —dy(t) — / Yar = / —ddt,
0y 0
= Inly(t)| = —dt +c,

= y(t)=Ce ™.

—dt) .

Y

Or y(0) = C = vy, donc y(t) = yoe~% La solution du systéme (2.4) est (0,yge
donc ¥Vt € [0,T) , z(t) = 0 on voit ainsi que les ensembles de la forme {0}x]0, yo]

sont des trajectoires .

2.5 Comportement au voisinage d’un point d’équi-
libre

Théoréme 2.5.1. [15]

Le systeme (2.1) admet deux points d’équilibres qui sont :

d a
0(0,0) et W(()\b—bdh)’b)

Preuve:

Les points d’équilibres sont obetenus en résolvant le systeme suivant

alors
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2.5. COMPORTEMENT AU VOISINAGE D’UN POINT D’EQUILIBRE

d
r = ———"F
ou o — bdh

Ce dernier admet deux points déquilibres, un point d’équilibre trivial O(0,0), et

autre point d’équilibre W(m, 2

Etude de stabilité O(0,0)

Théoréme 2.5.2. [15]
1. Le point d’équilibre O est instable .

2. Le point d’équilibre W (/\bjﬁ, %) est un point-col .

Preuve:

1. Etudier la stabilité locale de point O(0,0) est déterminé par les signes des
valeurs propres de la matrice jacobienne au voisinage de O .

Notre systeme est donné par :

#(t) = fi(z,y),
y(t) = falz,y)

La matrice jacobienne autour de (x*,y*) est

T e e
Lot y) Yy

L’équation caractéristique associe au matrice jacobienne est donné par :

A —trA+det =0

alors les valeurs propres de cette équation sont :

tr £ Vtr?2 — 4ddet
2

Ao =

La matrice jacobienne au voisinage de (x,y) est :

Dy(e.y) a— by —bx
Y = Ab Abz
(1+b£LJx)2 —d+ 1+bhx
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2.5. COMPORTEMENT AU VOISINAGE D’UN POINT D’EQUILIBRE

Alors la matrice jacobienne au voisinage de Oy est :

a 0
D¢(0,0) = ( . d)

AM=a>0 et h=—-d <0

Les valeurs propres sont :

Sachant que \MAy < 0 ,l’une des valeurs propres est de partie réelle strictement

positive alors le point critique O ( 0,0) est instable.

2. La matrice jacobienne au voisinage de W()\b%ddbha %) )
0 _—d_
ay A—dh
Di(s5am §) = ( aQb-dbh) )
b2
alors
. lad(Ab — dbh
)\1 =1 ()\>7
d(A\b — dbh
Ao = —1 a()\)7

dans ce cas, on peut rien dire sur la stabilité de (/\b%ddbh, 7).

Cherchons maintenant la fonction de Lyapunowv.
Soit

d a
Viz,y) = H(x,y) — H (Ab—dbh’b) ,

(a) V(z,y) >0, pour tout (z,y) € Ri\(kb%‘ldbh, 7), carV x € RQ\(M%‘ZML, 2),

d’aprés la bornitude des solutions, on trouve que :

by 1 1 by
H — 2> — H -+ =
(x,y) 5 > 5 donc (x,y) > 5 + 5
alors
d a 1 by

(b) V(Ab%ddbh,%) =0, car

d a d a d a
v (Ab—dbh’b) =4 (Ab—dbh’b) - (Ab—dbh’b)'
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2.6. ETUDE GLOBALE DES SOLUTIONS

(c) V(z,y) € R? on trouve que V'(x,y) =0, car

ovor  ovoy
Oor ot 0Oy Ot

o~ (e (59 25

Aabx Aabx A2y A2y
, _ _ _ d — ad + aby — ab
Vi@y) = T T ohe T T bhe 1o bhe T o4 ad+aby —aby

Vi(z,y) = 0

Vi(z,y) =

Puisque les conditions de la stabilité au sens de Lyapunouv est vérifiées, alors

le point critique W (ﬁ%? %) est stable.

2.6 Etude globale des solutions

D’aprés de ce qui précedé, il reste deux cas : est ce que les orbites de systéeme de

proie-prédateur sont stables et périodiques, ou stables non périodiques ¢

Périodicité des solutions

On choisit le plan de phase (x,y) suivant :
D={(r,y) eR*:2>0 et y>0}

0

Le long des isoclines vertivales , les vecteurs de vitesse ont pour coordonnées u
Y
Les isoclines verticales sont donc les courbes solution de l’équation ¥ = 0 qui conduit

. . _a
axr =0 oubieny=7.
Le long des isoclines horizontales, les vecteurs de vitesse ont pour coordonnées v

Les isoclines horizontales sont donc les courbe solutions de [’équation y =0 .

Qui a conduit a y = 0 ou bien x = bO—dh)
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2.6. ETUDE GLOBALE DES SOLUTIONS

Le sens des vecteurs de vitesses

d a
[ = R} x R g < —— =
{(z,y) e Ry x +/x<b()\—dh)’ y<b}
. . xAb
= {(z,y) €R, xR+/7(1+ g <& —a<o}
xAb
- RY x R /o(—— — -
{(z,y) € Ry x R /a(; b(1 & 2bh) d) <0, x(by—a) <0}

= {(z,y) eRL xRY /2 <0, y<0}

. . d a
II = {(x,y)€R+XR+/x<m, y>g}
- R* x R -
{(z,y) € X / b+ bh)<d’ by —a > 0}
TAb

= {(z,y) e R}, xR} /x( —d) <0, z(by—a)>0}

b(1 + zbh)
= {(z,y) eRL xR%/i <0, >0}

. . d a
1171 = {($,y)€R+XR+/l’>m, y<g}
TAb
= R xR /——— >d, by—
TAb

= {(z,y) e R, x RY /x( —d) >0, xz(by—a)<0}

b(1 + zbh)
= {(z,y) eRL xR%/i >0, 5<0}

. . d a
vV = {(.T,y)ER+XR+/I'>m, y>5}
= ]R R* —
{(z,y) € X /(1+xbh)>d’ by —a > 0}
TAb

= {(z,y) e R} x Ri/x(m —d) >0, z(by—a)>0}

= {(z,y) €RL xR%/i >0, 7 >0}

Notre preuve consiste a suivre une trajectoire a travers de ces zones pour montrer

qu’elle est périodique voir FIGURE 2.1 .
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2.6. ETUDE GLOBALE DES SOLUTIONS

Diagramme de phases

1
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1 - W IS e e g T e e
g e =~ s S A A
% 1 2 3 a 5 & 7 8
Proies

FIGURE 2.1 Le sens des vecteurs

On note d’abord les lignes de champ, matérialisées par les fleches sur le plan de
phase. Vous pouvez noter que toutes les fleches sont tangentes a une orbite.
Le trace de ce champ permet d’avoir une bonne idée de la dynamique du systeme

sans calculer sa solution.

Moyenne sur une période

1. Pour la proie :
;/OT fa@)=<z> ou  f(z(t)

2. Pour le prédateur :

1 T
— t =
TA y(t) =<y >

Proposition 2.5.1

on a

A
<x>:)\<h—d> et <y>:%.
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2.6. ETUDE GLOBALE DES SOLUTIONS

Preuve:

{ #(t) = x(t) [a — by(1)],
§(t) = y() [2lds — ],
T = a- byl

a(
i’i t:/ adt—b/

=

Inz(T) — lnx(O):aT—b/O y(t

g(t) _ ba(t)
y(t) ~ 1+ bha(t)

/OT z;g;dt = /OT (1 ibljcffi)( )

—d

—d> dt

1

—dI'— —

!

Iny(T) — Iny(0) = AT(h)*

comme y(T) = y(0), on trouve

P ) w3 -4)

T
Iny(T) = ny(0) _Ab</ i

dt) —dT

7dt
/ 1+ bhx
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Dynamigque des populations

— Proies

——  Prédateurs

£

Population

Lil

0 5 10 15 20
Temps

FIGURFE 1.2 La période de modeéle Proie-Prédateur

Sur la courbe du haut, en vert ’évolution de la population des prédateurs et en bleu

celle des proies.

Les amplitudes mazxima sont constantes dans les deux populations. C’est écologique-

ment irréaliste, notre modele est un peu simpliste.

La période est identique pour les deux populations



Chapitre 3

Application du systeme

proie-prédateur avec impulsion

Dans ce chapitre, on va étudier un systéme proie-prédateur avec une récolte
constante de la proie en des instants fives donnés par le systéme d’équations dif-

férentielles impulsives suivant :

& = z(t)a—by(t)] T # hy

goo= y(t) |l —d] v # ho

Axr = —px x = hy (3)
Ay = —qy x = hy

ot x(t) et y(t) désignent le nombre de proie-prédateur au temps t respectivement.

Pour discuter la dynamique du systeme (3), on va définir les trajectoires suivants :

Y1 ={(z,y),x = (1—=p)he,y > 0},

La trajectoire ¥y va croiser avec X3 périodiquement [15].
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3.1. MODELE A UNE SEULE ESPECE AVEC UNE RECOLTE IMPULSIVE :

3.1 Modele a une seule espece avec une récolte

impulsive :

Existence et la stabilité des solutions triviales :

Ax = —px T = hy

{ #(t) = az(t) z # hy (3.1)

On suppose que (3.1) a une solution positive et de 1-périodique z(t) = (¢(t), p(t))
avec une condition initiale zg = z(0) = ((1 — p)ha, yo) 0t yo > 0. Soit y(t) = 0 pour

t € [0,00) alors on obtient :

Théoréme 3.1.1. [15]

(1 — p)hae™,0) est un solution périodique semi-triviale.

Preuve:

Soit o = z(0) = (1 — p)hy alors :

e :aj/tidt:/tadtﬁx(t) = Ce™,

x 0 x 0
avec C = (1 — p)hy, donc x(t) = (1 — p)hy ™.
D'aprésl'intersectiondestrajectoiresy; et ¥z alors on trouve que : z(T) = hy =
(1 — p)hee®™, alors e*T = 1 — p, donc aT = In(1 — p), finalement, on trouve T =
atin(1 — p).
Pour montrer que x(TT) = xo , on a x(Tt) — x(T) = —px(T), alors z(TT) =
z(T)(1 —p), ot z(T*) = (1 — p)hy = g, donc xz(TT) = x.
Cela veut dire que le systéme (3) avec T = 0 a des solutions semi- triviales périodiques
et pour (k — 1)T <t < kT avec (k=1,2,...).

Finalement, on obtient
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3.2. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES
PERIODIQUES AVEC 7 =0

3.2 Existence et la stabilité des solutions positives
périodiques avec 7 =0

Pour étudier la stabilité de ce semi-triviale périodique solution on a les résultats
sutvants :
Théoréme 3.2.1[15]

Si
a — buo + bgno
a— b

|M| = <1,

alors (z4,0) est un solution arbitaire asymptotiquement stable et semi-triviale pério-
dique du systéme (3) .
Preuve

Considérons le systéeme suivant :

& = Plxy), p(r,y) #0
g = Q,y), p(r,y) #0 (32)
Ax = e(z), olr,y) =0
Ay = nly), e(z,y) =0

ot P, Q) sont des fonctions continues et integrables et le grade de o(x,y) # 0 .

On sait que

P(z,y) = x(t)la—by(t)],
Qz,y) = y(t) [—d+ 1?2@] ,
e(z,y) = —pz,

n(z,y) = —ay,

o(r,y) = x— hs.

Soit (a(t), B(t)) la solution positive et T-périodique du systéme (3.2).
Lemme 3.2.1[15]
Sijpul <1 ou

. H peen [ <6P<a<§;,ﬁ<t>> N 8@(&(;3)/,5(0)) "
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3.2. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES
PERIODIQUES AVEC 7 =0

ou (@i@ _ e 4 8w)p+ +( Oz Oy 8«;)

Oy Ox ox dy dx By 0w Jy
k’j -

¢ ¢ ’
c%P - WyQ

alors la solution positive et 1-périodique (p(t), p(t) est asymptotiquement orbitaire

stable .
Preuve:
on  Op 0=
dr  dy Oy
On trouve
Op on e
or Oy B T
Sachant que,
a(0) = a(T") = (1 = p)he,
a(T) = he,
5(0) = Yo,
B(T) =y = £, = no,
B(T~) = (1 = q)mo,
alors
L (L= gPa(T), ATY)
P(a(T), B(T)
_ (=)A= p)ha(a —b(1 — q)mo)
ho(a — bng)
_ A =g —p)la—bno(l—q))
a — b
On a
OP(a(t),(t)) | 0Q(a(t),B(t)\ . (T AbB(1)
| < o dy )dt_/o (a_ PO+ s d)‘”’
alors
e () _ (=)0 =) = bm(1 =) ( <T>5<T>>
a — b a(0)5(0) )’
donc
a — bno + bgno
lul = |——— o |
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3.3. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES

PERIODIQUES AVEC : 0<71<1
finalement
b
| = ‘1 + ),
a—bno

car d’une point de vue géométrique la construction du portrait de phase du systeme

(3) considéré, si
a

> o,
Mo b

alors la solution positive et 1-périodique (o(t), o(t)) est asymptotiquement orbitaire

stable.

0.25} |

0.15 //_
01 Tl gt L

e
0.05} — ]
———————————
D [ B i i
0.6 0.7 0.8 08 1 1.1
(a) %

FIGURE 2.1 La trajectoire du systéeme(3.2) avec
7=0 p=04,9g=03 et hy=1.1

Le FIG 2.1 nous montre que les solutions sont semi-trivaux positives et 1-périodiques.

3.3 Existence et la stabilité des solutions positives

periodiques avec : 0<7<TH

Théoréme 3.3.1. [15]
YV p,q €10,1] si
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3.3. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES
PERIODIQUES AVEC : 0<7T<m1

avec
d

< 7
ho < b — dbh’

alors le systeme a une solution positive et 1-périodique.

Remarque 3.3.1. [/5]
v E1(1’1,y1) E2<513'2,3/2>7 on a

Yo A 1+bh$2 (.I’Q)
In| = | —b(y2 — =-In|—F——| —-dn{—) = L.
a n<y1> (y2 — 1) 3 n<1+bhx1 n o 1

Preuve:

Posons

f(x):21n< L+ bhe )—dln<(gj)=L1 et F((1—p)hy) = 0.

1+ bh(1 —p)hy 1 —p)hy
On a
, (Ab — bdh)z — d , d
= 0 -
P == aphy W sl=r< g0
et
1 1 + bha ML+ (1= p)habh(1 — p)(1 — phha )
li = lim -1 = +o0.
LAm fz)= lim - ln <1+(1—p)h2bh> (1+ bha)x e
Puisque
0<l—-p<l=0<(1—p)hy<hy et h<L
b Pl =B et = 3 b
alors
(1—p)h <L
DI = Ny ok
donc
V zel|(l-ph 4 L, <0
v DI N — b L=

Soit les deuz points ((1—p)ha, §) (h1,y*) dans une intersection de deux trajectoires.

Li=atn (%) - by +a = —enp(—2) = eop(Bize)

a

L. —
Y= —EWO <ea:p< ! a>) )
b a
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3.3. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES
PERIODIQUES AVEC : 0<7T<m1

Car si on pose X = ¢® = g(x) = y = X X = €Y donc X = Wy(e¥). Pour la
trajectoire qui démarrer de O*(S,ty) de point S((1 —p)ha,y) avec y € [0, 4] dans la
section X1 qui va croise infiniment avec Yo et X3 d’apres les effets dimpulsions.

Posonsm = § —y" = ¢ = § =70 = 70 = §Wo (exp(*7)) + §.

D’aprés corollaire 1.1.1 on a

—-1< W()(Z) 0,
alors
L. —
-1 < Wy (exp( L a)) < 0,
a
donc
L. —
—— < W (exp( ! a)) <0,
b a
alors
0<m< %

Théoréme 3.3.2 [15]
Vpqel[0,1],si hy <H* et 0 <7 < 7" 0t 7" = p* — py avec p* > py or 7" = § — po
alors le systéeme (3.2) a une solution positive 1-periodique .

Preuve:

On prend la trajectoire I' qui est démarré de Qy(hs, §) dans X3 passant par Qa(hy, p*)
dans Xy ot p =7 et p* < ¢ .

On sait que

(L) —bp—p) =22 g [ 52) = L.
“n<p*> oo =) hn<1+bhh1 g !

Du méme maniere du théoréeme précédante , on trouve
a a bp* L1 —bp*
p::_x%(—pew<lff»,
b b a a

Lo — bp*
pexp (p) — Lenp(-1),

alors

35



3.3. EXISTENCE ET LA STABILITE DES SOLUTIONS POSITIVES
PERIODIQUES AVEC : 0<7<m19

pour les deux points Ay et By ot

Ay ((1 —p)ha, (1 — Q)Z) et Bi(hi,po),

alors

a

po = —%Wo (—(1 — q)exp <L1_(1_Q)a>>

on a

oo (£2557)) ()

par la condition du théoreme 3.3.2 et les résultats du théoreme 3.3.1 d’une part
onap>p-ett =p—p alors 7" > 0.

D’autre part

., _a a ., a Li—(1—q)a a
<2 = _Z 2 —(1- St S Vil ) I g
0<,0_b:> b<p+bWO<(1 q)exp( . <3

car

a a

1< Wo (=(1 = geap (F=072") ) < 0= —§ < §Wo (=(1 = geap (F=072") ) <

0, alors
a Li—(1—q)a a
——<p W —(1—- — <=
p <Pt 0(( Q)€$p< . <5
donc
g< *<g
b T
avec
p*>p0:>p*—po>():>0<7'*§%.
Et
a
0<rT< -+
T<
puisque 7" = ¢ alors T € [0, 7].
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3.4. ANALYSE DE LA STABILITE EXPONENTIELLE

3.4 Analyse de la stabilité exponentielle

On note par o(t) lunique solution du systéme (3.2) le flot du systéme dynamique

On a xo = x(0), on suppose que le flot applique au temps Ty donc
z(T) = (T xy), ou 0<t<T.

x(TT) : létat de population de proie aprés le traitement chimique est déterminer au

fagon de
2(T") = 6(x(T)) = 0(¢(T, x0)).

Soit 'opérateur
¢(T7 37) = (¢1(T7 ZL’), ¢2(Ta 3?)) = 9(90(T7 $>7

avec

avec
b =(1—pz et 0= (1-q)y.
Proposition[15]

1. x est un solution de période T du systéme (3.2) ssi :
¢(T7 I'()) = Zo,

2. xq est un point firé de (T, xo) est exponentiellement stable ssi le rayon du

spectre p(@) est inférieur de 1 ,avec

1 — p)hy exp(at),

—
€ <
~ _
~ ~~
~— ~—

[
o

Preuve:

On a
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3.4. ANALYSE DE LA STABILITE EXPONENTIELLE

dxr By
Ou
o) Y1i(t) Yia(t)
Par(t) aa(t)
Or
) a —b 11 12
P60, 9(0) = o[ e e
0 —d+1+£$) Yar(t)  aa(t)
¥11(0)  12(0) _[to
121(0)  ¥22(0) 01
alors
Yi1(t) = iy — b((1 — p)haeap(at))ibm (1)
Yi2(t) = atra — b(1 — p)ha exp(at)ihaa(t) (2)
Va1 (1) = [—d + et S o (1) (3)
Una(t) = [—d + prpiamseitel s | s (8) (4)

Pour 0 <t <T de (4) on a

Vo [_ p Ab(1 — p)hgexp(at) 1 .

U2 1+ bh((1 — p)hgexp(at))
alors
B t Ab (1 — p)hsexp(at)
Yoo (t) = Crexp (/0 [—d+ b —p)hgexp(at))] dt) ,
donc
Was(t) = Cre™ 1 + (1 — p)hhoe)a
puisque

U99(0) = 1 = C1€°[1 + (1 — p)hhoe]an,

C = {1 +(1- p)hhgeo] o
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3.4. ANALYSE DE LA STABILITE EXPONENTIELLE

finalement , on obtient

o (t) = [1 + (1 — p)hhget} et {1 +(1— p)hhge“t]

et

Yao(T) = {1 +(1 —p)hh2€T}% o—dT

donc

De (3) on a

alors

et puisque

=

ol

Yao(T) = (1 —p)

1+bhhy o
T+ (L= pbhha)

@ o Ab(1 — p)hgexp(at)
v [ T —p)hgexpw))] i

U1 (t) = Ca[l + (1 — p)hhoe™]an e,

¥21(0) =0,

Puisque Cy =0 , on trouve

Yo1(t) =0 (5)

remplagons (5) dans (1) , on trouve

Uy
Y _ g,
(5}

YP11(t) = Cze™ done Cs =1, alors 11(t) = e™

alors

[W(T)] = (1 =q)(1 —p)

“r Y12(t)
(1= p) (et

,_.
o |
i
—
| o
S
~
R
s O

1 K(T)
4 L 2
0 (1—q)(1 —p)e (i)

1+ bhho A
)ah < 1’
1+ (1 — p)bhhs

ol

(

car0<g<letO<p<l.

1+ (1—p)bhhz

S

a
Y

A

[1 +(1 —p)hhzeaT]E ,

)
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3.4. ANALYSE DE LA STABILITE EXPONENTIELLE

Conclusz’on'

Dans ce mémoire on a étudié un systeme de Proie-Prédateur sans impulsion et

avec impulsion, l’étude qualitative montre que :

1. Le systéeme (2.1) admet une solution mazximale positive et periodique .

2. Les points d’équilibre du systéme (2.1) sont : (0,0) est instable et ((/\b_dbdh), )

est stable .
3. Les portraits de phase sont fermés pour chaque point de départ (xq, o) -

Dans le cas d’impulsion on a trouvé que les solutions sont asymptotiquement stables

et périodiques sous certaines conditions .
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