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Introduction

La modélisation mathématique des problemes biologiques est nécessaire dans plusieurs disci-
plines telles que 1'écologie, la dynamique des populations, la génétique, I'épidémiologie etc...
Du fait que, I’étude de ces problémes requiert la collaboration des scientifiques des différentes
disciplines (biologie, mathématique, informatique) au sein d’une science commune, les bioma-
thématiques. On constate qu’au cours des dernieres décennies, la modélisation mathématique
a ¢été largement utilisée en biologie, et la plupart des articles publiés dans les grandes revues
biologiques présentent des modeles mathématiques. On peut donc considérer la modélisation

mathématique comme une étape essentielle de la recherche biologique.

Les systémes dynamiques sont 'outil de choix pour la modélisation mathématique et infor-
matique a ce stade. Parce qu’ils constituent un ensemble de modeles mathématiques formels
permettant de décrire ’évolution d’un ensemble d’objets en interaction dans le temps.

On va s’intéresser a 1’étude et 'analyse mathématique d’'un modele proie-prédateur basé sur :
- des systemes d’équations différentielles ordinaires non linéaires. - des équations aux dérivées

partielles de type réaction diffusion dans des environnements homogene d’advection.

Le modele proie-prédateurde Leslie-Gower a été introduit en1948 par Leslie [30] et a été dis-
cuté par Leslie et Gower en 1960 [31] et Pielou en 1969 [32] . Leslie(1948) utilisé 1'équation
logistique pour obtenir un modele plus réaliste qui est basé sur les hypotheses suivantes : - La
population de proie U suit une croissance logistique, - La réponse fonctionnelle correspond a
une relation linéaire avec la densité de la population de proie U, - La population de prédateur V'

suit une croissance logistique et la croissance des prédateurs est limitée par la densité de proie U.

Les systemes de réaction-diffusion sont des modeles mathématiques typiques dans des domaines
tels que la biologie, la chimie et la physique... ces équations dépendent généralement de diffé-
rents parametres tels que la température et le taux de diffusion, etc... ils décrivent la distribution
spatiale de la concentration ou de la densité dans deux processus : local les interactions entre les
especes et la diffusion qui provoque la propagation des especes dans ’espace. Mathématique-
ment parlant, ce type de modele décrit des systemes déterministes et distribués dans 1’espace a
I’aide d’équations aux dérivées partielles. Un tel modele est donc la somme des phénomenes de
diffusion et de réaction (Fisher [33], Kolmogorov et al. [341]). En général, le modele de réaction-

diffusion est donné par le systeme d’équations suivant :
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a]\](&i(’t) =0AN(X,t)+ F(N(X,t)), avec(X,t) € R* x RT,
ou N est un vecteur a p-composantes(chaque composante représente la densité d'un espece).A

est 'opérateur de Laplace et 0 la matrice de diffusion.La fonction vectorielle F' est un terme
non-linéaire décrivant toutes les réactions et interactions considérées entre les espéces.

Notre travail contient un étude mathématique sur un modele proie-prédateur avec la fonction

de Leslie-Gower avec récolte et réaction-diffusion, il se compose de trois chapitres :

Le premier chapitre Il est consacré a mentionner les résultats préliminaires (Définitions,théoremes,
lemmes..) nécessaires utilisées dans le mémoire.

Le deuxieme chapitre On fait I’étude d’un modele prédateur-proie de Leslie-Gower intégrant

la récolte. En construisant une fonction convenable, on trouve que le seul équilibre positif de

ce systeme est globalement stable,puis on donne des conditions satisfaisantes pour la présence
d’un équilibre bionomique.

Le troisiéme chapitre Il consiste a I'étude de la dynamique globale d’un systeme de type
Leslie-Gower dans des environnements homogenes advectifs,on discute I'existence et 1'unicité

de 'unique équilibre positif ,et on étudie le comportement des solutions et établissons des

conditions de seuil pour la persistance et ’extinction de deux especes.



Chapitre |
Préliminaire

Dans ce chapitre on rappelle des définitions et des théoremes qui seront utilisés dans ce

mémoire.

.1 Généralités sur les systemes dynamiques

Définition 1.1.1 (Equation différentielle).
Soit In CRet QCR",ona f:1IxQ — R"une fonction. On appelle équation différentielle

ordinaire du premier ordre associée a f ’équation suivante

dx

— = f(t,z(t I1

" e, (L)
ou f(t,x) = (fi(t;x), -, fu(t;x)), et chaque fonction f; est continue sur I x Q a valeurs

dans R. La fonction f est appelée champs de vecteurs, I’équation représente un systeme de n
équations différentielles ordinaires. Dans la pratique, I’équation (I.1) exprime la loi d’évolution

du systeme considéré en fonction du temps t, et x représente I’état du systeme étudié.

Soit le systéme suivant

dx
— = fla(®)), t €(0,0), (1.2)

z(0) = xo.

ou f:Q — R" est une fonction donnée, €2 est un ouvert de R", o € Q et b € RY.

Théoréme 1 ( Cauchy-Lipschitz [19] ). Si f est de classe C* de Q) et s’il existe une constante
T > 0 telle que

I f(21(8) = f22(@) | < T [ 21 = 2 || Rn, Vay,ap €Q, >0,
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alors le probléme (1.2) admet une solution unique et globale.

1.2 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.2.1 ([8]).
soit I un espace de Banach et A : E — E, un opérateur. On dit que A est une contraction, s’il

existe une constante 0 < k < 1 telle que :

| Az — Ay || < k|| x—y ||g, pour tout z,y € E.

Théoréme 2 (Contraction de Banach [9][10]). Soit X un espace de Banach et f : X — X une

contraction. Alors, f admet un unique point fize.

1.3 Notion de stabilité et points d’équilibre

Soit I’équation différentielle
dx
- [.3

ol f:Q C R"— R" est une fonction de classe C!. Soit 2* un point d’équilibre de 1’équation

(77) ie. f(z¥) = 0.

Définition 1.3.1 ([36]).
L’équilibre z* de (I1.3) est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute solution
z(t) de (1.3) on a :

| z(0) —z* ||[<n=Vt =0, z(t) — 2" [|[< e.
Définition 1.3.2 ([36]).

L’équilibre z* de (1.3) est dit instable, s’il existe € > 0, pour tout n > 0, tel qu’il existe une
solution x(t) de (I.3) vérifiant :

[ 2(0) — 2" |[<n = 2(t) — 2" [> e
Définition 1.3.3 ([36]).

Le point d’équilibre x* est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe e > 0 tel que :

pour toute solution z(¢) de (1.3) on a :

| 2(0) —a* < e = lim || a(t) 2" ||=0.
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Définition 1.3.4.

L’équilibre x* est dit globalement attractif

lim || z(t) — " ||=0.

t—+o0

1.4 Résultats fondamentaux pour l'invariance et la stabilité
globale

Soit f: U C R™ — R"™ un champs de vecteur et soit ¢(¢, x) le flot engendré par f. Un sous
ensemble ¢ de U est dit positivement(resp.négativement) invariant par f si pour tout z € 1
on a ¢(t,z) € 1 pour t > 0 (resp.t <0).

Dans le cas ou 9 est a la fois positivement et négativement invariant on dit que 1 est invariant
par f.

Etant donné que 2 € U, Pensemble w, noté w.y () (resp. Pensemble w_ noté w_(x) est 'en-
semble des points z tels qu'il existe une suite ¢,, qui tend vers +oo (resp.—oo) et ¢(t,, ) tend
vers z. Les ensembles w limites sont des fermés et invariant par f.

Dans la suite nous serons principalement concernés par 'invariance positive du cone R™ x R

par un champ de vecteurs donné f(x).

I.4.1 Stabilité d’un systeme non linéaire

Soit le systeme non linéaire suivante :

v Ay, (1.4)

y/ = f2($,y).

Ou z,y € R, f1 etfy deux fonctions de classe C', (x*,y*) c’est un point d’équilibre de
systeme (1.4).
Pour étudier la nature des points d’équilibre, on utilise la méthode de linéarisation du systeme

non linéaire,

Définition I.4.1 (La méthode de linéarisation [11]).

La matrice Jacobienne Ji, ,y est défini par :
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Ofr , o o Oft, , .

fax(,y) T)y(’ )
J(x*,y*) =

0 0

) )

Théoréme 1.4.1 ([12]). On analyse la stabilité des points d’équilibres de la matrice jacobienne

qui donne le déterminant et la trace (voir [13]), tel que :

det(J(x*,y*)) = Mo et tr(J(z*y*)) = A1 + Ao,

ol A1 et Ay sont les valeurs propres de I'équation
A2 —tr(J(z*, y*))\ + det(J(z*, %)) = 0,

avec

tr +itr?2 — 4det . tr —\/tr? — 4det
— (&) .
2

A1 5

AL =

La nature des points d’équilibre peut étre déduite d’un signe du A donné par :
A = tr(J(x*,y*))? — ddet(J(z*, y*),

donc il existe trois cas :

e 1" cas: A >0
- Sidet(J(z=y+)) < 0 et Ay et Ay sont de signe opposé, alors le point d’équilibre est un point
selle (col). Ay, Ay sont de signe positif, alors le point d’équilibre est un nceud instable.
- Sidet(Jgey+)) > 0 et tr(Jia= ) < 0 et Ay, Ay sont de signe négatif, alors le point d’équi-

libre est un nceud stable.

e 20 cas : A<

on trouve deux valeurs propres complexes conjuguées
)\1’2 =at Zﬁ
Donc

det(Jir ) = a2+ 82 > 0 et tr(Jue ) = 2a.



1.5 Stabilité au sens de Lyapunov 11

- Si tr(J(z=y+)) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.

- Si tr(Jig=y+)) > 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le
point d’équilibre est un foyer instable.

- Si tr(Jey)) < 0 c’est-a-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le

point d’équilibre est un foyer stable.

3¢ cas: A =0

On trouve A\; = Ay = A alors
det(J(x*7y*)) = )\2 et t/]n((](x*7y*)> = 2A .

Donc
- Sitr > 0 c’est a dire A > 0, alors on a un noeud dégénéré instable.

- Sitr <0 c’est a dire A < 0, alors on a un nceud dégénéré stable.

On résume 'équilibres d’une fonction de la trace et le déterminant de la matrice J(z*,y*)

comme portrait de phase.

1.5

Stabilité au sens de Lyapunov

Définition I1.5.1 ([14]).

Soit V : Z € R® — R"™ une fonction de classe C!

1.

2.

3.

4.

V est dite définie positive si :
i) V(0) =0.
ii) V(z) > 0 pour z € Z\{0}

V est dite définie négative, si —V est définie positive.

V est dite semi définie positive si :
i) V(0) =0.
ii) V(z) > 0 pour z € Q\{0}.

V est dite semi définie négative si —V est définie positive.

Définition I.5.2 (Fonction au sens de Lyapunov[15]).

Une fonction V' : Z C R" — R" est dite fonction de Lyapunov pour (I.2) si :

(i) V est définie positive,

(ii) V'(x) < 0,Vz € Z\{0}.
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Théoréme 1.5.1 (Stabilité de Lyapunov|1(]). Soit * un point d’équilibre de (1.2) et V une

fonction de Lyapunov de classe O défini positive d’un voisinage de z*
— Si V'(z) <0,V x € Z\{0}, alors 2* = 0 est stable.

— SiV'(z) <0,V z € Z\{0}, alors 2* = 0 est asymptotiquement stable.

1.6 Principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.6.1 ([17] [18]). Soit © un ouvert positivement invariant pour le systéme (1.2) en

x*. Soit V : @ — R une fonction de classe C! pour le systeme (1.2) telle que :
1. V! <0 sur Q.

2. soient E = {z € Q|V’'(x) = 0} et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu
dans E.

Alors, toute solution bornée commencant dans €2 tend vers I’ensemble L lorsque t — oo.

Corollaire 1.6.1 ([17][18]).
Sous les hypotheses du théoreme précédent, si I’ensemble L est réduit au point z* € €2, alors
x* est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme (I1.2) définit

dans 2.

Définition 1.6.1.
L’origine de systeme (1.2) est dite :
e Stable : si Ve > 0, il existe (o, €) > 0 tel que :

| o [[< v =l 2(t;to; o) <€, VEZ=t. (L5)

e uniformément stable :siVe > 0, il existe () > 0, indépendant de t¢, tel que la condition

(I.5) soit satisfaite.

Définition 1.6.2 ([26]).
L’origine de systeme (1.2) est dite :

e asymptotiquement stable : si elle est stable et s’il existe by > 0 tel que :

| o [le< bo = g&x(t;to;%) = 0.



1.7 Persistance uniforme 13

e uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et s’il existe by > 0

tel que pour tout n > 0, il existe un 7'(n) de telle sorte que :

I 0 [le< bo = z(t; to; o) < m, V¢ =T(n).

e globalement uniformément asymptotiquement stable :

si la condition precedente est vraie quelle que soit ¢y € c.

.7 Persistance uniforme

Soit d une métrique. On note par 0.F la restriction de F a OF ou OF n’est pas nécessairement
positivement invariant et soit /N I’ensemble invariant maximal de 0F dans OF, de plus N est

fermé et il existe un recouvrement {N,}_ _, de N ou A est un ensemble d’index non vide et

acA
Ny COE, N C Uy aN, et N, (a € A) sont des ensembles invariants fermés disjoints deux a

deux. Nous proposons les hypotheses suivantes :

i) Tous les (Ng),c4 sont des ensembles invariants isolés du flot F .

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements { Ny}, 4-

Définition 1.7.1.
Soit d une distance métrique et m Papplication semi flot. Le semi flot F' associé au systeme (1.2)

est dit

(i) faiblement persistant si pour tout x € E,

limsup d(n(z,t),0F) > 0.

t—00

(ii) persistant si pour tout x € F,

liginf d(m(z,t),0E) > 0.

o0

(iii) faiblement uniformément persistant s’il existe €y > 0 tel que pour tout x € E ,

limsup d(7(z,t),0F) > €.

t—o00

(iv) uniformément persistant s’il existe ¢y > 0 tel que pour tout = € E,

lim inf d(n(z,t),0F) > €.

—00
Théoreme 3. Soit E C X ensemble fermé positivement invariant, et soit F le flot défini sur
E. Supposons qu’il existe a > 0 tel que F est un point dissipatif dans S [OE, o] N E et (1.7) est
satisfaite.

Alors, le flot F est uniformément persistant si et seulement si :
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W+ (Ny) NS[OE, o] NE =0
pour tout « € A, ot W (N,) ={y € X,A" (y) C N,}.

Théoreme 4. soit X étre un espace métriqgue complet ,Supposons que X° est ouvert , dense

dans X et X°UX, =X, X, NX° =10, on Suppose que T(H) est un Cy semi groupe dans X
satisfait :

T(t): X°— X°

T(t) : X, = X,

Soit Ty(t) =T(t) | X, et soit Ay Uattracteur globale pour Ty(t)

Lemme 1.7.1.

On suppose que T'(t) satisfait le systéme ,et nous avons ce qui suit :
(i) il existe un ¢ty > 0 tel que T'(t) soit compact pour ¢ > ty;

(ii) T'(t) est un point dissipatif dans X;

(iii) Ay = Ugea,est isolé et a une couverture acyclique M ,ou :

M = My, M, ...., M,

(iv) Ws(M;) N X° =0 pour i =1,2,....,n
Alors X, est un répulsif uniforme par rapport a X°.c’est a dire il y a un € > 0 telle que pour

tout H € X° | liminf(T(t)H,X,) > €
t——+oo

Théoréme 5 ([27]). Supposons que T est asymptotiquement réguliére et p uniformément per-
sistant, et que T a un attracteur global A. Alors T : (My,d) — (My,d) a un attracteur global
Ag. De plus, pour chaque sous-ensemble B de My, s’il existe k > 0 tel que v (T*(B)) est

p-fortement borné, alors Ay attire B pour T.

Définition 1.7.2.

Le semi-flot ® : J x X — X est appelé fortement dissipatif, s’il existe ¢ > 0 tel que

lim sup (¢, X) > c.

t—o00

Définition 1.7.3 (Point dissipatif).
Soit @ : J x X — X un semi-flot continu. ® est appelé un point dissipatif s’il existe un sous

ensemble B de X qui attire tout les points dans X.
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Définition 1.7.4 (Bassin d’attraction [28]).
Le bassin d’attraction, noté B(A), d'un ensemble A C X est I'ensemble des points (ou encore
des condition initiales ) de I’espace des phases tels que toutes les trajectoires qui en sont issues,

convergent asymptotiquement vers A. Autrement dit :

B(A) =z € X/w(z) C A.

Définition I1.7.5 (Attracteur [28] ).
Soit (X, N, f) un systéme dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement

si les conditions suivantes sont réalisées :
i) A est fermée.
ii) A est positivement invariante.

iii) A est attractive, c’est-‘a~dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement

invariant et :

Yu e U, nl_lgloo d(f"(u), A) = 0.

Définition 1.7.6 (La condition aux limites de Robin).

La condition aux limites de Robin est un type de condition aux limites nommé d’apres Victor
Gustave Robin (1855-1897). Il consiste en une combinaison linéaire des valeurs du champ et
de ses dérivées sur la frontiere. Etant donné, par exemple, 1’équation de Laplace, le probleme

aux limites avec le Robin, s’écrit :
A p(x) =0, Vo e (.
ap(z) + ba‘g—ff) = f(z), V€ 09.

Ot a et b sont des parametres réels.Cette condition est également appelée « condition d’impé-

dance ».
Définition 1.7.7. 1. On dit que u est une solution faible de ’équation :
Au — divd(z,u) + g(x, u, Vu) = 0.

Siu€ WiLy(Q),G(u) € Li7(R2) avec G(u)(x) = g(z,u(x), Vu(z)) pour z € Q, et

Jo a(z,u, Vu)Vode + [ ®(x,u, Vu)Vodr + [ g(x, u, Vu)vdr = 0 pour tout
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2. On dit que u est une sous-solution (resp.une sur-solution) de 1.7.7 .Siu € W3 Ly (Q), G(u) €
L+7(Q) avec G(u)(z) = g(x,u(z), Vu(z)) pour = € , et

Jo a(z,u, Vu)Vode + [ ®(x,u, Vu)Vodr + [ g(x, u, Vu)vdr = 0 pour tout
v € WILy(Q), et v > 0.

Théoréme 6 (Bendixon-Dulac). Sl existe une fonction C* | ¢(z,y) appelée (fonction de

Dulac) , telle que ’expression :

Aef) | Opg)
Ox * oy

a le méme signe (# 0) presque partout dans une région simplement conneze du plan.

Alors le systéme autonome du plan :

dx
E - f(xay))
dy
% =g(z,y).

N’a pas de solutions périodiques non constantes situées entierement dans la région "presque
partout” signifie partout sauf éventuellement dans un ensemble de mesure 0 , tel qu’un point ou

une ligne.

Définition 1.7.8 (Compact).
Soit ® : RT x X — X une application, M C X. L’application ¢ est compact sur M, si pour

toute suite convergente (t,,) dans R™ quand ¢ — oo, ®(¢;, ;) admet une sous suite convergente.

1.8 Spectre d’un opérateur borné

Rappelons que si A est une matrice carrée n X n, un nombre complexe \ est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un x € R™ avec x # 0 et tel que Ax = Ax, ce qui signifie
que (A— M)z =0, c’est a dire A — Al n’est pas inversible , ou I est la matrice identité sur R"

Comme les valeurs propres ont de nombreuses applications en dimension finie.

Définition 1.8.1 (spectre [21]).
. Soit A € L(F) , on dit que A € C est une valeur spectrale si A — AI n’est pas inversible.

On note 0(A) l'ensemble des valeurs spectrales de A, c¢’est a dire

g(A):={A e C:A— X n’est pas inversible}.
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Définition 1.8.2 (spectre ponctuel [21]).
Soit A € L(E) , on dit que A € C est une valeur propre si A\l — A n’est pas injectif, on note

o,(A) I'ensemble des valeurs propres de A, ¢’est-a-dire

op(A) :={A e C: Ker(\ — A) # 0}

Définition 1.8.3 (spectre résiduel [21]).
Soit A € L(F) , on appelle spectre résiduel de A et note a part o,(A),I’ensemble A € C tel

que A\ — A est injectif, non surjectif, mais son image n’est pas dense dans F, c’est a dire :

0. (A)={AeC:ker(AM —A)=0,Im(N —A) # E etIm(\ — A) # E}.

Définition 1.8.4 (spectre continu [21]).
Soit A € L(F) , on appelle spectre résiduel de A et note a part o.(A),’ensemble A € C tel

que A — A est injectif, non surjectif, mais son image est dense dans F, c¢’est a dire :

o(A) ={Ne C:ker(Al —A) =0,Im(\N —A) #E etIm(\] — A)=FE}.

1.9 Le degré de Leray-Shauder

On rappelle que dans un espace de dimension infinie,la boule unité fermée B(0,1) n’est pas
compacte et qu’une application continue peut tres bien étre non bornée sur les fermés bornés.En
plus on sait que I'image d’un fermé borné est un ensemble fermé si f est une application fermée,
ceci est vrai si elle est une perturbation compacte.D’une facon générale, la continuité d’une
application f ne suffit plus (et méme d’ailleurs une régularité supérieure C! ou d’autre ).Pour
cela on va introduire la notions des opérateurs compacts qui sont des perturbations compactes
de l'identité (i.e : des opérateurs ® du type ® := I — T, ou T est un opérateur compact et
Idésigne l'application identité de X)) pour donner la nouvelle définition du degré topologique
et pour établir des théoremes de point fixe analogues au théoreme de Brouwer.

Dans toute la suite X est un espace de Banach muni de la norme || . ||.

Définition 1.9.1.

On dit qu'un ensemble est relativement compacte si sa fermeture est compacte.

Définition 1.9.2.
Soient F et F' deux espaces normés, L : E — F est appelé opérateur compact , s’il transforme

tout ensemble borné sur £ en un ensemble relativement compact de F'.
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Définition 1.9.3.

Soit €2 un ouvert borné de X et

T : Q — X un opérateur compact n’ayant pas de point fixe sur 95.

Soient ¢ >0, E. C X, et T. : Q) — E,

On considére F' un sous espace vectoriel de dimension finie tel que : E. C F tel que : €, =
FNQ#0

On définit le degré topologique de Leray-shauder par :

Deg(I —T,9Q,0) = Deg(Ilp — T,Qr,0r).

Invariance par Homotopie
Soit H; Q% [0,1] € R™" — R™ une fonction continue, supposons que o € R" satisfait V(z,y) €
00 x [0,1], H(x,t) # yo alors deg(H,Q,yo) est constant pour tout ¢t € [0, 1].

Théoréme 7 (point fixe de Leray-Shauder). Soit 2 un sous ensemble convexe ,fermé et borné
non vide d’un espace de Banach X et on a : f : Q — Q wune application compacte, alors f

admet au moins un point fixe .

Preuve

Etape(01) On considére Q comme une boule fermée, B(0,7) =z || z [|2< 7.
a) S’il existe xo € 02 tel que f(zg) = xo le théoréme est démontré.

b) Si f(z) # z V¥ € 09.
Considérons I’homotopie fi(x) = (I —tf)(x) pour t € [0, 1].
Il faut montrer que deg( f, 2, 0) est bien défini ie :(0 ¢ f(0€2).
En effet supposons qu'il existe un x € 99 tel que fi(x) = 0 alors

tf(z) ==,
ce qui donne
r=llal=tf(z) o< rt, car f(Q) C Q.

Pour t =1 ,f(z) = x , c’est impossible.

Pour t € [0,1], on a
r=|z|<rt<r,
D’ou une contradiction,donc :

deg(fi,$2,0) est bien défini.
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D’apres la propriété de ’homotopie on a
deg(I — f,£,0) = deg(1,9,0) = 1.
D’apres la propriété d’existence du degré
Jzg € Q tel que (I — f)(zo) =0,
c’est-a-dire :
dzg € Q tel que f(xg) = o,

Etape 02 Q est un convexe,fermé,borné non vide.
On considére une rétraction R: X — Q (i.e : R |o=I) et B une boule contenant 2.

Soit le Diagramme
B—-fQf - B
Alors l'applicationf o R est compacte car f compacte et R borné. D’apres la premiere étape :

Jdzg € Q tel que (f o R)(xo) = xo,

Puisque
f(Q2) C Q. et R(xg) € 0.
Alors
o € Q)
Comme
R(zo) = o,
donc

(f o R)(wo) = f(z0) = wo.
Par conséquent
dzy € Q tel que f(xg) = o,

Théoréme 8 (Krein-Rutmann). Soit < X, K > un réel espace de Banach ordonné avec K° # (),

et soit T' € B(X) un opérateur compact fortement positif, les affirmations suivantes sont vraies :

i) le spectre résiduel r(T) > 0 est une valeur propre algébriquement simple de T , c’est-a-

dire :
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geomp(r(T)) = algr(r(T)) = 1,

avec un vecteur propre correspondant x, € K°.
i) Ker(AM —T)N K =0 pour A # r(95).
iii) | A |<r(T) pour tout X € o(T) r(T).
i) L’adjoint T" € B(X') d un vecteur propre strictement positif z! € K'{0 correspondant d

la valeur propre algébriquement simple r(T)).

On considere le probleme de Cauchy :

dx

_— = t7 €T , X O = Xy.

= fta) s w(0) =

Ou f:RT x R — R une fonction continue de classe C, et supposons que sa solution x(t) est

définie pour tout t > 0.
Théoréme 9 (De Comparaison ). Soit l'inégalité différentielle :

d
L= f(ty). y(0) = yo. avee yo = zo.

Alors la solution y(t) de l'inégalité différentielle est définie pour tout t > 0 et vérifie :

x(t) < y(t).

Théoréme 10 (Principe du maximum [35]). Sile u € U associe a la trajectoire x(.) est optimal
sur [0,T] , alors il existe une application p(.) : [0,T] — R™ absolument continue appelé vecteur
adjoint, et un réel P° < 0, tels que le couple (P(.), P°) est non trivial , et tels que pour presque

tout t € [0, 7],

do — 9M (¢, 2(t), P(t), P°, u(t)),

dt
% = _%%(ta iL‘(t), P(t)a Povu(t)>7
et on a la condition de maximisation presque partout sur [0, T

H(t,z(t), P(t), P’ u(t)) = max H(t,z(t), P(t), P°,v).

veU
Si de plus le temps final pour joindre la cible My n’est pas fixé, on a la condition au temps final
@ T
I?gJ(H(Ta *I(T)? P(T)v P0> U) = _PO%(Ta x(T))
Théoréme 11 (Arzéla Ascoli). Soit (E,d) un espace métrique compact ,(F,d') un espace mé-
triqgue complet et C(E,F) l'ensemble des fonctions continues définies sur E d valeurs dans

F, une partie A de C(E,F) est relativement compact si et seulement si les deux assertions

suivantes sont vérifiées :
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1. A est équicontinue,
2. A est uniformément bornée.

Théoréme 12 (Prolongement de Sobolev). On suppose que Q est de classe C%'. Alors il existe

un opérateur de prolongement borné
P:Wh(Q) — WhP(R")
et une constante C, tel que pour tout u € WP (Q)
1 Pujg = u,
2|l Pu @< C | u o,

3| Pullwir@e< C || w |lwir

Définition 1.9.4 (Inégalité de Harnack).
Si u une fonction harmonique positive définie sur un disque de centre zy et de rayon R, alors

pour tout r < R




— Chapitre |l - . -
Modele proie-prédateur avec la fonction

de Leslie-Gower et récolte

1.1 Présentation du modeéle

Dans cette section, nous allons décrire le systeme considéré comme cas d’étude et d’ap-
plication. Il s’agit d’'un modele proie-prédateur, il montre I'interaction entre les proies et les
prédateurs dans les écosysteémes. Ce systeme est étudié indépendamment de fagon théorique par
Lotka-volterra. Ils sont les premier a avoir mis en évidence une équation traduisant la prédation
et leur modele est a la base de toutes les équations différentielles en écologie ou en biologie.Ce
modele n’est pas réaliste, ce modele va nous permettre d’illustrer 1'utilité de I'intégration d’un
modele hétérogene pour modéliser un systéme que nous pouvons qualifier de complexe (modéle
proie-prédateur de Leslie Gower). Si on consideére une espéce de proies et celle des prédateurs

nous aurons deux types d’interactions :
1. interaction directe : les prédateurs capturent les proies

2. interaction indirecte :par exemple la quantité ou la distribution des proies a une in-
fluence sur lefficacité des prédateurs ou encore l'effet de la compétition quand plusieurs
prédateurs se disputent la méme ressource,Chaque espece possede ses propres caractéris-

tiques physiques qui lui conferent certaines aptitudes.

Ce modele n’est rien d’autre qu'un systeme d’équations différentielles traduisant la dynamique
de la population de proies et celle des prédateurs en interaction. Donc ce systeme doit tenir
compte des processus de croissance, de mortalité et d’interaction.

Nous nous intéressons d’abord a 1’équation des proies qui se décompose en deux termes. Le
premier terme (riH — by H?) décrit la croissance logistique de la populations de proies , ce
qui signifie que la croissance est limitée par la disponibilité de la ressource nutritionnelle pour
les proies, le deuxiéme terme (—a; PH) correspondant a la mortalité due a la prédation , En

regroupant ces deux termes, on obtient :

dH

% = (7"1 - CL1P— blH)H
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Dans L’équation qui modélise la dynamique des prédateurs ,la capacité de charge de I’environ-
nement du prédateur est proportionnelle au nombre de proies ,dans lequel la croissance de la
population de prédateurs est de forme logistique c’est a dire (ry — agg)P mais le 'C" conven-
tionnel mesure la capacité de charge fixée par les ressources environnementales et C' = H Le
terme % de cette équation est appelé terme de Leslie-Gower,Il mesure la perte de population
de prédateurs due a la rareté (par habitant g ) de sa nourriture préférée.

D’ou on a I’équation suivante :

% = (7“1 — CL1P — blH)H7 (IIl)

% = (TQ — CLQ%)P.

Ou H et P sont respectivement la densité des especes proies et prédateurs a l'instant ¢
r1 et ro sont respectivement le taux de croissance des proies et prédateurs

ay : taux de prédations par unité de temps

m

5 capacité de charge de I'environnement de la proie

2 capacité de charge des prédateurs qui est proportionnels au nombre de proies

il existe deux équilibres pour le systéme (//7.1) , I'équilibre sans prédateur F; = (‘;—i,O) et

I’équilibre de coexistence Ey = (H*, P*) = (ngj@bl, alrgﬁlw) qui existe toujours.

En construisant une fonction de Lyaponov appropriée , on montre que 1’équilibre positif est
globalement stable c’est a dire que le systeme ne pouvait pas avoir un cycle limite , une telle
découverte est trés intéressante , car pour un systeme proie-prédateur avec la fonction de Hol-
ling type II ou III ,un cycle limite existe ,puis de nombreux chercheurs ont réalisé des travaux
sur I'écosysteme des proies des prédateurs de type Leslie , et ils ont montrés que le modele
prédateur-proie de Leslie-Gower avec effet Allée additif est possible d’admettre deux cycles
limites,Certains chercheurs ont fait valoir que les cas non autonomes sont plus réalistes si
I'on consideére I'influence de l'effet saisonnier de I'environnement et ils ont étudié un systeme
prédateur-proie Leslie-Gower avec des parametres variant selon les saisons.

Dans ce chapitre on va étudier le systeme(//7.1) sous I'’hypothese de la récolte , nous suppo-
sons que les especes de prédateurs et de proies dans le modele sont toutes deux d’importance
commerciale et qu’elles sont soumises a un affort constant ou a la récolte avec c¢; et ¢y, deux
parametres qui mesurent 'effort dépensé par une agence de récolte. Ainsi, nous formulons le
systeme comme suit :

d
le == (7’1 — 0,1P — blH)H — ClH, (112)

% = (7”2 — agg)P — CQP.
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ou H et P sont respectivement la densité des especes proies et des especes prédatrices a 'instant
t. Pour assurer le développement durable, ce qui signifie que nous essayons de controler les
densités d’especes de proies et de prédateurs dans une fourchette controlable, mais pas pour
faire périr 'espece , on suppose que 0 < ¢; < r; avec i = 1,2 .

Dans ce qui suit nous étudierons la propriété de stabilité de 1’équilibre positif du systeme (//17.2)

et discuterons l'influence de la récolte puis L’équilibre bionomique.

11.2 Dissipativité

On note par R? le quadrant non négatif et par IntR? le quadrant positif.

Lemme I1.2.1.

On observe d’abord que les bornes du quadrant non négatif (R?) sont invariants , cela ressort
clairement du systéeme (I77.2) , pour cela les densités H(t) et P(t) sont positives , pour t > 0
, le théoreme d’existence et d’unicité de base pour les équations différentielles garantit que les
solutions positives et ’axe ne peuvent pas se croiser , nous allons montrer que sous certaines
hypotheses , les solutions du systeme (//7.2) sont finalement bornées , donnons d’abord le

lemme de comparaison (classique).

Lemme 11.2.2.

soit o(t)une fonction absolument continue vérifiant I'inégalité différentielle :

do(t
Zlg& ) +ao(t) <ay, t>0,(ar, ) € (R?), 01 #0. (I1.3)
Pour
Vt>T >0
on a:
o(t) < 2 (22 _ o(T)) exp~ =T (IL.4)
(0D)] (05}

Définition I1.2.1.

une solution o (¢, ty, Hy, Py) du systéme (/77.2)est dite ultimement bornée par rapport & (R%)
s'il existe une région compact 5 € R3 et un temps fini T(T = T'(to, Hy, Fp)) , sachant que pour
tout (to, Ho, Po) € R x R2 | o(¢, to, Ho, Py) € 8 pour tout ¢ > T.

Théoréeme 13. soit 3 l’ensemble défini par :

B={(HP)eRLO<H<D,0<H+P<L},
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tel que :
1

= 4a2b1 (CLng(Tl + 4) + (7’2 + 1)27”1),

pULS,
(a) B est positivement invariant.
(b) Toutes les solutions de (I11.2) commengant dans R sont ultimement bornées par rapport

a R et finissent par entrer dans l'ensemble attractif j3.

Preuve
Soit (H(0), P(0)) € 8 et on va montrer que (H(t), P(t)) € 3 , pour tout ¢t > 0 Evidemment,
d’apres le lemme (///.2), comme (H(0), P(0)) € 8, (H(t),P(t))restent positifs . Il faut alors

montrer que pour tout t >0, H(t) <+, H(t) + P(t) < L.

(al) D’abord on montre que H(t) < ', puisque H > 0 et P > 0 dans Int{R; X R toute solution
o(t) = (H(t), P(t)) de (I11.2) satlsfalt Vinégalité différentielle X8 < (r) — by H(t)) Ceci est

t

évident en considérant la premiere équation de(//7.2) ,Ainsi H(t) peut étre comparé avec la

solution de d“T(t) < (ry — byu(t)) , u(0) = H(0) > 0 qui sont u(t) = . avec ¢ = ﬁil il

rit r1

r1+ce”
s’ensuit que toute solution non négative o(t) de (//1.2) satisfait :

H(t) < 3k, pour tout ¢ > 0.

(a2) on montre maintenant que H(t) + P(t) < L pour tout ¢ > 0.
On définit la fonction o(t) = H(t) + P(t) ,dont la dérivée temporelle est :

do dH dP

P
E—E‘{‘E:(7“1—alp_blH)H_ClH+(Tg—CLQE)P—CQP.

Puisque tous les parametres sont positifs et que les solutions commengant par ]R%r restent dans

le quadrant non négatif, alors :

9 < (ry —byH)H + (ry — as L) P,

est Valable pour tout H et P non négatif. Ainsi, comme Maxg, (r1 —biH)H = 4;;1 , ensuite
& < 4a 5 tolt )+H+P—|—(r2—a2§)P et ainsi , & +o(t) < 5 (141 —af)P,

+Zi+(1+r2_a2§>P pu1sdansﬁona0<H() B

et puis : % + o(t) <

— 4a2b1

De plus, on peut facilement vérifier que , Mazg, (14 1y — ax £ )P = Tosp (11 4+ 1)

Par conséquent :

do
— t L.
g to =
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En utilisant le lemme (1.2.2) avec (ay = 1 et ag = L) , alors on obtient pour tout t > 7 >0
o(t) < L — (Ly(T))e D). (IL.5)

ApressiT =0,

et puis (H(0), P(0)) € 8,
o(t)=H(t)+ P(t) < L. (11.6)

On doit montrer que pour (H(0), P(0)) € R% , (H(¢),P(t)) — § quand ¢ — 400 ,Nous
. Tl .
montrerons alors que tlgrnoo supH(t) < b et tlgrnoo(H(t) + P(t)) < L.

Tout d’abord, le résultat limsup H(t) < 2—1 découle directement de (al) et du lemme (1.2.2)[4]
t——+o0 1
dH

puisque les solutions du probleme de la valeur initiale 4~ = H(t)(r; — byH(t)) , H(0) > 0,

dt

r

satisfait lim sup H(t) < —.
t——+4o00 bl

(b2) Pour le second résultat, soit 77 > 0 tel que : H(t) < 1+ £, pour tout ¢ > T} d’apres

3
2
I’équation (3) avec T' = T; , on obtient pour tout t > T} > 0

o(t)=H(t)+ P(t) < L — (L, (Ty))e 1. (IL.7)
< L—[Le™(H(Ty) + P(Ty)e"]e™ < L — [L(H(Ty) + P(T)e"]e". (IL.8)

Ensuite :
ot) = H(t) + P(t) < (L+2) = [(L+ S(H(T) + P(T)e" e ™. (1.9)

Pour tout ¢t > T7 > 0, soit Ty > T} tel que :
IL—(L+5)—[(L+5(H(TW) + P(Ty)e" e < 5, pour tout t > T

Puis H(t) + P(t) < L + ¢ pour tout t > T , d’ou :

lim sup(H(t)+ P(t)) < L. (I1.10)

t—+o0

Ceci termine la preuve, et nous concluons également que le systeme (/71.1) est dissipatif en
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11.3 Propriétés de stabilité de I'équilibre positif

Le systeme (//7.2)admet un unique point d’équilibre qui est positif

o= nman  p (noa)nzo) (IL11)
a1(7’2 — CQ) + Cl2b1 al(rg — 02) + blag
On obtient cet équilibre par résoudre 1’équation :
P,
Tl—Cl—al.P*—blH*:O, TQ—CQICLQH . (1112)
On annonce le résultat de la stabilité locale de I'équilibre comme suit :
Théoréme 14. (H,, P,) du systéme (I11.2) est localement asymptotiquement stable.
La matrice jacobienne du systéme (I11.2)est donnée par :
ri—c—aP—2bH —a1H
J(H, P) = 1—C ; 2 1 1 i
agﬁ T2—02—2a2ﬁ
ou l’équation caractéristique de J(H, P) est donnée par :
N4 al+b=0. (I1.13)

Ou

bias(ry — c1)
) - b=(m- — 2). 11.14
¢ ay(ry — co + bras) T T2 = G (r1 —c1)(ra — ) ( )

1l est clair que les racines de [’équation caractéristique sont négatives ou elles ont des parties
réelles négatives,ainsi, l'unique équilibre positif du systéme est stable ce qui prouve le théoréme

, et concernant la propriété de la stabilité globale nous avons ce qui suit :

11.4 Persistance

Le théoréme suivant montre que le systeme (///.2) est uniformément persistant.

Théoréme 15. Soit 1 > ¢; donc le systéme (I11.2) est uniformément persistant.
Pour prouver ce théoréeme ,nous avons besoin de la théorie de la persistance uniforme pour les

systémes de dimension infinie (voir le théoréme (4) et le lemme (1.7.1)).

On peut donc énoncer la preuve du théoreme .

Preuve
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La condition du théoreme implique que r; > ¢; ,et donc d’apres le théoreme 1, il s’ensuit que
T'(t) est point dissipatif , on sait que Ey(0,0) et El(%, 0)sont les seuls équilibres aux limites
du systeme (/71.2). L’origine est clairement instable. On linéarise autour de FE; et obtient

I’équation caractéristique :

(>\+T1—Cl)(>\—T2+CQ) =0 (1115)

Les valeurs propres de A — ry + ¢ LIl existe une unique valeur propre positive A = ¢; — r; ainsi
I’ensemble stable de E/; ne coupe pas le cone positif , Fy et E; sont des ensembles invariants isolés
sur la frontiere. Comme Ej est instable, A, n’est que I'union des deux états stationnaires. En
prenant M; comme ces états stationnaires, il n’y a pas de cycles sur la frontiere. Par conséquent,

le résultat découle du lemme 1
Théoréme 16. ['équilibre positif (H,, P.) du systéme (I11.2) est globalement stable.
Pour prouver ce théoréme , on utilise le théoreme suivant .

Théoréme 17. le systéeme (I11.2) est persistant si pour toute solution positive (H(t), P(t))T
il existe des constantes positives m;, M; avec © = 1,2 qui sont indépendantes de la solution du

systeme de sorte que :

my < tliinoo infH(t) < M, (I1.16)
my < tEeroo infH(t) < M, (I1.17)

Le théoreme précédent montre que :

lim H(t) = H. >0, lim P(t) = P. > 0. (IL.18)

t——+o0

On remarque que (H,, P,) ne dépend que du coefficients du systeme (//7.2) et indépendante
de sa solution.
Preuve

On construit la fonction de Lyaponov suivante :

H H, amH,, P P
H P)=I -1 In—+——-1). I1.1

V(H, P) est bien défini et continue pour tout H, P > 0

ov 1 H,

= (=), (11.20)
8\/ alH* P*
5= ap 1= p) (I1.21)
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Donc le point d’équilibre (H.,, P;) est le seul extremum de la fonction V (H, P) dans le quadrant

positif , on calcule les dérivées d’ordre 2 :

0*V 1 2H,

6H2 — ﬁ(_ + H )7 (11.22)
9)%
82V alH* 2P*
95 = apr LT ) (I1.24)
Pour cela
1 alH
d*V = —dH? “dP? > 0. 11.25
|(H.,P.) . + ) > ( )

I’analyse ci-dessus montre que (H,, P,) est le seul extremum minimum de la fonction V(H, P)

dans le quadrant positif , on peut facilement vérifier que :

lim V(H,P) = lim V(H,P) = lim V(H,P)= lim V(H,P) = +co. (11.26)
H—0 P—0

H—400 P—+o00

On peut voir que (H,, P,) I’équilibre positif est le global minimum qui est :

V(H,P)>V(H,, P.) = 0,pour tout H,P > 0. (I1.27)

On calcule la dérivée de V :

oV _ 8V8H+<‘LV¢LP
ot — OH ot OP ot

v = %(1 — H*)(T’l — C1 — blH — CL1P>H+ M(l — %)(TQ — Cy — CLQ%)P

ot H as P
ov b
S =~ (H —H) ~ %(P — P2 (11.28)

%’ < 0 est strictement négative pour tout H, P > 0 sauf pour 1’équilibre positif (H,, P,) ou
‘ﬁl—‘t/ = 0 ,ainsi V(H, P) vérifie le théoreme de stabilité asymptotique de Lyaponov , et I’équilibre
positif (H,, P,) du systeme (I71.2) est globalement stable , ceci termine la preuve du théoreme.
Remarque Avec la restriction 0 < ¢; < 7; , ¢ = 1,2 le systeme (///.2) admet toujours un
unique équilibre positif et d’apres le théoreme (2,1) et (2,2) on voit que cet équilibre est globa-
lement attractif puisque sa propriété de stabilité n’est pas changé avec la variété du parametre
Le systeme ne pourrait pas subir la bifurcation de Hopf et il n a y a pas de cycle limite du sys-

teme (771.2) dans R?, on effet nous pouvions également prouver cette déclaration en utilisant

le théoréme de Bendixon-Dulac
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F(H,P) = (7"1 —alP—blH)H—clH.

G(H, P) = (7”2 — CI,QZ,>P — CQP.

Nous avons que ces trois fonctions F(H, P) , G(H, P) ,B(H, P) € C*(R%).
On calcule la dérivé, on trouve 282 + 0BG — b _ 43 () (H, P) € (R%).
D’apres le théoreme de Bendixon-Dulac , nous savons qu’il n y a pas de cycle limite pour le

systéme (/717.2) dans (R?).

11.5 L’influence de la récolte

Nous aborderons ce résultat en trois aspects :
Le cas de la seule récolte d’espéeces proies
Dans ce cas

L — C1)ag . (11 —c1)ry

H*:<

, Py = ) 11.29
airo -+ Clle airo + a261 ( )
H, , P, sont toutes des fonctions différentiables continues du parametre ¢; et
dH, —a dP, —r
— 2 _ <0, = 2 <0 (11.30)
ClCl a1ry + (Igbl dCl arg + CLle

les inégalités ci-dessus montrent que H, et P, sont toutes les deux des fonctions strictement
négatives de c; c’est a dire que 'augmentation du taux de capture des espéces proies conduit
a la diminution de la densité des especes proies et prédateurs
Le cas de la seule récolte d’espéces prédateurs
Dans ce cas :
r1a2 7”1(7“2 - 02)

H, = P, = (I1.31)

al(Tz—Cg)—i‘(lle’ * al(Tz—Cg)—i‘(lle‘

C’est-a-dire que H, , P, sont toutes des fonctions différentiables continues du parametre c; ,

o1 remarque que :

dH* a1a97T1 dP* —Tlagbl
= > 0, = < 0. 11.32
dCQ (a17°2 + a2b1)2 dCQ (CZ17“2 + a2b1)2 ( )
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On voit que H, est la fonction strictement positive du ¢, , et P, est la fonction strictement
négative de ¢y , c’est a dire que 'augmentation du taux de capture des especes prédateurs

entraine I'augmentation de la densité des espéces proies et la diminution des especes prédateurs

Le cas de récolte conjointe des prédateurs et des proies

Dans ce cas , il résulte de (/11.2) que H, , P, sont toutes des fonctions différentiables continues
de parametres ¢; avec ¢ = 1,2 plus qu’on a supposé 0 < ¢; < r; il n’est pas toujours facile de
donner une analyse détailler de tous les cas , ici , nous n’étudions que le probleme suivant , qui
semble tres intéressant

Il est possibles de choisir des parametres appropriée ¢; tel que apres la récolte des prédateurs
et de proies , les densités d’especes de proies lorsque t — oo ne changent toujours pas .
Autrement dit H; = H, si cela est possible qu’en est-il des comportements dynamiques des
espéeces prédateurs dans ce cas?

la premiere partie de la question revient a dire que dans quel cas H, = H, , c’est a dire :

(7"1 - 01)a2 _ riaz
aq (TQ — 02) + a2b1 a1To + CLle ’

En résolvant 1'inégalité , on obtient :

a179 + (lgbl
Cg = ——.

ri1a;

Cela signifie qu’avec les efforts de capture appropriées ( ¢; qui satisfait I'inégalité (3,6) les

especes proies convergent vers H, , et nous avons :

. r%alrz—rlcl (a1r2+a2b1)
P, = )
ai(ri—ci)(ai1ra+azb1)

Evidement P, est la fonction différentiable continue du parametre c¢; et

dP, __ biragr? 0
dei — ai(ri—ci1)?(aira+azbi

C’est a dire si le taux de capture des especes de prédateurs et de proies , alors 'augmentation
de la récolte de proies et de prédateurs conduira finalement a la diminution des densités des

prédateurs P,.
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11.6 L’équilibre bionomique

On doit étudier I’équilibre bionomique du systeme (///.2) puisque il a une signification
pratique le terme équilibre bionomique est un amalgame des concepts d’équilibre biologique
et d’équilibre économique , comme nous le savons , un équilibre biologique est donnée par
(%, % = 0 et I’équilibre économique doit étre atteint lorsque le revenu total TR (obtenu en
vendant les consacré de la récolte ), doivent étre donnés en premiers :

P, est le prix par unité de biomasse de la proie H.
P; est le prix par unité de biomasse de prédateurs P.
q1 est le cout de péche par unité d’effort de la proie H.

g2 est le cout de péche par unité d’effort du prédateurs P.

Ensuite le revenu de la rente économique a tout moment est donnée par :
N=TR-TC = (le - Ch)Cl + (pgp - QQ)CQ = N1 + NQ, (1133)

quand Ny = (p1H — q1)c1 et No = (pap — q2)ca.

C’est a dire que N; et Ny représentent les revenues nets pour la population H et P respec-
tivement pour plus de commodité , nous considérons que le prix par unité de biomasse des
prédateurs et le cotlit de péche par unité d’efforts par prédateurs sont constants , ainsi 1’équi-

libre bionomique est données par les équations simultanées suivantes :

dH
T (r—aP—=bH)H — ¢ H, (I1.34)
dP P
P (re — QQE)P — P, (I1.35)
N = (pH — q)er + (p2P — g2)c2 = 0. (I1.36)

Le prix et le colit des prédateurs n’étant pas surs ,nous considérons les cas suivants afin de
déterminer 1’équilibre bionomique
Le cas (1) si :

s m (I1.37)

b1
pmH —q <O. (H.38)

Si 'on dit que le cout total dépasse le revenu total de la récolte des proies évidemment , la

récolte proies sera arrétée c’est a dire (¢; = 0) et la récolte des prédateurs reste opérationnelle
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sl :
p2P —q2 >0
alors a partir de (//.36) , on a :
P =2 (11.39)
D2

En le substituant en (77.35), il s’ensuit que :

P2 — 142
Ho=——"—". 11.40
' bip2 ( )
Encore une fois la substitution de (77.39) et (/7.40) dans (/7.34) conduit & :
P azb1qa

o =Ty — =y — =12 11.41

“ T Hi "2 T1D201q>2 ( )
Doncsiry > ag(g—i) et ry > % tenir ensemble , on & I’équilibre bionomique [H1o, Pioo, 0, C200]

Dans le cas (2) si :

2. p (11.42)

D2
p2P — g2 <O. (I1.43)

Est vrai c’est-a-dire que le cofit total dépasse le revenu total pour la récolte du prédateurs
évidement , la récolte des proies sera arrétée c’est a dire (co = 0) et la récolte des prédateurs

reste opérationnels si pyH — ¢; > 0 alors il découle de (/7.36) que :

Hyo =4, (I1.44)
n

P =2 (IL.45)
a2p1

La substitution de (/7.44) et (/7.45) dans (/7.34) conduit a :

Cloo =171 — 1 Piog — 01 Hine =

(CL1T2 - a2b1>Q1
a2P1

r —

Si
aire — asb
r1>(12 21)611’
2P
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on a ’équilibre bionomique [Hiso, Pioo, Cloo, 0]

Dans le cas (3) si

Lopfom (11.46)
D2 P1
p2P —q <0,pH —q <0. (I1.47)

alors il est équivalent a dire que le cofit total dépasse le revenu total pour deux populations
, évidement la récolte sera arrétée c’est a dire (¢; = 0)(c2 = 0) dans ce cas , il n y a pas
d’équilibre bionomique

Dans le cas (4) si :

L pLH, (IL48)
D2 P1
poP —qy > 0,p1H —q1 > 0. (11.49)

Dans ce cas , le revenu total dépasse le cotit total pour deux populations et la récolte est
opérationnelle car elle peut rapporter des bénéfices a la péche
de(77.36) on a :

Hopo=2 p=L (I1.50)

b1 D1 .

En substituant les égalités ci-dessus dans (/7.34)et (/7.35), il est facile d’obtenir :

—b
o (a1p2q1 1)p1qQ7 b — 7y 12102 (IL51)
qaP1 P2q1
Donc si :
a —b a
> (a1p2q1 1)171(12’ ry > 2P1d2 (I1.52)
q2p1 P24

Tenir ensemble , on a 'équilibre bionomique [His, Pioo, Cloos C200]-
il est évident que 1'équilibre bionomique peut exister si le taux de croissance intrinseque de

deux especes dépasse une certaine valeur .

11.7 Conclusion

Un modele prédateur-proie de Leslie-Gower intégrant la récolte est étudié dans cet chapitre.
On a montré d’abord qu’'une récolte appropriée n’a pas d’influence sur la propriété persistante
du systeme de récolte. Apres cela, on a essayé de donner les détails de la récolte sur les com-

portements dynamiques du systeme. Notre étude montre que, pour le systeme ayant a la fois
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la récolte sur les especes prédatrices et les proies, il admet un phénomene intéressant, peut-étre
qu'un tel pronostic pourrait étre appliqué pour fournir les ressources scientifiques comme les
sheries et les arbres forestiers. Ensuite, pour la signification pratique, nous considérons le profit

économique de la récolte. On a terminé par étudier L’équilibre bionomique.



— Chapitre Il -
Modele de Lotka-Volterra avec réaction

diffusion et la fonction de Leslie-Gower

Dans ce chapitre, nous étudions la dynamique globale d’'un modele Leslie Gower avec diffu-
sion dans des environnements homogene d’advection, nous discutons I'existence et I'unicité des
solutions stationnaires positives. Nous étudions le grand comportement au large du temps des
solutions et établir des conditions de seuil pour la persistance et ’extinction de deux espéces

lorsqu’elles vivent dans des environnements convectifs ouverts.

I11.1 Présentation du modeéle

H—d AH=H(r —H—aP), z€Qt>0,

P, —dy AP = P(ry —C%), x e, t>0, (IIL.1)
gi — 98 — x € 00, t>0.

avec ) un ouvert de R”

H et P la densité de la population proies et prédateurs a l'instant t et ’emplacement x sur le
domaine borné €2

la condition aux limites de Neumann signifie qu’aucune espece ne peut traverser la limite de 2
di,do, 1,79, a,c sont des constantes positives ,

dy et dy sont le taux de diffusion correspondants a H et P

r1 et ro signifient le taux de croissance intrinseques de chaque espece

a et c représentent les interactions inter-spécifiques par la prédation

I’équilibre positif constant unique attire toutes les solutions positives dans certaines conditions
et les solutions d’état stable positives non constantes n’existent pas lorsque les espéces vivent

dans des environnement homogenes.
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111.2 Dynamique d’un systéme Leslie-Gower avec diffusion

Pour étudier quelle dynamique un systeme Leslie-Gower avec diffusion peut avoir dans des

environnements d’advection , nous proposons le modele suivant :

Hy=dH,, —qH,+ H(ry — H — aP), O0<xz<L,t>0,

P, = dyPyy — qPy + P(ra — L) O0<z<L,t>0,

dyH,(0) — ¢H(0) = 0, t>0,

ds P, (0) — ¢P(0) = 0, t>0, (11.2)
d1H,(L) — qH(L) = —bqH (L), t>0,

dyPy(L) — qP(L) = —bqP(L), t>0,

H(z,0) = Ho(x) > 0,# 0, P(x,0) = Py(z) > 0,# 0, 0<axz<L.

H et P la densité de la population proies et prédateurs a l'instant t et 'emplacement x sur
le domaine borné [0, L] , L est la taille de I'habitat , les significations biologiques des autres
parametres sont les mémes que celles du modele , de plus la constante positives ¢ est la vitesse
effective du courant qui est parfois appelé "vitesse d’advection '

En ce qui concerne les conditions aux limites a 'extrémité amont x = 0 , 'organisme supposé
satisfait la condition aux limites de non-flux , ce qui signifie qu’aucun individu n’est autoriser
a traverser a l'extrémité aval x = L ,la constante non négative b mesure un taux de perte
d’individus a la frontiere par rapport a la vitesse d’advection , En particulier b = 0 signifie
que les especes vivent dans ses milieux convectifs fermés , tandis que b > 0 signifie qu’il existe
un taux de perte d’individus a l'extrémité aval , c’est a dire que les espéces vivent dans des
environnements d’advection ouverts , Hy(x) et Py(x) représente la distribution initiale de la
populations de proies et de prédateurs respectivement , pour plus de simplicité nous supposons
que la longueur de I’habitat L = 1, sauf indication contraire , nous considérons d’abord la

dynamique du modele a une seule espece comme suit :

H =H,,—qH,+H(r—H), 0<z<1,t>0,

dH,(0) — qH(0) =0, >0, (II1.3)

dH,(1) —qH(1) = —bgH(1), t >0,

Ho(x) > 0,40, 0<z<1.
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cela conduit a I’étude du probleme des valeurs propres linéaires :

D —qP, +7P =20, O<zx<1,
d®,.(0) — q®(0) =0, (II1.4)
d®,(1) — qP(1) = —bg®(1).

oud,q,r >0, b >0 représentent respectivement , le taux de diffusion , la vitesse d’advection
, le taux de croissance inhérent de 1’espéce et le taux de perte de 'espece a l'extrémité aval.

Le systeme (/11.2) et le problemes a valeurs propres (///.4) ont les résultat suivants :

Lemme III.2.1.

Supposons d, ¢, > 0, régler § = \/dr/b(1 — b) , pour b € (0, %] et § = V/4dr pour b € [, 400),
il existe ¢* = ¢*(d,r,b) € (0,7q) , tel que pour q € (0,q) , (1.3) admet un unique état stationnaire
positif (noté 6(d,r,q,b) qui est globalement asymptotiquement stable , pour ¢ € [¢*,+00) ,
H = 0 est globalement stable et la valeur propre principale A\;(d, ¢, r,b) vérifie :

M(d,q,mb) >0 si0 < q< g,
Al(dv q,T, b) =0 Slq = q*, (1115)

Ai(d,q,r,b) <0 sig> q*.

On peut noter que lorsque la proie devient tres rare , on a P — 0 , par conséquent on peut
définir un équilibre biologiquement réalisable (0,0) pour le systeme(///.2) , ce qui indique que

les prédateurs et les proies sont éteints.

Théoreme 18. Supposons di,dy, 1,79 > 0 , b > 0 les conclusions suivantes pour le systéme
(I11.2) sont vraies :
* quand q*(dy,r1,b) < q*(da, 2, b),
1- si g € (0,q*(dy,m1,b)), alors (I11.2) admet un unique état stationnaire positif (us,vs)
globalement attractif
2- si q € [q*(dy,r1,b),+00) , alors la solution de(111.2) converge uniformément vers (0,0)
sur [0, 1]
* quand q*(dy,r1,b) > q*(da, 72,b),
1- Si g € (0,q%(d2,72,b)), alors (I11.2) admet un unique état stationnaire positif (us,vs)
globalement attractif)
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2- si q € (¢*(dg,72,b),q*(dy,71,b)) alors (6(dy,r1,q,b)) est globalement asymptotiquement
stable.

3- siq € [q*(dy,11,b),+00) , alors la solution de (I11.2)converge uniformément vers (0,0)

sur [0, 1].

Le théoreme (18) montre que la vitesse d’advection ¢ joue un rdle essentiel dans la déter-
mination du comportement dynamique du systeme(//7.2) lorsque les especes vivent dans des
environnements convectifs ouverts , en particulier , pour fixer d;,r;(i = 1,2) et b > 0
Lorsque la vitesse d’advection est supérieure a la vitesse d’advection critique de la proie , c’est
a dire ¢ > ¢*(dy,r1,b) le prédateur et la proie disparaitront.

Lorsque la vitesse d’advection est si petite et qu’elle est inférieure au minimum des vitesses
d’advection critiques de la proie et du prédateur, c’est-a-dire ¢ < ming*(dy,r1,b), ¢*(dz, r2,b) le
prédateur et la proie coexisteront.

Lorsque la vitesse d’advection se situe dans un niveau intermédiaire , il existe un état station-
naire semi-trivial globalement asymptotiquement stable (6(dy,r1,¢q,b),0)

quand q € (¢*(dz,72,b),q*(dy1,71,0))

Ainsi pour obtenir la dynamique du systeme (//7.2) il est important de déterminer et de com-
parer les vitesses critiques d’advection ¢*(dy,r1,b) et ¢*(dg, 12, b).

I1 résulte que la vitesse critique d’advection ¢*(d,r,b) est décroissante par rapport a b lorsque

b> % , ce qui implique une plus grande perte d’'individus a x = L.

Théoréme 19. Supposons dy,ds, 71,79 > 0, si b =0 alors le systéme (111.2) admet un unique

état stationnaire (us,vs) qui est globalement attractif pour tout ¢ > 0.

111.3 Probleme de valeurs propres

Le systeme (/77.2) a un unique état stationnaire semi trivial (6(dy,r1,¢q,b),0) d’apres le
lemme /717.18 pour la simplicité des notions , sans déclaration spéciale, nous avons défini plus

loin 6(dy, 71, q,b) par 0(x), nous considérons d’abord un probléme aux valeurs propres linéaires :

Awyy — qw, + 1(T)w = \w, , 0<z<l1
dw,(0) — qw(0) =0, (IIL.6)

dw, (1) — quw(1) = —bqw(1)

oud,qg>0,b>0etr(zx)e L®[0,1] d’apres le théoréme de Krein Rutmann , le probléme 777.6

admet une valeur propre principale A;(d,q,r(x),b) ce qui correspond & une fonction propre
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positive wq(d, ¢, 7(z),b) , de plus le probleme aux valeurs propres /7/.6 a une suite de valeurs

propres :
AL > A > o>\, = —00,

et par 'approche de caractérisation variationnelle \i(d, g, r(x),b) peut étre représentée par :

g g a
r(z) fol eEIdem—fol ed w2dr—qbed w3 (1)

1 4
fo ed®w2dx

Al(d7 q, T(ﬁ), b) - SupwEHl(O,l)w?gg

Lemme III.3.1.
pour le probléme aux valeurs propres (I11.6) | si () < ro(x) , alors la valeur propre principale

M(d,q,m(x),0) < A\i(d, q,r2(2),b).

Lemme III1.3.2.
Supposons que dy,dy, 71,72,q > 0 et b > 0 si la solution stationnaire semi trivial (6(x),0) de

(I11.2) existe , alors 0 < 0(x) < ry sur [0, 1].

Preuve d’abord 6(z) satisfait ’équation suivante :

d19m—q9$+9(r1—9):0, O<l’<1,
d10,(0) — ¢0(0) = 0, (IIL.7)

d,0,(1) — qf(1) = —bgf(1).

On voit que O(z) > 0 sur [0,1] et O(z) < ry sur [0,1] pour b > 1 par le maximum principale
fort.

On prouve que #(z) < ry sur [0,1] pour 0 < b < 1, on pose 6* = % , alors 0* satisfait :

di0: + (24,07 — q)0r — 06" =0, O<a <1,
1y (206" ) (IIL.8)

0°(0) = £ 6°(1)=(1-0)

4
1’ dl'

Par le maximum principale on obtient : (1 —b) < 6* < £ | sur (0,1) pour 0 < b < 1, puisque

dy
(1—b)fE <6 sur (0,1) pour 0 <b<1
Cela montre que 6, > 0 dans (0,1) pour 0 < b < 1, alors f(z) atteint un maximum M en

x=1,s8i M >r;, en intégrant la premieére équation de (//7.6) sur [0, 1], on obtient :
Jy 0(ry — 0)dx = bgf(1) > 1.

Evidemment , il existe z; dans (0,1) tel que 8(z;) = r, et 8(z) > 7, pour = € [z1,1] , nous

intégrant & nouveau la premiere équation de (//7.6) sur [z1, 1], nous obtenons
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~bgf(1) — di0,(x1) + qf(x1) + [} 0(r1 — 0)dz = 0.

il est facile de savoir que [} 6(ry —0)dz < 0 ce qui indique que —bgf(1) — d10, (1) +¢b(z1) > 0,

on a donc :

0% (1) = 9(;;; <ZL(1- %b) <(1-b)L.

Cela contredit le fait (1 — b)gd; < 6* dans (0,1) pour 0 < b < 1
En suite nous nous tournons a ’étude de la monotonie de ¢*(d, r, b) par rapport a d,r et b , on

a les propriétés suivantes concernant la vitesse critique d’advection ¢*(d, r,b).

Proposition II1.3.1.
Soit tout d > 0,r >0, si b > % , alors ¢*(d,r,b) est décroissante par rapport a b et croissante

par rapport a r.

preuve Pour le probléme linéaire aux valeurs propres (II1.6), par 'approche de caractéri-

sation variationnelle |\ (d, ¢, (), b) peut étre représenté par :

q g a
r(x) fol egxoﬂda:—fol ed”w2dr—qbed®w?(1)

1 49,
fo ed®w2dx

Al(d7 q, T(l’), b) = SuprHl(O,l)Wm

on peut également obtenir que la valeur propre principale Ai(d, g, r(x),b) est décroissante par
rapport a b et croissante par rapport a r a partir de (///.7) , compte tenue de la proposition
(II1.3.1), nous avons que la valeur propre principale A (d, ¢, 7(z), b) est continuément dérivable
end,q,r, b, de plus on peut savoir que A (d, ¢, r(x), b) est strictement décroissante par rapport a
g pour b > % ,d’apres la proposition (1) et le lemme (I11.18) , nous avons que A\{(d, q,r(x),b) = 0
si et seulement si ¢ = ¢*(d,r,b) , par conséquent il découle du théoréme des fonctions implicite

que ¢*(d,r,b) est décroissante par rapport a b et croissante par rapport a r.

Proposition I11.3.2.
Soit tout d > 0,r > 0,10 < b <1, alors ¢*(d, r,b) est strictement décroissante par rapport a
dsil<b< % , est strictement croissante par rapport a d suffisamment grand de plus si b > %

alors ¢*(d,r,b) est strictement décroissante en d suffisamment grand.

preuve

Se référer au lemme (1.3.1) dans [25] , il existe une taille d’habitat critique L*(d, ¢, 7,b) = L =1
si et seulement si ¢ = ¢*(d, r,b) dans le modele (//1.3) et L*(d, q,r,b) est une fonction croissante
de la vitesse d’advection ¢ , d’apres le théoréme (2.2) et lemme (3.7) dans [25] , on sait que
L*(d,q,r,b) est strictement décroissante par rapport a d lorsque 0 < b < 1 est strictement
décroissante en d suffisamment grand quand b > % par le théoreme des fonctions implicite,

on sait que ¢*(d,r,b) est strictement croissante par rapport a d pour 0 < b < 1 ,¢*(d,r,b)
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est strictement croissante en d pour d suffisamment grand,pour 1 < b §,% est strictement
décroissante en d pour d suffisamment grand pour b > %

Plus précisément , lorsque b = 1, alors la valeur propre principale A (d, g, (), b) est strictement
décroissante par rapport a ¢ et strictement croissante par rapport a d , A\i(d, q,r(z),b) = 0 si
et seulement si ¢ = ¢*(d, r,b) d’apres le lemme (I11.18) ainsi le théoreme des fonctions implicite
implique que ¢*(d,r,b) est strictement croissante par rapport a d pour b = 1. Combiné avec

I’analyse ci-dessus la proposition est établie.

111.4 Existence et unicité

On applique la théorie des degrés topologiques pour étudier I'existence des solutions sta-
tionnaire positives (us, vs) du systeme(///.2) et on complete la preuve de 'unicité , on pose la

transformation : u(z,t) = eﬁxﬁ(:c,t) w(x,t) = e%x@(:c,t) , le systeme (/717.2) devient :

Uy = dyligy — qliy + (11 — e "0 — ae®"0), 0<z<1t>0,

Uy = doUpy — qU; + 0(rg — ‘%e(%_%)x) O0<z<1,t>0,

u,(0) =0,(0) =0 t >0, (111.9)
dyiip (1) — qai(1) = —bga(1), t>0

dyv,(1) — qv(1) = —bqv(1), t>0

u(z,0) = ug(x) > 0,# 0,0(x,0) = T(x) > 0, 0<z<1.

Notons que les conditions aux limites de (/77.6) sont les conditions aux limites bien connues
de Robin. La structure de I’ensemble de solutions de(///.6) et (/11.2) est exactement la méme,
et afin de rechercher le systéme (//7.2), nous pouvons nous tourner pour discuter du systeme
(/11.6) par les méthodes correspondantes. Il est évident que les solutions stationnaires du

systeme (/11.6) vérifient 1’équation suivante :

d1lpe — qly + (1] — Ued g — ae%x@) =0, 0<x<l,

dsBpy — O, + 0(rs — Leli b )z) =0, O<z<l,

U (0) = 0,(0) =0 t>0, (1I1.10)
ity (1) — qu(1) = —bgu(1), t>0,

dot, (1) — qo(1) = —bgo(1), t>0.

Théoréme 20. Pour di,dy,r1,72,b > 0, (II1.10) d toujours une solution positive quand q €

(0, ming*(dy, r1,b), ¢*(d2,72,b))
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Preuve

Nous appliquant le théoréme du degré de Leray-shauder pour prouver I'existence d’une solution
positive , il peut étre divisé en trois étapes :

Etape (01) : pour toute paire non négative (f,g) € C([0,1]) x C([0,1]) on peut étendre le do-
maine de f, g correctement de sorte que pour tout ¢ € [0, 1] et ¢ € (0, ming*(dy,r1,b), ¢*(da, r2,0))
, les fonctions ei” 2+ ae®” fg et %e(%_%)x sont lipschitzienne continues par rapport a f
et g ,en faite pour tout ¢ € [0,1] et ¢ € (0, ming*(dy,71,b),q*(do,r2,b)) , dlj—; + gq% + 7 et
dQ% + ¢q- + ry sont inversibles , alors pour tout ¢ € [0,1] et (f,g) € C([0,1]) x C([0,1]) , @

et U peut étre déterminer d’une maniere unique par le systeme elliptique suivant :

iUy, —sq(0), + 1t = e%xﬂ + ae%xfg, 0<z<l,
do(Vyy — 5q(V)y + Ure0 = %6(%7%” O<z <1,
(@).(0) = (v),(0) =0, (II1.11)

diu, (1) —squ(l) =0,

do0,(1) —cqv(1) = 0.

On peut définir une famille d’opérateurs compacts I'. : C([0,1]) xC([0,1]) — C([0,1])xC([0, 1])
par I'(f, 9) = (,9)
Etape (02) : pour ¢ € (0, ming*(dy,1,b),q*(da,72,b)) et ¢ € [0,1] , il est facile de savoir que
sq € (0,ming*(dy,r1,b),q*(da,72,b)) , alors d’apres le théoreme ((21)) il existe deux constantes
positives ¢ et¢ sachant que pour toute solution positive de (/1/.11) ,(u,0) satisfait :
¢ <u,v < ¢pour tout ¢ € [0,1] , z € [0, 1].

On définit :

D = (@) € C(0.1) x C(0.1) = C(0. 1) x (0.1 s /2 < mv <@

pour tout ¢ € [0, 1] et (4, 0) € 9D ,on sait (u,0) # I'.(4,?) , par conséquent le degré de Leray-
shauder deg(I —I'.(.,.), D, 0) est bien défini et il dépend de ¢ , ou I est 'application identité ,
de plus (1, ) résout /77.10 si et seulement si (u, D) satisfait (u,v) = I'(4,v).

Etape (03) : on peut voir que (4, 7) € D satisfait :I-T'(.,.)(@, ) = 0 implique que (@, 7) est

une solution positive de :

AUz + 0+ (1 — U — ad) =0, 0<az<l,

doBpy + 0(ra — L) =0  ,0<a <1,
v (ITL.12)
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De [29](voir théoréme 3.1 et théoréme 3.2) le probleme (//7.25) admet une unique solution
positive (u,,7,) une simple analyse de linéarisation montre que (@, 7,) et non dégénéré et
linéairement stable comme solution de (//7.25) ,par la formule bien connu de Leray-Shauder ,

cela donne :
deg(I —Ty(.,.),D,0) = 1.
Donc par I'invariance d’homotopie du degré de Leray-Shauder, on obtient :
deg(I —T'4(.,.),D,0) =deg(I —Ty(.,.),D,0) = 1.

Par les propriétés du degré , lorsque g € (0, ming*(dy,r1,b), ¢*(d2,72,b)) ,le systeme (/77.10) a

toujours une solution positive .

Théoréme 21. On suppose que r1,72,0 > 0 , pour tout € > 0 , il exviste deux constantes
positives ¢ = ¢(q,dy,dy, T1,72,a,b,¢) et ¢ sachant que pour tout € < dj,dy < 1/e 0 <qg<1/e,
si ¢ € ming*(dy,r1,b),q"(de, re,b) alors toute solution de (111.10) satisfait :

¢ < u,0 < ¢ pour tout x € [0,1].

Preuve. du lemme (//7.4.1)(i7) , il est facile de savoir que la solution @ et v de (II1.10) & une
borne supérieure positive ¢ ,ensuite nous montrons que @ et v ont une borne inférieure positive
Nous affirmons que mawx 1jti(x) est bornées par des constantes positives , pour établir cette
affirmation nous argumentons par contradiction

Supposons qu’il existe € > 0 tel que : edy; < 1/e et < ¢; < 1/e , et la solution positive

correspondante de (I11.10) | notée (u;(z),v;(x)) satisfait :

max u;(x) — 0 quand i — +o0.
z€[0,1]

Et
dl(ﬂl Tz — q(ﬂz)x + (7'1 — ﬁieﬁmai — ae%%i), O<ax< 1,
da (Vi) we — q(V3)e + 0i(r2 — %6(%7@)@ <<,

0) = (3,).(0) = 0, (IIL.13)

En passant a une sous-suite si nécessaire , on suppose que dy; — dy > 0 et ¢; — ¢ > 0 ,puisque

o~

la norme || 4; ||« est uniformément bornée , soit u; = Hﬂylil , alors 1; satisfait :
71100
d1(U;) ez — q(0;) e + (r1 — e " U; — ae®"v;), 0<x<l,
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(I11.14)

Par régularité standard et le théoreme de prolongement de Sobolev , En passant a une sous-
suite si nécessaire on sait que 4; — 0 et u; — u* dans C'[0,1] , ou u* > 0 et || U; [|o=1, on
note que :

A(qiﬁ

d2,i(0i)aw — ¢i(0i) g + Ui(12 — %6 a_dz’i)ﬂﬁ)-
-~ (%7&1‘)
< doi(0i) e — Gi(Vi)z + Vi(ra — 57 )-

~
maTyelo,1)Ui€ °

Par la méthode des solutions supérieures et inférieures et la substitution de variables appropriées
4

e d;
< MmaTgelo,1]Ui€ "

, nous avons : v; < — 0, ainsi il est facile de voir que u* satisfait :

dyu}, — qui + riu’, 0<z<l1

d ()2 (1) — qui (1) = —bgu*(1).

b

(=

(z)

s

On utilise la transformation u* = e @ u, on a A(dy,q1,71,b) = 0 ,ce qui implique ¢ =
q*(dy,r1,b) , cela contredit I'hypothese 0 < ¢ < ¢*(dy,r1,b) , il existe donc une constante
positive ¢; tel que max,cpu(r) > ¢ ,nous considérons la premiere équation de (/77.10) ,

comme indiqué ci-dessus :
d\Upe — qUy + (1 — Ue®"@; — ae®"5;) =0, 0<z < L. (111.16)

Et sachez qu’il s’agit d'une équation elliptique a coefficients mesurables bornés , ainsi en appli-
quant l'inégalité de Harnack standard pour les solutions généralisées , il existe une constante

a4 a4
positive ¢*(dy, q,r1 — e® U — ae®2"D) telle que :

a4 a4 .
max U(z) < c*(di,q,m1 — eB7 U — ae®2 " 0)mingeoU ().
ze|0,

Evidemment, (z) est une solution de ’équation (177.23) ce qui signifie qu’il existe une constante

positive ¢** dépend de q,d;,ds, 71,79, a,b et ¢, telle que :

max 4(zr) < ¢ min u(x).
z€[0,1] xz€(0,1]

Cela implique que @(x) admet une borne inférieure positive uniforme
De méme nous affirmons que max,cp110(x) est borné par des constantes positives , supposons

qu'il existe un € > 0 tel que : e < dy; < 1/eet 0 < ¢ < 1/e, et (U;(z),v;(x)) satisfait :
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max 0;(x) — 0 quand i — +o0.

z€f0.1]
Et
di (W) ze — qi(U)z + (r1 — @,-e%ccﬂi — ae%$®i), 0<z<l,
d2(0i)ze — ¢i(0i)x + Vilra — %e(c‘l i )x) 0<x<l,
(4i)2(0) = (0:)2(0) = 0
di(U;)o(1) — @it (1) = —bgius(1),
da(0)2(1) — gi0i(1) = —bgiVs(1).
(IIL.17)

En utilisant la méthode ci-dessus et en répétant ce processus similaire , nous avons ¢ =
q*(dy,71,b) , cela contredit '’hypothese 0 < ¢ < ¢*(dy,71,b) , en appliquant I'inégalité de Har-
nack a la deuxiéme équation de (/77.10) , on obtient que ¥(x) a une borne inférieure positive

uniforme.

Lemme II1.4.1.
Pour dy,dy,r1,72,0 > 0 ;si (u,v) est une solution stationnaire non négative de (//1.2) avec
u#0etv#0.
(1) q € (0,ming*(d1,71,b),q"(d2,72,0));
(ii) 0 <u<ret0<v<™2sur0,1].
Preuve

Tl est clair que @ = ed1®u > 0, 5 = e® v > 0 sur [0,1] , par le maximum principale fort dans

(/11.6) comme on peut le voir dans (//17.2) la solution (u,v) est une solution de 1’équation

suivante :
U = dqUge — Qg + u(ry — u — av), 0<x<l,
Uy = doVge — qUz + V(12 — 2) O0< o<1,
dyuz(0) — qu(0) = 0, t>0, (I18)
dav;(0) — qu(0) = 0, t>0,
diug(L) — qu(L) = —bqu(L), t >0,
dovy(L) — qu(L) = —bqu(L), t>0.
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D’apres 1’équation de u et le lemme (I11.18) on a :
0= Al(dla q,71 —u —av, b) < )‘l(dla q,T1, b)

Ce qui implique que ¢ € (0,¢*(dy,71,b)) par le lemme (I11.3.1) , de plus de I’équation de @ dans
(I11.7) on obtient :

. ~ ~ ~ dix/\ dix/\ ~ ~ ~ dlx/\
0= dilze — QU + (r1 — Ue U — ae®"V) < Uyy — qliy + (r] — e u).

En utilisant la méme transformation entre les systemes(///.2) et (//1.6) , on peut convertir

(111.3) en I’équation suivante :

d1Uze — QUi + (Tl - ﬁeﬁira) =0, 0<z <1,

M. n - ~ e (-3

Uy = doUpy — QU + V(g — Ke' it d2)x), 0<z <1,

T 2 =s ) (I11.19)
dig (1) — qu(l) = —bgu(1).

D’apres le lemme (/77.3.1) on a e%zﬁ(x) est I'unique solution positive de (/71.9), Par la
méthode des solutions supérieures et inférieures et Lemme (//7.3.2) on en déduit : © = ey <
e%xﬁ(x) < e® %) sur [0,1] ,ce qui implique que u < 7.

De méme, il découle de ’équation de v que :
cv
0= Al(d% q,T2 — Ea b) < Al(d2> q,72, b)

Et
0 = doUpy — qU + 0(rgy — ge(%_%)x) < doUsy — qUy + V(19 — ge(%)x).
u u

Gréce a une substitution de variables appropriée, nous pouvons obtenir g € (0, ¢*(da, 79,b)) et
0 <wv < 222 sur [0,1] ,Les conclusions ci-dessus sont établies.

Théoréme 22. On fize dy,dy, 71,72 > 0, si g € (0, ming*(dy,r1,b),q"(d2,72,b)), alors (111.10)

a une unique solution positive.

111.5 Persistance

On discute le comportement dynamique du systéme(///.2) pour ¢ le temps grand , nous
montrons d’abord que le systeme (///.2) possede une solution unique (u(z,t),v(z,t)) définie

pour tout ¢ > 0 est bornée dans L>.
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Lemme III.5.1.
pour tout dy,dy, 1,79 > 0 et b > 0 e systéme (//7.2) admet une unique solution (u,v) définie
pour tout x € [0,1] et ¢t > 0, et il existe des constantes positives p; et py qui ne dépend que

des données initiales ug(x), vo(x), telles que :

0<u(x,t) <p;, O0<wv(x,t)<py, x€]0,1],£>0.

Preuve
'existence locale et 'unicité des solutions de (/717.9) sont standards ,par le maximum principale
de I'équation parabolique, on peut voir que la solution (u(z,t),v(x,t)) de (I11.9) vérifie :
u(z,t) >0, v(x,t) > 0 pour tout x € [0,1] et t > 0, alors pour la premiere formule du modele

(I11.9)on a :
Gy < dylipy — qliy + (11 — e170), 0<z<1,t>0.

Soit u(x,t) la solution de :

Uy = d1Uye — q +u(ry — eﬁxﬂ), O<x<l1l, >0,
,(0) = 0,dy7,(1) — qu(1) = —bqu(1) =0,  t>T, (I11.20)

u(x,0) = up(z), 0<z<1

Le théoréme de comparaison pour les équation paraboliques implique que @(z,t) < u(x,t) pour

tout z € [0,1] et t > 0, par une telle transformation u(z,t) = e%xﬂ(x, t)

ut = dytz, — qug + u(r; — e%xu), 0<zx<l1, t>0,
e (0) = 0, drus (1) — qu(1) = —bqu(1) =0, ¢ >T, (I11.21)

u(z,0) = eﬁrﬂ(x,t), 0<z<1.

Du lemme (/77.18) et (I11.3.2) , on sait que : u(x,t) = e%mﬂ(x,t) < 0(x) < ry uniformément
sur [0, 1] quand ¢t — +00, on obtient alors :

limsup u(x,t) < e%fwrl , pour tout x € [0, 1].

t——+00
Il existe donc une constante positive p; dépend uniquement de la condition initiale ug(x) telle
que 0 < u(x,t) < p; pour tout x € [0,1] et £ > 0 . De méme, pour la seconde équation du

systeme (/71.9), on a :

ISR

By < dolpy — qUy + 0(1y — T) cz e (0,1) t e (0,400).

el

Grace a une substitution de variable appropriée et a 'utilisation d’un argument similaire a celui

ci-dessus, nous pouvons également en déduire
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q
T %
e ryp;
C

limsup 9(z,t) < em” , pour tout z € [0,1].

t—+o00
Il existe donc une constante positive p5 dépend uniquement de la donnée initiale 0y(z) telle que
0 < v(z,t) < ps pour tout = € [0,1] et t > 0 .D’apres la transformation entre la solution (u,v)
de (111.2) et la solution (u,v) de (/11.9), il doit y avoir des constantes positives p; et po telles

que :
0<u(z,t) <pr,0<wv(z,t)<psy,xe€(0,1],t>0.
Ou p; et py dépend uniquement de la donnée initiale @y(z) et Dy(z) , la preuve est terminée .

Théoréme 23. pour tout di,ds,r1,r2,b > 0 quand q*(dy,m1) > q*(d2,72,b), alors la solution

(0(x),0) de (I11.2) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve
Avec le principe de maximum de 1’équation parabolique on voit que la solution (u(x,t),v(z,t)
de (/11.2) satisfait u(x,t) > 0, 0(x,t) > 0 pour tout x € [0,1] et £ > 0, par conséquent nous

avons :
g
Uy < dylyy — qg + (11 —e@"0), 0<xz<1,t>0.

Soit u(x,t) la solution de (I11.9) , le théoréme de comparaison pour les équation paraboliques

implique :
u(z,t) <u(x,t) pour tout z € [0,1] et t > 0.

On utilise la méme transformation u(x,t) = ety , équation (//1.9) elle se transforme en
(111.10) , compte tenu de g € (¢*(dy, 1), q*(d2,72,0)) il résulte du lemme (II1.18) et du lemme
(I11.3.2) que u(x,t) = et — 6(x) < ry pour tout z € [0, 1] lorsque ¢ — +o0. On obtient
alors : limsup,_, . u(z,t) < eﬁwe(x) < et ®r, pour tout € [0,1]. pour tout € > 0, il existe
T > 0 sachant que u(x,t) < 6%967"14- < et e pour tout x € [0, 1] et ¢ > T Ensuite, cela conduit
a:
Ly
ce®2”v

U < dyUyy — qUy + V(12 — ),x € (0,1),t € (T, +00)

T + €
Le théoreme de comparaison pour les équations paraboliques implique 9(z,t) < V(z,t) pour
tout z € [0,1] et t > T ou v(z,t) est la solution de :

oV o = qVo + Viry — <2 V) 0 < <1t >0.

V.(0) = 0,doV,(1) — qV(1) = —bgV (1) =0, t>T, (I11.22)

~

V(z,T)=v(z,T), 0<z<1
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Posons v(z,t) = e#:"V alors I'équation (IT1.22) devient I'équation suivante :

Vi=dyViw —qVa+ V(i —-25), 0<z<1, t>0,

daV2(0) — gV (0) = 0,da V(1) — V(1) = =bgV(1) =0,  t>T, (I11.23)

V(z,T) = e%IV(x,T), 0<z<1.

Comme q € (¢*(d1, 1), q*(da, 72,b)), par substitution de variable appropriée a (I11.23) , on peut
facilement savoir que v(z,t) — 0 uniformément sur [0, 1] lorsque ¢ — +oo selon le Lemme

IT1.18 En conséquence, nous avons :

lim o(x,t) =0, pour tout x € [0,1].

t—-o0
On prouve que tlgrnoo u(z,t) — G%IG(@") uniformément sur [0, 1] ,Pour tout ¢ €> 0 il existe
Ty > T tel que v(z,t) < e pour tout x € [0,1] et ¢ > Ty qui conduit a :

Uy < dylige — qliy + (r1 — eIy — ae%xe), 0<z<1,t>0.
Le théoreme de comparaison pour les équations paraboliques implique u(x,t) > U¢(z,t) sur

[0,1] , ou U¢(x,t) est la solution de :

US = d\US, — qUS + (1) — Ue®™U¢ — ae®s"), 0<az<1,t>0,
Ug(0) =0, diUg(1) —qUs(1) =0,  t>0, (I11.24)

Us(z,Th) = u(z,Ty), 0<z<1.
Posons Uf(z,t) = ety (x,t) , puis on considere 1’équation suivante :

US = diUS, — qUS +U(r, — U —ae®s®, O<z<1, t>0,
diUS(0) — qU(0) = 0,d,US(1) — qU(1) = —bqU(1) =0,  t>T, (IL.25)

Uz, Th) = eﬁmUE(x,Tl), 0<z<1.

D’apres le lemme /71.18, on a A\ (dy, q,r1,b) > 0 pour ¢ € (¢*(dy,71),q"(d2,72,b)) , nOUS pouvons
choisir € si petit pour que \i(dy, q, rl,ae%xe) J1 résulte du lemme 777.18 que U — 60°(x)
pour tout x € [0,1] lorsque t — +oo , ou 6¢(x) est I'unique solution positive du systéme
stationnaire de(I11.22). De plus, en vertu de 0 < 6¢(x) < r; — ae qui peut étre obtenu a partir
du lemme //7.3.2, en intégrant le systeme stationnaire de (111.22) sur (0, z), on conclut que 6
est uniformément bornée sur [0, 1]. En utilisant a nouveau les solutions stationnaires de (I11.24),
on obtient que ¢, est uniformément borné dans [0, 1] , Par les estimations L, et les théorémes
de plongement de Sobolev, on peut en déduire que () — 6(x) pour tout = € [0,1], et on

conclu que :
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liminf @(z,¢) > e @°0(z) , pour tout x € [0, 1].

t—+o0

En combinant avec (II1.25), on obtient lggjnfﬁ(:c, t) = e_%me(:v) uniformément sur|0, 1] ,Donc

A~ A~

la transformation entre les solutions (u,v) de I11.2 et la solution (u,v) de (I11.9) , on a :

tlgrnoo u(z,t) = 6(x), tlgrnoov(x,t) =0
pour tout x € [0, 1].
Pour ¢ € (¢*(dy1, 1), ¢*(da, r2,b)) la solution (6(z),0) de (II1.2) est globalement asymptotique-

ment stable.

Théoréme 24. On suppose que dy,ds,r1,79,0 > 0 , si q € q*(dy,r1) donc la solution de

(I11.2) converge vers (0,0) pour tout x € [0, 1].

Preuve
Par le principe de maximum de 1’équation parabolique , la solution (u(x,t),v(x,t)) de (II1.9) ,

satisfait @(z,t) > 0 et v(x,t) > 0, pour tout = € [0,1] et ¢ > 0 par conséquent nous avons :
~ ~ ~ il‘/\
U < dylye — qUig + (r;p —en'a), 0<z<1,t>0.

Par le théoreme de comparaison pour les équation paraboliques ¢a implique , @(z,t) < u(z, 1)
pour tout = € [0,1] et t > 0, w(x,t) est la solution de I’équation (I111.20), tant que g > ¢*(dy,71),
il résulte du lemme (/77.18) que u(z,t) = e%xﬂ(x,t) — 0 pour tout z € [0, 1] quand ¢ — 400

, on obtient

lim u(x,t) =0, pour tout x € [0, 1].

t——4o00

Puis pour tout € > 0 , il existe 7. > 0 , sachant que @(z,t) pour tout z € [0,1] et t > 7,

D’apres la deuxieme équation du systeme (I11.9), on a :

q

T~

O < doye — O, + 0(ra — <52),x € (0,1),t € (Tt +00).

e e

Grace a une substitution de variables appropriée et en utilisant la méme méthode que le lemme
(111.5.1), nous pouvons déduire :

L e
. . —g ed
lim supv(z,t) < ed
t——4o0

, pour tout z € [0, 1].

—q L e
On a e@z# — 0 pour tout x € [0, 1] , quand € — 0, ce qui implique que :

lim o(z,t) =0, pour tout = € [0, 1].

t—+00

D’apres les transformations entre les solutions (u,v) de (I11.2)et (u,v) de (I11.9) on a :
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lim wu(x,t) =0, tlgn v(x,t) = 0 pour tout x € [0, 1].

t——+o00

pour ¢ > ¢*(dy,r)

, la preuve est terminée. En suite nous établirons 'attractivité globale de

(us, vs) , en construisant une fonction de Lyaponov.

Théoréme 25. Pour tout dy,dy,m1,79,b > 0 quand ¢*(dy,r1) > q*(d2,72,b) alors la solution
de(I11.2) converge vers (us,vs) pour tout x € [0, 1]

Preuve

On construit la fonction de Lyaponov :

1 dy uw? o oud
= dy 7 (— 2 _ _ _
E(u,) /Oe (G () = ng + e
q £, v?
+2u2(0,6) = 21 = b)eru(1,0) +/ es® —rgg)dx

2 0200,1) - g(1—b)e%v2(1,t)+/o Q(z, t)dz

,avee Q(z,1) = [Laetr"u(x, T)v(z, T)urdr + [ cedzm;((“ v.dT et (u,v) est la solution positive

de (/11.2) , puis on a :

1o,
/ e (dyugty — ruuy + avvug)de + qu(0, t)ug (0, t)
0

2

1
—q(1 — b)e%u(l,t)ut(l, t) +/ e%x(dwxvxt — rouvy + cv—vt)dx
0 u

+qu(0,)0:(0,2) — (1 — b)edzv(1, )vy(1, t)

1 q 1 q
= / dyed “uyduy — / dre® " (ru? — auv)udr + qu(0,t)uy (0, 1)
0

—q(1 — b)e u(L, t)u(1,t) +/ dpe s

1 4 2
— / ed2” (ryv — cv—)vtdx + qu(0,t)v(0, 1)
0 u

—q(1 = bed"v(1, t)vy(1,1)

4 1 L L
= die® “upuy |} —/0 ((dledql Uy ) o + e (riu — u? — auv)ugdz + qu(0,t)u. (0, t)

—q(1 = b)eru(1, )uy(1, 1) + doe"v,u, |}

2

1 q q q
_/ (2669:1)1)% + 661(7121) - C%)”td‘x + qv<07 t>vt(07 t) - Q(l - b)e@xv(la t)vt(lv t)
0

= (1, e (dyug(1,t) — q(1 — b)u(1, 1)) — u(0,£)(dyus (0,1) — qu(0, 1)) + vi(1,t)e = (davy (1, t)

—q(1 = b)v(1,t)) — v(0,t)(d2v,(0,t) — qu(0,t))
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U, P
— [ el (uy) da:—/ ed2” (v)*dx
0 0

1 1
= — | e®®(u)%dz — / " (v)2dz < 0
0 0
On note que 4 E(u(.,t),v(.,t)) = 0 si et seulement si uy = v, = 0, ce qui signifie que (u,v)
est une solution stationnaire du systeme (///.2) , nous savons que le systeme (///.2) admet
une solution stationnaire positive unique (us,vs) pour q¢ € (¢*(d1, 1), ¢*(da, 72,b)) , noter que
E(u,v) est bornée par le bas , en se référant au principe d’invariance de la salle (23), on sait

que

tngloo u(z,t) = us, tngrnoov(x,t) = ;.

Pour tout x € [0, 1] et pour q € (¢*(dy,71),¢*(d2, 72,b)).



Conclusion

Dans ce travail nous avons étudié de la stabilité globale d’'un modele proie-prédateur avec la
fonction de réponse de Leslie-Gower en introduisant la récolte et avec la réaction diffusion . Dans
le premier chapitre nous avons étudié un modeéle de proie-prédateur avec récolte, Ce modele
représente 'interaction entre deux populations. Tout d’abord on fait ’analyse mathématique
du modele. On a prouvé que le modele est persistant sous certaines conditions en utilisant le
théoreme de comparaison. et on a montré aussi la stabilité globale de la solution en construi-
sant une fonction de Lyaponuv appropriée.Puis on s’est intéressé a 'influence de la récolte dans
plusieurs cas, et on a discuté I'existence de I’équilibre bionomique.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié le modele de proie-prédateur avec réaction-diffuion dans
des environnements homogenes ,on a cherché la dynamique du modele, puis on a proposé un
problemes de valeurs propres. On a prouvé 'existence de solution avec les notions du degré de
Leray shauder et 1'unicité, et on a étudié la persistance , on a montré a ’aide du théoreme
de comparaison et le principe de maximum que la solution (6(z),0) est globalement asympto-
tiquement stable et la solution converge vers (0,0). A la fin en construisant une fonction de

Lyapunov , on résulte 'attractivité globale de ’équilibre endémique .
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