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Introduction

La modélisation mathématique des problèmes biologiques est nécessaire dans plusieurs disci-
plines telles que l’écologie, la dynamique des populations, la génétique, l’épidémiologie etc...
Du fait que, l’étude de ces problèmes requiert la collaboration des scientifiques des différentes
disciplines (biologie, mathématique, informatique) au sein d’une science commune, les bioma-
thématiques. On constate qu’au cours des dernières décennies, la modélisation mathématique
a été largement utilisée en biologie, et la plupart des articles publiés dans les grandes revues
biologiques présentent des modèles mathématiques. On peut donc considérer la modélisation
mathématique comme une étape essentielle de la recherche biologique.

Les systèmes dynamiques sont l’outil de choix pour la modélisation mathématique et infor-
matique à ce stade. Parce qu’ils constituent un ensemble de modèles mathématiques formels
permettant de décrire l’évolution d’un ensemble d’objets en interaction dans le temps.
On va s’intéresser à l’étude et l’analyse mathématique d’un modèle proie-prédateur basé sur :
· des systèmes d’équations différentielles ordinaires non linéaires. · des équations aux dérivées
partielles de type réaction diffusion dans des environnements homogène d’advection.

Le modèle proie-prédateurde Leslie-Gower a été introduit en1948 par Leslie [30] et a été dis-
cuté par Leslie et Gower en 1960 [31] et Pielou en 1969 [32] . Leslie(1948) utilisé l’équation
logistique pour obtenir un modèle plus réaliste qui est basé sur les hypothèses suivantes : · La
population de proie U suit une croissance logistique, · La réponse fonctionnelle correspond à
une relation linéaire avec la densité de la population de proie U , · La population de prédateur V
suit une croissance logistique et la croissance des prédateurs est limitée par la densité de proie U.

Les systèmes de réaction-diffusion sont des modèles mathématiques typiques dans des domaines
tels que la biologie, la chimie et la physique... ces équations dépendent généralement de diffé-
rents paramètres tels que la température et le taux de diffusion, etc... ils décrivent la distribution
spatiale de la concentration ou de la densité dans deux processus : local les interactions entre les
espèces et la diffusion qui provoque la propagation des espèces dans l’espace. Mathématique-
ment parlant, ce type de modèle décrit des systèmes déterministes et distribués dans l’espace à
l’aide d’équations aux dérivées partielles. Un tel modèle est donc la somme des phénomènes de
diffusion et de réaction (Fisher [33], Kolmogorov et al. [34]). En général, le modèle de réaction-
diffusion est donné par le système d’équations suivant :
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∂N(X, t)
∂t

= δ△N(X, t) + F (N(X, t)), avec(X, t) ∈ R⋉ × R+,

où N est un vecteur à p-composantes(chaque composante représente la densité d’un espèce).△
est l’opérateur de Laplace et δ la matrice de diffusion.La fonction vectorielle F est un terme
non-linéaire décrivant toutes les réactions et interactions considérées entre les espèces.
Notre travail contient un étude mathématique sur un modèle proie-prédateur avec la fonction
de Leslie-Gower avec récolte et réaction-diffusion, il se compose de trois chapitres :
Le premier chapitre Il est consacré a mentionner les résultats préliminaires (Définitions,théorèmes,
lemmes..) nécessaires utilisées dans le mémoire.
Le deuxième chapitre On fait l’étude d’un modèle prédateur-proie de Leslie-Gower intégrant
la récolte. En construisant une fonction convenable, on trouve que le seul équilibre positif de
ce système est globalement stable,puis on donne des conditions satisfaisantes pour la présence
d’un équilibre bionomique.
Le troisième chapitre Il consiste à l’étude de la dynamique globale d’un système de type
Leslie-Gower dans des environnements homogènes advectifs,on discute l’existence et l’unicité
de l’unique équilibre positif ,et on étudie le comportement des solutions et établissons des
conditions de seuil pour la persistance et l’extinction de deux espèces.



Chapitre I

Préliminaire

Dans ce chapitre on rappelle des définitions et des théorèmes qui seront utilisés dans ce
mémoire.

I.1 Généralités sur les systèmes dynamiques

Définition I.1.1 (Équation différentielle).

Soit In ⊂ R et Ω ⊂ Rn , on a f : I × Ω → Rn une fonction. On appelle équation différentielle
ordinaire du premier ordre associée a f l’équation suivante

dx

dt
= f (t, x(t)) , (I.1)

où f (t, x) = (f1(t;x), · · · , fn(t;x)), et chaque fonction fi est continue sur I × Ω à valeurs
dans R. La fonction f est appelée champs de vecteurs, l’équation représente un système de n
équations différentielles ordinaires. Dans la pratique, l’équation (I.1) exprime la loi d’évolution
du système considéré en fonction du temps t, et x représente l’état du système étudié.

Soit le système suivant


dx

dt
= f(x(t)), t ∈ (0, b),

x(0) = x0.
(I.2)

où f : Ω → Rn est une fonction donnée, Ω est un ouvert de Rn, x0 ∈ Ω et b ∈ R∗
+.

Théorème 1 ( Cauchy-Lipschitz [19] ). Si f est de classe C1 de Ω et s’il existe une constante
T > 0 telle que

∥ f(x1(t)) − f(x2(t)) ∥Rn≤ T ∥ x1 − x2 ∥Rn , ∀x1, x2 ∈ Ω, t > 0,
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alors le problème (I.2) admet une solution unique et globale.

I.2 Théorème du point fixe de Banach

Définition I.2.1 ([8]).

soit E un espace de Banach et A : E → E, un opérateur. On dit que A est une contraction, s’il
existe une constante 0 < k < 1 telle que :

∥ Ax− Ay ∥E ≤ k ∥ x− y ∥E , pour tout x, y ∈ E.

Théorème 2 (Contraction de Banach [9][10]). Soit X un espace de Banach et f : X → X une
contraction. Alors, f admet un unique point fixe.

I.3 Notion de stabilité et points d’équilibre

Soit l’équation différentielle
dx

dt
= f(x) (I.3)

où f : Ω ⊂ Rn → Rn est une fonction de classe C1. Soit x∗ un point d’équilibre de l’équation
(??) i.e. f(x∗) = 0.

Définition I.3.1 ([36]).

L’équilibre x∗ de (I.3) est dit stable si pour tout ϵ > 0, il existe η > 0 tel que pour toute solution
x(t) de (I.3) on a :

∥ x(0) − x∗ ∥< η =⇒ ∀t ⩾ 0, ∥ x(t) − x∗ ∥< ϵ.

Définition I.3.2 ([36]).

L’équilibre x∗ de (I.3) est dit instable, s’il existe ε > 0, pour tout η > 0, tel qu’il existe une
solution x(t) de (I.3) vérifiant :

∥ x(0) − x∗ ∥< η =⇒∥ x(t) − x∗ ∥≥ ε.

Définition I.3.3 ([36]).

Le point d’équilibre x∗ est dit asymptotiquement stable s’il est stable, et il existe e > 0 tel que :
pour toute solution x(t) de (I.3) on a :

∥ x(0) − x∗ ∥< e =⇒ lim
t→∞

∥ x(t) − x∗ ∥= 0.
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Définition I.3.4.

L’équilibre x∗ est dit globalement attractif

lim
t→+∞

∥ x(t) − x∗ ∥= 0.

I.4 Résultats fondamentaux pour l’invariance et la stabilité

globale

Soit f : U ⊂ Rn −→ Rn un champs de vecteur et soit ϕ(t, x) le flot engendré par f . Un sous
ensemble ψ de U est dit positivement(resp.négativement) invariant par f si pour tout x ∈ ψ

on a ϕ(t, x) ∈ ψ pour t ≥ 0 (resp.t ≤ 0).
Dans le cas où ψ est à la fois positivement et négativement invariant on dit que ψ est invariant
par f .
Étant donné que x ∈ U , l’ensemble w+ noté w+(x) (resp. l’ensemble w− noté w−(x) est l’en-
semble des points z tels qu’il existe une suite tn qui tend vers +∞ (resp.−∞) et ϕ(tn, x) tend
vers z. Les ensembles w limites sont des fermés et invariant par f .
Dans la suite nous serons principalement concernés par l’invariance positive du cone Rn × R+

par un champ de vecteurs donné f(x).

I.4.1 Stabilité d’un système non linéaire

Soit le système non linéaire suivante :

x′ = f1(x, y),

y′ = f2(x, y).
(I.4)

Où x, y ∈ Rn, f1 etf2 deux fonctions de classe C1, (x∗, y∗) c’est un point d’équilibre de
système (I.4).
Pour étudier la nature des points d’équilibre, on utilise la méthode de linéarisation du système
non linéaire,

Définition I.4.1 (La méthode de linéarisation [11]).

La matrice Jacobienne J(x,y) est défini par :
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J(x∗, y∗) =



∂f1

∂x
(x∗, y∗) ∂f1

∂y
(x∗, y∗)

∂f2

∂x
(x∗, y∗) ∂f2

∂y
(x∗, y∗)

 .

Théorème I.4.1 ([12]). On analyse la stabilité des points d’équilibres de la matrice jacobienne
qui donne le déterminant et la trace (voir [13]), tel que :

det(J(x∗, y∗)) = λ1λ2 et tr(J(x∗, y∗)) = λ1 + λ2,

où λ1 et λ2 sont les valeurs propres de l’équation

λ2 − tr(J(x∗, y∗))λ+ det(J(x∗, y∗)) = 0,

avec :

λ1 = tr +
√
tr2 − 4det
2 et λ1 = tr −

√
tr2 − 4det
2 .

La nature des points d’équilibre peut être déduite d’un signe du ∆ donné par :

∆ = tr(J(x∗, y∗))2 − 4det(J(x∗, y∗),

donc il existe trois cas :

• 1er cas : ∆ > 0
- Si det(J(x∗,y∗)) < 0 et λ1 et λ2 sont de signe opposé, alors le point d’équilibre est un point
selle (col). λ1, λ2 sont de signe positif, alors le point d’équilibre est un nœud instable.
- Si det(J(x∗,y∗)) > 0 et tr(J(x∗,y∗)) < 0 et λ1, λ2 sont de signe négatif, alors le point d’équi-
libre est un nœud stable.

• 2eme cas : ∆ < 0
on trouve deux valeurs propres complexes conjuguées

λ1,2 = α± iβ.

Donc

det(J(x∗,y∗)) = α2 + β2 > 0 et tr(J(x∗,y∗)) = 2α.
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- Si tr(J(x∗,y∗)) = 0, alors le point d’équilibre est un centre.
- Si tr(J(x∗,y∗)) > 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le
point d’équilibre est un foyer instable.
- Si tr(J(x∗,y∗)) < 0 c’est-à-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le
point d’équilibre est un foyer stable.

• 3eme cas : ∆ = 0
On trouve λ1 = λ2 = λ alors

det(J(x∗,y∗)) = λ2 et tr(J(x∗,y∗)) = 2λ .

Donc
- Si tr > 0 c’est à dire λ > 0, alors on a un nœud dégénéré instable.
- Si tr < 0 c’est à dire λ < 0, alors on a un nœud dégénéré stable.

On résume l’équilibres d’une fonction de la trace et le déterminant de la matrice J(x∗, y∗)
comme portrait de phase.

I.5 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition I.5.1 ([14]).

Soit V : Z ⊂ Rn −→ Rn une fonction de classe C1

1. V est dite définie positive si :
i) V (0) = 0.
ii) V (x) > 0 pour x ∈ Z\{0}

2. V est dite définie négative, si −V est définie positive.

3. V est dite semi définie positive si :
i) V (0) = 0.
ii) V (x) ≥ 0 pour x ∈ Ω\{0}.

4. V est dite semi définie négative si −V est définie positive.

Définition I.5.2 (Fonction au sens de Lyapunov[15]).

Une fonction V : Z ⊂ Rn −→ Rn est dite fonction de Lyapunov pour (I.2) si :

(i) V est définie positive,

(ii) V ′(x) < 0,∀x ∈ Z\{0}.
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Théorème I.5.1 (Stabilité de Lyapunov[16]). Soit x∗ un point d’équilibre de (I.2) et V une
fonction de Lyapunov de classe C1 défini positive d’un voisinage de x∗

— Si V ′(x) ≤ 0, ∀ x ∈ Z\{0}, alors x∗ = 0 est stable.

— Si V ′(x) < 0, ∀ x ∈ Z\{0}, alors x∗ = 0 est asymptotiquement stable.

I.6 Principe d’invariance de LaSalle

Théorème I.6.1 ([17] [18]). Soit Ω un ouvert positivement invariant pour le système (I.2) en
x∗. Soit V : Ω → R une fonction de classe C1 pour le système (I.2) telle que :

1. V ′ ≤ 0 sur Ω.

2. soient E = {x ∈ Ω|V ′(x) = 0} et L est le plus grand ensemble invariant par X et contenu
dans E.

Alors, toute solution bornée commençant dans Ω tend vers l’ensemble L lorsque t → ∞.

Corollaire I.6.1 ([17][18]).

Sous les hypothèses du théorème précédent, si l’ensemble L est réduit au point x∗ ∈ Ω, alors
x∗ est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système (I.2) définit
dans Ω.

Définition I.6.1.

L’origine de système (I.2) est dite :
• Stable : si ∀ϵ > 0, il existe γ(t0, ϵ) > 0 tel que :

∥ φ0 ∥< γ ⇒∥ x(t; t0;φ0) ∥< ϵ, ∀t ⩾ t0. (I.5)

• uniformément stable :si∀ϵ > 0, il existe γ(ϵ) > 0, indépendant de t0, tel que la condition
(I.5) soit satisfaite.

Définition I.6.2 ([26]).

L’origine de système (I.2) est dite :

• asymptotiquement stable : si elle est stable et s’il existe b0 > 0 tel que :

∥ φ0 ∥c< b0 ⇒ lim
t→∞

x(t; t0;φ0) = 0.
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• uniformément asymptotiquement stable : si elle est uniformément stable et s’il existe b0 > 0
tel que pour tout η > 0, il existe un T (η) de telle sorte que :

∥ φ0 ∥c< b0 ⇒∥ x(t; t0;φ0) ∥< η, ∀t ⩾ T (η).

• globalement uniformément asymptotiquement stable :
si la condition precedente est vraie quelle que soit φ0 ∈ c.

I.7 Persistance uniforme

Soit d une métrique. On note par ∂F la restriction de F à ∂E où ∂E n’est pas nécessairement
positivement invariant et soit N l’ensemble invariant maximal de ∂F dans ∂E, de plus N est
fermé et il existe un recouvrement {Nα}α∈A de N où A est un ensemble d’index non vide et
Nα ⊂ ∂E, N ⊂ ∪α∈ANα et Nα (α ∈ A) sont des ensembles invariants fermés disjoints deux à
deux. Nous proposons les hypothèses suivantes :

i) Tous les (Nα)α∈A sont des ensembles invariants isolés du flot F .

ii) tout sous ensemble compact de E contient de nombreux recouvrements {Nα}α∈A.

Définition I.7.1.

Soit d une distance métrique et π l’application semi flot. Le semi flot F associé au système (I.2)
est dit

(i) faiblement persistant si pour tout x ∈ E̊,

lim sup
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > 0.

(ii) persistant si pour tout x ∈ E̊,

lim inf
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > 0.

(iii) faiblement uniformément persistant s’il existe ϵ0 > 0 tel que pour tout x ∈ E̊,

lim sup
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > ϵ0.

(iv) uniformément persistant s’il existe ϵ0 > 0 tel que pour tout x ∈ E̊,

lim inf
t→∞

d(π(x, t), ∂E) > ϵ0.

Théorème 3. Soit E ⊂ X ensemble fermé positivement invariant, et soit F le flot défini sur
E. Supposons qu’il existe α > 0 tel que F est un point dissipatif dans S [∂E, α] ∩ E̊ et (I.7) est
satisfaite.
Alors, le flot F est uniformément persistant si et seulement si :
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W+ (Nα) ∩ S [∂E, α] ∩ E̊ = ∅

pour tout α ∈ A, où W+ (Nα) = {y ∈ X,Λ+ (y) ⊂ Nα}.

Théorème 4. soit X être un espace métrique complet ,Supposons que Xo est ouvert , dense
dans X et Xo ∪ Xo = X , Xo ∩ Xo = ∅ , on Suppose que T (H) est un C0 semi groupe dans X

satisfait :

T (t) : Xo → Xo

T (t) : Xo → Xo

Soit Tb(t) = T (t) | Xo et soit Ab l’attracteur globale pour Tb(t)

Lemme I.7.1.

On suppose que T (t) satisfait le système ,et nous avons ce qui suit :
(i) il existe un t0 > 0 tel que T (t) soit compact pour t > t0 ;
(ii) T (t) est un point dissipatif dans X ;
(iii) Ab = ∪H∈Ab

est isolé et a une couverture acyclique M ,ou :

M = M1,M2, ....,Mn

(iv) W s(Mi) ∩ Xo = ∅ pour i = 1, 2, ...., n
Alors Xo est un répulsif uniforme par rapport à Xo,c’est à dire il y a un ϵ > 0 telle que pour
tout H ∈ Xo , lim inf

t→+∞
(T (t)H,Xo) ≥ ϵ

Théorème 5 ([27]). Supposons que T est asymptotiquement régulière et ρ uniformément per-
sistant, et que T a un attracteur global A. Alors T : (M0, d) → (M0, d) a un attracteur global
A0. De plus, pour chaque sous-ensemble B de M0, s’il existe k ≥ 0 tel que γ+(T k(B)) est
ρ-fortement borné, alors A0 attire B pour T .

Définition I.7.2.

Le semi-flot Φ : J ×X → X est appelé fortement dissipatif, s’il existe c > 0 tel que

lim sup
t→∞

Φ(t,X) > c.

Définition I.7.3 (Point dissipatif).

Soit Φ : J ×X → X un semi-flot continu. Φ est appelé un point dissipatif s’il existe un sous
ensemble B de X qui attire tout les points dans X.
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Définition I.7.4 (Bassin d’attraction [28]).

Le bassin d’attraction, noté B(A), d’un ensemble A ⊂ X est l’ensemble des points (ou encore
des condition initiales ) de l’espace des phases tels que toutes les trajectoires qui en sont issues,
convergent asymptotiquement vers A. Autrement dit :

B(A) = x ∈ X/ω(x) ⊂ A.

Définition I.7.5 (Attracteur [28] ).

Soit (X,N, f) un système dynamique. Une partie A de X est appelée attracteur si est seulement
si les conditions suivantes sont réalisées :

i) A est fermée.

ii) A est positivement invariante.

iii) A est attractive, c’est-‘a-dire, il existe un voisinage U de A tel que U est positivement
invariant et :

∀u ∈ U, lim
n→+∞

d(fn(u), A) = 0.

Définition I.7.6 (La condition aux limites de Robin).

La condition aux limites de Robin est un type de condition aux limites nommé d’après Victor
Gustave Robin (1855–1897). Il consiste en une combinaison linéaire des valeurs du champ et
de ses dérivées sur la frontière. Étant donné, par exemple, l’équation de Laplace, le problème
aux limites avec le Robin, s’écrit :

△ φ(x) = 0, ∀x ∈ Ω.

aφ(x) + b∂φ(x)
∂n

= f(x), ∀x ∈ ∂Ω.

Où a et b sont des paramètres réels.Cette condition est également appelée « condition d’impé-
dance ».

Définition I.7.7. 1. On dit que u est une solution faible de l’équation :

Au− divΦ(x, u) + g(x, u,▽u) = 0.

Si u ∈ W 1
0LM(Ω), G(u) ∈ LM(Ω) avec G(u)(x) = g(x, u(x),▽u(x)) pour x ∈ Ω, et

∫
Ω a(x, u,▽u)▽vdx+

∫
Ω Φ(x, u,▽u)▽vdx+

∫
Ω g(x, u,▽u)vdx = 0 pour tout

v ∈ W 1
0LM(Ω).
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2. On dit que u est une sous-solution (resp.une sur-solution) de I.7.7 .Si u ∈ W 1
0LM(Ω), G(u) ∈

LM(Ω) avec G(u)(x) = g(x, u(x),▽u(x)) pour x ∈ Ω, et

∫
Ω a(x, u,▽u)▽vdx+

∫
Ω Φ(x, u,▽u)▽vdx+

∫
Ω g(x, u,▽u)vdx = 0 pour tout

v ∈ W 1
0LM(Ω), et v ≥ 0.

Théorème 6 (Bendixon-Dulac). S’il existe une fonction C1 , φ(x, y) appelée (fonction de
Dulac) , telle que l’expression :

∂(φf)
∂x

+ ∂(φg)
∂y

,

a le même signe (̸= 0) presque partout dans une région simplement connexe du plan.
Alors le système autonome du plan :

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y).

N’a pas de solutions périodiques non constantes situées entièrement dans la région "presque
partout" signifie partout sauf éventuellement dans un ensemble de mesure 0 , tel qu’un point ou
une ligne.

Définition I.7.8 (Compact).

Soit Φ : R+ × X → X une application, M ⊂ X. L’application ϕ est compact sur M , si pour
toute suite convergente (tn) dans R+ quand t → ∞, Φ(ti, xi) admet une sous suite convergente.

I.8 Spectre d’un opérateur borné

Rappelons que si A est une matrice carrée n × n, un nombre complexe λ est une valeur
propre de A si et seulement si il existe un x ∈ Rn avec x ̸= 0 et tel que Ax = λx, ce qui signifie
que (A− λI)x = 0, c’est à dire A− λI n’est pas inversible , ou I est la matrice identité sur Rn

Comme les valeurs propres ont de nombreuses applications en dimension finie.

Définition I.8.1 (spectre [21]).

. Soit A ∈ L(E) , on dit que λ ∈ C est une valeur spectrale si A − λI n’est pas inversible.
On note σ(A) l’ensemble des valeurs spectrales de A, c’est à dire

σ(A) := {λ ∈ C : A− λI n’est pas inversible}.
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Définition I.8.2 (spectre ponctuel [21]).

Soit A ∈ L(E) , on dit que λ ∈ C est une valeur propre si λI − A n’est pas injectif, on note
σp(A) l’ensemble des valeurs propres de A, c’est-à-dire

σp(A) := {λ ∈ C : Ker(λI − A) ̸= 0}

Définition I.8.3 (spectre résiduel [21]).

Soit A ∈ L(E) , on appelle spectre résiduel de A et note à part σr(A),l’ensemble λ ∈ C tel
que λI − A est injectif, non surjectif, mais son image n’est pas dense dans E, c’est à dire :

σr(A) = {λ ∈ C : ker(λI − A) = 0, Im(λI − A) ̸= E etIm(λI − A) ̸= E}.

Définition I.8.4 (spectre continu [21]).

Soit A ∈ L(E) , on appelle spectre résiduel de A et note à part σc(A),l’ensemble λ ∈ C tel
que λI − A est injectif, non surjectif, mais son image est dense dans E, c’est à dire :

σc(A) = {λ ∈ C : ker(λI − A) = 0, Im(λI − A) ̸= E etIm(λI − A) = E}.

I.9 Le degré de Leray-Shauder

On rappelle que dans un espace de dimension infinie,la boule unité fermée B(0, 1) n’est pas
compacte et qu’une application continue peut très bien être non bornée sur les fermés bornés.En
plus on sait que l’image d’un fermé borné est un ensemble fermé si f est une application fermée,
ceci est vrai si elle est une perturbation compacte.D’une façon générale, la continuité d’une
application f ne suffit plus (et même d’ailleurs une régularité supérieure C1 ou d’autre ).Pour
cela on va introduire la notions des opérateurs compacts qui sont des perturbations compactes
de l’identité (i.e : des opérateurs Φ du type Φ := I − T , où T est un opérateur compact et
Idésigne l’application identité de X) pour donner la nouvelle définition du degré topologique
et pour établir des théorèmes de point fixe analogues au théorème de Brouwer.
Dans toute la suite X est un espace de Banach muni de la norme ∥ . ∥.

Définition I.9.1.

On dit qu’un ensemble est relativement compacte si sa fermeture est compacte.

Définition I.9.2.

Soient E et F deux espaces normés, L : E → F est appelé opérateur compact , s’il transforme
tout ensemble borné sur E en un ensemble relativement compact de F .
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Définition I.9.3.

Soit Ω un ouvert borné de X et
T : Ω → X un opérateur compact n’ayant pas de point fixe sur ∂Ω.
Soient ε > 0, Eε ⊂ X, et Tε : Ω → Eε

On considère F un sous espace vectoriel de dimension finie tel que : Eε ⊂ F tel que : Ωc =
F ∩ Ω ̸= 0
On définit le degré topologique de Leray-shauder par :

Deg(I − T,Ω, 0) = Deg(IF − Tε,ΩF , 0F ).

Invariance par Homotopie

Soit H; Ω× [0, 1] ⊂ Rn+1 → Rn une fonction continue, supposons que y0 ∈ Rn satisfait ∀(x, y) ∈

∂Ω × [0, 1], H(x, t) ̸= y0 alors deg(H,Ω, y0) est constant pour tout t ∈ [0, 1].

Théorème 7 (point fixe de Leray-Shauder). Soit Ω un sous ensemble convexe ,fermé et borné
non vide d’un espace de Banach X et on a : f : Ω → Ω une application compacte, alors f
admet au moins un point fixe .

Preuve

Étape(01) On considère Ω comme une boule fermée,B(0, r) = x ∥ x ∥2≤ r.

a) S’il existe x0 ∈ ∂Ω tel que f(x0) = x0 le théorème est démontré.

b) Si f(x) ̸= x ,∀ ∈ ∂Ω.
Considérons l’homotopie ft(x) = (I − tf)(x) pour t ∈ [0, 1].
Il faut montrer que deg(ft,Ω, 0) est bien défini ie :(0 /∈ ft(∂Ω).
En effet supposons qu’il existe un x ∈ ∂Ω tel que ft(x) = 0 alors

tf(x) = x,

ce qui donne

r =∥ x ∥2= t ∥ f(x) ∥2≤ rt, car f(Ω) ⊂ Ω.

Pour t = 1 ,f(x) = x , c’est impossible.
Pour t ∈ [0, 1], on a

r =∥ x ∥2≤ rt ≤ r,

D’où une contradiction,donc :

deg(ft,Ω, 0) est bien défini.
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D’après la propriété de l’homotopie on a

deg(I − f,Ω, 0) = deg(I,Ω, 0) = 1.

D’après la propriété d’existence du degré

∃x0 ∈ Ω tel que (I − f)(x0) = 0,

c’est-à-dire :

∃x0 ∈ Ω tel que f(x0) = x0,

Étape 02 Ω est un convexe,fermé,borné non vide.
On considère une rétraction R : X → Ω (i.e : R |Ω= I) et B une boule contenant Ω.
Soit le Diagramme

B →R Ωf → B

Alors l’applicationf ◦R est compacte car f compacte et R borné. D’après la première étape :

∃x0 ∈ Ω tel que (f ◦R)(x0) = x0,

Puisque

f(Ω) ⊂ Ω. et R(x0) ∈ Ω.

Alors

x0 ∈ Ω

Comme

R(x0) = x0,

donc

(f ◦R)(x0) = f(x0) = x0.

Par conséquent

∃x0 ∈ Ω tel que f(x0) = x0,

Théorème 8 (Krein-Rutmann). Soit < X,K > un réel espace de Banach ordonné avec Ko ̸= ∅,
et soit T ∈ B(X) un opérateur compact fortement positif, les affirmations suivantes sont vraies :

i) le spectre résiduel r(T ) > 0 est une valeur propre algébriquement simple de T , c’est-à-
dire :
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geomT (r(T )) = algT (r(T )) = 1,

avec un vecteur propre correspondant xo ∈ Ko.

ii) Ker(λI − T ) ∩K = 0 pour λ ̸= r(S).

iii) | λ |< r(T ) pour tout λ ∈ σ(T ) r(T ).

iv) L’adjoint T ′ ∈ B(X ′) à un vecteur propre strictement positif x′
o ∈ K ′{0 correspondant à

la valeur propre algébriquement simple r(T ).

On considère le problème de Cauchy :
dx

dt
= f(t, x) , x(0) = x0.

Où f : R+ × R → R une fonction continue de classe C1, et supposons que sa solution x(t) est
définie pour tout t ≥ 0.

Théorème 9 (De Comparaison ). Soit l’inégalité différentielle :
dy

dt
≥ f(t, y), y(0) = y0, avec y0 = x0.

Alors la solution y(t) de l’inégalité différentielle est définie pour tout t ≥ 0 et vérifie :

x(t) ≤ y(t).

Théorème 10 (Principe du maximum [35]). Si le u ∈ U associe a la trajectoire x(.) est optimal
sur [0, T ] , alors il existe une application p(.) : [0, T ] → Rn absolument continue appelé vecteur
adjoint, et un réel P 0 ≤ 0, tels que le couple (P (.), P 0) est non trivial , et tels que pour presque
tout t ∈ [0, T ],

dx
dt

= ∂H
∂P

(t, x(t), P (t), P 0, u(t)),

dP
dt

= −∂H
∂x

(t, x(t), P (t), P 0, u(t)),

et on a la condition de maximisation presque partout sur [0, T ]

H(t, x(t), P (t), P 0, u(t)) = max
v∈U

H(t, x(t), P (t), P 0, v).

Si de plus le temps final pour joindre la cible M1 n’est pas fixé, on a la condition au temps final
a T

max
v∈U

H(T, x(T ), P (T ), P 0, v) = −P 0 ∂g
∂t

(T, x(T )).

Théorème 11 (Arzéla Ascoli). Soit (E, d) un espace métrique compact ,(F, d′) un espace mé-
trique complet et C(E,F ) l’ensemble des fonctions continues définies sur E à valeurs dans
F , une partie A de C(E,F ) est relativement compact si et seulement si les deux assertions
suivantes sont vérifiées :
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1. A est équicontinue,

2. A est uniformément bornée.

Théorème 12 (Prolongement de Sobolev). On suppose que Ω est de classe C0,1. Alors il existe
un opérateur de prolongement borné

P : W 1,p(Ω) −→ W 1,p(Rn)

et une constante C, tel que pour tout u ∈ W 1,p(Ω)

1 Pu|Ω = u,

2 ∥ Pu ∥Lp(Rn≤ C ∥ u ∥Lp(Ω,

3 ∥ Pu ∥W 1,p(Rn≤ C ∥ u ∥W 1,p(Ω

Définition I.9.4 (Inégalité de Harnack).

Si u une fonction harmonique positive définie sur un disque de centre z0 et de rayon R, alors
pour tout r < R

R − r

R + r
u(z0) ≤ u(z0 + reit) ≤ R + r

R − r
u(z0).



Chapitre II
Modèle proie-prédateur avec la fonction

de Leslie-Gower et récolte

II.1 Présentation du modèle

Dans cette section, nous allons décrire le système considéré comme cas d’étude et d’ap-
plication. Il s’agit d’un modèle proie-prédateur, il montre l’interaction entre les proies et les
prédateurs dans les écosystèmes. Ce système est étudié indépendamment de façon théorique par
Lotka-volterra. Ils sont les premier à avoir mis en évidence une équation traduisant la prédation
et leur modèle est à la base de toutes les équations différentielles en écologie ou en biologie.Ce
modèle n’est pas réaliste, ce modèle va nous permettre d’illustrer l’utilité de l’intégration d’un
modèle hétérogène pour modéliser un système que nous pouvons qualifier de complexe (modèle
proie-prédateur de Leslie Gower). Si on considère une espèce de proies et celle des prédateurs
nous aurons deux types d’interactions :

1. interaction directe : les prédateurs capturent les proies

2. interaction indirecte :par exemple la quantité ou la distribution des proies à une in-
fluence sur l’efficacité des prédateurs ou encore l’effet de la compétition quand plusieurs
prédateurs se disputent la même ressource,Chaque espèce possède ses propres caractéris-
tiques physiques qui lui confèrent certaines aptitudes.

Ce modèle n’est rien d’autre qu’un système d’équations différentielles traduisant la dynamique
de la population de proies et celle des prédateurs en interaction. Donc ce système doit tenir
compte des processus de croissance, de mortalité et d’interaction.
Nous nous intéressons d’abord à l’équation des proies qui se décompose en deux termes. Le
premier terme (r1H − b1H

2) décrit la croissance logistique de la populations de proies , ce
qui signifie que la croissance est limitée par la disponibilité de la ressource nutritionnelle pour
les proies, le deuxième terme (−a1PH) correspondant à la mortalité due à la prédation , En
regroupant ces deux termes, on obtient :

dH

dt
= (r1 − a1P − b1H)H.
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Dans L’équation qui modélise la dynamique des prédateurs ,la capacité de charge de l’environ-
nement du prédateur est proportionnelle au nombre de proies ,dans lequel la croissance de la
population de prédateurs est de forme logistique c’est à dire (r2 − a2

P
C

)P mais le ′C ′ conven-
tionnel mesure la capacité de charge fixée par les ressources environnementales et C = H Le
terme P

H
de cette équation est appelé terme de Leslie-Gower,Il mesure la perte de population

de prédateurs due à la rareté (par habitant P
H

) de sa nourriture préférée.
D’où on a l’équation suivante :


dH
dt

= (r1 − a1P − b1H)H,
dP
dt

= (r2 − a2
P
H

)P.
(II.1)

Ou H et P sont respectivement la densité des espèces proies et prédateurs à l’instant t
r1 et r2 sont respectivement le taux de croissance des proies et prédateurs
a1 : taux de prédations par unité de temps
r1
b1

: capacité de charge de l’environnement de la proie
r2
a2

: capacité de charge des prédateurs qui est proportionnels au nombre de proies
il existe deux équilibres pour le système (III.1) , l’équilibre sans prédateur E1 = (a1

b1
, 0) et

l’équilibre de coexistence E2 = (H∗, P ∗) = ( r1a2
a1r2+a2b1

, r1r2
a1r2+b1a2

) qui existe toujours.
En construisant une fonction de Lyaponov appropriée , on montre que l’équilibre positif est
globalement stable c’est à dire que le système ne pouvait pas avoir un cycle limite , une telle
découverte est très intéressante , car pour un système proie-prédateur avec la fonction de Hol-
ling type II ou III ,un cycle limite existe ,puis de nombreux chercheurs ont réalisé des travaux
sur l’écosystème des proies des prédateurs de type Leslie , et ils ont montrés que le modèle
prédateur-proie de Leslie-Gower avec effet Allée additif est possible d’admettre deux cycles
limites,Certains chercheurs ont fait valoir que les cas non autonomes sont plus réalistes si
l’on considère l’influence de l’effet saisonnier de l’environnement et ils ont étudié un système
prédateur-proie Leslie-Gower avec des paramètres variant selon les saisons.
Dans ce chapitre on va étudier le système(III.1) sous l’hypothèse de la récolte , nous suppo-
sons que les espèces de prédateurs et de proies dans le modèle sont toutes deux d’importance
commerciale et qu’elles sont soumises à un affort constant ou à la récolte avec c1 et c2, deux
paramètres qui mesurent l’effort dépensé par une agence de récolte. Ainsi, nous formulons le
système comme suit : 

dH
dt

= (r1 − a1P − b1H)H − c1H,

dP
dt

= (r2 − a2
P
H

)P − c2P.
(II.2)
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où H et P sont respectivement la densité des espèces proies et des espèces prédatrices à l’instant
t. Pour assurer le développement durable, ce qui signifie que nous essayons de contrôler les
densités d’espèces de proies et de prédateurs dans une fourchette contrôlable, mais pas pour
faire périr l’espèce , on suppose que 0 < ci < ri avec i = 1, 2 .
Dans ce qui suit nous étudierons la propriété de stabilité de l’équilibre positif du système (III.2)
et discuterons l’influence de la récolte puis L’équilibre bionomique.

II.2 Dissipativité

On note par R2
+ le quadrant non négatif et par IntR2

+ le quadrant positif.

Lemme II.2.1.

On observe d’abord que les bornes du quadrant non négatif (R2
+) sont invariants , cela ressort

clairement du système (III.2) , pour cela les densités H(t) et P (t) sont positives , pour t ≥ 0
, le théorème d’existence et d’unicité de base pour les équations différentielles garantit que les
solutions positives et l’axe ne peuvent pas se croiser , nous allons montrer que sous certaines
hypothèses , les solutions du système (III.2) sont finalement bornées , donnons d’abord le
lemme de comparaison (classique).

Lemme II.2.2.

soit σ(t)une fonction absolument continue vérifiant l’inégalité différentielle :

dσ(t)
dt

+ α1σ(t) ≤ α2, t ≥ 0, (α1, α2) ∈ (R2), α1 ̸= 0. (II.3)

Pour
∀t ≥ T ≥ 0

on a :
σ(t) ≤ α1

α2
− (α2

α1
− σ(T )) exp−α1(t−T ) . (II.4)

Définition II.2.1.

une solution σ(t, t0, H0, P0) du système (III.2)est dite ultimement bornée par rapport à (R2
+)

s’il existe une région compact β ∈ R2
+ et un temps fini T (T = T (t0, H0, P0)) , sachant que pour

tout (t0, H0, P0) ∈ R × R2
+ , σ(t, t0, H0, P0) ∈ β pour tout t > T .

Théorème 13. soit β l’ensemble défini par :

β = {(H,P ) ∈ R2
+, 0 ≤ H ≤ r1

b1
, 0 ≤ H + P ≤ L},
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tel que :
L = 1

4a2b1
(a2r1(r1 + 4) + (r2 + 1)2r1),

puis,
(a) β est positivement invariant.
(b) Toutes les solutions de (III.2) commençant dans R2

+ sont ultimement bornées par rapport
à R2

+ et finissent par entrer dans l’ensemble attractif β.

Preuve

Soit (H(0), P (0)) ∈ β ,et on va montrer que (H(t), P (t)) ∈ β , pour tout t ≥ 0 Évidemment,
d’après le lemme (III.2), comme (H(0), P (0)) ∈ β , (H(t),P(t))restent positifs . Il faut alors
montrer que pour tout t ≥ 0 , H(t) ≤ r1

b1
, H(t) + P (t) ≤ L.

(a1) D’abord on montre que H(t) ≤ r1
b1

, puisque H > 0 et P > 0 dans IntR+ ×R toute solution
σ(t) = (H(t), P (t)) de (III.2) satisfait l’inégalité différentielle dH(t)

t
≤ (r1 − b1H(t)) Ceci est

évident en considérant la première équation de(III.2) ,Ainsi H(t) peut être comparé avec la
solution de du(t)

t
≤ (r1 − b1u(t)) , u(0) = H(0) > 0 qui sont u(t) = 1

b1
r1+ce−r1t

avec c = 1
u(0) b1

r1

. il

s’ensuit que toute solution non négative σ(t) de (III.2) satisfait :

H(t) ≤ r1
b1

, pour tout t ≥ 0.

(a2) on montre maintenant que H(t) + P (t) ≤ L pour tout t ≥ 0.
On définit la fonction σ(t) = H(t) + P (t) ,dont la dérivée temporelle est :

dσ

dt
= dH

dt
+ dP

dt
= (r1 − a1P − b1H)H − c1H + (r2 − a2

P

H
)P − c2P.

Puisque tous les paramètres sont positifs et que les solutions commençant par R2
+ restent dans

le quadrant non négatif, alors :

dσ
dt

≤ (r1 − b1H)H + (r2 − a2
P
H

)P,

est valable pour tout H et P non négatif. Ainsi, comme MaxR+(r1 − b1H)H = r2
1

4a2b1
, ensuite

dσ
dt

≤ r2
1

4a2b1
+ σ(t) +H + P + (r2 − a2

P
H

)P ,et ainsi , dσ
dt

+ σ(t) ≤ r2
1

4a2b1
+H + (1 + r2 − a2

P
H

)P ,
et puis : dσ

dt
+ σ(t) ≤ r2

1
4a2b1

+ r1
b1

+ (1 + r2 − a2
P
H

)P , puis dans β on a 0 ≤ H(t) ≤ r1
b1
.

De plus, on peut facilement vérifier que , MaxR+ (1 + r2 − a2
P
H

)P = r2
1

4a2b1
(r1 + 1)2r1

Par conséquent :
dσ

dt
+ σ(t) ≤ L.
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En utilisant le lemme (1.2.2) avec (α1 = 1 et α2 = L) , alors on obtient pour tout t ≥ T ≥ 0

σ(t) ≤ L− (Lσ(T ))e−(t−T ). (II.5)

Après si T = 0 ,
σ(t) ≤ L− (Lσ(0))e−t

et puis (H(0), P (0)) ∈ β,

σ(t) = H(t) + P (t) ≤ L. (II.6)

On doit montrer que pour (H(0), P (0)) ∈ R2
+ , (H(t), P (t)) → β quand t → +∞ ,Nous

montrerons alors que lim
t→+∞

supH(t) ≤ r1

b1
et lim

t→+∞
(H(t) + P (t)) ≤ L.

Tout d’abord, le résultat lim sup
t→+∞

H(t) ≤ r1

b1
découle directement de (a1) et du lemme (1.2.2)[4]

puisque les solutions du problème de la valeur initiale dH
dt

= H(t)(r1 − b1H(t)) , H(0) ≥ 0 ,
satisfait lim sup

t→+∞
H(t) ≤ r1

b1
.

(b2) Pour le second résultat, soit T1 > 0 tel que : H(t) ≤ 1 + ε
2 , pour tout t ≥ T1 d’après

l’équation (3) avec T = T1 , on obtient pour tout t ≥ T1 ≥ 0

σ(t) = H(t) + P (t) ≤ L− (Lσ(T1))e−(t−T1). (II.7)

≤ L− [LeT1(H(T1) + P (T1)eT1 ]e−t ≤ L− [L(H(T1) + P (T1)eT1 ]e−t. (II.8)

Ensuite :

σ(t) = H(t) + P (t) ≤ (L+ ε

2) − [(L+ ε

2(H(T1) + P (T1)eT1 ]e−t. (II.9)

Pour tout t ≥ T1 ≥ 0 , soit T2 ≥ T1 tel que :

|L− (L+ ε
2) − [(L+ ε

2(H(T1) + P (T1)eT1 |e−t ≤ ε
2 , pour tout t ≥ T2

Puis H(t) + P (t) ≤ L+ ε pour tout t ≥ T2 , d’où :

lim
t→+∞

sup(H(t) + P (t)) ≤ L. (II.10)

Ceci termine la preuve, et nous concluons également que le système (III.1) est dissipatif en
R2

+.
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II.3 Propriétés de stabilité de l’équilibre positif

Le système (III.2)admet un unique point d’équilibre qui est positif

H∗ = (r1 − c1)a2

a1(r2 − c2) + a2b1
, P∗ = (r1 − c1)(r2 − c2)

a1(r2 − c2) + b1a2
. (II.11)

On obtient cet équilibre par résoudre l’équation :

r1 − c1 − a1P∗ − b1H∗ = 0, r2 − c2 = a2
P∗

H∗
. (II.12)

On annonce le résultat de la stabilité locale de l’équilibre comme suit :

Théorème 14. (H∗, P∗) du système (III.2) est localement asymptotiquement stable.
La matrice jacobienne du système (III.2)est donnée par :

J(H,P ) =

r1 − c1 − a1P − 2b1H −a1H

a2
P 2

H2 r2 − c2 − 2a2
P
H



ou l’équation caractéristique de J(H,P ) est donnée par :

λ2 + aλ+ b = 0. (II.13)

Ou
a = b1a2(r1 − c1)

a1(r2 − c2 + b1a2)
+ r2 − c2, b = (r1 − c1)(r2 − c2). (II.14)

Il est clair que les racines de l’équation caractéristique sont négatives ou elles ont des parties
réelles négatives,ainsi, l’unique équilibre positif du système est stable ce qui prouve le théorème
, et concernant la propriété de la stabilité globale nous avons ce qui suit :

II.4 Persistance

Le théorème suivant montre que le système (III.2) est uniformément persistant.

Théorème 15. Soit r1 > c1 donc le système (III.2) est uniformément persistant.
Pour prouver ce théorème ,nous avons besoin de la théorie de la persistance uniforme pour les
systèmes de dimension infinie (voir le théorème (4) et le lemme (I.7.1)).

On peut donc énoncer la preuve du théorème .
Preuve
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La condition du théorème implique que r1 > c1 ,et donc d’après le théorème 1, il s’ensuit que
T (t) est point dissipatif , on sait que E0(0, 0) et E1( r1−c1

b1
, 0)sont les seuls équilibres aux limites

du système (III.2). L’origine est clairement instable. On linéarise autour de E1 et obtient
l’équation caractéristique :

(λ+ r1 − c1)(λ− r2 + c2) = 0 (II.15)

Les valeurs propres de λ− r2 + c2 ,Il existe une unique valeur propre positive λ = c1 − r1 ainsi
l’ensemble stable de E1 ne coupe pas le cône positif ,E0 et E1 sont des ensembles invariants isolés
sur la frontière. Comme E0 est instable, Ab n’est que l’union des deux états stationnaires. En
prenant Mi comme ces états stationnaires, il n’y a pas de cycles sur la frontière. Par conséquent,
le résultat découle du lemme 1

Théorème 16. l’équilibre positif (H∗, P∗) du système (III.2) est globalement stable.

Pour prouver ce théorème , on utilise le théorème suivant .

Théorème 17. le système (III.2) est persistant si pour toute solution positive (H(t), P (t))T

il existe des constantes positives mi,Mi avec i = 1, 2 qui sont indépendantes de la solution du
système de sorte que :

m1 ≤ lim
t→+∞

infH(t) ≤ M1, (II.16)

m1 ≤ lim
t→+∞

infH(t) ≤ M1, (II.17)

Le théorème précédent montre que :

lim
t→+∞

H(t) = H∗ > 0, lim
t→+∞

P (t) = P∗ > 0. (II.18)

On remarque que (H∗, P∗) ne dépend que du coefficients du système (III.2) et indépendante
de sa solution.

Preuve

On construit la fonction de Lyaponov suivante :

V (H,P ) = ln
H

H∗
+ H∗

H
− 1 + a1H∗

a2
(ln P

P∗
+ P∗

P
− 1). (II.19)

V (H,P ) est bien défini et continue pour tout H,P > 0

∂V

∂H
= 1
H

(1 − H∗

H2 ), (II.20)

∂V

∂P
= a1H∗

a2P
(1 − P∗

P
). (II.21)
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Donc le point d’équilibre (H∗, P∗) est le seul extremum de la fonction V (H,P ) dans le quadrant
positif , on calcule les dérivées d’ordre 2 :

∂2V

∂H2 = 1
H2 (−1 + 2H∗

H
), (II.22)

∂V

∂P∂H
= 0, (II.23)

∂2V

∂P 2 = a1H∗

a2P 2 (−1 + 2P∗

P
). (II.24)

Pour cela
d2V |(H∗,P∗)=

1
H∗

dH2 + a1H∗

a2P∗
dP 2 > 0. (II.25)

l’analyse ci-dessus montre que (H∗, P∗) est le seul extremum minimum de la fonction V (H,P )
dans le quadrant positif , on peut facilement vérifier que :

lim
H→0

V (H,P ) = lim
P →0

V (H,P ) = lim
H→+∞

V (H,P ) = lim
P →+∞

V (H,P ) = +∞. (II.26)

On peut voir que (H∗, P∗) l’équilibre positif est le global minimum qui est :

V (H,P ) > V (H∗, P∗) = 0, pour tout H,P > 0. (II.27)

On calcule la dérivée de V :

∂V
∂t

= ∂V
∂H

∂H
∂t

+ ∂V
∂P

∂P
∂t

∂V
∂t

= 1
H

(1 − H∗
H

)(r1 − c1 − b1H − a1P )H + a1H∗
a2P

(1 − P∗
P

)(r2 − c2 − a2
P
H

)P

∂V

∂t
= − b1

H
(H −H∗)2 − a1

P
(P − P∗)2. (II.28)

dV
dt
< 0 est strictement négative pour tout H,P > 0 sauf pour l’équilibre positif (H∗, P∗) ou

dV
dt

= 0 ,ainsi V (H,P ) vérifie le théorème de stabilité asymptotique de Lyaponov , et l’équilibre
positif (H∗, P∗) du système (III.2) est globalement stable , ceci termine la preuve du théorème.
Remarque Avec la restriction 0 < ci < ri , i = 1, 2 le système (III.2) admet toujours un
unique équilibre positif et d’après le théorème (2, 1) et (2, 2) on voit que cet équilibre est globa-
lement attractif puisque sa propriété de stabilité n’est pas changé avec la variété du paramètre
Le système ne pourrait pas subir la bifurcation de Hopf et il n a y a pas de cycle limite du sys-
tème (III.2) dans R2, on effet nous pouvions également prouver cette déclaration en utilisant
le théorème de Bendixon-Dulac
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F (H,P ) = (r1 − a1P − b1H)H − c1H.

G(H,P ) = (r2 − a2
P

H
)P − c2P.

B(H,P ) = 1
HP

.

Nous avons que ces trois fonctions F (H,P ) , G(H,P ) ,B(H,P ) ∈ C1(R2
+).

On calcule la dérivé, on trouve ∂BH
∂H

+ ∂BG
∂P

= − b1
P

− a2
H2 < 0 (H,P ) ∈ (R2

+).
D’après le théorème de Bendixon-Dulac , nous savons qu’il n y a pas de cycle limite pour le
système (III.2) dans (R2).

II.5 L’influence de la récolte

Nous aborderons ce résultat en trois aspects :
Le cas de la seule récolte d’espèces proies

Dans ce cas
H∗ = (r1 − c1)a2

a1r2 + a2b1
, P∗ = (r1 − c1)r2

a1r2 + a2b1
. (II.29)

H∗ , P∗ sont toutes des fonctions différentiables continues du paramètre c1 et

dH∗

dc1
= −a2

a1r2 + a2b1
< 0, dP∗

dc1
= −r2

a1r2 + a2b1
< 0. (II.30)

les inégalités ci-dessus montrent que H∗ et P∗ sont toutes les deux des fonctions strictement
négatives de c1 c’est à dire que l’augmentation du taux de capture des espèces proies conduit
à la diminution de la densité des espèces proies et prédateurs
Le cas de la seule récolte d’espèces prédateurs

Dans ce cas :
H∗ = r1a2

a1(r2 − c2) + a2b1
, P∗ = r1(r2 − c2)

a1(r2 − c2) + a2b1
. (II.31)

C’est-à-dire que H∗ , P∗ sont toutes des fonctions différentiables continues du paramètre c2 ,
on remarque que :

dH∗

dc2
= a1a2r1

(a1r2 + a2b1)2 > 0, dP∗

dc2
= −r1a2b1

(a1r2 + a2b1)2 < 0. (II.32)
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On voit que H∗ est la fonction strictement positive du c2 , et P∗ est la fonction strictement
négative de c2 , c’est à dire que l’augmentation du taux de capture des espèces prédateurs
entraine l’augmentation de la densité des espèces proies et la diminution des espèces prédateurs
.
Le cas de récolte conjointe des prédateurs et des proies

Dans ce cas , il résulte de (III.2) que H∗ , P∗ sont toutes des fonctions différentiables continues
de paramètres ci avec i = 1, 2 plus qu’on a supposé 0 < ci < ri il n’est pas toujours facile de
donner une analyse détailler de tous les cas , ici , nous n’étudions que le problème suivant , qui
semble très intéressant
Il est possibles de choisir des paramètres appropriée ci tel que après la récolte des prédateurs
et de proies , les densités d’espèces de proies lorsque t → ∞ ne changent toujours pas .
Autrement dit H1 = H∗ si cela est possible qu’en est-il des comportements dynamiques des
espèces prédateurs dans ce cas ?
la première partie de la question revient à dire que dans quel cas H1 = H∗ , c’est à dire :

(r1 − c1)a2

a1(r2 − c2) + a2b1
= r1a2

a1r2 + a2b1
.

En résolvant l’inégalité , on obtient :

c2 = a1r2 + a2b1

r1a1
.

Cela signifie qu’avec les efforts de capture appropriées ( ci qui satisfait l’inégalité (3, 6) les
espèces proies convergent vers H∗ , et nous avons :

P∗ = r2
1a1r2−r1c1(a1r2+a2b1)
a1(r1−c1)(a1r2+a2b1) .

Évidement P∗ est la fonction différentiable continue du paramètre c1 et

dP∗
dc1

= b1a2r2
1

a1(r1−c1)2(a1r2+a2b1
< 0.

C’est à dire si le taux de capture des espèces de prédateurs et de proies , alors l’augmentation
de la récolte de proies et de prédateurs conduira finalement à la diminution des densités des
prédateurs P∗.
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II.6 L’équilibre bionomique

On doit étudier l’équilibre bionomique du système (III.2) puisque il a une signification
pratique le terme équilibre bionomique est un amalgame des concepts d’équilibre biologique
et d’équilibre économique , comme nous le savons , un équilibre biologique est donnée par
(dH

dt
, dP

dt
= 0 et l’équilibre économique doit être atteint lorsque le revenu total TR (obtenu en

vendant les consacré de la récolte ), doivent être donnés en premiers :
P1 est le prix par unité de biomasse de la proie H.
P2 est le prix par unité de biomasse de prédateurs P .
q1 est le cout de pêche par unité d’effort de la proie H.
q2 est le cout de pêche par unité d’effort du prédateurs P .
Ensuite le revenu de la rente économique à tout moment est donnée par :

N = TR − TC = (p1H − q1)c1 + (p2p− q2)c2 = N1 +N2, (II.33)

quand N1 = (p1H − q1)c1 et N2 = (p2p− q2)c2.
C’est à dire que N1 et N2 représentent les revenues nets pour la population H et P respec-
tivement pour plus de commodité , nous considérons que le prix par unité de biomasse des
prédateurs et le coût de pêche par unité d’efforts par prédateurs sont constants , ainsi l’équi-
libre bionomique est données par les équations simultanées suivantes :

dH

dt
= (r1 − a1P − b1H)H − c1H, (II.34)

dP

dt
= (r2 − a2

P

H
)P − c2P, (II.35)

N = (p1H − q1)c1 + (p2P − q2)c2 = 0. (II.36)

Le prix et le coût des prédateurs n’étant pas surs ,nous considérons les cas suivants afin de
déterminer l’équilibre bionomique
Le cas (1) si :

q1

p1
> H. (II.37)

p1H − q1 < 0. (II.38)

Si l’on dit que le cout total dépasse le revenu total de la récolte des proies évidemment , la
récolte proies sera arrêtée c’est à dire (c1 = 0) et la récolte des prédateurs reste opérationnelle
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si :
p2P − q2 > 0

alors à partir de (II.36) , on a :
P1∞ = q2

p2
. (II.39)

En le substituant en (II.35), il s’ensuit que :

H1∞ = r1p2 − a1q2

b1p2
. (II.40)

Encore une fois la substitution de (II.39) et (II.40) dans (II.34) conduit à :

c2∞ = r2 − a2
P1∞

H1∞
= r2 − a2b1q2

r1p2a1q2
. (II.41)

Donc si r1 > a2( q2
p2

) et r2 >
a2b1q2

r1p2−a1q2
tenir ensemble , on à l’équilibre bionomique [H1∞, P1∞, 0, c2∞]

Dans le cas (2) si :
q2

p2
> P. (II.42)

p2P − q2 < 0. (II.43)

Est vrai c’est-à-dire que le coût total dépasse le revenu total pour la récolte du prédateurs
évidement , la récolte des proies sera arrêtée c’est à dire (c2 = 0) et la récolte des prédateurs
reste opérationnels si p1H − q1 > 0 alors il découle de (II.36) que :

H1∞ = q1

p1
, (II.44)

P1∞ = r2q1

a2p1
. (II.45)

La substitution de (II.44) et (II.45) dans (II.34) conduit à :

c1∞ = r1 − a1P1∞ − b1H1∞ =

r1 − (a1r2 − a2b1)q1

a2p1
.

Si
r1 >

(a1r2 − a2b1)q1

a2p1
,
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on a l’équilibre bionomique [H1∞, P1∞, c1∞, 0]
Dans le cas (3) si

q2

p2
> P,

q1

p1
> H. (II.46)

p2P − q2 < 0, p1H − q1 < 0. (II.47)

alors il est équivalent à dire que le coût total dépasse le revenu total pour deux populations
, évidement la récolte sera arrêtée c’est à dire (c1 = 0)(c2 = 0) dans ce cas , il n y a pas
d’équilibre bionomique
Dans le cas (4) si :

q2

p2
< P,

q1

p1
< H, (II.48)

p2P − q2 > 0, p1H − q1 > 0. (II.49)

Dans ce cas , le revenu total dépasse le coût total pour deux populations et la récolte est
opérationnelle car elle peut rapporter des bénéfices à la pêche
de(II.36) on a :

H1∞ = q1

p1
, P1∞ = q1

p1
. (II.50)

En substituant les égalités ci-dessus dans (II.34)et (II.35), il est facile d’obtenir :

c1∞ = r1 − (a1p2q1 − b1)p1q2

q2p1
, c2∞ = r2 − a2p1q2

p2q1
. (II.51)

Donc si :
r1 >

(a1p2q1 − b1)p1q2

q2p1
, r2 >

a2p1q2

p2q1
. (II.52)

Tenir ensemble , on à l’équilibre bionomique [H1∞, P1∞, c1∞, c2∞].
il est évident que l’équilibre bionomique peut exister si le taux de croissance intrinsèque de
deux espèces dépasse une certaine valeur .

II.7 Conclusion

Un modèle prédateur-proie de Leslie-Gower intégrant la récolte est étudié dans cet chapitre.
On a montré d’abord qu’une récolte appropriée n’a pas d’influence sur la propriété persistante
du système de récolte. Après cela, on a essayé de donner les détails de la récolte sur les com-
portements dynamiques du système. Notre étude montre que, pour le système ayant à la fois
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la récolte sur les espèces prédatrices et les proies, il admet un phénomène intéressant, peut-être
qu’un tel pronostic pourrait être appliqué pour fournir les ressources scientifiques comme les
sheries et les arbres forestiers. Ensuite, pour la signification pratique, nous considérons le profit
économique de la récolte. On a terminé par étudier L’équilibre bionomique.



Chapitre III
Modèle de Lotka-Volterra avec réaction
diffusion et la fonction de Leslie-Gower

Dans ce chapitre, nous étudions la dynamique globale d’un modèle Leslie Gower avec diffu-
sion dans des environnements homogène d’advection, nous discutons l’existence et l’unicité des
solutions stationnaires positives. Nous étudions le grand comportement au large du temps des
solutions et établir des conditions de seuil pour la persistance et l’extinction de deux espèces
lorsqu’elles vivent dans des environnements convectifs ouverts.

III.1 Présentation du modèle



Ht − d1 △H = H(r1 −H − aP ), x ∈ Ω, t > 0,

Pt − d2 △ P = P (r2 − c P
H

), x ∈ Ω, t > 0,
∂H
∂x

= ∂P
∂x

= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

(III.1)

avec Ω un ouvert de Rn

H et P la densité de la population proies et prédateurs à l’instant t et l’emplacement x sur le
domaine borné Ω
la condition aux limites de Neumann signifie qu’aucune espèce ne peut traverser la limite de Ω
d1, d2, r1, r2, a, c sont des constantes positives ,
d1 et d2 sont le taux de diffusion correspondants à H et P
r1 et r2 signifient le taux de croissance intrinsèques de chaque espèce
a et c représentent les interactions inter-spécifiques par la prédation
l’équilibre positif constant unique attire toutes les solutions positives dans certaines conditions
et les solutions d’état stable positives non constantes n’existent pas lorsque les espèces vivent
dans des environnement homogènes.
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III.2 Dynamique d’un systéme Leslie-Gower avec diffusion

Pour étudier quelle dynamique un système Leslie-Gower avec diffusion peut avoir dans des
environnements d’advection , nous proposons le modèle suivant :



Ht = d1Hxx − qHx +H(r1 −H − aP ), 0 < x < L, t > 0,

Pt = d2Pxx − qPx + P (r2 − c P
H

) , 0 < x < L, t > 0,

d1Hx(0) − qH(0) = 0, t > 0,

d2Px(0) − qP (0) = 0, t > 0,

d1Hx(L) − qH(L) = −bqH(L), t > 0,

d2Px(L) − qP (L) = −bqP (L), t > 0,

H(x, 0) = H0(x) ≥ 0, ̸= 0, P (x, 0) = P0(x) ≥ 0, ̸= 0, 0 ≤ x ≤ L.

(III.2)

H et P la densité de la population proies et prédateurs à l’instant t et l’emplacement x sur
le domaine borné [0, L] , L est la taille de l’habitat , les significations biologiques des autres
paramètres sont les mêmes que celles du modèle , de plus la constante positives q est la vitesse
effective du courant qui est parfois appelé "vitesse d’advection "
En ce qui concerne les conditions aux limites à l’extrémité amont x = 0 , l’organisme supposé
satisfait la condition aux limites de non-flux , ce qui signifie qu’aucun individu n’est autoriser
à traverser à l’extrémité aval x = L ,la constante non négative b mesure un taux de perte
d’individus à la frontière par rapport à la vitesse d’advection , En particulier b = 0 signifie
que les espèces vivent dans ses milieux convectifs fermés , tandis que b > 0 signifie qu’il existe
un taux de perte d’individus à l’extrémité aval , c’est à dire que les espèces vivent dans des
environnements d’advection ouverts , H0(x) et P0(x) représente la distribution initiale de la
populations de proies et de prédateurs respectivement , pour plus de simplicité nous supposons
que la longueur de l’habitat L = 1, sauf indication contraire , nous considérons d’abord la
dynamique du modèle à une seule espèce comme suit :



Ht = Hxx − qHx +H(r −H), 0 < x < 1, t > 0,

dHx(0) − qH(0) = 0, t > 0,

dHx(1) − qH(1) = −bqH(1), t > 0,

H0(x) ≥ 0, ̸= 0, 0 ≤ x ≤ 1.

(III.3)
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cela conduit à l’étude du problème des valeurs propres linéaires :



Φxx − qΦx + rΦ = λΦ, 0 < x < 1,

dΦx(0) − qΦ(0) = 0,

dΦx(1) − qΦ(1) = −bqΦ(1).

(III.4)

ou d, q, r > 0 , b ≥ 0 représentent respectivement , le taux de diffusion , la vitesse d’advection
, le taux de croissance inhérent de l’espèce et le taux de perte de l’espèce à l’extrémité aval.
Le système (III.2) et le problèmes à valeurs propres (III.4) ont les résultat suivants :

Lemme III.2.1.

Supposons d, q, r > 0 , régler q̂ =
√
dr/b(1 − b) , pour b ∈ (0, 1

2 ] , et q̂ =
√

4dr pour b ∈ [1
2 ,+∞) ,

il existe q∗ = q∗(d, r, b) ∈ (0, q̂) , tel que pour q ∈ (0, q̂) , (1.3) admet un unique état stationnaire
positif (noté θ(d, r, q, b) qui est globalement asymptotiquement stable , pour q ∈ [q∗,+∞) ,
H = 0 est globalement stable et la valeur propre principale λ1(d, q, r, b) vérifie :



λ1(d, q, r, b) > 0 si0 < q < q∗,

λ1(d, q, r, b) = 0 siq = q∗,

λ1(d, q, r, b) < 0 siq > q∗.

(III.5)

On peut noter que lorsque la proie devient très rare , on a P → 0 , par conséquent on peut
définir un équilibre biologiquement réalisable (0, 0) pour le système(III.2) , ce qui indique que
les prédateurs et les proies sont éteints.

Théorème 18. Supposons d1, d2, r1, r2 > 0 , b > 0 les conclusions suivantes pour le système
(III.2) sont vraies :
* quand q∗(d1, r1, b) ≤ q∗(d2, r2, b),

1- si q ∈ (0, q∗(d1, r1, b)), alors (III.2) admet un unique état stationnaire positif (us, vs)
globalement attractif

2- si q ∈ [q∗(d1, r1, b),+∞) , alors la solution de(III.2) converge uniformément vers (0, 0)
sur [0, 1]

* quand q∗(d1, r1, b) > q∗(d2, r2, b),

1- Si q ∈ (0, q∗(d2, r2, b)), alors (III.2) admet un unique état stationnaire positif (us, vs)
globalement attractif)
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2- si q ∈ (q∗(d2, r2, b), q∗(d1, r1, b)) alors (θ(d1, r1, q, b)) est globalement asymptotiquement
stable.

3- si q ∈ [q∗(d1, r1, b),+∞) , alors la solution de (III.2)converge uniformément vers (0, 0)
sur [0, 1].

Le théorème (18) montre que la vitesse d’advection q joue un rôle essentiel dans la déter-
mination du comportement dynamique du système(III.2) lorsque les espèces vivent dans des
environnements convectifs ouverts , en particulier , pour fixer di, ri(i = 1, 2) et b > 0
Lorsque la vitesse d’advection est supérieure à la vitesse d’advection critique de la proie , c’est
à dire q > q∗(d1, r1, b) le prédateur et la proie disparaitront.
Lorsque la vitesse d’advection est si petite et qu’elle est inférieure au minimum des vitesses
d’advection critiques de la proie et du prédateur, c’est-à-dire q < minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b) le
prédateur et la proie coexisteront.
Lorsque la vitesse d’advection se situe dans un niveau intermédiaire , il existe un état station-
naire semi-trivial globalement asymptotiquement stable (θ(d1, r1, q, b), 0)
quand q ∈ (q∗(d2, r2, b), q∗(d1, r1, b))
Ainsi pour obtenir la dynamique du système (III.2) il est important de déterminer et de com-
parer les vitesses critiques d’advection q∗(d1, r1, b) et q∗(d2, r2, b).
Il résulte que la vitesse critique d’advection q∗(d, r, b) est décroissante par rapport a b lorsque
b > 1

2 , ce qui implique une plus grande perte d’individus a x = L.

Théorème 19. Supposons d1, d2, r1, r2 > 0 , si b = 0 alors le système (III.2) admet un unique
état stationnaire (us, vs) qui est globalement attractif pour tout q > 0.

III.3 Problème de valeurs propres

Le système (III.2) a un unique état stationnaire semi trivial (θ(d1, r1, q, b), 0) d’après le
lemme III.18 pour la simplicité des notions , sans déclaration spéciale, nous avons défini plus
loin θ(d1, r1, q, b) par θ(x), nous considérons d’abord un problème aux valeurs propres linéaires :



dωxx − qωx + r(x)ω = λω, , 0 < x < 1

dωx(0) − qω(0) = 0,

dωx(1) − qω(1) = −bqω(1)

(III.6)

ou d, q > 0, b ≥ 0 et r(x) ∈ L∞[0, 1] d’après le théorème de Krein Rutmann , le problème III.6
admet une valeur propre principale λ1(d, q, r(x), b) ce qui correspond à une fonction propre
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positive ω1(d, q, r(x), b) , de plus le problème aux valeurs propres III.6 à une suite de valeurs
propres :

λ1 > λ2 > .... > λn → −∞,

et par l’approche de caractérisation variationnelle λ1(d, q, r(x), b) peut être représentée par :

λ1(d, q, r(x), b) = supω∈H1(0,1)ω ̸=0

r(x)
∫ 1

0 e
q
d

x
ω2dx−

∫ 1
0 e

q
d

x
ω2

xdx−qbe
q
d

x
ω2(1)∫ 1

0 e
q
d

x
ω2dx

.

Lemme III.3.1.

pour le problème aux valeurs propres (III.6) , si r1(x) ≤ r2(x) , alors la valeur propre principale
λ1(d, q, r1(x), b) ≤ λ1(d, q, r2(x), b).

Lemme III.3.2.

Supposons que d1, d2, r1, r2, q > 0 et b ≥ 0 si la solution stationnaire semi trivial (θ(x), 0) de
(III.2) existe , alors 0 < θ(x) ≤ r1 sur [0, 1].

Preuve d’abord θ(x) satisfait l’équation suivante :



d1θxx − qθx + θ(r1 − θ) = 0, 0 < x < 1,

d1θx(0) − qθ(0) = 0,

d1θx(1) − qθ(1) = −bqθ(1).

(III.7)

On voit que θ(x) > 0 sur [0, 1] et θ(x) < r1 sur [0, 1] pour b ≥ 1 par le maximum principale
fort.
On prouve que θ(x) < r1 sur [0, 1] pour 0 ≤ b < 1 , on pose θ∗ = θx

θ
, alors θ∗ satisfait :


d1θ

∗
xx + (2d1θ

∗ − q)θ∗
x − θθ∗ = 0, 0 < x < 1,

θ∗(0) = q
d1
, θ∗(1) = (1 − b) q

d1
.

(III.8)

Par le maximum principale on obtient : (1 − b) < θ∗ < q
d1

, sur (0, 1) pour 0 < b < 1 , puisque
(1 − b) q

d1
≤ θ∗ sur (0, 1) pour 0 ≤ b < 1

Cela montre que θx > 0 dans (0, 1) pour 0 < b < 1 , alors θ(x) atteint un maximum M en
x = 1 , si M > r1 , en intégrant la première équation de (III.6) sur [0, 1], on obtient :

∫ 1
0 θ(r1 − θ)dx = bqθ(1) ≥ 1.

Évidemment , il existe x1 dans (0, 1) tel que θ(x1) = r1 et θ(x) ≥ r1 pour x ∈ [x1, 1] , nous
intégrant à nouveau la première équation de (III.6) sur [x1, 1], nous obtenons
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−bqθ(1) − d1θx(x1) + qθ(x1) +
∫ 1

x1
θ(r1 − θ)dx = 0.

il est facile de savoir que
∫ 1

x1
θ(r1 −θ)dx < 0 ce qui indique que −bqθ(1)−d1θx(x1)+qθ(x1) > 0,

on a donc :

θ∗(x1) = θx(x1)
θ(x1) <

q
d1

(1 − θ(1)
θ(x1)b) < (1 − b) q

d1
.

Cela contredit le fait (1 − b)qd1 ≤ θ∗ dans (0, 1) pour 0 ≤ b < 1
En suite nous nous tournons à l’étude de la monotonie de q∗(d, r, b) par rapport à d, r et b , on
a les propriétés suivantes concernant la vitesse critique d’advection q∗(d, r, b).

Proposition III.3.1.

Soit tout d > 0,r > 0 , si b > 1
2 , alors q∗(d, r, b) est décroissante par rapport à b et croissante

par rapport à r.

preuve Pour le problème linéaire aux valeurs propres (III.6), par l’approche de caractéri-
sation variationnelle ,λ1(d, q, r(x), b) peut être représenté par :

λ1(d, q, r(x), b) = supω∈H1(0,1)ω ̸=0

r(x)
∫ 1

0 e
q
d

x
ω2dx−

∫ 1
0 e

q
d

x
ω2

xdx−qbe
q
d

x
ω2(1)∫ 1

0 e
q
d

x
ω2dx

.

on peut également obtenir que la valeur propre principale λ1(d, q, r(x), b) est décroissante par
rapport à b et croissante par rapport à r à partir de (III.7) , compte tenue de la proposition
(III.3.1), nous avons que la valeur propre principale λ1(d, q, r(x), b) est continuêment dérivable
en d, q, r, b , de plus on peut savoir que λ1(d, q, r(x), b) est strictement décroissante par rapport à
q pour b > 1

2 ,d’après la proposition (1) et le lemme (III.18) , nous avons que λ1(d, q, r(x), b) = 0
si et seulement si q = q∗(d, r, b) , par conséquent il découle du théorème des fonctions implicite
que q∗(d, r, b) est décroissante par rapport à b et croissante par rapport à r.

Proposition III.3.2.

Soit tout d > 0,r > 0 , si 0 < b ≤ 1 , alors q∗(d, r, b) est strictement décroissante par rapport à
d si 1 < b < 3

2 , est strictement croissante par rapport à d suffisamment grand de plus si b > 3
2

alors q∗(d, r, b) est strictement décroissante en d suffisamment grand.

preuve

Se référer au lemme (1.3.1) dans [25] , il existe une taille d’habitat critique L∗(d, q, r, b) = L = 1
si et seulement si q = q∗(d, r, b) dans le modèle (III.3) et L∗(d, q, r, b) est une fonction croissante
de la vitesse d’advection q , d’après le théorème (2.2) et lemme (3.7) dans [25] , on sait que
L∗(d, q, r, b) est strictement décroissante par rapport à d lorsque 0 < b < 1 est strictement
décroissante en d suffisamment grand quand b > 3

2 par le théorème des fonctions implicite,
on sait que q∗(d, r, b) est strictement croissante par rapport à d pour 0 < b < 1 ,q∗(d, r, b)
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est strictement croissante en d pour d suffisamment grand,pour 1 ≤ b ≤, 3
2 est strictement

décroissante en d pour d suffisamment grand pour b ≥ 3
2 .

Plus précisément , lorsque b = 1, alors la valeur propre principale λ1(d, q, r(x), b) est strictement
décroissante par rapport à q et strictement croissante par rapport à d , λ1(d, q, r(x), b) = 0 si
et seulement si q = q∗(d, r, b) d’après le lemme (III.18) ainsi le théorème des fonctions implicite
implique que q∗(d, r, b) est strictement croissante par rapport à d pour b = 1. Combiné avec
l’analyse ci-dessus la proposition est établie.

III.4 Existence et unicité

On applique la théorie des degrés topologiques pour étudier l’existence des solutions sta-
tionnaire positives (us, vs) du système(III.2) et on complète la preuve de l’unicité , on pose la
transformation : u(x, t) = e

q
d1

x
û(x, t) ,v(x, t) = e

q
d2

x
v̂(x, t) , le système (III.2) devient :



ût = d1ûxx − qûx + (r1 − ûe
q

d1
x
û− ae

q
d2

x
v̂), 0 < x < 1, t > 0,

v̂t = d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − cv̂
û
e

( q
d1

− q
d2 )x) , 0 < x < 1, t > 0,

ûx(0) = v̂x(0) = 0 t > 0,

d1ûx(1) − qû(1) = −bqû(1), t > 0

d2v̂x(1) − qv̂(1) = −bqv̂(1), t > 0

û(x, 0) = û0(x) ≥ 0, ̸= 0, v̂(x, 0) = v̂0(x) ≥ 0, 0 ≤ x ≤ 1.

(III.9)

Notons que les conditions aux limites de (III.6) sont les conditions aux limites bien connues
de Robin. La structure de l’ensemble de solutions de(III.6) et (III.2) est exactement la même,
et afin de rechercher le système (III.2), nous pouvons nous tourner pour discuter du système
(III.6) par les méthodes correspondantes. Il est évident que les solutions stationnaires du
système (III.6) vérifient l’équation suivante :



d1ûxx − qûx + (r1 − ûe
q

d1
x
û− ae

q
d2

x
v̂) = 0, 0 < x < 1,

d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − cv̂
û
e

( q
d1

− q
d2 )x) = 0, , 0 < x < 1,

ûx(0) = v̂x(0) = 0 t > 0,

d1ûx(1) − qû(1) = −bqû(1), t > 0,

d2v̂x(1) − qv̂(1) = −bqv̂(1), t > 0.

(III.10)

Théorème 20. Pour d1, d2, r1, r2, b > 0 , (III.10) à toujours une solution positive quand q ∈

(0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b))
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Preuve

Nous appliquant le théorème du degré de Leray-shauder pour prouver l’existence d’une solution
positive , il peut être divisé en trois étapes :
Étape (01) : pour toute paire non négative (f, g) ∈ C([0, 1]) ×C([0, 1]) on peut étendre le do-
maine de f, g correctement de sorte que pour tout ς ∈ [0, 1] et q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b))
, les fonctions e

ςq
d1

x
f 2 + ae

ςq
d2

x
fg et cg2

f
e

( ςq
d2

− ςq
d2

)x sont lipschitzienne continues par rapport a f

et g ,en faite pour tout ς ∈ [0, 1] et q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)) , d1
d2

dx2 + ςq d
dx

+ r1 et
d2

d2

dx2 + ςq d
dx

+ r2 sont inversibles , alors pour tout ς ∈ [0, 1] et (f, g) ∈ C([0, 1]) × C([0, 1]) , û
et v̂ peut être déterminer d’une manière unique par le système elliptique suivant :



d1ûxx − ςq(û)x + r1û = e
ςq
d1

x
f 2 + ae

ςq
d2

x
fg, 0 < x < 1,

d2(v̂xx − ςq(v̂)x + v̂r2v̂ = cg2

f
e

( ςq
d2

− ςq
d2

)x
, 0 < x < 1,

(û)x(0) = (v̂)x(0) = 0,

d1ûx(1) − ςqû(1) = 0,

d2v̂x(1) − ςqv̂(1) = 0.

(III.11)

On peut définir une famille d’opérateurs compacts Γς : C([0, 1])×C([0, 1]) → C([0, 1])×C([0, 1])
par Γς(f, g) = (û, v̂)
Étape (02) : pour q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)) et ς ∈ [0, 1] , il est facile de savoir que
ςq ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)) , alors d’après le théorème ((21)) il existe deux constantes
positives c etc sachant que pour toute solution positive de (III.11) ,(û, v̂) satisfait :

c ≤ û, v̂ < c pour tout ς ∈ [0, 1] , x ∈ [0, 1].

On définit :

D = (û, v̂) ∈ C([0, 1]) × C([0, 1]) → C([0, 1]) × C([0, 1]) : c/2 ≤ û, v̂ < c.

pour tout ς ∈ [0, 1] et (û, v̂) ∈ ∂D ,on sait (û, v̂) ̸= Γς(û, v̂) , par conséquent le degré de Leray-
shauder deg(I − Γς(., .), D, 0) est bien défini et il dépend de ς , ou I est l’application identité ,
de plus (û, v̂) résout III.10 si et seulement si (û, v̂) satisfait (û, v̂) = Γς(û, v̂).
Étape (03) : on peut voir que (û, v̂) ∈ D satisfait :I-Γς(., .)(û, v̂) = 0 implique que (û, v̂) est
une solution positive de :



d1ûxx + û+ (r1 − û− av̂) = 0, 0 < x < 1,

d2v̂xx + v̂(r2 − cv̂
û

) = 0 , 0 < x < 1,

(û)x(0) = (v̂)x(0) = 0,

(u)x(1) = (v)x(1) = 0.

(III.12)
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De [29](voir théoréme 3.1 et théoréme 3.2) le problème (III.25) admet une unique solution
positive (û∗, v̂∗) une simple analyse de linéarisation montre que (û∗, v̂∗) et non dégénéré et
linéairement stable comme solution de (III.25) ,par la formule bien connu de Leray-Shauder ,
cela donne :

deg(I − Γ0(., .), D, 0) = 1.

Donc par l’invariance d’homotopie du degré de Leray-Shauder, on obtient :

deg(I − Γ1(., .), D, 0) = deg(I − Γ0(., .), D, 0) = 1.

Par les propriétés du degré , lorsque q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)) ,le système (III.10) à
toujours une solution positive .

Théorème 21. On suppose que r1, r2, b > 0 , pour tout ϵ > 0 , il existe deux constantes
positives c = c(q, d1, d2, r1, r2, a, b, c) et c sachant que pour tout ϵ ≤ d1, d2 ≤ 1/ϵ ,0 < q ≤ 1/ϵ ,
si q ∈ minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b) alors toute solution de (III.10) satisfait :

c ≤ û, v̂ < c pour tout x ∈ [0, 1].

Preuve. du lemme (III.4.1)(ii) , il est facile de savoir que la solution û et v̂ de (III.10) à une
borne supérieure positive c ,ensuite nous montrons que û et v̂ ont une borne inférieure positive
Nous affirmons que max[0,1]û(x) est bornées par des constantes positives , pour établir cette
affirmation nous argumentons par contradiction
Supposons qu’il existe ϵ > 0 tel que : ϵd2,i ≤ 1/ϵ et < qi ≤ 1/ϵ , et la solution positive
correspondante de (III.10) , notée (ûi(x), v̂i(x)) satisfait :

max
x∈[0,1]

ûi(x) → 0 quand i → +∞.

Et 

d1(ûi)xx − q(ûi)x + (r1 − ûie
q

d1
x
ûi − ae

q
d2

x
v̂i), 0 < x < 1,

d2(v̂i)xx − q(v̂i)x + v̂i(r2 − cv̂i

ûi
e

( q
d1

− q
d2 )x) , 0 < x < 1,

(ûi)x(0) = (v̂i)x(0) = 0,

d1(ûi)x(1) − qûi(1) = −bqûi(1),

d2(v̂i)x(1) − qv̂i(1) = −bqv̂i(1).

(III.13)

En passant à une sous-suite si nécessaire , on suppose que d2,i → d2 > 0 et qi → q > 0 ,puisque
la norme || ûi ||∞ est uniformément bornée , soit ûi = ûi

||ûi||∞
, alors ûi satisfait :



d1(ûi)xx − q(ûi)x + (r1 − ûie
q

d1
x
ûi − ae

q
d2

x
v̂i), 0 < x < 1,

(ûi)x(0) = 0,

d1(ûi)x(1) − qûi(1) = −bqûi(1).
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(III.14)

Par régularité standard et le théorème de prolongement de Sobolev , En passant à une sous-
suite si nécessaire on sait que ûi → 0 et ui → u∗ dans C1[0, 1] , ou u∗ > 0 et || ûi ||∞= 1 , on
note que :

d2,i(v̂i)xx − qi(v̂i)x + v̂i(r2 − cv̂i

ûi
e

( qi
d1

− qi
d2,i )x).

≤ d2,i(v̂i)xx − qi(v̂i)x + v̂i(r2 − cv̂ie
( qi

d1
− qi

d2,i )x

maxx∈[0,1]ûie

qid1
di

).

Par la méthode des solutions supérieures et inférieures et la substitution de variables appropriées

, nous avons : v̂i ≤ maxx∈[0,1]ûie

qi
di

c
→ 0 , ainsi il est facile de voir que u∗ satisfait :



d1u
∗
xx − qu∗

x + r1u
∗, 0 < x < 1

u∗
x(0) = 0

d1(ûi)x(1) − qu∗
i (1) = −bqu∗(1).

(III.15)

On utilise la transformation u∗ = e
( −q

d1
(x)
u, on a λ1(d1, q1, r1, b) = 0 ,ce qui implique q =

q∗(d1, r1, b) , cela contredit l’hypothèse 0 < q < q∗(d1, r1, b) , il existe donc une constante
positive c1 tel que maxx∈[0,1]û(x) ≥ c1 ,nous considérons la première équation de (III.10) ,
comme indiqué ci-dessus :

d1Uxx − qUx + (r1 − Ue
q

d1
x
ûi − ae

q
d2

x
v̂i) = 0, 0 < x < 1. (III.16)

Et sachez qu’il s’agit d’une équation elliptique à coefficients mesurables bornés , ainsi en appli-
quant l’inégalité de Harnack standard pour les solutions généralisées , il existe une constante
positive c∗(d1, q, r1 − e

q
d1

x
û− ae

q
d2

x
v̂) ,telle que :

max
x∈[0,1]

U(x) ≤ c∗(d1, q, r1 − e
q

d1
x
û− ae

q
d2

x
v̂)minx∈[0,1]U(x).

Évidemment, û(x) est une solution de l’équation (III.23) ce qui signifie qu’il existe une constante
positive c∗∗ dépend de q, d1, d2, r1, r2, a, b et c , telle que :

max
x∈[0,1]

û(x) ≤ c∗∗ min
x∈[0,1]

û(x).

Cela implique que û(x) admet une borne inférieure positive uniforme
De même nous affirmons que maxx∈[0,1]v̂(x) est borné par des constantes positives , supposons
qu’il existe un ϵ > 0 tel que : ϵ ≤ d1,i ≤ 1/ϵ et 0 < qi ≤ 1/ϵ , et (ûi(x), v̂i(x)) satisfait :
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max
x∈[0,1]

v̂i(x) → 0 quand i → +∞.

Et 

d1,i(ûi)xx − qi(ûi)x + (r1 − ûie
qi
d1

x
ûi − ae

qi
d2

x
v̂i), 0 < x < 1,

d2(v̂i)xx − qi(v̂i)x + v̂i(r2 − cv̂i

ûi
e

( qi
d1

− qi
d2 )x) , 0 < x < 1,

(ûi)x(0) = (v̂i)x(0) = 0

d1(ûi)x(1) − qiûi(1) = −bqiûi(1),

d2(v̂i)x(1) − qiv̂i(1) = −bqiv̂i(1).

(III.17)

En utilisant la méthode ci-dessus et en répétant ce processus similaire , nous avons q =
q∗(d1, r1, b) , cela contredit l’hypothèse 0 < q < q∗(d1, r1, b) , en appliquant l’inégalité de Har-
nack à la deuxième équation de (III.10) , on obtient que v̂(x) a une borne inférieure positive
uniforme.

Lemme III.4.1.

Pour d1, d2, r1, r2, b > 0 ,si (u, v) est une solution stationnaire non négative de (III.2) avec
u ̸= 0 et v ̸= 0.

(i) q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)) ;

(ii) 0 < u < r1 et 0 < v < r1r2
c

sur [0, 1].

Preuve

Il est clair que û = e
q

d1
x
u > 0, v̂ = e

q
d2

x
v > 0 sur [0, 1] , par le maximum principale fort dans

(III.6) comme on peut le voir dans (III.2) la solution (u, v) est une solution de l’équation
suivante : 

ut = d1uxx − qux + u(r1 − u− av), 0 < x < 1,

vt = d2vxx − qvx + v(r2 − c v
u
) , 0 < x < 1,

d1ux(0) − qu(0) = 0, t > 0,

d2vx(0) − qv(0) = 0, t > 0,

d1ux(L) − qu(L) = −bqu(L), t > 0,

d2vx(L) − qv(L) = −bqv(L), t > 0.

(III.18)
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D’après l’équation de u et le lemme (III.18) on a :

0 = λ1(d1, q, r1 − u− av, b) < λ1(d1, q, r1, b).

Ce qui implique que q ∈ (0, q∗(d1, r1, b)) par le lemme (III.3.1) , de plus de l’équation de û dans
(III.7) on obtient :

0 = d1ûxx − qûx + (r1 − ûe
q

d1
x
û− ae

q
d2

x
v̂) < ûxx − qûx + (r1 − ûe

q
d1

x
û).

En utilisant la même transformation entre les systèmes(III.2) et (III.6) , on peut convertir
(III.3) en l’équation suivante :



d1ûxx − qûx + (r1 − ûe
q

d1
x
û) = 0, 0 < x < 1,

v̂t = d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − cv̂
û
e

( q
d1

− q
d2 )x), 0 < x < 1,

ûx(0) = 0,

d1ûx(1) − qû(1) = −bqû(1).

(III.19)

D’après le lemme (III.3.1) on a e
q

d1
x
θ(x) est l’unique solution positive de (III.9), Par la

méthode des solutions supérieures et inférieures et Lemme (III.3.2) on en déduit : û = e
q

d1
x
u <

e
q

d1
x
θ(x) < e

q
d1

x
r1 sur [0, 1] ,ce qui implique que u < r1.

De même, il découle de l’équation de v que :

0 = λ1(d2, q, r2 − cv

u
, b) < λ1(d2, q, r2, b).

Et
0 = d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − cv̂

û
e

( q
d1

− q
d2 )x) < d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − cv̂

û
e

( q
d1 )x).

Grâce à une substitution de variables appropriée, nous pouvons obtenir q ∈ (0, q∗(d2, r2, b)) et
0 < v < r1r2

c
sur [0, 1] ,Les conclusions ci-dessus sont établies.

Théorème 22. On fixe d1, d2, r1, r2 > 0 , si q ∈ (0,minq∗(d1, r1, b), q∗(d2, r2, b)), alors (III.10)
à une unique solution positive.

III.5 Persistance

On discute le comportement dynamique du système(III.2) pour t le temps grand , nous
montrons d’abord que le système (III.2) possède une solution unique (u(x, t), v(x, t)) définie
pour tout t > 0 est bornée dans L∞.



III.5 Persistance 48

Lemme III.5.1.

pour tout d1, d2, r1, r2 > 0 et b ≥ 0 ,le système (III.2) admet une unique solution (u, v) définie
pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 , et il existe des constantes positives ρ1 et ρ2 qui ne dépend que
des données initiales u0(x), v0(x), telles que :

0 < u(x, t) ≤ ρ1, 0 < v(x, t) ≤ ρ2, x ∈ [0, 1], t > 0.

Preuve

l’existence locale et l’unicité des solutions de (III.9) sont standards ,par le maximum principale
de l’équation parabolique, on peut voir que la solution (û(x, t), v̂(x, t)) de (III.9) vérifie :
û(x, t) > 0 , v̂(x, t) > 0 pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 , alors pour la première formule du modèle
(III.9)on a :

ût ≤ d1ûxx − qûx + (r1 − e
q

d1
x
û), 0 < x < 1, t > 0.

Soit u(x, t) la solution de :



ut = d1uxx − qux + u(r1 − e
q

d1
x
u), 0 < x < 1, t > 0,

ux(0) = 0, d1ux(1) − qu(1) = −bqu(1) = 0, t > T,

u(x, 0) = û0(x), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.20)

Le théorème de comparaison pour les équation paraboliques implique que û(x, t) ≤ u(x, t) pour
tout x ∈ [0, 1] et t > 0 , par une telle transformation u(x, t) = e

q
d1

x
u(x, t)



ut = d1uxx − qux + u(r1 − e
q

d2
x
u), 0 < x < 1, t > 0,

ux(0) = 0, d1ux(1) − qu(1) = −bqu(1) = 0, t > T,

u(x, 0) = e
q

d1
x
u(x, t), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.21)

Du lemme (III.18) et (III.3.2) , on sait que : u(x, t) = e
q

d1
x
u(x, t) ≤ θ(x) ≤ r1 uniformément

sur [0, 1] quand t → +∞, on obtient alors :

lim sup
t→+∞

û(x, t) ≤ e
−q
d1

x
r1 , pour tout x ∈ [0, 1].

Il existe donc une constante positive ρ∗
1 dépend uniquement de la condition initiale û0(x) telle

que 0 < û(x, t) ≤ ρ∗
1 pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 . De même, pour la seconde équation du

système (III.9), on a :

v̂t ≤ d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − ce
q

d2
x

v̂

e
q

d1
ρ∗

1
) , x ∈ (0, 1) ,t ∈ (0,+∞).

Grâce à une substitution de variable appropriée et à l’utilisation d’un argument similaire à celui
ci-dessus, nous pouvons également en déduire
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lim sup
t→+∞

v̂(x, t) ≤ e
−q
d2

x e
q

d1 r2ρ
∗
1

c
, pour tout x ∈ [0, 1].

Il existe donc une constante positive ρ∗
2 dépend uniquement de la donnée initiale v̂0(x) telle que

0 < v̂(x, t) ≤ ρ∗
2 pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 .D’après la transformation entre la solution (u, v)

de (III.2) et la solution (û, v̂) de (III.9), il doit y avoir des constantes positives ρ1 et ρ2 telles
que :

0 < u(x, t) ≤ ρ1 , 0 < v(x, t) ≤ ρ2 , x ∈ [0, 1] ,t > 0.

Ou ρ1 et ρ2 dépend uniquement de la donnée initiale û0(x) et v̂0(x) , la preuve est terminée .

Théorème 23. pour tout d1, d2, r1, r2, b > 0 quand q∗(d1, r1) > q∗(d2, r2, b), alors la solution
(θ(x), 0) de (III.2) est globalement asymptotiquement stable.

Preuve

Avec le principe de maximum de l’équation parabolique on voit que la solution (û(x, t), v̂(x, t)
de (III.2) satisfait û(x, t) > 0 , v̂(x, t) > 0 pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 , par conséquent nous
avons :

ût ≤ d1ûxx − qûx + (r1 − e
q

d1
x
û), 0 < x < 1, t > 0.

Soit u(x, t) la solution de (III.9) , le théorème de comparaison pour les équation paraboliques
implique :

û(x, t) ≤ u(x, t) pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0.

On utilise la même transformation u(x, t) = e
q

d1
x
u , l’équation (III.9) elle se transforme en

(III.10) , compte tenu de q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)) il résulte du lemme (III.18) et du lemme
(III.3.2) que u(x, t) = e

q
d1

x
u → θ(x) ≤ r1 pour tout x ∈ [0, 1] lorsque t → +∞. On obtient

alors : lim supt→+∞ u(x, t) ≤ e
q

d1
x
θ(x) ≤ e

q
d1

x
r1 pour tout x ∈ [0, 1]. pour tout ϵ > 0 , il existe

T > 0 sachant que u(x, t) ≤ e
q

d1
x
r1+ ≤ e

q
d1

x
ϵ pour tout x ∈ [0, 1] et t > T Ensuite, cela conduit

à :

v̂ ≤ d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − ce
q

d2
x
v̂

r1 + ϵ
), x ∈ (0, 1), t ∈ (T,+∞)

Le théorème de comparaison pour les équations paraboliques implique v̂(x, t) ≤ V (x, t) pour
tout x ∈ [0, 1] et t > T ou v(x, t) est la solution de :



V t = d2V xx − qV x + V (r2 − ce
q

d2
x

V
r1+ϵ

), 0 < x < 1t > 0.

V x(0) = 0, d2V x(1) − qV (1) = −bqV (1) = 0, t > T,

V (x, T ) = v(x, T ), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.22)
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Posons v(x, t) = e
q

d2
x
V alors l’équation (III.22) devient l’équation suivante :



Vt = d2Vxx − qVx + V (r2 − cV
r1+ϵ

), 0 < x < 1, t > 0,

d2Vx(0) − qV (0) = 0, d2Vx(1) − qV (1) = −bqV (1) = 0, t > T,

V (x, T ) = e
q

d2
x
V (x, T ), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.23)

Comme q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)), par substitution de variable appropriée à (III.23) , on peut
facilement savoir que v(x, t) → 0 uniformément sur [0, 1] lorsque t → +∞ selon le Lemme
III.18 En conséquence, nous avons :

lim
t→+∞

v̂(x, t) = 0, pour tout x ∈ [0, 1].

On prouve que lim
t→+∞

û(x, t) → e
q

d1
x
θ(x) uniformément sur [0, 1] ,Pour tout ϵ ∈> 0 il existe

T1 > T tel que v̂(x, t) < ϵ pour tout x ∈ [0, 1] et t > T1 qui conduit à :

ût ≤ d1ûxx − qûx + (r1 − e
q

d1
x
û− ae

q
d2

x
ϵ), 0 < x < 1, t > 0.

Le théorème de comparaison pour les équations paraboliques implique û(x, t) ≥ U ϵ(x, t) sur
[0, 1] , ou U ϵ(x, t) est la solution de :



U ϵ
t = d1U

ϵ
xx − qU ϵ

x + (r1 − U ϵe
q

d1
x
U ϵ − ae

q
d2

x
ϵ), 0 < x < 1, t > 0,

U ϵ
x(0) = 0, d1U

ϵ
x(1) − qU ϵ

x(1) = 0, t > 0,

U ϵ(x, T1) = û(x, T1), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.24)

Posons U ϵ(x, t) = e
q

d1
x
U ϵ(x, t) , puis on considère l’équation suivante :



U ϵ
t = d1U

ϵ
xx − qU ϵ

x + U ϵ(r1 − U ϵ − ae
q

d2
x
ϵ, 0 < x < 1, t > 0,

d1U
ϵ
x(0) − qU ϵ(0) = 0, d1U

ϵ
x(1) − qU ϵ(1) = −bqU ϵ(1) = 0, t > T,

U ϵ(x, T1) = e
q

d1
x
U ϵ(x, T1), 0 ≤ x ≤ 1.

(III.25)

D’après le lemme III.18, on a λ1(d1, q, r1, b) > 0 pour q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)) , nous pouvons
choisir ϵ si petit pour que λ1(d1, q, r1, ae

q
d2

x
ϵ) ,Il résulte du lemme III.18 que U ϵ → θϵ(x)

pour tout x ∈ [0, 1] lorsque t → +∞ , où θϵ(x) est l’unique solution positive du système
stationnaire de(III.22). De plus, en vertu de 0 < θϵ(x) < r1 − aϵ qui peut être obtenu à partir
du lemme III.3.2, en intégrant le système stationnaire de (III.22) sur (0, x), on conclut que θϵ

x

est uniformément bornée sur [0, 1]. En utilisant à nouveau les solutions stationnaires de (III.24),
on obtient que θϵ

xx est uniformément borné dans [0, 1] , Par les estimations Lp et les théorèmes
de plongement de Sobolev, on peut en déduire que θϵ(x) → θ(x) pour tout x ∈ [0, 1], et on
conclu que :
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lim inf
t→+∞

û(x, t) ≥ e
− q

d1
x
θ(x) , pour tout x ∈ [0, 1].

En combinant avec (III.25), on obtient lim inf
t→+∞

û(x, t) = e
− q

d1
x
θ(x) uniformément sur[0, 1] ,Donc

la transformation entre les solutions (u, v) de III.2 et la solution (û, v̂) de (III.9) , on a :

lim
t→+∞

u(x, t) = θ(x), lim
t→+∞

v(x, t) = 0

pour tout x ∈ [0, 1].
Pour q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)) la solution (θ(x), 0) de (III.2) est globalement asymptotique-
ment stable.

Théorème 24. On suppose que d1, d2, r1, r2, b > 0 , si q ∈ q∗(d1, r1) donc la solution de
(III.2)converge vers (0, 0) pour tout x ∈ [0, 1].

Preuve

Par le principe de maximum de l’équation parabolique , la solution (û(x, t), v̂(x, t)) de (III.9) ,
satisfait û(x, t) > 0 et v̂(x, t) > 0, pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 par conséquent nous avons :

ût ≤ d1ûxx − qûx + (r1 − e
q

d1
x
û), 0 < x < 1, t > 0.

Par le théorème de comparaison pour les équation paraboliques ça implique , û(x, t) ≤ u(x, t)
pour tout x ∈ [0, 1] et t > 0 , u(x, t) est la solution de l’équation (III.20), tant que q > q∗(d1, r1),
il résulte du lemme (III.18) que u(x, t) = e

q
d1

x
u(x, t) → 0 pour tout x ∈ [0, 1] quand t → +∞

, on obtient

lim
t→+∞

û(x, t) = 0 , pour tout x ∈ [0, 1].

Puis pour tout ϵ > 0 , il existe τϵ > 0 , sachant que û(x, t) pour tout x ∈ [0, 1] et t > τϵ

D’après la deuxième équation du système (III.9), on a :

v̂t ≤ d2v̂xx − qv̂x + v̂(r2 − ce
q

d2
x

v̂

e
q

d2 ϵ
), x ∈ (0, 1), t ∈ (Tϵ,+∞).

Grâce a une substitution de variables appropriée et en utilisant la même méthode que le lemme
(III.5.1), nous pouvons déduire :

lim
t→+∞

supv̂(x, t) ≤ e
−q
d2

x e
q

d1
r2ϵ

ϵ
, pour tout x ∈ [0, 1].

On a e
−q
d2

x e
q

d1
r2ϵ

ϵ
→ 0 pour tout x ∈ [0, 1] , quand ϵ → 0 , ce qui implique que :

lim
t→+∞

v̂(x, t) = 0 , pour tout x ∈ [0, 1].

D’après les transformations entre les solutions (u, v) de (III.2)et (û, v̂) de (III.9) on a :



III.5 Persistance 52

lim
t→+∞

u(x, t) = 0, lim
t→+∞

v(x, t) = 0 pour tout x ∈ [0, 1].

pour q > q∗(d1, r1) , la preuve est terminée. En suite nous établirons l’attractivité globale de
(us, vs) , en construisant une fonction de Lyaponov.

Théorème 25. Pour tout d1, d2, r1, r2, b > 0 quand q∗(d1, r1) > q∗(d2, r2, b) alors la solution
de(III.2) converge vers (us, vs) pour tout x ∈ [0, 1]

Preuve

On construit la fonction de Lyaponov :

E(u, v) =
∫ 1

0
e

q
d1

x(d1

2 (ux)2 − r1
u2

2 + u3

3 dx

+q

2u
2(0, t) − q

2(1 − b)e
q

d1 u2(1, t) +
∫ 1

0
e

q
d2

x( d2

(vx)2 − r2
v2

2 )dx

+q

2v
2(0, t) − q

2(1 − b)e
q

d2 v2(1, t) +
∫ 1

0
Q(x, t)dx

, avec Q(x, t) =
∫ t

0 ae
q

d1
x
u(x, τ)v(x, τ)uτdτ +

∫ t
0 ce

q
d2

x v2(x,τ)
u(x,τ) vτdτ et (u, v) est la solution positive

de (III.2) , puis on a : d
dt
E(u(., t), v(., t))

=
∫ 1

0
e

q
d1

x(d1uxuxt − r1uut + auvut)dx+ qu(0, t)ut(0, t)

−q(1 − b)e
q

d1 u(1, t)ut(1, t) +
∫ 1

0
e

q
d2

x(d2vxvxt − r2vvt + c
v2

u
vt)dx

+qv(0, t)vt(0, t) − q(1 − b)e
q

d2 v(1, t)vt(1, t)

=
∫ 1

0
d1e

q
d1

x
uxdut −

∫ 1

0
d1e

q
d1

x(r1u
2
u − auv)utdx+ qu(0, t)ut(0, t)

−q(1 − b)e
−q
d1 u(1, t)ut(1, t) +

∫ 1

0
d2e

q
d2

vxdvt

−
∫ 1

0
e

q
d2

x(r2v − c
v2

u
)vtdx+ qv(0, t)vt(0, t)

−q(1 − b)e
q

d2
x
v(1, t)vt(1, t)

= d1e
q

d1
x
uxut |10 −

∫ 1

0
((d1e

q
d1

x
ux)x + e

q
d1

x(r1u− u2 − auv)utdx+ qu(0, t)ut(0, t)

−q(1 − b)e
q

d1 u(1, t)ut(1, t) + d2e
q

d2
x
vxvt |10

−
∫ 1

0
(2e

q
d2

x
vx)x + e

q
d2

x(r2v − c
v2

u
)vtdx+ qv(0, t)vt(0, t) − q(1 − b)e

q
d2

x
v(1, t)vt(1, t)

= ut(1, t)e
q

d1 (d1ux(1, t) − q(1 − b)u(1, t)) − ut(0, t)(d1ux(0, t) − qu(0, t)) + vt(1, t)e
q

d2 (d2vx(1, t)

−q(1 − b)v(1, t)) − vt(0, t)(d2vx(0, t) − qv(0, t))
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−
∫ 1

0
e

q
d1

x(ut)2dx−
∫ 1

0
e

q
d2

x(vt)2dx

= −
∫ 1

0
e

q
d1

x(ut)2dx−
∫ 1

0
e

q
d2

x(vt)2dx ≤ 0

On note que d
dt
E(u(., t), v(., t)) = 0 si et seulement si ut = vt = 0 , ce qui signifie que (u, v)

est une solution stationnaire du système (III.2) , nous savons que le système (III.2) admet
une solution stationnaire positive unique (us, vs) pour q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)) , noter que
E(u, v) est bornée par le bas , en se référant au principe d’invariance de la salle (23), on sait
que

lim
t→+∞

u(x, t) = us, lim
t→+∞

v(x, t) = vs.

Pour tout x ∈ [0, 1] et pour q ∈ (q∗(d1, r1), q∗(d2, r2, b)).



Conclusion

Dans ce travail nous avons étudié de la stabilité globale d’un modèle proie-prédateur avec la
fonction de réponse de Leslie-Gower en introduisant la récolte et avec la réaction diffusion . Dans
le premier chapitre nous avons étudié un modèle de proie-prédateur avec récolte, Ce modèle
représente l’interaction entre deux populations. Tout d’abord on fait l’analyse mathématique
du modèle. On a prouvé que le modèle est persistant sous certaines conditions en utilisant le
théorème de comparaison. et on a montré aussi la stabilité globale de la solution en construi-
sant une fonction de Lyaponuv appropriée.Puis on s’est intéressé a l’influence de la récolte dans
plusieurs cas, et on a discuté l’existence de l’équilibre bionomique.
Dans le deuxième chapitre, on a étudié le modèle de proie-prédateur avec réaction-diffuion dans
des environnements homogènes ,on a cherché la dynamique du modèle, puis on a proposé un
problèmes de valeurs propres. On a prouvé l’existence de solution avec les notions du degré de
Leray shauder et l’unicité, et on a étudié la persistance , on a montré à l’aide du théorème
de comparaison et le principe de maximum que la solution (θ(x), 0) est globalement asympto-
tiquement stable et la solution converge vers (0, 0). A la fin en construisant une fonction de
Lyapunov , on résulte l’attractivité globale de l’équilibre endémique .
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