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Dans ce cours de la méthode des eléments finis, on presente les principes de base de
cette méthode. Ce cours est composeé de six chapitres ou on présente les éléments : 1D,
2D et 3D. Chaque chapitre est suivi par des exemples d’application. Ce cours est
destiné aux étudiants en L3 Licence et en Master.
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CHAPITRE 1
NOTIONS INTRODUCTIVES

I. INTRODUCTION

Dans ce polycopiés de cours préparatoire, nous allons présenter 1’objectif de la
Méthode des Eléments Finis (MEF) et son champ d’application aprés des rappels succincts de
la Mécanique des Milieux Continus (MMC).

La méthode des éléments finis est une méthode de calcul numérique. Cette méthode a
¢été appliquée pour la premiére fois dans des problémes liés a ’analyse des contraintes et
depuis, elle a été étendue dans d’autres problémes liés au milieu continu.

Dans toutes les applications, 1’analyste recherche a calculer une quantité de champ,
comme par exemple :

La MEF est une méthode approximative a moins qu’un certain probleme puisse étre
extrémement simple conduisant ainsi a une formule exacte toujours valable.

Par conséquent, ce processus de modélisation d'un corps en le divisant en un systéeme
équivalent de plus petits corps d'unités (éléments finis) interconnectés en des points communs
a deux ou plusieurs ¢léments (points nodaux ou nceuds) et / ou lignes de délimitation et / ou
surfaces est appelé discrétisation. La figure 1 montre une coupe transversale d'un barrage en
béton et d'une clé a vélo, respectivement, qui illustrent ce processus de discrétisation, ou le
barrage a été divisé en 490 éléments triangulaires plans et la clé a été divisée en 254 éléments
quadrilatéraux plans. Dans les deux modeles, les ¢léments sont connectés aux nceuds et le
long des lignes de délimitation entre les éléments. Dans la méthode des éléments finis, au lieu
de résoudre le probléeme pour I'ensemble du corps en une seule opération, nous formulons les
équations pour chaque élément fini, puis les combinons pour obtenir la solution pour
I'ensemble du corps.
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Figure 1.1 : Modeéles bidimensionnels (a) barrage discrétisé et (b) clé a vélo discrétisée.

Tous les éléments et nceuds se trouvent dans un plan.
I.1. BREF HISTORIQUE :

Les modeles développés de la méthodes des éléments finis ont commencé depuis les
années 1940, dans le domaine des structures par Hrennikoff [1] en 1941 et McHenry [2] en
1943 qui ont utilisés les éléments barres et poutres pour la solution des contraintes des solides
continues. Apres cela, I’introduction de 1’é1ément triangulaire a été faite en 1947 par Levy.

Durant les années cinquante, le groupe Boeing a utilisé la MEF pour le calcul d’ailes
d’avion. Durant les années soixante, cette méthode a été nommée « Méthode des éléments
finis». Deés 1970, I’application de la MEF a été utilisée progressivement dans tous les
domaines de I’ingénierie.

1.2 DOMAINES D’APPLICATION :

Analyse des structures, transferts de chaleur, mécanique des solides, mécanique des
fluides, électromagnétisme, écoulements sous terrains, combustion, diffusion des

polluants...etc

1. INTRODUCTION A LA NOTATION MATRICIELLE:

Les methodes matricielles sont un outil nécessaire utilisé dans la méthode des éléments
finis afin de simplifier la formulation des équations de rigidité des éléments. La notation
matricielle représente donc une notation simple et facile a utiliser pour écrire et résoudre des
ensembles d'équations algébriques simultanees.

Une matrice est un tableau rectangulaire de quantites disposees en lignes et en colonnes
qui est souvent utilisé pour aider a exprimer et résoudre un systeme d'égquations algébriques.
Comme exemples de matrices qui seront décrites dans les chapitres suivants, les composantes
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de la force (Fix, Fiy, F1z, Fax, Foy, Fos..., Frx, Frny, Fnz) agissant aux différents nceuds ou
points (1, 2,..., N) sur une structure et I'ensemble correspondant de nodaux les déplacements
(ug, V1, W1, Ug, Vo, Wa, ..., Un, Vi, Wy) peuvent tous deux étre exprimeés sous forme de matrices:

L'ensemble des valeurs de force ou de déplacement dans la matrice de colonne est
simplement representé par {F} ou {d}.

Le cas le plus général d'une matrice rectangulaire connue sera indiqué par l'utilisation de
la notation crochet [ ]. Par exemple, les matrices de rigidité d'élément et de structure globale
[K] est développée tout au long de ce chapitre pour différents types d'éléments les
représentées par des matrices carrées.

kig... ki Kkipfju| |R

ki kii  Kin || Uj F

Kin -~ kin  Knn]{Un Fn

I1l. DESCRIPTION GENERALE DE LA METHODE DES ELEMENTS
FINIS

Dans la méthode des éléments finis, la continuité de la matiere, tel qu'un solide, un liquide
ou un gaz, représente un assemblage de subdivisions appelées éléments. Ces éléments sont
considérés comme interconnectés au niveau de joints spécifiés appelés nceuds ou points
nodaux. Les nceuds se trouvent généralement sur les limites des éléments ou les éléments
adjacents sont considérés comme connectés. Les fonctions d'approximation (également
appelées modeles d'interpolation) sont définies en termes des valeurs des variables de champ
aux nceuds. Lorsque les équations de champ (comme les équations d'équilibre) pour
I'ensemble du corps sont écrites, les nouvelles inconnues seront les valeurs nodales de la
variable de champ. En résolvant les équations aux éléments finis, qui sont généralement sous
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forme d'équations matricielles, les valeurs nodales de la variable de champ seront connues.
Une fois les variables sont déterminées, les fonctions d'approximation définissent la variable
de champ tout au long de I'assemblage des éléments. La solution d'un probléme général par la
méthode des éléments finis suit toujours un processus d’étape par étape. En ce qui concerne
les problémes structurels statiques, la procédure est comme suit:

Etape 1: Divisez la structure en éléments discrets (discrétisation).

La premiere étape de la méthode des éléments finis consiste a diviser la structure en
subdivisions ou éléments. Par conséquent, la structure doit étre modélisée avec des éléments
finis appropriés. Le nombre, le type, la taille et la disposition des éléments doivent étre
décidés.

Etape 2: Sélectionnez un modéle d'interpolation ou de déplacement approprié.

Etant donné que la solution de déplacement d'une structure complexe dans des conditions
de charge spécifiées ne peut pas étre prédite avec précision, nous supposons une solution
appropriée dans un élément pour approximer la solution inconnue. La solution supposée doit
étre simple d'un point de vue informatique, mais elle doit satisfaire a certaines exigences de
convergence. En général, la solution ou le modele d'interpolation est pris sous la forme d'un
polynéme.

Etape 3 : Détermination de la matrice de rigidité des éléments et les vecteurs de charge.

Etape 4 : Assemblez les équations des éléments pour obtenir les équations d'équilibre
global. Comme la structure est composée de plusieurs éléments finis, les matrices de rigidité
des élements individuels et les vecteurs de charge doivent étre assemblés de maniére
appropriée et les équations d'équilibre global doivent étre formulées comme suit:

[KJu}={F} (1.1)

Etape 5 : Résoudre les déplacements nodaux inconnus. Les équations d'équilibre globales
doivent étre modifiées pour tenir compte des conditions aux limites du probléme. Apres
I'incorporation des conditions aux limites.

Etape 6: Calculez les déformations et les contraintes des éléments.

A partir des déplacements nodaux connus u; si nécessaire, les déformations et contraintes
des éléments peuvent étre calculées en utilisant les équations nécessaires de la mécanique des
solides.

Etape 7 : Interpréter les résultats : la détermination des zones dans la structure ou se
produisent de grandes déformations et de grandes contraintes est genéralement importante
pour prendre des décisions de conception. Les programmes informatiques du post processeur
aident l'utilisateur a interpréter les résultats en les affichant sous forme graphique.

Les étapes précédentes sont resumeées dans 1’organigramme suivant :
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Figure 1.2 : Principales étapes pour une analyse par la Méthode des Eléments Finis [1]
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IV.NOEUDS ET ELEMENTS

Une description non-sophistiquée de la MEF pourrait étre définie sous la forme suivante :
la structure a analyser est divisée en plusieurs éléments. Ces éléments sont ensuite
reconnectés par 1’intermédiaire des nceuds (Fig. 1.2). Ces nceuds maintiennent les éléments
dans un ensemble unitaire.

éléments

v N
-.

Figure 1.3 : Discrétisation d’une structure en nceuds et éléments (dent d’une roue dentée).

Le comportement de chaque élément est décrit par un groupe d’équations algébriques.
Dans I’analyse des contraintes ces équations sont des équations d’équilibre des nceuds. Du fait
que le nombre de ces é€quations est trés grand (centaines ou milliers), 1’utilisation d’un
ordinateur est absolument obligatoire.

Autrement dit, dans un élément, une quantité de champ (ex. le champ de déplacement)
est interpolé a partir des valeurs existantes dans les nceuds. En connectant les éléments
ensemble, la quantité de champ devient interpolée sur 1’ensemble de la structure. Les
meilleures valeurs de la quantité de champ dans les nceuds sont celles qui minimisent
certaines fonctions (telle que l’énergie totale). Le processus de minimisation génére un
ensemble d’équations algébriques simultanées pour les différentes valeurs de la quantité de
champ dans les nceuds.

Cet ensemble d’équations est décrit sous forme matricielle par :

{Fi=[x]-{u}

ou :



{U }= vecteur d’inconnues (ex : vecteur des déplacements) ;

[K] = matrice des constantes (ex : matrice de rigidité) ;
{F} = vecteur des chargements (ex : vecteur des forces nodales).

V. CLASSIFICATION DES PROBLEMES D’ANALYSE DES
CONTRAINTES

Les éléments finis peuvent étre divises en plusieurs catégories en fonction de la
structure : éléments plans, éléments solides 3D, éléments solides a symétrie axiale, éléments
de plaque, éléments de coque,...etc. De plus, on trouve de méme des éléments de barre
articulée (en anglais: TRUSS), éléments de poutre (en anglais: BEAM), éléments de
fondation élastique, ... etc.

VI. CONNAISSANCES REQUISES POUR LA REALISATION DES
LOGICIELS MEF

La MEF a un caractere pluridisciplinaire. Pour pouvoir réaliser des logiciels qui
puissent résoudre certains types de problemes dans le domaine du génie mécanique, il
s’impose de maitriser les disciplines suivantes :

e la mécanique des structures (statique, dynamique, la résistance des matériaux,
les vibrations mécaniques) ;

e [’analyse numérique (procédés et algorithmes de calcul, graphique sur
I’ordinateur) ;

e programmation linéaire (C++, FORTRAN, Pascal,... etc.)

e De la famille des grands logiciels, avec de multiples facilités, réalisés par des
compagnies spécialisées qui sont généralement utilisés par des équipes de
recherche, font partie, entre autres, NASTRAN, ANSYS, ABAQUS, COSMOS,
ALGOR, IMAGES3D,... etc.

VII. CONNAISSANCES NECESSAIRES A UN UTILISATEUR MEF

Un utilisateur est mis dans la situation de résoudre un certain probléme. On doit
mentionner des le début que le logiciel appliqué au probléme respectif ne le résoudra pas. Il
ne fait que résoudre un modele créé par I’utilisateur. Les résultats peuvent étre confirmés ou
pas, en fonction du modéle choisi par I'utilisateur. La modélisation est une activité de
simplification de la structure en encadrant ses différentes portions dans une des catégories
suivantes : barres, plaques, blocs massifs, en tenant compte des chargements, appuis,... etc.
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La modelisation correcte (la plus proche de la réalité) est un probléme d’expérience,
d’inspiration, ainsi que la connaissance des fondements théoriques de la méthode des
éléments finis.

VIII. LES AVANTAGES DE LA METHODE DES ELEMENTS FINIS:

Comme mentionné précédemment, la méthode des éléments finis a été appliquée a de
nombreux problemes, structurels et non structurels. Cette méthode présente un certain nombre
d'avantages par rapport aux méthodes approximatives conventionnelles, telles que présentées
par les cours traditionnels de mécanique des matériaux, pour la modélisation et la
détermination des quantités physiques, telles que les déplacements, les contraintes, les
températures, les pressions et les courants électriques,...etc. Ces avantages comprennent la
capacité de :

e Modéliser des corps de forme irréguliere assez facilement,

e Gérer sans difficulté les conditions générales de charge,

e Modéliser des corps composés de plusieurs matériaux différents parce que les
équations des eéléments sont allouées individuellement.

IX. DISCRETISATION

Les types d’éléments utilisés dans La Méthode des Eléments Finis sont présentés dans
le Tableau 1 qui, pour le début, peuvent étre classifiés en :
e éléments finis unidimensionnels (généralement des barres) ;
e éléments finis bidimensionnels (coques, plaques ...) ;
e ¢éléments finis tridimensionnels (blocs massifs).
Les éléments finis sont générés par des points qui ne sont que des nceuds de la structure.
Il existe des éléments ayant un degré supérieur « cubiques » (qui sont les plus performants)
mais le plus couramment sont utilisés les éléments linéaires et paraboliques.
Certains ¢léments finis ont des nceuds intérieurs pour améliorer la précision, mais
’utilisateur ne travaille pas avec ces nceuds. Ils sont générés et ensuite condensés dans la

phase de calcul des matrices de rigidité des éléments.
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Tableau | : différents type d’élément utilisés dans MEF
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CHAPITRE II- PARTIE 1

ANALYSE LINEAIRE STATIQUE DES BARRES
ARTICULEES

I. INTRODUCTION

L’élément barre est I'un des éléments de structure les plus simples et les plus utilisés
dans les structures en treillis. L’¢lément barre est congu pour ne prendre que des forces
axiales, donc il ne se déforme que dans sa direction axiale. La section transversale de la barre
peut étre arbitraire, mais les dimensions de la section transversale doivent étre beaucoup plus
petites que celles dans la direction axiale. Des équations d'éléments finis pour de tels éléments
seront développées dans ce chapitre. L'élément développé est communément appelé élément
de barre. De tels éléments sont applicables pour I'analyse du type treillis a la fois dans les
plans bidimensionnels et dans l'espace tridimensionnel. Les concepts, procédures et
formulations de base peuvent également étre trouvés dans de nombreux manuels existants [6-
7].

Dans les treillis planes, il y a deux composantes dans les directions x et y pour les
déplacements ainsi que pour les forces. Pour les treillis spatiales, il y aura trois composantes
dans les directions X, y et z pour les déplacements et les forces. Dans les structures
squelettiques constituées de poutres en treillis, les poutres en treillis sont reliées entre elles par
des rotules ou des charniéres (pas par soudage), de sorte qu'il n'y a que des forces (pas des
moments) transmises entre les barres.

Dans le but d'expliquer les concepts plus clairement, ce chapitre supposera que les
éléments des treillis ont une section transversale uniforme. Par conséquent, pour traiter des
barres avec des sections transversales variables, il convient de développer des équations pour
un élément barre avec une section transversale variable, ce qui peut également étre fait tres
facilement en suivant la procédure pour les éléments de barres uniformes. Notez qu'il n'y a
aucune raison du point de vue mécanique d'utiliser des barres avec une section transversale
variable, car la force dans une barre est uniforme.

Au final, nous ne chercherons pas a obtenir une présentation optimale sur le plan
informatique. Ce n’est pas le but de cet ouvrage. Le lecteur doit rester conscient qu’il existe
plusieurs fagons de présenter la méthode des éléments finis et que celle que nous avons
retenue a ’avantage d’étre relativement simple et suffisamment générale.

Dans ce chapitre sera présenté et expliqué le sens physique des matrices de rigidité pour
les éléments de barre articulée.
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Apres avoir fait une analyse préliminaire approximative, les principales étapes qu’il
faut prendre en compte au cours d’une analyse par MEF sont les suivantes :
1. Préparation du modele. En ce sens 1’analyse doit contenir :
a) la discrétisation de la structure ou du milieu continu divisé en éléments
finis ;
b) I’application du chargement ;
c) la prescription des supports.
2. Accomplissement des calculs. Le logiciel doit :
a) genérer la matrice de rigidité [k;] de chaque élément « i » ;
b) relier les éléments ensemble, ce qui veut dire rassembler les matrices [ki]
de chaque élément « i » pour obtenir la matrice globale [K] ;
c) rassembler les chargements dans un vecteur global de chargements {F} ;
d) imposer les conditions dans les supports ;
e) résoudre les équations {F}=[K]-{U} pour le vecteur des inconnues {u}

(déplacements nodaux).
3. Postprocession de I’information contenue dans le vecteur {u}. Dans 1’analyse des
contraintes, cela est équivalent au calcul des contraintes et des déformations.

1.1. DEFINITION DE LA MATRICE DE RIGIDITE :

La connaissance de la matrice de rigidité est essentielle pour comprendre la méthode de
rigidité. Nous définissons la matrice de rigidité comme suit: Pour un élément, une matrice de
rigidité [K] est une matrice telle que :

[k{u} = {F} (1-1)

ou [k] relie les déplacements nodaux {u} aux forces nodales {F} d'un seul élément,

comme le I’élément barre illustré par la figure suivante (Fig. 11.1).
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Figure 11.1 : dilatation d’un élément barre aprés chargement par une force de traction
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Pour un support ou une structure continue comprenant une série d'éléments, la matrice
de rigidité [K] correspond aux coordonnées globales (X, y, z), les déplacements nodaux {u}
par rapport aux forces globales {F} de I'ensemble du milieu extérieur ou de la structure.

1. DEDUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE POUR L’ELEMENT
DE BARRE ARTICULEE

2.1 MODELE CONTINU DE BARRE

Nous allons maintenant voir la démonstration de la matrice de rigidité pour I'élément de
barre a section transversale constante linéaire-élastique représenté sur la figure 1l-2.
L’obtention de la matrice [K] sera directement applicable a la solution des barres connectées
par des axes. La barre est soumise & une force de traction F dirigées le long de I'axe local de
la barre et appliquées aux nceuds 1 et 2.

L'élément de barre est supposé avoir une section A constante, un module d'élasticité E et
une longueur initiale L. Les degrés de liberté nodaux sont des déplacements axiaux locaux
(déplacements longitudinaux dirigés le long de la longueur de la barre) représentés par u; et
U, aux extrémités de la barre comme illustré sur la figure 11.2.

y

Section A
1 2

Figure 11.2 : I'élément de barre & section transversale constante linéaire-élastique
Les caracteéristique de I'élément barre sont :

e 2 dimensions, y et z, petite par rapport a x

e [’axe de référence x est droit

e La barre ne transmet pas que des efforts normaux N dans la direction x

e Labarre est liée aux autres éléments par des rotules

e Moment transmis nuls aux liaisons
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‘ U, (X, y,2) =u,(x) =u(x)
Vv (%, y,2)=0
W, (x,y,2)=0 (11-2)

IRERaNNl

Figure 11.3 : section transversale constante de I'élément de barre en traction

D'aprés la loi de Hooke et la relation déformation/déplacement, nous écrivons
Loi de HOOKE, 1D
ou

o,=Ee¢, = E& (11.3)

A D’équilibre, un élément infinitésimal de longueur dx peut étre présenté comme le
montre la figure suivante :

fx
N L N+dN
-— — —> —>
L’Equation d’équilibre statique :
oN
—+f =0
ox (11.4)
L’Equation d’équilibre dynamique :
OoN .
—+f = y=pA (11.5)
OX

Sachant que : 7U est les forces d’inertie

N = Iaxdydz (11.6)
A
2.2 METHODE DIRECTE :

On considéere un élément de barre uniforme, prismatique et élastique, de longueur L, de
module élastique E et d’aire de la section transversale A (Fig. I1.2). Un nceud est localisé a
chacune des extrémités de la barre. Les seuls déplacements qui sont permis sont ceux axiaux.

On déplace d’abord le premier nceud, ensuite le deuxiéme et, dans chaque cas, on
calcule les forces qui doivent étre appliquées dans les nceuds pour maintenir le méme état de

déplacement.
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Ces forces sont faciles a déterminer a partir de la formule élémentaire de la Résistance

des matériaux, U = %, d’ou la force qui résultera sera: F = E_I:A )

En fait, si on revient a la loi de comportement :

N=H, &2 ol H,=[Edydz  (H,=EA) (11.7)
OX
%.{.f :;/U 82A
ox Xau :>Hma—2l:(+fxzyu' (11.8)
N=H M
OX

Si on revient a la méthode énergétique, en appliquant les formule précédente, on peut
avoir les relations suivantes :
Energie potentielle interne de déformation pour une barre

1 15 (au)
ﬂintZEJ.O'XEXdV:E-([Hm(&) dx (“9)

Energie potentielle externe pour une barre

Tloxt =

O e ™

uf, dx+> uF, (11.10)
i
Energie potentielle externe pour une barre
=Tt — Text (11.12)
Principe du Minimum de I’Energie Potentielle Totale (PMEPT) : Parmi tous les champs
de déplacements u cinématiquement admissible, celui qui rend 7z minimum correspond a la
solution du probléme.
Ce principe peut étre appliqué pour les différentes méthodes suivantes :
e Domaine statique
e Méthode de Ritz
e Meéthode des éléments finis

2.3. FONCTIONS D’INTERPOLATION DE L’ELEMENT BARRE

Considérez une structure composée d'un certain nombre de barres. Chaque barre peut
avoir deux nceuds (n = 2) comme le montre la figure 11.2. Dans chaque nceud, on aura un
déplacement axial u; unitaire suivant ’axe X. Ce déplacement peut étre écrit sous une forme
approximative u a l'intérieur de I'elément.

N est une matrice de fonctions de forme

u vecteur des déplacements aux deux nceuds de I'élément

La relation entre u et N peut étre écrit comme suit :
16



u=> Nju; =Nu, +N,u, =(N)u, | (11-12)
i
L’ordre du polynome des fonctions d’interpolation dépend du nombre des fonctions
d’interpolation du nombre de nceuds et degrés de liberté dans 1'élément. Puisque nous avons deux
nceuds avec un total de deux degrés de liberté (DDL) dans I'élément, nous choisissons d'avoir deux
termes de fonctions de base, ce qui donne :

N.(x)=ax+b, (11-13)
Donc, nous supposons que les fonctions d’interpolation sont des polynémes d’ordre
deux :

{Nl(x)=a1x+b1 (11-14)

N,(x)=a,x+b,

Ou ay, by, a,, by ce sont des constantes qu’on doit déterminer :
Pour déterminer les fonctions d’interpolation ou de de forme, nous utilisons les
conditions initiales tel que :
pourx =0, u(x =0)=u1
pourx =1, u(x =1)=u2 (11-15)
a partir des équations (11.14) et (11.15), on aura :

RN o

On aura donc :

e )

Au final le déplacement u(x) peut étre écrit comme suit :

ux=(t X){—ill 17|H31}:{:}:<N>{“”} (11.18)

Ce qui donne aussi :

U(X) = - x/1 xll}{:jl}z{Nl Nz}{ul} (11.19)

2 u2
Ou les fonctions d’interpolation seront comme suit :
X
Nl = 1— I—

(11.20)

N, =7

17



_X 1 2
1
m\% %
1 2

Comme indiqué précédemment, il n'y a qu'une seule composante de contrainte o dans
une barre, et la déformation correspondante peut étre obtenue par :

sformation axiale &, =29 = | S N [ fut=fe1 fut=| - L 1|
La déformation axiale Bx = _[de} {u}=[B]-{u} [ } {u}

ax=[B]-{u}{—% ﬂ-{u} (11.21)

L'équation d’énergie peut étre réécrite sous forme matricielle comme

o= L[ B, (B (1.22)
K]
= %<Un>[K]{un} (11.23)

Au final la matrice de rigidité a la forme suivante pour I'élément de barre:

K]= o 1 =11 avecHn=EA (11.24)
L|-1 1
[K] Matrice de rigidité élémentaire de I’¢élément de barre 1D
K]=EA (11.25)
Li-1 1

18



Exemple 1:

La figure suivante présente une barre de longueur L avec une section transversale
constante A, un module d'élasticité constant E et une densité constante p le long de I'axe de la
barre. La barre est maintenant chargée a travers son poids propre.

Déterminer les déplacements nodaux.

7

$
ig ' 1 x 0. E A
%

Solution :
La base de la solution par eléments finis est la relation de rigidité suivante :

][] =g 1]

avec une approximation linéaire de la distribution de déplacement.
EA
&

k= qgo = PYA

Si les formulations sont inserées pour la rigidité k et la charge répartie qo, on aura :

L =1 [wr] _ 1pgL* [1
-1 1 w | 2 E |

A partir de laquelle, le déplacement a I'extrémité inférieure de la barre u, est

1 pgL?
2T E

Car, d’aprés les conditions aux limites (u; = 0).

19



Exemple 2 :

D4k Ok

¢ 5
1 2 3
= =

L

P

£ <3 X

L

Trouvez les contraintes dans I'assemblage a deux barres qui est chargé avec la force P et
encastré aux deux extrémités, comme indiqué sur la figure ci-dessus.

Solution:

utilisez deux éléments de barre 1D,
Up - Uo
La matrice de rigidité de 1’élément 1 :  [K]= 2BAI L -
L (-1 1
Uz U3z

EAl 1 -
La matrice de rigidité de 1’élément 2 : [K]: T 11

La matrice globale du systéme sera comme suit:,

2 =2 01[yw) [F)

g 5 “tfuse=dnd

L
0 -1 1 ||lu F,J

Les conditions aux limites du systeme sont les suivantes :

ul:u3:0 F2:P

Les équations d’éléments finis seront :
2 -2 07(0) (F
EA
)2

-2 3 —1Qu,t=
G )
0o -1 1[l0] |F

A partir de équations EF , on obtient :
EA
=3l = {P}

20



Ainsi,

PL
Uy = ———
© 3FEA
Et
u, 0
PL
Uy p = ———
“| 3EA
u, 0

Les contraintes dans I’élément 1 seront :

o, = Ee = EBu, = E[-1/L 1/ L]J“' l
Y

i

34

u, —u, _E( PL )
L L\3EA

La méme chose pour I’¢élément 2 :

[,
o, =Es, =EBu, =E[-1/L 1/ 1.]1“

W —u, E PL P

e _Z( _3EA]:-3—A

Exemple 3 :
Déterminer les forces de réactions dans les deux extrémités de la barre.
A
__gEhs

© 4E @ |

o~ 13 .

I 21 P 3 x
o b . B

-t L -

Données : P = 610% N, E =2.10% N/mm?, A=250mm?, L =150mm, A= 1.2 mm

Solution :
Nous vérifions d'abord si le contact de la barre avec le mur de droite se produira ou non.

Pour ce faire, nous imaginons que le mur de droite est supprimé et calculons le déplacement a
I'extrémité droite.

_PL_(60x10%)(150)

s = S =18mm> A =12mm
EA  (20x107)(250)

21



Ainsi, le contact se produit. L’équation EF globale sera,
1 -1 0 ||« F,
EA
—I|=-1 2 —=1Ru,,=<F
L = -
0 -1 1 ]|u F
Les conditions initiales et le chargement sont :
F,=P=60x10°N

u, =0, u, =A=12mm

Léquation EF globale devient :

1 -1 010 F,l
E -1 2 —-1Ku,p;=3 P
I3 2
0 -1 11]/A FJ

Donc, la seconde équation donne :
EA u,

2 —-1K “r=4{P
A - )=o)

On obtient donc,

EA[z]{u,} = {P+ = A}
L i L
La solution de 1’équation donne :

U, = 1(ﬂ + A) =15mm
- EA

Au final :
u, 0
u, p =14 15 (mm)
U, 12

Pour calculer les forces de réaction, nous appliquons le 1%° et la 3°*™ équation du
I'équation globale EF.

La premiére 'équation donne,
EA 4
EZT[I -1 0] u, ZT(—llz)=—5.0X104N

U,

22



La troisieme donne :
EA “
F3 — T[O - 1 1] ll2

u,

=-10x10*N

EA

(— O 113)
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CHAPITRE II- PARTIE 2 : DEDUCTION DE LA
MATRICE DE RIGIDITE POUR LES BARRES
ARTICULEES EN TREILLIS

I11. TRANSFORMATION DES COORDONNEES DU SYSTEME LOCAL
EN SYSTEME GLOBAL

Dans la figure 11.4, on présente un exemple typique de barre articulée ainsi que les deux
reperes de coordonnées, local xOz et global XOZ. Les déplacements dans le systeme local
sont u; et uy et dans le systéme global uy, v1 et uy, vo. L’angle @ est I’angle entre ’axe X et la
direction positive de la barre articulée.

(11.23)

=

Figure 11.4 : Systéeme local et global de coordonnées

Les déplacements dans le systeme local xOy peut étre exprimé en fonction des
déplacements globaux.

u, =u,cosé+v,siné

u, =u, coséd+v,sind (11.26)

ou sous forme matricielle :

{ul}:{cose sin@ 0 0 } Vil u=[r]-u] (11.27)

u, 0 0 cosé@ sind

Ou [T] s’appelle matrice de transformation du systéme local dans celui global et :
24



COS@=¥ , sin6?=z; ot L=4(X, +(z,-2,)

L représente la longueur de 1’¢lément de barre articulée.
111.1 TRANSFORMATION DES FORCES DU SYSTEME LOCAL EN SYSTEME GLOBAL

On considere la barre articulée de la figure 11.5 soumise dans le systéme local par les
forces f; et f, appliquées dans les nceuds 1 et 2 dans le systéme local d’axes de coordonnées.

Les composantes de ces forces dans le systéme global seront :

F,=fcosd ; F,="f,cos0

F,,=f,sind ; F,=f,sind (11.28)

Figure.l1.5 : Forces nodales dans le systéme local et global d’axes de coordonnées

Sous forme matricéelle, les relations (11.28) peuvent étre écrites sous la forme :

F. ‘cosd 0

Fi sing 0 f,
IFo[ 7| 0 coso '{fz}e (1129)
F2J, | 0 sind]

25



{Fe}:[Te]T '{fe} (11.30)

1.2 DEDUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE D’UN ELEMENT DE BARRE ARTICULEE DANS LE
SYSTEME GLOBAL D’AXES

En partant de 1’équation (11.30) on aura, pour le systéme global d’axes :

Fep=lre] Arel=tre]-lelef=rel el oef=lcel oef - may
[K°]
ou :
{F°®} = vecteur des forces nodales dans le systéme global d’axes ;
{f*} = vecteur des forces nodales dans le systéme local d’axes ;
[K®] = matrice de rigidité dans le systéme global d’axes ;
[k°] = matrice de rigidité dans le systéme local d’axes ;
{U°®} = vecteur des déplacements nodaux dans le systéme global d’axes ;

{u®} = vecteur des déplacements nodaux dans le systéme local d’axes.

cosd 0 c? c¢s -c?

[ ] sin® %[1 —1]{0039 sin6 0 0 }:E cs s? —cs
coso| L |-1 1 0 0 «cos® sin®| L |-c? —cs c?

0 sind -cs -s? ¢s

ol c =cosO et s =sin 0.

Exemple 1:

La figure suivante montre les propriétés des matériaux, la géométrie, les charges et les
conditions aux limites de la structure a deux barres. Dans cet exemple, nous soulignons les
quatre étapes principales de la méthode des éléments finis (FEM), a savoir (1) le
prétraitement, (2) la construction du comportement local (élément), (3) I'assemblage des
matrices locales pour obtenir le comportement global et (4) le traitement.
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Solution :

e FEtape 1: consiste a subdiviser la structure en éléments, a affecter les numéros
d'éléments a chaque barre, les numéros de nceuds a chaque joint, en commengant par
les nceuds ou les déplacements sont prescrits. Le modéle des éléments finis se
compose de deux éléments numérotés 1 et 2 et de trois nceuds.

e Etape 2 : traite de la formulation de chaque élément en commencant par I'élément 1.

e ['¢lément 1 est numéroté avec les nceuds globaux 1 et 3. Il est positionné selon un

angle 8= 90° par rapport a I'axe x. Les autres relations sont les suivantes:

c0s90° =0, sin90° =1, .=,
0 0 0 0 0
n _AE|0 1 0 -1l ’
“71]lo 0o 0 o0 )
3]
0 -1 0 1 .
1 03
Elément 2:

L'élément 2 est numéroté avec les nceuds globaux 2 et 3. Il est positionné a un angle
0=45°
Cos45° =0.71, sin45° =0.71, le =1,411
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taf — | —
(] m= [9] ==

2 _ AE

\-”5[

|
|

N S N )
)

1| == 1] =

I
=

e FEtape 3: traiter la matrice globale du systéme.

La matrice globale K est :

00 0 0 0 0 '”]
0 | 0 0 0 —1 !
B 6 1 1 L
22 22 24/2 2V/2
AE 1 1 1 1 |
=TI 5 7B TE& " A
b i ey 1 1
V2 2V2 22 22
I S 1 e | 3]
i V2 2vV2 22 2v/2 |
[1] 2] 3]

Ainsi le vecteur déplacement, le vecteur force et le vecteur des réactions :

0 0 TI'ix
0 0 Iy
0 0 |
=1l Shal *= ra
3y 10 0
Uzy 0 0

On remarque encore une fois que si la composante de force externe a un nceud est
prescrite, alors la composante de déplacement correspondante a ce nceud est inconnue. D'un
autre cOté, si une composante de déplacement a un nceud est prescrite, alors la composante de
force correspondante a ce nceud est une réaction inconnue.

Le systeme global sera donc :
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00 0 0 0 0
o' I 0 0 0 = .
51 I I I I 0
22 22 22 22 1|0
AE o) I I I I 0
T 22 22 22 22 || o
0 0 - 1 B 1 1 1 U3y
2v2  2v2 2v2 22 .
A)
L L g L5

! 22 2v2 22 2v/2 ]

Puisque certains déplacements sont nulles, on peut réduire le systétme globale au

vecteurs suivant :

1

1

V2 2V2
.
2v2 22

Les déplacements inconnus peuvent étre déduits a partir de 1’équation suivante :

AE|2v2  2V2 i3, 10
i l_ |4 l_ s, )| 0
2y/2 2v2
Ce qui donne :
i3,y 1 [10+20V2
I3y AE —10

On trouve aussi, le vecteur de réaction rg :

0

0

Iy 1

Iy - 2\/5
1

22

g =

La procédure pour déterminer la contrainte dans les deux éléments est la suivante:

[ ]

wf —u’ E° ufy E¢

ot s Tr... A5 :

[t‘ [1‘ 4 “{“, [c'
§'A

e

its,

0
=
1
22

1

[=1 i@ 1 9] ==[-1 0 1

0
10 + 202 10
"3 |-l

~10

0R“d*
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iy,
te _ e ¢ ll'l“ E*
a":E""h 'lllx:E_[_l 0 1 0] =
I Ie we | F
its,
=1_:I —cos@® —sing® cos¢ sinof dC.
Pour le premier élément :
Uy, 0
) T B o (O 0 1
U3y 10 +20V2 | AE
U3y —10
0
M= -1 0 1 0 it
A 04+20v2 |2 A
—-10
Pour le premier élément :
Uy 0
a0 =" = 0 L
i 10 +20v/2 | AE
U3y —10
o2 =

%[-1/\/5 —1/V2 1/V2 1/V2]

[-1

0 1

0
0

10 +

2012

0

0]R¢d’

1
i

102

A
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Exemple 2 :

A partir du systeme montré dans la figure ci-dessous détermine :
Les efforts et les contraintes dans chaque barre ;
Les déplacements nodaux.

On considére comme connues E, F, £ et A. Application numérique : E = 2-10° MPa,
A =200 mm?, ¢=1metF=10kN.

oF
e
A
/> _ (Y5 EAV2
(5 EAY2 2
2 Y2 3
© 45° [ }35‘ o
¢, EA Y
e ’ m@

Solution :
e Numérotation des noeuds et des éléments

e Application des forces nodales et des déplacements nodaux.

V3 Fe

U3 I:5

U]_ _ UZ Fl

A
\
v
v
T
N

Vi Vs F, F3

e completement du tableau
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EAG
Barre | Noeuds | 0,[°] | cos 6. | sin®, | ¢ | s° | cs e EA. fe
Pl

1 |12 o0 1 0 10|01 e EA EA

/

2 | 1|34 | V2 | N2 |11 P10 2 5] ZA
2 2 2 | 2|2 2

3 | 2|3 || V2 | J2 |11 1) 2, 5] A
2 2 2 2 2 2

-

Ecriture de la matrice de rigidité pour chagque élément de barre séparément

1 0
EA | O O
v -1 0
00
2EA
[KS]ZT‘

o O O O

N |

=Y Y=

NP

RNITENTE G

N |

o)

11
2 2
i1
2 2
i1
2 2

11
2 2

2EA

'_\I\)II—‘I\JlH

HNlHNlH

Emplacement des trois matrices dans une matrice globale [K]
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0 0O
0

Assemblage des matrices de rigidité [K'] dans la matrice globale de rigidité

-1 0 -1 -1
O 0 -1 -1
2 -1 -1 1

1
1
0
0

i
| ©

2
1

-1 -1 -1 1

5|~

8|~&|~g5|-8l-

-5]-5]s1-4)
o o Bl~g|-g|-5|-
- o g5 a1
§l~gl~ o o BB/
g-sl-5]- - 58]

Il
X

wn
Q@
=
o]
o
c
wn
D
O
S
o
y—
n o o &~ O O o
(3] Il Il
g T T
— 4 N o MM ™M
ﬂ > > -S> S =
e Y
2 _
S T T e T o w
o
c
i) T T T 4« o
— [
7}
- -
m o o | A« T
o
K
= — — -
S
wn
2 2eoo T T
S
c
i) 211__01__1__
b |
= <]
DN
E o
[<b]
+— Il
O
© LL LL
oo Lo o L
° ____________
T Soue
o [{o]
_|_|_|_|_|_| L
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En choisissant les lignes 3 et 6 on peut facilement calculer les déplacements nodaux :

4 3
EA EA F¢ 107 -10
2—Uy+—V3=6F u2=—=T=0,25mm
/ / EA  2.10°-200
EA L +2BA Cop = aFr_ 4.20%.10°
/ V3 = = 3 =1mm
EA 2.10°-200

Les forces nodales peut étre déterminé des équations des lignes 1, 2, 4 et 5. On aura dans ce
cas :

A -1 -1 —5F

F> _EA 0 -1} |up 3 —4F
Fal ¢ |-1 —-1| |v3| |-5F
Fs -1 0 -F

L’allongement AL pour un élément quelconque i - j se calcule avec la formule :
AL;j = (U; — u;) cosO - (vj— Vi) sind

e Calcul des efforts dans chaque élément de barre.

Les efforts dans un élément de barre articulée i - j se calculent avec la formule :

Ui

EAE EA® Vi
NE=—— A% =——.{c -s c s} !
fe ge uj

Vij

Donc les efforts dans les barres 1-2, 1-3 et 2-3 sont :
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0

o

EA

N12:7.{_1 0 1 0f-4F¢ ¢=F=10000 [N]
EA
0
0
0
NfszEA_\/\@.{_% _g % ﬁ} 0 = 4/2F =56568,54[N]
AL AaFe
2 EA
Fe
Z[Z 7 7 o
NG S EAYZ N2 V2 N2 W21 ) O g B 70710,67[N]
2 |2 2 2 2 0
=~ AFL
EA
Ainsi, les contraintes dans chaque élément de barre se calculent avec la
C e Ni
formule : oj; —A—e :
Nl
o, = Niz _ 10000 _ 50[MPa]
A, 200
N2
o2, = s _ 56568,54 _ 200[MPa ]
A, 20042
N3
o3, = Nas _ 70710,67 _ 250[MPa ]
A; 20042
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CHAPITRE 111 :

DEDUCTION DE LA MATRICE DE RIGIDITE
POUR LES ELEMENTS POUTRES

. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons déterminer la matrice de rigidité pour un élément de
poutre simple. Une poutre est un élément structurel long et mince généralement soumis a une
charge transversale qui produit des effets de flexion importants par rapport aux effets de
torsion ou axiaux. Cette déformation en flexion est mesurée comme un déplacement
transversal (v) et une rotation (#). Par conséquent, les degrés de liberté considérés par nceud
sont le déplacement transversal et la rotation.

La figure 111.1 montre une poutre sous une charge répartie de longueur dans le plan (X,
y)-

1. LES EQUATIONS QUI REGISSENT UNE POUTRE

Le déplacement longitudinal de .
poutre
u =u AAAAAAN M MMM PaasA |
X . )% B 2 | ARRRAAARSRRRNRLRNE »
u =-ysiné(x) , " . —
Remarque : y<0=u>0 \
Pour des 0 (x) petits, sin 6 = 6 3 Ligne
u, xy) =v(x) .
A
q ( ) ' Poutre
V(X
o= — WA W — ]
X e Y
- "
dv du d?v "
Uu=-y—=¢ = =—y—-:=

dx T dx ydx2

Figure 111.1 : déformation d’une poutre
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11.1. CHAMP DE DEFORMATIONS ET DE CONTRAINTES

A partie des lois d’élasticité d’une poutre, on a recours aux équations suivantes.

M (x) = Ely"'= EI % (11.2)

T:_dM :_i E|d_\2/ (11.2)
dx dx dx

qz—dT d? £l d’v (111.3)
dx  dx? dx®

Le champ de déformations d’une poutre déformée est le suivant :

X gx dx (111.4)
Yy = +0=7
Y dx

Ainsi, le champ de contraintes finale obtenu a partir des équations de déformation est le
suivant :

{UXX = CE;XX (111.5)
ny =Ly

I1.1.1 Energie potentielle interne de déformation :
L’énergie potentielle interne de déformation d’une poutre s’écrit :

:_J(dx Y +7Tjdx (11.6)

Tel que :
N : Effort normal

M : Moment fléchissant
T : Effort tranchant
L’¢équation (II1.6) devient :

1 de
ﬂmt:EI (O + 0y 7)Y == I (e dx+yd_)+%7xy)dv (11.7)

j( jcf A+—jya A+yja Ade (ne)
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Sachant que :

N :_[Gxdi
M :J-AyO_XXdA (111.9)
T :].axydA
A

I1.1.2 Méthode directe

La figure II1.2 montre un ¢élément de poutre dans le plan. L’élément est prismatique,
ayant un module d’élasticité longitudinal E, de moment d’inertie | pour la section axiale.
L’axe qui passe par les centres de chaque section a un déplacement latéral v = v(X).
Conformément a la théorie des poutres la fonction v = v(x) est un polynéme cubique en x pour
une poutre uniforme prismatique chargée a ses extrémités.

Figure 111.2 : EIément de poutre déformé

A partir de la figure I11.2, on remarque bien qu’il y en a deux déplacements v; , v, et
deux rotations 8y, 6. Indice 1 représente le nceud 1 est 2 représente le nceud 2. Donc au total

le champ de déplacement sera présenté par un vecteur de 4 éléments ainsi que le vecteur
force.

Vecteur force f° et le vecteur de déplacement sont présentés comme suit :

rTyl\ rv1\
{fe}:< M, [ {vﬁ}z & & (111.10)

Ty2 V2

LMZJ \92/
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11.2. FONCTIONS D’INTERPOLATION DE L’ELEMENT POUTRE

E, | «

N w0 N

\/ |/ g

Figure 111.3 : Présentation des déplacements et des forces nodales appliqués sur un

élément poutre

Concept d’interpolation nodale :

v(X) =ZNivi = Npvg + N + Nagvp + Nyt = (N Yy }
i

Cette somme, on peut 1’écrire de forme vectorielle :

0
v(x)=[N; Nz N3 Ngl s =[N]-{vn }

V2

Nl = a1x3 + le2 +CG X+ dl
No = 3 2

2 =dsX +b2X +02X+d2
Na = 3 2

3 =agX +b3X +03X+d3

N4 = 8.4X3 -I—b4X2 +C4X+d4

Détermination des fonctions d’interpolation nodale

dx

v(X)=NyV + Nz(— ((jjvlj+ NV + Na(— dVZJ
X



dv(x) _ dN; W+ dNp [ dv N dN3 Vo + dNg [ dvp
dx dx dx dx dx dx dx

Les fonctions de forme associées par 1’activation de I’'un des quatre degrés de liberté
sont présentées comme suit :

Activation du degré de Fonction de forme
liberté correspondante
2 3
Déplacement du nceud 1 N, :1_3L+2i
L* L
2 3
Rotation du noceud 1 N, =X _ZL + X
L L2
2 3
Déplacement du nceud 2 N, = 3L_2i
L L
x> X
Rotation du nceud 2 N, ==+~
L2 L2

On peut les représenter les fonctions de forme dans la figure suivante :

Figure 111.4 : Présentation des fonctions de forme de I’élément poutre
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11.3. DETERMINATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE :

I1.3.1.Energie de déformation

D’apreés le comportement mécanique de la poutre, on peut donner I’énergie de

déformation interne suivante :

1 1%(d do
. ZEJ(axxgxx)dV :ﬂ(d—u%m&{y%/ﬁdx

est,

_du, do d?v

dx’ £~ dx?

g ISR CE

Sachant aussi que :

M =Ely"= El.d—zv JL‘[;(IyO'XXA]dx:I(;(M)jx

A

Sachant: ¢

Avec [B]z%
! (v, {BJEL(B)v, Pix = (v, >( [BJEI <B>dx}{vn}

(]

Donc, I'approche générale pour la détermination de la matrice de rigidité de I'élément

[K]= [[8] - &1 -[Blex

La déformation de la poutre est donnée comme suit :
d’v d’

i —— Nu = Bu

dx” dx”

Quand on remplace, le vecteur u et N, le vecteur B peut déduit de la forme suivante :
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dZ

2

B =

N=[N/(x) N,(x) Ny(x) N,(x)]

Au final le vecteur B et aprés calcul est donnée par le vecteur suivant :

6 12x . 4 6x . 6 12x . 2 6x
[B]= + . _E+F

R L L > 0
Pour trouver les composantes de la premiére colonne de la matrice de rigidité [K]

T

correspondant a 1’élément de poutre, respectivement [k, k,, ki k, |7 on a utilisé les

conditions suivantes :
kllL3 B k21L2 3

e Vv, =1 dansle nceud 1, ce qui conduit & : =1
3El 2El

kul®  Kal _

6, =0 dans le nceud 1, ce qui conduita : ———
2El  El

A part ces deux équations, les équations d’équilibre de la statique seront ajoutées pour
déterminer les deux autres composantes, respectivement ks; et Ky :

Y F=0=k,+k;=0
D My =0 =Ky +k,—kyy-L=0

De facon similaire, on aura pour chacun des trois états de déformation restés un groupe
de quatre équations. En ce cas, chacun de ces trois états complétera les trois colonnes restées
inachevées de la matrice de rigidité.

La matrice de rigidité [K] opére sur le vecteur des degrés de liberté associés a chaque
neeud, [v] = [V1 o v, HZ]T.

Le résultat de ce processus sera donc :

1280 6Bl 128 6H |

L3 L2 L3 L2

ki ki ki ku| | 68 4B 6B 28
[K]: Kai Koo Ko Ky L? L E L
Ky Kg Kag Kag _1ng| _6I25I 123EI _6|;:|

Ky Ki Ku k L L L L
T e T 6El 28 6B 4H
L2 L L2 L |

En ce qui concerne le calcul des contraintes, on sait du cours de Résistance des

matériaux que dans le cas d’une poutre soumise a la flexion,



o =M .7 o M=EId2W=EI-[B]~{v} (11.16)

o dx?

Pour I’¢élément de poutre 2D (bidimensionnel), celui-ci est la combinaison entre un
élément de barre et un élément de poutre. Dans ce cas, la matrice de rigidité [K] sera :

EA 0 o _BA 4 0
L L
o 128 6B 1261 6E
L2 NEETE
68 48 , _68 2H
K]= L2 L L2 L (11.18)
B o B o
0 128 _6H 12H 6El
T T
6E 2 6El  4H
- = 0 - =
L L2 L L2 L |

I11. SYSTEMES DE COORDONNEES GLOBALES ET LOCALS

L’utilisateur définit la géométrie d’un modele avec éléments finis dans un systéme de
coordonnées global. Le logiciel génere typiquement une matrice de rigidité pour un élément
quelcongue dans un systeme local de coordonnées xyz et le convertit dans le systeme global
pour réaliser I’assemblage des éléments.

4.1 TRANSFORMATION DES COORDONNEES DU SYSTEME LOCAL EN SYSTEME GLOBAL

Pour déterminer une matrice de rigidité dans un repere quelconque on utilise la méme
méthode qui a été utilisé pour 1’élément barre. Les déplacements dans le systeme local sont u;
et u, et dans le systeme global uy, v; et uy, v,. Les rotations ¢, et @, sont les mémes dans les
deux systémes de coordonnées. L’angle @ est considéré 1’angle entre 1’axe X et la direction
positive de la poutre.

Les déplacements dans le systéeme local xOy peut étre exprimé en fonction des
déplacements globaux.

u, =U, cos@+v,sind

. (111.28)
u,=-U,sind+v, cosd

ou sous forme matricielle :

44



u, cos@d sing | |U,
i e : (111.29)
A —sin@ cosé@| |V,
pour le nceud 1.
De fagon similaire, pour le nceud 2 on aura :

u,| |cosé sing| (U, (111.30)
w,[ |-sin@ cos@| |W, '

Sachant que :

{u}=[T4U3 (111.31)
il en résulte :

u] [cos@ sing 0 0 0 0] (u,

w, —-sing cosé O 0 0 0] |W,

| | 0 0 1 0 0 O0f |g

u,| | O 0 0 cos@ sind 0| |U, (111.32)

W, 0 0 0 -sind coséd 0 |W,

@2 L O O O O O 1_ \qu

La matrice de transformation des déplacements du systéme local au systeme global, par
I’intermédiaire de la matrice de transformation [T°].
L’expression de la matrice de rigidité attachée a un élément de poutre [K°] dans le

systeme global d’axes aura la forme :

[kel=fre] ke Fre] (11.33)

Exemple 1 : (un seul élément poutre avec une charge répartie):

A,

Z q
%********4****4*44‘4 X
A 7 B

-

“

"

B
t~

— -
- L
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Considérons une poutre AB soumise a une charge transversale uniforme comme
indiqué dans la figure, on utilise un seul élément fini.
Déterminer la fleche maximale.

Solution :
La matrice de rigidité de I’élément poutre est donnée comme suit :

(1268 6H  12H 6H |

L L L L

ku ke ki ku| | 6@ 48 6B 2H
[K]= Koy Koo Koz Ky _| L2 L L2 L
k31 k32 k33 k34 _ 123E| _ 6? 123E| _ GEI

Ko Ke Ka ke 68 28 6@ 4
E L L2 L

La force due a la charge distribuée est donnée par :
1

L|L/6
{fext}:% 1
-L/6

Les limites ont aussi des forces de réaction et des moments. Le vecteur de force due a
des forces et des moments de réaction est donné par :

3 3 3

R, 0 R,
0 M M
{r} = +4 M=yt
R,, 0 R,
\ 0 . 0 / N 0 /
L’assemblage des vecteurs de forces nous donne :
% +R,;
2
9 + M,
(t}=1 22
gL
7 + Rv2
oL
12

Pour avoir les déplacements, nous utilisons la formule globale ku=f
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r 3

(12 6L -12 6L |[v,
6L 412 -6L 2U%||6,| |45, tM

Kluj={f}= 5 e L2
*|-12 —-6L 12 -6L|lv2| |dL
6L 2> -6L 4%]le,) |2 °

12
En raison des conditions aux limites, nous savons que Vi, 61, et v, sont nuls, de sorte que
nous pouvons réduire la matrice.

L
. 7R
12 L 12 6L [(v] |q2
b2 2 —+R
6L 4L° —6L 2L at
[KJu={r)= 55 O e
13 ==l k. = e =] qL
Lo 2 ==t Ry
6L 2L° -6L 4L° |6, 2
a9
12
A partir de ces conditions, nous pouvons en déduire la rotation #, comme suit :
2 3
AEI —-qL —-qL
_02 :q_:>62 :L
L 12 48EI

L’équation de la fleche est donnée comme suit :

0

0
v()=(N1 Nz N3 Ng)y o

-
48El
La fleche maximale corresponde au point ou la drivée du déplacement est nul, donc :
3
) _ g Ng —al”
dx dx 48El
sachant

2 3

—ql3 2\ 3 2
N4:_X_+X_:>dN4 gL _[_Q+3x) gL —0:>[ 2X+3X)=0

L L2 dx 48El | L L® J48El

Aprés calcul nous trouvons que le déplacement maximal Vi :

qt
324E|

Vmax =
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Exemple 2 (deux éléments poutre):

P

A

D

M
@
2

A

La poutre illustrée ci-dessus est serrée aux deux extrémités et soumise a I'action de la force P et

du moment M au milieu.

Déterminer la rotation au nceud central et les forces et les moments de réaction aux deux

extrémités.

Solution :

Les matrices de rigidité des éléments sont,

K] -

K] -

Le systéme d’équation globale est :

"12El  6EI 12El  6El |
B EEE L2
6El  4El  6El  2El
E L E L
12EI  6El 12El 6 El

T T
6El  2El  6El  4El
L2 L 12 L
12EI  6El  12El 6El ]

B 2 L2
6El  4El  6El  2El
L2 L L2 L

12EI  6El 12El 6El
T T
6El  2El  6El 4Kl
L2 L L2 L

(111.21)

(111.22)
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m<mn<

w

<

w

-

=

12
6L

6L
0
0

6L -12 6L 0 0 v,
417 -6L 212 0 0 6,

~12 6L 24 0 -12 6L | |v,

212 0 82 -6L 2176,
0 -12 -6L 12 -6L| |v,
0 6L 212 -6L 42| |6,

D’apres les conditions aux limites :
Vi=éh=v3=6=0

Mz =M

Le systéme d’équation devient donc :

F,

F,
M,

P

El
L3

F1p- -6l =12-- L0t 0
L S Tl Rl Rl
~12 -6L 24 0 -12 6L
6L 217 0 8L2 -6L 2L
R s PRy SRR vt iy

Ul il Y w) Ko o s Ly

Le systéeme réduit sera donc :

Aprés calcul, la solution de ce systeme est :
vzl L - P’
6,  24EI| 3M

De I'équation globale d’EF, nous obtenons les forces de réactions et les moments de

réaction,

= = ™

Y

Y

~12 6L 2P+3M/L
| EI\-6L 20 |(v,] 1| PL+M
T D|-12 6L {ez}zd 2P-3M/L
6L 20’ —PL+M

3

(IN.23)
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Les contraintes dans la poutre aux deux extrémités peuvent étre calculées a l'aide de la
formule :

Exemple 3 (deux éléments poutre):

Pour la poutre de section circulaire de diametre d.
1. Calculez le déplacement transversal du nceud 2 ainsi que les réactions Ty, Mj et Ts.
2. Tracez les diagrammes T et M et déterminez la contrainte maximale supportée par la
poutre. Application numérique : L=0,8m, E = 21-10* MPa, F = 4 kN, d = 60 mm.

|’ .

¢

4

=

\
4
\

~
NS}

On part de I'expression de la matrice de rigidité pour un élément de poutre dans un
systéme local d’axes de coordonnées :

EA 0 o _BA 4 0
L L
o 128 6H 0 12E1  6H
T NEET
6E  4E 6El  2E
- == 0 - ==
ke 2 L 2 L
By o B,
0 1268 68 12H 6El
T T
0 68 28 , _6H 48
L L2 L L2 L |

On particularise cette expression pour chacune des deux régions 1-2 respectivement 2-3,

en négligeant les lignes et les colonnes 1 et 4, a cause de 1’absence des forces axiales :

(12 6L -12 6L

12 6L -12 6L 6L 4> -6L 2L?

[K,]_a 6L 4> -6L 2.°| @ |-12 -6L 12 -6L
NE

-12 -6L 12 -6L L3 | 6L 212 -6L 4L?
6L 2L* -6L 4L* | o 0 0 0
0 0 0 0

O O O O o o
o O O O O O
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12 6L -12
k1] EL | oL a2 —6L
L |-12 —-6L 12
6L 217 -6L
Tl Vl
M
Donc, { _ '+ =[K'] ('oll et
2 V2
M, ], ? ),

6L
217
-6L

0 0

0 0

El |0 O
2|0 O
0 0

0 0

v,

I
_[K"T. @,
[K™] v,
2

En assemblant les deux matrices de rigidité, on aura :

(12 6L -12 6L
6L 41> -6L 212
-12 -6L 24 0
[K]:[KI]+[KI|]: 6L 2L2 0 8L2
0 0 -12 -6L
| 0 0 6L 2L

0 0 |
0 0
-12 6L
-6L 2L?
12 -6L
-6L 41?

0 0 0
12 6L -12
6L 4L -6L
-12 -6L 12
6L 21> -6L

En écrivant 1’équation fondamentale de la MEF, on aura :

T, 12 6L -12
M,| EI |6L 42 -6L
T, C|-12 -6L 12
M, 6L 21° -6L
T, (12 6L -12
M,| EI | 6L 4L° -6L
T,[ C|-12 -6L 12
M, 6L 21> -6L

6L |
212

—-6L
41° |

6L |
217
-6L

417 |

Vi

_(01

Vv,

?,

Va

_¢2

Vs

)

Par I’addition des deux relations, il en résulte :

et,

6L

212
-6L

412
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T, 12 6L -12 6L 0 0 | (v,=
M, 6L 417 -6L 21> 0 0 @, =0
T,=—F| EI|-12 -6L 24 0 -12 6L A
M, =0 *|6L 217 0 8> -6L 2L° ®,
T, 0 0 -12 -6L 12 -6L| |v,=
M,=0 | 0 0 6L 21> -6L 41° | | o,
En choisissant les lignes et les colonnes 3, 4 et 6, on obtiendra :
-F 24 0 6L [v, , ,
0 :E—!- 0 8L 212 @, ¢, d’ou il en résulte : v, = —li,m: 3RS
L A 9% H % H
0 6L 212 41| |o,
_ 12 FL?
et 03= ——.

% B En remplacant ces trois valeurs dans le systeme matriciel, écrit pour les

lignes et les colonnes 1, 2 et 5, on obtiendra :

TR
T, EI -12 6L 0 936 FEI_IZ :
M,p=—--6L 2L° 0 |{———,douilenrésulte: T,=—F
L 96 El 16
T3 -12 -6L -6L 12 FLZ
96 El
vl=%F,et Mlz—gFL.

En ce qui concerne la contrainte maximale, en appliquant la relation de Navier, on
obtiendra :

M . .800 -
- _Mnax| _ 3FL_3-4000-800-32 _ 5658MPa.
w, 8'Tcd3 8-m-60°
32
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CHAPITRE VI

PROBLEMES PLANS —-ELEMENT TRIANGULAIRE T3

I.INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on considere I'élément fini bidimensionnel. Les éléments

bidimensionnels (plans) sont définis par trois nceuds ou plus dans un plan bidimensionnel. Les
éléments sont connectés au niveau de nceuds communs et/ou le long d'arétes communes pour
former une continuité des structures. La figure 1V.1 montre quelque exemples d’¢éléments
bidimensionnels. La compatibilité¢ du déplacement nodal est ensuite renforcée lors de la
formulation des équations d'équilibre nodal pour les éléments bidimensionnels.

3

[#%]

n=4

~

B
I

8]

Figure V1.1: différentes géométries planes et configurations de nceuds d’éléments finis.

Nous commencons ce chapitre par le développement de la matrice de rigidité pour un
élément fini bidimensionnel ou plan de base, appelé élément triangulaire a déformation
constante (T3). Nous considérons la matrice de rigidité du triangle de déformation constante,
car sa dérivation est la plus simple parmi les éléments bidimensionnels disponibles.

ILETAT DE CONTRAINTE ET DE DEFORMATION
BIDIMENSIONNEL

Le concept d'un état de contrainte et de déformation bidimensionnel et les relations
contrainte/déformation sont nécessaires pour bien comprendre le développement et
I'application de la matrice de rigidité.

Nous décrirons les concepts de contrainte plane et de déformation plane. Ces concepts
sont importants car le développement de ce chapitre est directement applicable qu'aux
systemes a contrainte ou déformation plane.
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A N A

R

1

ETTTT

U O, O,

e
v

I 1 i )
) ]
: Plaque mince (h<<L) II . = Solide massif (h=>L) Bl
I contraintes planes L [ déformations planes :
v O'Z=U I y 83.0 . i
X 1 X 1
————————————— - S VS - - - - - -y

Figure I1V.2 : Solide a géométrie plane (X, y) ou solide 3D infiniment long suivant z.

11.1 RELATIONS CONTRAINTE-DEFORMATION

Par définition, on considére que 1’¢lément est plan et a une épaisseur constante. Dans
le cas d’un matériau linéaire €lastique et isotrope, la relation entre les déformations et les
contraintes:

1 vy
gX E E O-X
v 1
gy = —E E 0 | O'y (lVl)
P 0 0 SR
L G
Ou bien sous forme restreinte:
{e}=[D]" -{o} (IV.2)
Ou:
E représente le module d’Young, G - le module de cisaillement, v - le coefficient de
. _ E
Poisson (G = ——),
2-(1+v)
Pour déterminer o en fonction de ¢, on utilise I’inverse de 1’équation (IV.2) :
{o}=[E]-le} (IV.3)
e 1 v O
avec [D] = >|v 1 0 | pourI’état de contrainte plane.
-V 1-v
0 0 —
2

55

ARACUE Y

Y

.



Dans le cas d’un état de déformation planes, 1’épaisseur reste constante. La matrice [E]

aura dans ce cas la forme :

1-v v 0

E
[D] = m 14 l;V 1_02V (|V4)
2

1.2 RELATIONS DEFORMATIONS-DEPLACEMENTS

Pour illustrer les étapes et introduire les équations de base nécessaires pour I'élément
triangulaire plan, nous considérons une plaque mince soumise a des charges de traction en
surface T (Fig. IV.3).

A y

-

P11

(a) (b)
Figure V.3 : (a) plaque soumise a la traction, (b) discrétisation de la plaque en élément
triangulaire (T3)
La déformation représente la variation des dimensions géométriques d’un corps dans le
voisinage d’un point et peuvent étre des déformations linéaires ou angulaires. Le changement
de la position de certains points d’un solide au cours de sa déformation s’appelle déplacement.

Ces déplacements peuvent étre linéaires ou angulaires (Fig. 1V.4).

AU

-

tAv

I"—,—””i’
(&
Ay

Figure 1V.4 : Rectangle a dimensions incrémentales soumis a la traction et au
cisaillement suivant les axes x, y.

Les relations qui existent entre les déformations et les déplacements sont :
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_Au o = AV Au Au_ Av AV
AX YAy Ve = Ay  AX
Geénéralement les déplacements u et v sont des fonctions de deux variables, u = u(x,y)

et v = v(x,y). C’est pourquoi on doit utiliser les dérivées partielles. Donc, la relation (IV.5)
peut étre récrite sous forme matricielle :

€x

(IV.5)

2
e, 0 X |
g, =1 0 —| IV.6
’ oz {v} (1v-8)
Vxy 0 0

|0z OX|

Comme indiqué dans les deux chapitres précédents, les déplacements sont interpolés a
partir des déplacements nodaux, comme ce qui suit :

W] TN, 0 N, 0O ..
— U, = u=Nd (|V6)
v 0 N, O N, ...

A partir des relations (1V.5) et (IV.6) on peut écrire :
e=¢0dNd=Bd,ouB=2N (oubien:{g = [B]{d}). (IV.7)
La matrice [B] : est matrice déformation-déplacement.

Le vecteur {d} : est le vecteur de déplacements nodaux

11.3 DETERMINATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

A partir de I’énergie de déformation (énergie rapportée a 1’élément de volume) pour un

matériau élastique, U, = {g}T [D]{g} onaura :

:_ju dv__j dV_—J' T-[D]-[B]-{d}dV:%{d}T-[K]-{d}(

IV.8)

Donc :
K= [BI" .[E]l.[Bldv

= [K]=h] [B] [E]s [BliA v
A
On suppose que I’épaisseur de I’élément h est constant.
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La matrice de rigidité [K] est une matrice générale qui correspond n’importe quel type
d’élément fini. La nature de la matrice de rigidité [K] dépend exclusivement de la matrice [B]
qui dépend a son tour de la matrice des fonctions d’interpolation [N].

I1.3.1 Détermination des fonctions d’interpolation :
L’élément triangulaire dans le repére global peut étre présenté dans la figure IV.5

Yy A v 2
V 3 AN

y2f---
y3f-

y1

X3 X1 X2 - X
Figure 1V.5 : EIément fini triangulaire T3 avec les déplacements dans le repere (X, y).

Nous introduisons les coordonnées naturelles (&, #) sur le triangle, puis les fonctions
de forme peuvent étre représentées simplement par la transformation géométrique (Fig. 1V.6).

yll
y? u,
y3 v,
Yy
y!
>
o
Elément réel Elément de référence

Figure 1V.6 : Transformation géométrique de 1’élément triangulaire.

La transformation géométrique de 1’élément de référence a I’élément réel est donnée
par :

X(flﬂ):ZNi(fnﬂ)xi y(fnﬂ):ZNi(é:aﬂ)Yi (IV.10)
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Avec :
* et nsont les coordonnées d’un point de I’élément de référence,
*  X(& n)ety(& n) sont les coordonnées d’un point de 1’élément réel,
* X ety;sont les coordonnées du nceud de 1’¢élément réel,
* Ni(& n) sont les fonctions d’interpolations.

Précédemment, nous avons expliqué que le nombre de fonctions de forme correspond aux
nombre de nceuds. dans le cas de 1’élément triangulaire, ce dernier présente 3 nceuds, ce qui
veut dire que le nombre de fonctions de forme est de trois Ni(¢; 7). D’aprés la figure IV.7, les
fonctions de forme corresponds aux 3 positions suivantes :

Nl(é']) Nz(é”) N}(é'])

Figure V.7 : positions des fonctions de forme de 1’é¢1ément T3

La formule générale de la fonction d’interpolation ou de forme de 1’élément triangulaire
est:

q;
N, (&) =a+bé+en=(1 & nKb, (IV.11)
Ci
e Calculde Ny:
Le repere de référence peut étre présenté comme suit :
nNa
01)@°
® 2
0,071 1o 5

Figure V.8 : Elément T3 présenté dans un repére de référence.
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N(&n)

Figure V.9 : Position de la premiére fonction de forme.

La forme matricielle de la premiére fonction de forme peut étre écrite de la forme
suivante :

Y
N, (&) =a +bE+en=01 & nib

Cl
A partir de la figure 1V-8 et V-9, nous pouvons déduire le systéme matriciel suivant :

(IV.12)

N, (&, m,) 1 & nlla 1 100 q 1
N, (&) =11 & m i =40p=|1 1 0 b, r=<0 (1V.13)
N,(&5,775) 1 & nlg 0 1 0 1j|c 0
a 1
=qb r=9-1
C, -1
Donc les inconnues ay, by , et ¢; de Nq sont :
= N,(&n)=1-&-7 (Iv.14)
De la méme maniere, on peut déterminer les deux autres fonctions de formes N, et Ns.
V.15
N,(Em) =& Ny(&m)=7 (v.15)
Au final, les fonctions de forme sont résumées dans la forme suivante :
Nl(é,ﬂ) 1_5_77
N,(Em) =1 ¢ (IV.16)

N;(&,7) n
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I1.3.2 Détermination de la matrice [B] :

D’apres la loi de comportement,

2
£, 0X
o | [u
&=l 0 33 {V} (IV.17)
7xy 0 0
|0z 0OX]|

u N1 0 N2 0 N3 0 u, u
{V}{O N, 0 N, O Nj' v, S{V}Z[N]{Un} (IV.18)

De (IV.17) et (IV.18) on aura :

tef=2[N ]{:} = [B]{:} [B]=4[N] (IV.19)

Nous avons deux systéemes de coordonnées pour I'élément: les coordonnées globales
(%, y) et les coordonnées naturelles (& #). La relation entre les deux est donnée par :

x=Nux +N,x, +N;x,

y=Ny +N,y, + Ny,

X=X36+ X0+ X,

Y=Y+ yuitt Vs

(IVv.20)
Avec: Xj=Xi—Xjet yij=Vi—Yj

Le déplacement u ou v sur I'élément peut étre vu comme des fonctions de (x, y) ou

(& #), nous aurons donc :

ou ox Oy l||cu cou
o¢& E‘ (5’—§ (?—xl ox
oul~|ox oy|oul™ ") ou (IV.21)
on on on (}’yJ )

Ou J est appelé la matrice jacobienne de la transformation.
61



A partir de (IV.20), on calcul,

J:[Xls %3} J-I:L{ Yas —)’|3:|
Xy Vos | 2 =x,, X
23 Vn 23 13 (IV.22)
ou detd = Xi3 Y23 — X3 Y13 = 2A (A est la surface de I'élément triangulaire).
Au final, on obtient :
cu u
Ox|_ 1| Vs —Vs||]dé
lﬂ 243, x, J|ouf =L [ » —yn}{u. ~
0 2 ZA| =¥y Ky ||
Y o (IV.23)
Similairement :
av
ox _L{ Y _y13iHvl_v3}
ﬂ 24 — Xy X13 vV, =V,
e
Y (Iv.24)

En utilisant les résultats de (IV.23) et (1V.24), et la relation (IV.19), on obtient la
matrice déformation-déplacement:

1 Y 0 yy 0 'y, O
[B]: 2A 0 X, 0 X3 0 X, (IVv.25)
X320 Y32 X3 Y X1 Yoo

Avec: Xxjj =X —Xjet yij=vyi—Y; Aestlasurface du triangle.
La matrice de rigidité pour I’élément triangulaire sera donnée par:

[k]=[B] -[E]-[B]-h-A (IV.26)

Exemple 1:

Trouvez les déplacements nodaux et les contraintes des éléments de la structure
suivante, en supposant des contraintes planes.

v=0,25; E =2,10° MPa; h = 15 mm
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?:’1
w

» BOKN

k 730 mm :

Solution :
Elément 1 :

1(0, 0), 2(750, 500) and 3(0, 500)

1 0 0
2A=|1 750 500|=750x 500-0=750x 500
1 0 500

: 0 0 50 0 -500 0
“[fle==——==| 0 750 0 o0 0 750

B0x730) 350 0 0 500 750 —500
[0 0 1o-1o

=—1| 0 1500 0 15

0 _ 15 0 01 15 -

E
- 1-v 0
o] Lv)-2v)| - OV 1-2v
2
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7x1050.750.250 5310
=l-:.?.5x(15 025 075 0 |=02x10°|1 3 O
0 0 0325 001
3100 0 10-120
[D][8] - 555 x 02 x10%|1 3 off 0 -15 0 0 0 IS
00 I||I-15 0 01 15 -
A 0 =15 3 0 -3 15
=—ee| @ A5 E 0 =1 45
=15 0 01 15 -1
[kl, =1 A [BF |DI[B]
[0 0 -15]
0 -15 0 i
I5x750x500 1|1 0 0 f02x10°
T2 “3s0l0 o0 1| 750 [_25
-1 0 15
(0 15 -1
1 v, uz vy uy vy Global
(225 0 0 -5 -225 150] ¥,
0 675 15 0 15 675
0 -15 30 0 -30 15| &
=109 @ 0 0 45 =1p v;
225 15 -3 15 525 -30|
| 15 675 15 -1 =30 775|
Elément 2 :

Les nceuds Locaux et globaux sont montrés comme suit

-15 3 0 -3 15
-45 1 0 -1 45

0 01

(3

Ine

15 -1

|

64



Les coordonnées des nceuds sont :

1(0, 0), 2(750, 0), 3(750, 500)

bl =X=%= -300 bz =R = -300 b=y~ Y= -0
c,=x,-x,=0 c,=x,-x,=-150 c3=x2—xl=750
1 0 0
24=|1 750 0 [= K750x 500) =750 x 500
1 750 500
500 0 500 0 0 0
[Bl-s| 0 0 0 150 0 750
> 0 -S00 —750 S00 750 0O
-0 0 10 0 0 0
0 -10 -15 10 15 0
32150
[D]=02x10°|1 3 0| Laméme chose que I’élément 1
001
: 3 10][-l0 0 10 0 0 0
- = — 2 -
«[D][B] =555 @2x10°|1 3 0|0 0 0 -5 0 15
00 1|[0 -0 -15 10 15 0
x| 20 0 30 -5 0 15
=._~7’;0 -0 0 10 —45 0 45
0 -0 -15 10 15 0
[k],=1 A [BF [D][B]
210 '@ 6
750 x 500 1 l(:J g -tg 02 x 10° il B Raaiho
[],=15x% ’; i L %—Lo 0 10 —45 0 45
i i ik 0 -0 -15 10 15 0
| 0 15 0|
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U 1 “" llz \'2 i1 3 "3
(30 0 =30 15 0 —-15] I,
0 10 -10 L5 0 |wn
-1 -30 15 525 30 -225 15 |
15 =10 =30 775 L5 —675{v,
0 -15 =225 11 225 0 |u
-15 0 15 75 0 625w
"l \'1 "2 \“2 ll3 l'3 U‘ \"
2.25 0 0 -15 | 225 1.50
3.0 0 -3.0 1.5 0 -1.5
0 6.75 -15 0 1.5 6.75
0 1.0 1.5 -1.0 -1.3 0
-3.0 L5 525 30 =225 1.5
1.5 -1.0 =30 775 1.5 -6.73
[&] = 100000
0 -15 3.0 0 -3.0 1.5
0 -15 | =225 1.5 225 0
-1.5 0 0 1.0 1.5 -1.0
-1.5 0 1.5 -675 0 6.75
-2.25 1.5 -3.0 1.5 5.25 =30
15 6.75 1.5 -10 -3.0 7.75

[FY'=[0 0 0 0 50000 0 0 0]

L’équation est :

(6] )

143

“4
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[ 55 0 -30 15 0 30 -225 150](s,
0 725 15 -10 =30 O 15 a&25)|4,
=30 IS 525 30 225 15 0 0 (|8,
I5 -0 30 725 IS5 675 O 0 [id,

LS
(=T~ R R ]

100000 | bl }
0 -30 225 15 525 0 -30 15 (|&[ |50000
A0 0 15 -&75 0 775 15 -10||5, 0
225 15 0 0 -3 15 525 -30{|s, 0
|15 675 0 0 15 -0 -30 775/|8) | 0 |

Les conditions aux limites sont :
6]-_— 82-_' 6‘=57= 6s= 0
La matrice réduite :

[525 225 15](8] [ O
100000{ 225 525 0 |{8s}={50000
15 0 775||5, 0

- - .

[525 225 15](8;] (o
~-225 525 o [{s,}=1{05
15 0 775||5, 0

- - .

525 -225 15 ][85) (o
0 42857 06429|{8,3 =105
0 06429 73214)(5, |0
525 225 15 ]
0 42857 06429 [{8;}=1 05
0 0 77139 |s,) |-0075

-

§,=-0010459 mm
12857 85+ 06429 (-0.010459) = 05
65= 0118236 mm
5258, 225(Q118236) + L5(-0010459) =0
8,= 0053661 mm

{6} =[0 0 053661 0 Q118236 0010459 0 0]
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{ow}= [D][B]{5 b

0
530 -3 15 g 5584
2 S s 7S
=u_7>;010 0 —45 1 0 -1 45 «0‘05366' L _ ) 2977
Tl R DY Sl
0118236 | L2000
|-0010459]
0
0 0 30 -15 0 15 i 0877
2 % 10° 0118236 :
(o} =221 10 0 10 —a5 o as|} 2SO} i0s
: 750 —0010459
0 -10 -I5 10 15 0 . 5008
[ o |

Exemple 2 :
Considérons une plaque triangulaire comme indiqué dans la figure ci-dessus.

Considérons un seul élément triangulaire de maillage.
Les conditions aux limites sont comme suit :
e Laligne BC est contrainte suivant y est libre suivant x.
e Laligne AB est contrainte suivant x est libre suivant y
La ligne AC est soumise a une charge comme le montre la figure.
Déterminer la matrice de rigidité
Calculer le vecteur force nodal

Déterminer les déplacements inconnus.
Calculer la contrainte au point (1,5 ; 1,5)

El A

_Alx

i0m

R AR AN

3.0m

>
>
>
3

310" Pa,v=0
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Solution :
« Levecteur de déplacement :

:] » o '] 7
a’= [u_‘,,_‘. u%y, U, Up, Ug :lf~v:|
0m

* Les fonctions de forme sont :

2| i0m o

E=310"Pa.v=03

¢ 1 1 .
Ny = ‘(.\'3_\'3—.\';,\‘2+(,\.'3—y;).\'+(.\"—.\'2),\')=9(()-()+()+3y)=';-

T g
NS = (%0 = X0+ s oy 1 3x=3y)=l-2-:
e 2.‘!"('\3"' =XV 3HY3 =YX+ (X = x3)p) = 9(9-()-..\ =3y)=1- 33
= 1 p
e XV =XV H Y = )X+ (x5 =Xy )==(0=04+3x+0) =—
3 2.",.(\1.\_ a0+ = V)X + (x5 = xp)p) 9( +3x+0) :

*  Les dérivées des fonctions de forme sont :

N

X

6.’\"{' _ 1 (-'.\"5 _ (.“.V 30m

1
& 3 éx 3 o

(=
e

2 | v
"
00 | w=

«  Lamatrice [B] est calculée comme suit :

=8 s 2 2)30m |
& ‘.\T‘ 0 N7, 0 N, 0 0 -1 0 1 0 E=310"Pa.v=03
&= 0 N, 0 NI, 0 Nj, d’_%o 1 0 -1 0 0/d°
7o) (v, me ve, weoag, ag | L0 -to]
] | ! B.,
« Les propriétés de la matrice élastique :
I v 0 32967 989 0
D= E, v 1 0 |=10°] 989 32967 0
I-v
Tel que :
__ON; __AN;
Nix =% Ny =75,
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" La matrice [K] de chaque élément est
+ donnée comme suit:

K(’ = A(.’[,Gr DL'B(.'

i0m

-
Par substitution nous aurons :
0 0 1 2| 30m ol
E=310°Pa.v=03
o 1 0 )
32967 9.89 0 00 -1 0 1 0
- -1 0 -1 & 1
K :4.5; 0 | ll() 989 32967 0 50 1 0 -1 0 0
i 0 0 11.5385| |1 0 -1 -1 0 1
0 0
0o o 1|[57 0 -5769 -5769 0 5,769
- s 0 1648 4945 1648 4945 0
Final ¢ o ~5.769 -4945 2225 1071 -1648 -5769
Inalemen T |-5769 <1648 1071 2225 4945 -5769
0 4945 1648 4945 1648 0
| 5.769 0  -5769 -5769 0 5.769 |
Le chargement est donné comme suit :
ff=[1Nur .
r'. 3i0m X
Par substitution nous aurons : J; qd o3
laice o 2, som
2 5“—:) 1 1 2y +y3
z 1 0 0 l‘l—;(l~¢)+l‘,3;(l+¢) I L 0
= { -~ -~ —d& =—
I 40 0 1 1 2% =5l o
1 f‘.l;(l" ;)Ff‘.:;:;(lf;) p Y
~(1+&) 0 = = : x Tl
2 1. = 3@!! ’\'l + 2".3
, L 3]
0 ;(l +&) 1y =1y3 =15c0s45° =15£.~V lm
Od by =0y = 135m45° = lf‘:/-z§ N'im
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« Par substitution :

- 5
[3==
2
2y +lys | AREE
2y +1yy 15_2— 225
e W2| o W2 o 0 ,
. = e 3| =
8 0 6 0 0 2)_30m
o+ 2 lﬁﬁ 225 E=310°Pa.v=03
| ity | 2 | |225]
J2
155
|7 2

* Les forces ponctuelles sont | 7 -0
nulles :

T
rc=[rl.r iy Nx Ny 0nx r‘,\'] = et

T
=[rl.\' 0 Hhy Dy 0 r.%)']

2| i0m ol
i - 110 "
Le vecteur de déplacements et des forces E=310°Pe.v=03

nodales sont résumés comme suit :

[22.5+#4, ] uy, =0]
22.5 ny,

€= T2x 2% y, =0

= y ; = sy, =0
225 iy,

~22‘59 By | L"-‘.‘ :0‘
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« Nous sommes préts a résoudre les déplacements une
fois que nous avons partitionné les équations de
charges.

0 1648 4945 _1648 4945 0
~5769— twﬁfzzgftoit*-aoas~<5w'v -0

E«310°Pav=03

Iot\l

1945 -1443 -444< 16.48 o

| I et
16.48 4945 || u, 225 uy .. 1.05
0° V= =| V= 10 °m
4945 1648 U3, 225 1y, 1.05
*  La déformation constante dans ce triangle est A

donnée comme suit : 1S N'm

6 i0m
&, 0O 0 -1 0 10 0.35
e 1 0 ~6
& (=501 0 100 o |=[035t0 :
e (1 0 -1 -1 0 1 v 0 2)—30m |
r“l'_’ [} 105 l()’(’ E=310Pa.v =03
0

En utilisant le module élastique, nous pouvons

calculer la contrainte the 1’élément :

o, s 0 . 32967 989 0 TJf0.3s] 15

o) |= ."., vl 0 s |=10° 989 32967 0 |[035)10°=|15|Pa
l=v ‘

o’ 0 0 (l—\/)/’ y 0 0 115385 0 | 0]
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CHAPITRE V : PROBLEMES PLANS -
ELEMENT QUADRILATERE

I. INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous allons développer la matrice de rigidité de I'élément plan
rectangulaire a quatre nceuds. Nous nous référerons dans le chapitre suivant a cet élément
dans la formulation isoparamétrique d'un élément quadrilatéral général. Cet élément est
également appelé rectangle bilinéaire en raison des termes linéaires en x et y. Le symbole
«Q4» représente 1'é1ément comme un quadrilatére a quatre nceuds d'angle.

L'élément rectangulaire a deux avantages par rapport a I'élément triangulaire qui sont la
facilité de saisie des données et I’interprétation plus simple des contraintes. L’inconveénient de
I'élément rectangulaire est que le rectangle a déplacement linéaire simple avec ses cotés droits
se rapproche mal aux bords des conditions aux limites réelles.

Les étapes habituelles décrites au chapitre 2,3 et 4 seront suivies pour obtenir la matrice
de rigidité de I'élément.

II. DETERMINATION DE LA MATRICE DE RIGIDITE

1.1 DETERMINATION DES FONCTIONS DE FORME

La figure V.1 montre un domaine 2D avec la forme d'une aile d'avion. Comme vous
pouvez l'imaginer, la division d'un tel domaine en éléments rectangulaires de bords paralléles
est impossible. Le travail peut étre facilement réalisé en utilisant des éléments quadrilatéraux
avec quatre bords droits, comme le montre la figure V.1. Considérons maintenant un élément
quadrilatére avec quatre nceuds numérotés 1, 2, 3 et 4 dans le sens antihoraire, comme le
montre la figure V.2. Les coordonnées des quatre nceuds sont indiquées sur la figure V.2 (a)
dans le systéme de coordonnées physiques (réel). Le systéeme de coordonnées physiques peut
étre le méme que le systeme de coordonnées global pour la structure entiere. Comme il y a
deux déplacements pour un seul nceud, un élément quadrilatére linéaire a un total de huit
déplacements. Un systeme de coordonnées naturelles locales (&, #) avec son origine au centre
de I'élément carré a partir du systéme de coordonnées global est utilisé pour construire les
fonctions de forme, et le déplacement est interpolé a I'aide de I'équation :

L'interpolation est exprimée mathématiquement comme :

X(&.n) = N(&, n)x,
(V.1)

Ou x. est le vecteur des coordonnées physiques,
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. X

=%
N est la matrice des fonctions de forme, x. est donné par :
X

A |
X

]

-

X, =

-
)

3
X3

V4

L’équation (V.1) peut étre réécrite comme suit :

X(g’n):iNl(g’n)Xl y(é’n):iN.(f,n)y, (V.2)

Figure V.1 : Domaine 2D maillé par des éléments quadrilatéraux.

YA AN
( 1,+#1) 3(+1,01)
X= f(. ) I g
y= f(~ n | >
1 (.1..1) 2 (¢1'.1)

Elément réel Elément de référence
Figure V.2 : Transformation géométrique de 1’élément de réel a 1’é1ément référence.
Ni est la fonction de forme pour I'élément rectangulaire, notez qu'en raison de la

propriété unique de la fonction de forme, l'interpolation a ces nceuds sera exacte. Par exemple,
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en remplacant ¢ = 1 et y = —1 dans Eq. (V.2) donne x = X, et y = y2, comme le montre la
figure V.2. Physiquement, cela signifie que le point 2 du systeme de coordonnées de
référence est lié au point 2 du systeme de coordonnées physiques (réel) , et vice versa, ce qui
peut étre facilement observé également pour les points 1, 3 et 4. Analysons maintenant ce
processus de plus pres. En remplacant & = 1 dans Eq. (V.2) donne :

X = %(I —n)x2 + %(l + n)x3

(V.3)
y = %(l —n)v2+ %(l + n)y3
Ou:
x= %(,\‘3 +x3) + %I}(.\‘; —X2) (V4)
y = ~]_s(_\’3 +v3) + %);(,\'3 ~=y2)
(x3 —x2) I 1 (V.5)
y=———{x—s(x2+x3) ¢+ 502+ y3)
(v — ) 2 2
L'élimination de » des deux équations ci-dessus donne :
(x3 —x2) 1 |
y=——"{x—=(x2+x3)} +=(2+3) (V.6)
(vi — ) 2 2

L’équation (V.6) représente une ligne droite reliant les points (x,, y,) et (xs, ys). Cela
signifie que l'aréte 2-3 du systeme de coordonnées physiques est lié sur I'aréte 2—-3 du systéme
de coordonnées de référence. La méme chose peut étre observée pour les trois autres bords.
Par conséquent, nous pouvons voir que les quatre bords droits du quadrilatére dans le systeme

de coordonnées physiques correspondent aux quatre bords droits du carré dans le systeme de
coordonnées de référence.

AT
4(-1,+1] 3 (+1,+1)
—0

>

o—1 ¢
1(1-1) 2 (+1,-1)

Figure V.3 : repére de référence
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Puisque nous avons quatre nceuds, chaque nceud a deux déplacements. Donc au total
nous avons huit déplacements. Ce qui veut dire que chaque fonction de forme est un
polyndme de quatre inconnues. Le premier polynéme de la premiére forme peut étre écrit
comme suit :

&
N =a b antdan=(1 £ 1 e V)
d

=

[y

Les conditions aux limites de la premiere fonction de forme sont présentées par le
systéme d’équation suivant représentées sur la figure V.4. Pour respecter les conditions des
fonctions de formes, il faut que ZN; = 1, est si un nceud a un déplacement de 1, il faut que le

reste des nceuds auront un déplacement nul.

)

/

-

N, (&, 7:) 1 -1 -1 1| ’{1 |
N1(§2’772) _ 1 1 -1 -1 b1 1 0 I
N, (&5 75) 1 1 1 1jic| |01
N(&m)) (1 -1 1 -1]{d] vof

\ 7

Figure V.4 : déplacement de 1 du premier nceud

=N, (&) =1-E—n+Sn (V.8)

De la méme maniere, on peut trouver les autres fonctions de formes.

Ni (&,7) =%(1+ EENL+min) (v-9)

77



11.2 DETERMINATION DE LA MATRICE [B] ET [K]

Une fois les fonctions de forme sont obtenues, nous pouvons maintenant évaluer la
matrice de déformation B. Pour ce faire, il est nécessaire d'exprimer les différentiels en termes
de coordonnées de références, car la relation entre les coordonnées x et y et les coordonnées
de références ne sont plus aussi simples que dans le cas des éléments rectangulaires.

AN; AN;dx AN; dy
9 ax 9t | 9y 0¢ (V.10)
dN; dN;jdx  dN; dy

an  dx an | dy oy

Les équations ci-dessus peuvent étre écrites sous forme matricielle

0 N; )E J N;/dx
el (s i 4 (V.11)
dN;/dn dN;/dy
ou J est la matrice Jacobéenne définie par :
g f_i.\'/(_)f f)_\'/(')E (V.12)
dx/dn dy/on

On substitue maintenant l'interpolation des coordonnées définies par 1’¢quation (V.2)
dans I'équation ci-dessus, et obtenir :

X1 VM
_[any /08 ANy/0E  AN3/BE ON4/OE| | x2 w2 (V.13)
“ |AN1/dn AN2/dn AN3/an ANsg/on| | x3 ¥3 '
X4 V4
Donc :
dN;/dx —J_l dN;/0E (V.14)
aN;fav| dON;/on

Ce qui donne la relation entre les différentielles des fonctions de forme par rapport a x
et y avec celles par rapport a & et #. Nous pouvons maintenant utiliser I'équation B = LN,
pour calculer la matrice de déformation B, en remplacant tous les différentiels des fonctions
de forme par rapport a x et y par ceux par rapport a & et », en utilisant du Jacobéen inverse. Ce
processus doit étre effectué numériquement par un ordinateur.

Le vecteur de déplacement peut €tre écrit par le systeme d’équation suivant :

Uy
Vv

iy

u
ul] [N, 0 N, 0 N, ON, 07]y,
v {0 N, 0 N, 0 N;O N,J]u,

N
=
[
H—J
Il
—
=2
—
[
=S
—
—~
<
=
(93]
=
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Ou, on peut déterminer les coordonnées x,y comme suit :

x@m)| [N, 0 N, 0 Ny ON, 07|y, (V.16)
y&m/ [0 N, 0 N, 0 N, O N,

La relation déformation-déplacement peut étre résumée par le systéme suivant :

tej=alN ]{3} = [B]{:} ou: [B]=2[N] (V.17)

Une fois la matrice de déformation B est obtenue, nous pouvons procéder a I'évaluation
des matrices d'éléments. Pour évaluer l'intégration on utilise la relation suivante:

dA = det |J| d& dn (V.18)

ou le det |J| est la valeur déterminée de la matrice jacobéenne. Par conséquent, la
matrice de rigidité de I'élément peut s'écrire

+1 p+l
K, = / / nBT¢B det || dE dy (V.19)
-1 J=-1

Les intégrales ci-dessus peuvent ensuite étre évaluées en utilisant le schéma
d'intégration de Gauss ou autre.

La fonction de forme est une fonction bilinéaire de & et #. Les éléments de la matrice de
déformation B sont obtenus en différenciant ces fonctions bilinéaires par rapport a & et 5, et en
les divisant par la matrice jacobéenne dont les éléments sont également des fonctions
bilinéaires.

i h
m(,=f pNTNdV = / d.\'pNTNdA=/hpNTNdA
v JAJO A

A (V.20)

+1 p+l
=/ ] hpNTNdet 3] de dy
oy J=
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Dans ces conditions, la matrice de rigidité sera écrite sous la forme:

[k]=[[BT" -[D]-[B]dV = [ [[B]" -[D]-[B]-t-| 3 |[d&dr

(V.21)
-1-1
Exemple 1:

L’¢lément quadrilatére montré dans la figure suivante, a 20 mm d’épaisseur et il est
sous une charge surfacique Ty et Ty,

Déterminer les charges nodales équivalentes, si Tx = 10 N/mm? et T,=15 N/mm?

Déterminer les valeurs numériques des charges nodales.

y
“

ST
- '1‘11 !3, (700, 700)
4300, 500)] I I_-I—,]:_l.:»---" \ T,
O' \
l"

|
|

|
= 20 mm \

4
L

S

1 (200, 100)

2 (800, 300)

> X
Solution :

(34)n=1

L’¢lément est soumis a une charge répartie le bord (3,4), nous savons que sur le bord

“Ny= (1= €)1 =) =0

M= (1+8(1-n)=0

L1481+ m)=2(1+2)

wm S | ,
Ny=7 (1=g)(1+n)=2{1-¢)
Les forces nodales sont obtenues par
T
{F.}= [[M {T.}ds
N
ous savons _ 'J[‘ ,]r {T.}d
We know,
Al = J(ax)’ + (Ay)

- - 80
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Dans un concept iso-paramétrique nous

x=Y N;x; and y= Y N;%
Dans ce cas le long de la

1 1 >
x= 0+0+5(l + &)+ 5(1 —&)xy

Dans le cas limite:

dE Ay 2°° 7°
S 1 1
Similaire y=0+0+ ?(1 + &)y, +;(| - &y,
Dans le cas
dy 1
A 5003= %)
di Al 1 Pl el 8
"'d_‘?:E: 5(*3“*4) + 5(>3"3‘4) =5k
.
{R} =1 [IN] {1 }an
0
0
1
0

0 t
=t ’[ %(1+.§) {Tx}%’udﬁ .1

3 s |

150-9 (1- 9.

Pour une charge uniformément distribuée constante

Fa o
1 1
Fx‘i 113,3 0 .
LTl _the 2 e [ 2 a2 o
ol =2 Jor.[ 57 J;(l+g)dg J-l(l £)dE =2
1:.(4 2Ty
0
Lo thy |0
Similairement  =—~1{,
T,
Fy 0
F.» T 1l 0
Feu —i
Fy _J-[N] {T.v}ds_ 2 |T.
Fy Y

¥y
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Au final

L’unité des forces est le Newton

0

0
67082.04
67082.04
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CHAPITRE 6
SOLIDES 3D ET SOLIDES DE REVOLUTION

I. INTRODUCTION

Un élément solide tridimensionnel (3D) peut étre considéré comme le plus général de
tous les éléments finis solides car toutes les variables de champ dépendent de X, y et z. Un
exemple de structure solide 3D sous chargement est illustré a la figure VI.1. Comme on peut
le voir, les vecteurs de force peuvent ici étre dans n'importe quelle direction arbitraire dans
I'espace. Un solide 3D peut également avoir n'importe quelle forme arbitraire, propriétés de
matériau et conditions aux limites dans I'espace. Il existe au total six composantes de
contrainte possibles, trois normales et trois de cisaillement (trois normales - o, oy, o; et trois
de cisaillement - %y, %, 7). En méme temps, le champ de déplacements est défini par ses
trois possibles composantes : u, v et w. dans le solide 3D, chaque nceud de 1'é1ément aura trois
degrés de liberté.

Z W
Figure VI1.1: Exemple d’un solide 3D sous chargement avec la présentation d’un

I’¢lément hexaédrique.
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Les éléments finis typiques pour modéliser les solides 3D sont 1’élément tétraédrique et

I’¢lément hexaédrique, avec trois degrés de liberté de translation pour chaque nceud.

Il. ELEMENT HEXAEDRIQUE

Considérons maintenant un solide 3D, qui est divisé de maniere appropriée en un certain
nombre d'éléments hexaédres a huit nceuds et six surfaces, comme le montre la figure VI.2.
Chaque ¢élément hexaedre a des nceuds numérotés dans le sens inverse des aiguilles d'une
montre, comme le montre la figure V1.3. Comme il y a trois degrés de liberté (ddl) pour
chaque nceud, il y a un total de 24 ddl dans un élément hexaédre. Il est a nouveau utile de
définir un systéme de coordonnées de référence (& i, {) avec son origine au centre du cube
transformé, car cela facilite la construction des fonctions de forme et d’évaluer 1’intégration
matricielle. Comme I'élément quadrilatere (chapitre précédent), les fonctions de forme sont
également utilisées pour interpoler les coordonnées a partir des coordonnées nodales.

/_.» e e i e _/_ _y_ .
P A |
L -
| AR
| i P

Figure V1.2 : Solide block divisé en éléments hexaédrique a 8 nceuds.

(<1,-1,1)5 ° 8(-1.1.1)

(1,-1. 1)6

£ T 1y

7 POy ! e gemim ——— ]

- (-1, =117

. 0 (1. 1. -1)
; #

by P

(1,-1.-1)2 \/
s

]
|
1
|
& T
i
|
|

P=—<fF==oaaao
1
\
\

3(L.1.-1)

(]

Figure V1.3 : Un ¢lément hexaedre a huit nceuds et les systémes de coordonnées.

Les coordonnées nodales du repere global en fonction des coordonnées de références
peuvent étre écrites comme suit :
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8
X = Z N;i (€, n. &)x;

i=l1

8
y= Z Ni(&E, n. &)vi (V1.1)

i=1

8
7= ZN;'(E, 1. &)zi

i=l1
Pour bien noté la représentation des coordonnées globales d’un élément hexaédrique,
figure V1.4 présente un élément 3 D prismatique de forme parallélépipédique.

(I.‘.\ ya, Z;) ('\'.,‘ ), 2.,.)

-
I}
!

Xg; Vs 2
(4 Vs 23) (X5, s, Z8)

e B,

A o

’ (I:\ ,"2- ::’ (’\'[\‘ _"'I;\‘ :6)
/
s -

l 4
(X, v, o) (x5, Vs, 25)

{a)

Figure V1.4 : Un ¢élément hexaédre a huit nceuds et les systémes de coordonnées.

1.1 RELATIONS DEFORMATIONS — DEPLACEMENTS

Soientu =u(X, Y, 2),v=V(X,Y, z) etw =w(X,Y, z) les composantes des déplacements
d’un point arbitraire suivant les directions X, y, z d’un élément 3D. Si les déformations et les
rotations sont petites, les deformations et les gradients des déplacements, dans le systéme de
coordonnées cartésiennes sont liés par :

L ou. _ou ov

o ox 'Y oy ox
LoV, _ov ow

y ay’ yz 07 ay (V|2)
. :a_w; _ow ou

=+
'oz Vax oX 01z

Les contraintes d’un ¢lément 3D quelconques sont données comme suit :
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9 9 9

c={c}=4 "}, o |[o,] (VI.3)

Xy

e x|

yz

=

zx )

Ainsi, le vecteur de déformation correspond :

- 3

&€= {8 }: < 8: > 5 or [gij] (V|4)
y.\'_\' ‘

}/(\'z
\ 7:1' J

Donc, la relation contrainte-déformation [o] = [D][e] d’un élément 3D peut étre

présenté par le systéme d’équation suivant :

l-v v 1% 0 0 0
o, v l1—-v v 0 0 0 x
Oy v v l-v 0 0 0 )
o. [ E 0 0 0 1-2v 0 0 (VL5)
Ty (I1+v)(1-2v) 1= 2y Vi
T, 0 0 0 0 0 7.
S o 0 0 0 0 ]"22"' Va)

11.2 FONCTIONS D’INTERPOLATION (FORME)

Les fonctions de déplacement u, v et w en termes de degrés de liberté généralisés sont
de la méme forme que celle utilisée pour décrire la géométrie de I'élément donnée.

i
u=>y N.u,

v = if\", v, (V1.6)

i
W= Z N, w,
i=| i
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Avec des expressions similaires utilisees pour les déplacements u, v et w. Il y a
maintenant un total de 24 ddl dans I'élément hexaédrique linéaire. Par conséquent, nous
utilisons les mémes fonctions de forme que celles utilisées pour décrire la géometrie, tel que :

N, 0 0 lu,
0

o]
=Y N, 0 [{y (V1.7)
l“'[ =Hfo o w ]‘[

Les fonctions de forme sont données dans le systeme de coordonnées locales comme
suit :

Ni=gl=6l-ml—20)
N =g(l+60-md—2)
Ni=g(1+& 1+l —9)
Ny=g(I =6 d+md —20) (VL1.8)
Ns=g(1 =& —m(l+2)
Ne=g(1+ &1 —md+2)
N =g+ 50 +md+2)
Ng = g1 =& +ml+2)

On peut écrire ces fonctions sous une forme concise,
(VI1.9)

Ni = (1 +EE)(1 + mmi)(1 +¢&i)

ou (&, ni, &) désigne les coordonnées de référence du nceud (i). On peut constater que

les fonctions de forme varient linéairement dans les directions &, » et £ Par conséquent, ces
fonctions de forme sont parfois appelées fonctions tri-linéaires. La fonction de forme N; est
une analogie tridimensionnelle. Il est tres facile d'observer directement que les éléments tri-
linéaires possédent la propriété de fonction delta. En outre, étant donné que toutes ces
fonctions de forme peuvent étre formées a l'aide de I'ensemble commun de huit fonctions de
base de :
ks

Iy

.Eng (VI1.10)

.. En ke,

ny

Ces fonctions contiennent a la fois des fonctions de base constantes et linéaires.
Dans un élément hexaedre, le vecteur de déplacement U est fonction des coordonnées X,
y et z, et comme précédemment, il est interpolé a l'aide des fonctions de forme :

U = Nd. (VI.11)

Ou le vecteur de déplacement nodal, d. est donné par :
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d, déplacement du nceud 1

d.» déplacement du nceud 2

d,; déplacement du nceud 3

d. — d,.y déplacement du nceud 4
“7 | ds; déplacement du neeud 5 (V1.12)

d.g déplacement du nceud 6

d.7 déplacement du nceud 7

des déplacement du nceud 8

Ainsi, la matrice des fonctions de forme est donnée par :

N=|[N; N2 N3 Ny Ns Ng N7 Ns] (VI1.13)

On peut voir d'en que la fonction de forme est une fonction lineaire de x, y et z. 1l a été

mentionné qu'il y a un total six contraintes dans un élement 3D. La relation entre la
déformation ¢ est les déplacements nodaux est donnée par la relation suivante:
£ = LU = LNd, = Bd, (V1.14)
Dans ce cas, la matrice de déformation B peut étre exprimée comme:
B=[Bi B B; By Bs Bs B7 Bs] (V1.15)

par laquelle :

—

[ON;/dx 0 0
0 AN; /Dy 0
i _iii_| 8 0  aN;/dz (V1.16)
: : 0 ON;j/dz ON;/dy
AN; [z 0 dN;/dx
| ONi/dy dNj/[ox 0: |

Comme les fonctions de forme sont définies en termes de coordonnées naturelles, &, i et
¢, pour obtenir les dérivées par rapport a X, y et z dans la matrice de déformation, la regle de
différenciation partielle doit étre utilisée:

d N; dN;jdx dN;jdy ON; dz

e rade e
o0& dx o0& dy 0& dz 0§
d N; dN;j dx dN;jdy ON; dz

aukaet, ST it e PR sl e AP Pepatatia LS
an dx dn oy an dz on (VI.17)

d Nj dNj dx - dNj dy o dN; 9z
ac dx 0¢ dy dc¢ dz 0

Le systeme précédent peut étre exprimé sous forme matricielle

dN;/0&E dN;/ox
ONi/an } =J § INi/dy (V|18)
dN; /L dN;i/oz

ou J est la matrice jacobienne définie par :
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ax/o& dv/oE dz/o&
J=|dx/on oy/on dz/0n (VI1.19)
ax/or dy/dr 3z/9C

Rappelons que les coordonnées, X, y et z sont interpolées par les fonctions de forme a
partir des coordonnées nodales, ce qui donne :

X1 M 21
ANy dN2 dN3 ONs 0ONs dNg ON7 ONST | v o

= Ja e

13 9§ 9§ 9§ 9§ 13 ag o0& X3 y3 23
ON1 dN2» 0ON3 dNg ONs dNg IN7 ONg X4 V4 2
I=|= > = : O (vi20)

on an an an an an an an X5 Y5 25

dN1 dN» ON3 dNs ONs dNg dN7 ONg X6 V6 326
tily ac ac aZ ke il'e ke o 1| X1 ¥Y1 27
.\'8 _\‘8 S

Or,
Y8 xidN;/0E YN iaNi/3E Yo, zidN; /ag'l

J= Z,-Szl xidN;i/dn Z?:l vioON;/dn Z?:l ZidN;j /dn (V1.21)
[Zle XN JOr  Yb_ ¥idN;/Or Y, zidN; /acJ

Les dérivées des fonctions de forme peuvent étre écrites comme suit :

AN;i/dx AN;/IE
aNi/ayy =3 LanNi/an (V1.22)
ANz AN;/aC

Ce vecteur est ensuite utilise pour calculer la matrice de déformation, B, en remplagant
toutes les dérivées des fonctions de forme par rapport a x, y et z par celles par rapport a & » et
¢

Une fois que la matrice de déformation, B, est calculée, la matrice de rigidité, Ke, pour
les éléments solides 3D peut étre obtenue en remplacant B. On sait que 1’énergie a la formule
suivante :

1 1
U= —J oTedV = EJ(DE)TedV

2
1 V1.23
1
= > dT[BTDBdV]d
Avec :
¢=Bd

(6x1) (6x24)x(24x1)

d : est le vecteur de déplacement

Donc la  matrice k est donnée par [’équation  suivante
90
(VI1.24)



k= f BTDBdV

(24x24) (24 x06)x(6x06) x(0x24)
Le volume dV en fonction des paramétres du repére de référence (& i , {) est donné par
la forme suivante :
dV=(detJ)dEdnd<s (V1.25)
Au final la matrice k devient :

111
k=[[[ TEB(detd)dsdnds (V1.26)

1510

I11. ELEMENT TETRAEDRIQUE

Considérons la méme structure solide 3D que la figure V1.2, dont le domaine est divisé
de maniere appropriée en un certain nombre d'éléments hexaedres. La figure V1.5 montre un

¢lément tétraedre a quatre nceuds, chacun ayant trois ddl.

Figure V1.5 : Elément tétraédrique

Le systeme de coordonnées cartésiennes local pour un élément tétraédre peut
généralement étre le méme que le systeme de coordonnées global, car il n'y a aucun avantage
a avoir un systéeme de coordonnées cartésiennes local distinct. Dans un élément, le vecteur de
déplacement U est fonction des coordonnées X, y et z, et est interpolé par des fonctions de
forme sous la forme suivante :

U"(x. y.2) = N(x. y. 2)de (V1.26)

Ou le vecteur de déplacement nodal, de, est donné comme suit :
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v Déplacement du nceud 1

u
1>
v2 Déplacement du nceud 2
un
de=1 o (V1.27)
v3 Déplacement du neeud 3
w3
Iy
vy Déplacement du nceud 4
ws

On peut déduire, la matrice des fonctions de forme a la forme suivante :

node | node 2 node 3 node 4

———— ———— —— ——

Nt O ONO ON: O ONgy O O (V1.28)
N = 0N O 0 N>, O O N30 O Ny O
0 ON O O NO O N: O O Ny

Pour développer les fonctions de forme, nous utilisons ce que l'on appelle les
coordonnées de volume, qui est une extension naturelle des coordonnées de surface pour les
solides 2D. L'utilisation des coordonnées de volume le rend plus pratique pour la construction
de fonctions de forme et l'intégration de matrice d'éléments. Les coordonnées de volume pour

le nceud 1 sont définies comme suit :

Vpay
L = —

Vi234

(V1.29)

oU Vpo3s et Vip34 désignent respectivement les volumes des tétraédres P234 et 1234,
comme le montre la figure VI.6. La coordonnée de volume pour le nceud 2-4 peut également

étre définie dans le méme maniére.
Vpi34 Veis 5 _ Vein (V1.29)

Figure V1.6 : Coordonnées du volume pour les éléments tétraedres.

La coordonnée de volume peut également étre considérée comme le rapport entre la
distance du point P et du point 1 au plan 234.
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dp_234 dp_134 dp_124 dp_123 (V1.30)
Ly = y L= /
d1-234 di-234

L =

T dyoaay T d1-a3s

On peut facilement confirmer que :
Ly+ L+ Liy+Ly=1
(VI1.31)
Vp2as + Veias + Veias + Vei2a = Vi
On peut également facilement confirmer que

1 at the home node i (V1.32)

i = .
0 at the remote nodes jk/

En utilisant I’équation précédente, la relation entre les coordonnées de volume et les
coordonnées cartésiennes peut étre facilement dérivee :

Xx=Lix1 + Lyxa+ Lixi+ Laxy

v=Livi+ Lava+ Livi+ Lavy (VI1.33)

z=Liz1 + Lxz2 + L3zz + Lazs

Les équations précédentes peuvent alors étre exprimées comme une seule équation
matricielle comme suit:

1 [ f 2 x| Ly
x| _1X1 X3 a3 Xy La
y D ¥I 2 ¥ Vs Lj (VI 34)
z a 22 3 |l |Ls
L'inversion de la matrice donnera :
Ly ay b ¢ d |
L: 1 a b: 2 d'_' X
Y (e 6V lax by c¢3 ds 3 (V|35)
L.; as h.; Cc4 114 Z
ou:
Xj ¥j Zj 1 Yi Zj
ai=det|xx w |, bi=—det|l w z
XX V1 z 1w (V1.36)
yi 1 gj vi zj |1
cg=—det |y 1 |, di=—det|w z |
v 1 2 wi u 1

Dans laquelle I'indice i varie de 1 a 4, et j, k et | sont déterminés par une permutation
cyclique de l'ordre de i, j, k, I. Par exemple, sii =1, alors j =2, k=3, 1=4. Lorsque i = 2,
alors j =3, k=4, 1=1. Le volume de I'élément tétraédre V peut étre obtenu par
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(V1.37)

Les propriétés de Li, telles que décrites dans les équations (V1.30) a (V1.32), montrent que Li peut étre
utilis¢ comme fonction de forme d'un élément tétra¢dre a quatre noeuds:

1

(V1.38)

N; =1L;

i = ﬁ‘,(d, + bix + CiV -+ (/’:)

D'aprés 1’équation (V1.37), la matrice des moments des fonctions de base linéaires ne
sera jamais singuliére, @ moins que le volume de I'élément ne soit nul. 1l a été mentionné qu'il
y a au total six contraintes dans un élément 3D. Les composantes de la contrainte sont {exx,
Gyys Oz Oy Oxa Oxy}. POUN Obtenir les déformations correspondantes, {&x, &y, &z &z & &y}

¢ = LU = LNde = Bd (VI1.39)
Ou la matrice de déformation B est donnée par
[a/ax 0 0 W
0 a/ay 0
0 0 3/9z |
B=EN=:{ 4 a/dz 8/dv s (V1.40)
afdz 0 3/ax
| a/ay ajax 0 |
Donc, la matrice de déformation B, peut étre obtenue comme :
by 0 0 b, 0O 0 by O 0 by 0 0 ]
0 ¢ 0 0 2 0 0 ¢35 0 0 ¢ O
B L f) 0 d (') 0 do 0 0 d; F) 0 ds (V1.41)
2V cg by 0 ¢ by 0O 3 b3 0 ¢4 by O
0O d ¢4 0 d» ¢ 0 di e3 0 dy ¢y
L di 0 by d» 0 by d;3 0 by dy 0 bs .

On peut voir que la matrice de déformation pour un élément tétraédre linéaire est une
matrice constante. Cela implique que la déformation a l'intérieur d'un élément de tétraedre
lineaire est constante.

I11.1 ELEMENT DE LA MATRICE DE RIGIDITE

Une fois la matrice de déformation obtenue, la matrice de rigidité k. pour les éléments
solides 3D. Comme la déformation est constante, la matrice de déformation de I'élément est
obtenue comme suit :

k= f BTDBdV (V1.42)

Notez que la matrice de constante de matériau ¢ est donnée généralement par 1’équation
(V1.28).
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La matrice de masse peut également étre obtenue en utilisant I'équation comme suit :

N1 Niz2 Nz Nig

= R Na; N2z N3 Ny (V1.43)

m,-_‘/} pN NdV _/}p Nat N> Nis N dV
Nst Ny Ni3 Ny
Ou:
NiN; 0 0
L\'{j = () .'\'/ 1\"] () (VI44)
0 0  NiN;

Utilisation de la formule suivante [Eisenberg et Malvern, 1973] :
j L',"L','L{,’Lﬁ qv — m!n!plq! 6V, (V1.45)

V. S2e (m+n+p+q+3)!

Nous pouvons facilement eévaluer l'intégrale dans I'équation. (9.20) pour donner

2 0 0 1 00100 1 0 0]
20 01 0010010

2 001 001 001

2001 001 00
2001001 0

m_& 200 1 001 (V1.46)

CT 20 200 1 00
2001 0

20 0 1

SV, 20 0

' 20

2

Pour avoir le vecteur de force nodale, un exemple d’un €lément qui soit chargé par une
force distribuée fs sur le bord 2-3 de I'élément, comme illustré a la figure V1.6; le vecteur de
force nodale devient :

L= [INF
Ji

fsa
Soy 3 dl (V1.47)
4 ’('

I3

Si la charge est uniformément répartie, fs, fx et fs; sont des constantes et I'équation ci-
dessus devient :

{0}3.4

{0}1.4
fsx
frs
fs:

fo=zhyf | (V1.48)

2 fsy

fs:
{0},
{0},
{0},
{0}5,
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Ou 13-4 est la longueur du bord 3-4. Le vecteur de force f, implique que les forces
réparties sont également divisées et appliquées aux deux nceuds. Cette conclusion s'applique
également aux forces de surface uniformément réparties appliquées sur n'importe quelle face
de I'élément, et aux forces corporelles uniformément réparties appliquées sur tout le corps de
I'éelément. Enfin, la matrice de rigidité, ke, la matrice de masse, me, et le vecteur de force
nodale, f,, peuvent étre utilisés directement pour assembler I'équation globale, sans passer par
une transformation de coordonnées.

Exemple :

Dans cet exemple, on va donner plusieurs modéles de systeme modélisés a I’aide d’un logiciel
numerique.

1- Analyse d’un Crash d’une voiture
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2- Modélisation d’un siége de train

3- modélisation de la perte d’une aube dans un réacteur

"
585 5Tres

Livalzrt vorn Mi
1.00=-+009

9
£

5
502+009

0.000

2.00=-+009
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Interface os - prothese n du genou
ligaments, tendons,

cartilages, ménisques

5- Voiles : Mat 45 m, 30 Tonnes Carbone-Nomex




CONCLUSION :

La méthode des éléments finis est une méthode numérique, elle est congue au processus
de formulation, a la théorie et a la substance de la pratique informatique.

La théorie de cette méthode est totalement analytique, donc elle est absolument
indépendante du choix de I'implémentation discrete. Pour implémenter la théorie a I'aide des
fonctions de base, ces fonctions reflétent la précision du calcul. La théorie des champs
vectoriels, utilisées sans exception générent la forme matricielle du probléme traite.

Au final, I"utilisateur de la méthode des éléments finis commence par la discrétisation
du systéeme traité. Par la suite, il utilise les formes matricielles et vectorielles des éléments
choisis. Enfin, il combine développe le calcul matriciel adapté selon les cas que nous avons
traité (barre, poutre, triangle,...) afin de trouver la solution du probleme.
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