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ABSTRACT

Abstract

This paper presents an improved beam-theory for the bending vibratory behavior analysis of
thick functionally graded (FG) beams those accounts for thickness-stretching. The number of
unknowns in this theory is four, as opposed to five in the other methods. The transverse
displacement can be separated into thickness-stretching, bending, and shear components using
a hyperbolic function as an expression. There is a decrease in the number of governing
equations as a result of the reduction in unknowns. Without the need for a shear correction
factor, the boundary conditions at the top and bottom of the FG beam faces are satisfied.
Effective properties of FG beam material vary constantly in the thickness direction based on
the volume percentage of the constituent, as per a distribution law. The equations of motion for
a supported FG beam under transverse load are derived from Hamilton's principle and are
solved by assuming the Navier's solution type. The obtained numerical results are exposed and
thoroughly analyzed to confirm the validity of the current theory and demonstrate the impact
of normal deformation, which is largely ignored in beam theories, on the vibratory responses
of FG beams. It also proves the influence of material composition, geometry, and shear
deformation on these responses. We compare the reported results with various beam theories’
predictions. We find that the current theory for predicting the bending and free vibration

responses of FG beams is straightforward and accurate.

Keywords: improved beam-theory; functionally graded beam; thickness stretching; vibration;

frequency response



RESUME

Résumé

Une théorie raffinée de la poutre qui tient compte de I'étirement d'épaisseur est présentée dans
cette étude pour l'analyse du comportement vibratoire de flexion des poutres épaisses
fonctionnellement graduées (FG). Dans cette théorie, le nombre d'inconnus est réduit a quatre
au lieu de cing dans les autres approches. Le déplacement transversal s'exprime par une fonction
hyperbolique et est subdivise en éléments d'inclinaison, de coupe et d'étirement de I'épaisseur.
Le nombre d'inconnus est réduit, ce qui entraine une diminution du nombre de I'équation
régnante. Les conditions limites sur les faces supérieures et inférieures de la poutre FG sont
satisfaites sans aucun facteur de correction de coupe. Selon une loi de distribution, les
caracteéristiques effectives du matériau de poutre de FG changent continuellement dans la
direction de I'épaisseur en fonction de la proportion de volume du constituant. Les équations de
mouvement sont obtenues a partir du principe de Hamilton et sont résolues en supposant le type
de solution de Navier, pour le cas d'une poutre FG soutenu qui est chargé transversalement. Les
résultats numeriques obtenus sont exposés et analysés en detail pour Vérifier la validité de la
théorie actuelle et prouver l'influence de la composition du matériau, de la géométrie et de la
déformation de la coupe sur les réponses vibratoires des poutres FG, montrant I'impact de la
déformation normale sur ces réactions qui est négligée dans la plupart des théories de la poutre.
Les résultats obtenus sont comparés a ceux prédits par d'autres théories de la poutre. On peut
conclure que la théorie actuelle est non seulement précise mais aussi simple pour prédire les

réponses a la flexion et a la vibration libre des poutres FG.

Mots-clés : Une théorie raffinée de la poutre ; poutre fonctionnellement classée ; étirement de

I’épaisseur ; vibration ; réponse de fréquence.
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Introduction Générale

INTRODUCTION GENERALE

Les matieres classifiées fonctionnellement (FGM) sont de nouveaux types de composites
obtenus en mélangeant des constituants céramiques et métalliques [1-4]. Les propriétés du
matériau varient continuellement selon 1’épaisseur de la poutre en fonction du rapport de
melange. Cela évite la concentration de contraintes observee dans les composites laminés. Les
FGM sont réservés a des usages spécifiques, par exemple, les revétements de barrieres
thermiques pour les lames de turbine, les boucliers pour les applications militaires, les industries
automobile, spatiale et aérospatiale, les matériaux biomédicaux.
Au cours des dernieres decennies, des etudes sur les poutres de matériau fonctionnellement
classé (FGM) [5-10], les plaques [11-19] et les coquilles [20-22] ont recu une attention
substantielle, et un large éventail de théories de la poutre et de la plaque a été introduit, basé
sur les theéories classiques et la déformation du cisaillement des facades et des plaques.
Les FGM sont actuellement trés demandés par les industries, nécessitant des modeles trées
spécifiques pour analyser leur comportement et prévoir leurs réponses. De nombreux
chercheurs s'intéressent aux différentes analyses de structures génétiquement modifiées en
raison de leurs vastes domaines d'application.
Les deux principaux modeéles de poutre, le modeéle Euler-Bernoulli (CBT) pour les poutres fines
et le modele Timoshenko (SDT) pour ceux épaisses, ont été introduits. Le modéle CBT ignore
I'effet de deformation de cisaillent transversale. Il a été modifié pour tenir compte de la
déformation de cisaillement, ce qui a entrainé le modeéle SDT. Néanmoins, ce deuxieme modeéle
nécessite une correction de cisaillement pour satisfaire les conditions limites des facades des
barres supérieures et inférieures, ce qui influence les résultats. Le SDT d’ordre élevé vise a
éliminer la défaillance du CBT et du SDT de premier ordre en supposant une variation de rang
supérieur grace a I'épaisseur de la poutre FG pour le déplacement transversal sans fournir de
correction de cisaillement.
Plusieurs modeles avec différentes formes de contraintes de cisaillement ont été proposes, par
exemple, le modele Reddy [23]. Thai et Vo [24] ont présenté plusieurs théories raffinées des
poutres HSDT. lIs ont montré que ces modeles sont tres efficaces dans les études statiques et
dynamiques des poutres FG et laminés. Récemment, Ebrahimi et coll. [25] ont analysé la

vibration thermomécanique de feux de GFG température-dépendants avec des porosités en
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utilisant un TDH. Aydogdu et al. [26] ont utilise le modéle Euler-Bernoulli et les fonctions de
cisaillement parabolique et exponentiel pour examiner les réponses a la vibration de flexion
d'une poutre de FG simplement appuyé. Ben Oumrane et al. [7] ont utilisé différentes théories
de poutres pour étudier le comportement statique d’une poutre de Timoshenko épaisses. Une
solution numérique pour (TBT) et (HSDT) est présentée par Simsek [27] en utilisant la méthode
Ritz. La méthode des éléments finis et la méthode HSDT sont utilisées par Rakesh et al. [28]
pour analyser les réponses a la vibration en flexion des poutres épaisses de FG. Zhong et Yu
[29] fournissent une solution analytique pour la poutre en porte-a-faux épaisse pour différents
types de charges mécaniques. Sur la base du concept de surface neutre, Ould Larbi et al. [30,31]
ont présenté une théorie efficace pour étudier la vibration libre de flexion des poutres FG
épaisses. De méme, une nouvelle théorie de premier ordre de la TSD est développée par
Bouremana et al. [32], basée sur la position de la surface neutre pour les poutres FG épaisses.
L'impact d'étirement de l'épaisseur a été introduit pour la premiere fois dans I'analyse du
comportement vibratoire des plaques FG épaisses [33]. Osofero et al. [34] ont fourni une
méthode d'analyse de la courbure dans la flexion des poutres sandwiches FG, en tenant compte
des effets d'étirement et de coupe.
Meradjah et al. [35] ont également intégré les effets d’étirement de 1’épaisseur dans une
nouvelle théorie de contrainte de cisaillement pour analyser la vibration de flexion des
poutresFG.

D apres la littérature mentionnée ci-dessus, il est évident qu'il n'y a pas d'ouvrage publié qui
considére l'impact de I'étirement d'épaisseur sur la vibration mécanique des poutres de FG
épaisses. Ce probléeme n’est pas bien étudié et d’autres études sont nécessaires. Dans ce travail,
une théorie raffinée est présentée pour analyser la vibration de flexion de la poutre épaisse FG,
avec des extrémités soutenues et sous charge transversale. Cette théorie fournit un déplacement
transversal constant et une variation d'ordre supérieur du déplacement axial a travers la
profondeur de la poutre de sorte qu'il n'y ait pas besoin de facteurs de correction de cisaillement
En superposant la déviation sur les parties de flexion, de cisaillement et d’étirement a
I’épaisseur, les équations régissant sont dérivées du principe de Hamilton. Le systeme
d'équations obtenu est résolu en utilisant les solutions de Navier. Les caractéristiques du
matériau sont supposées changer a travers I'épaisseur de poutre suivant la loi de dosage. Des
formulations mathématiques détaillées sont fournies, et des résultats d'exemple sont proposés
pour montrer la pertinence de la théorie actuelle et pour Vérifier cette exactitude. Notre approche
présente l'avantage d'utiliser moins de variables par rapport a d'autres théories et elle prouve

également les effets de I'épaisseur-étirement et les influences de nombreux paramétres tels que

2
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I'indice de matériau et le rapport de maigreur sur la réponse de fréquence et les contraintes. La
théorie proposée de la déformation normale et de cisaillement d’ordre supérieur n'est pas
seulement précise, mais offre également une approche élégante et facile a mettre en ceuvre pour

simuler les comportements de flexion et de vibration des poutres FG épaisses.
Ce travail est devisé sur quatre chapitres :

Dans le premier chapitre : On a donné une définition des matériaux a gradient de propriétés
(FGMs), leur évolution dans I’histoire, leurs domaines d’utilisation ainsi que I’application de

les FGM dans le domaine de Travaux public.

Le deuxieme chapitre : Dans ce chapitre, nous avons étudié un point de vue global sur les
poutres et I'évolution des théories concernant ces derniéres. Les lois de mélange des poutres ont
été exposees, puis les theories des poutres ont été démontrées, telles que la théorie classique
(CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDT) et les théories d'ordre élevé (HSDT).

Toutes ces théories sont extrémement intéressantes pour évaluer le cisaillement transversal.

Le troisieme chapitre : Une théorie de deformation de cisaillement est exposée dans ce
chapitre afin d'analyser les vibrations des poutres FGM. Pour dériver les equations de
mouvement, cette théorie utilise le principe de Hamilton. La solution de ces équations est
déterminée a partir de la solution de Navier et des conditions des limites de la poutre FGM
utilisée.

Le quatriéme chapitre : Il est dédié aux résultats et a la représentation des courbes des études

comparatives effectuées, ainsi qu‘aux commentaires sur ces résultats.
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1. Définition des Matériaux FGM :

Les matériaux a gradient évalués (FGM) sont des matériaux composites qui présentent une
variation continue de leur composition, de leur microstructure ou de leurs propriétés dans
I'espace. lls sont constitués de deux ou plusieurs ingrédients de matieres, généralement un métal
et une céramique, dont les fractions de volume relatif changent graduellement d'une phase a
l'autre. Cette transition progressive permet d'obtenir des propriétés optimisées localement,
comme la résistance mécanique, la tenue en température ou la résistance a la corrosion, en
évitant les problémes d'interface abrupte entre les matériaux discrets qui peuvent entrainer des

fissures ou des déformations.[50]

2. L'histoire des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) :

L'histoire des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) débute au Japon au milieu des
années 1980. Le concept est generalement attribué a un scientifique japonais qui, a I'époque,
cherchait a développer un matériau innovant pour les applications spatiales. Ce matériau devait

pouvoir résister aux temperatures extrémes rencontrées lors de la rentrée atmosphérique.

L'idée novatrice était de créer un matériau dont les propriétés variaient progressivement d'un
point a l'autre. Cela permettait de combiner les avantages de deux matériaux distincts au sein
d'un composant unique. Par exemple, un FGM pourrait avoir un c6té en céramique resistant a
la chaleur pour supporter la rentrée atmosphérique, et se fondre progressivement en un métal

plus ductile de l'autre c6té pour résister aux contraintes structurelles.

Le concept de FGM a rapidement suscité I'intérét de la communauté scientifique et le premier
congres international consacré a ces matériaux s'est tenu au Japon en 1991. Depuis lors, la
recherche et le développement dans le domaine des FGM se sont poursuivis activement dans le

monde entier.

Aujourd'hui, les FGM présentent un intérét pour de nombreuses applications, notamment les
implants médicaux, les turbines a gaz, les outils de coupe et les réacteurs nucléaires. La
recherche se poursuit pour améliorer les techniques de fabrication et identifier de nouvelles

applications exploitant les propriétés uniques des FGM.
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Le domaine des FGM est toujours en développement, avec de nouvelles découvertes et
innovations réguliéres. Les scientifiques explorent également la création de matériaux

multifonctionnels avec des gradients de plusieurs propriétés.[50]
2.1 Points clés de I'histoire des FGM :

Années1980 : Origine du concept au Japon pour les applications spatiales.
1991 : Premier congres international sur les FGM.

Années 1990 et suivantes : Développement accru des techniques de fabrication et exploration

d'applications.
Aujourd’hui : Applications variées et domaine en constante évolution.

2.2 L'avenir des FGM :

Les FGM offrent un potentiel considérable pour de nombreuses applications et le domaine est
en pleine expansion. Les progrées de la recherche et de la technologie permettront de créer des

FGM encore plus performants et d'étendre leur utilisation dans de nouveaux domaines.

3. Application des matériaux FGM :

3.1 Aérospatiale :

3.1.1 Turbines a gaz :

Les FGM sont utilisés dans les aubes de turbine pour résister aux températures extrémes et
aux contraintes mécaniques ¢levées rencontrées dans les moteurs d'avion. La variation
de composition permet d'avoir une partie céramique résistante a la chaleur a
l'extrémité chaude et une partie métallique plus ductile a la base pour supporter les
charges.

3.1.2 Tuyaux d’échappement :

Les FGM peuvent étre utilisés dans les tuyaux d'échappement pour réduire le poids et
améliorer la résistance a la corrosion et aux températures ¢levées.

3.1.3 Boucliers thermiques :

Les FGM peuvent étre utilisés dans les boucliers thermiques des véhicules spatiaux pour les
protéger de la chaleur intense lors de la rentrée atmosphérique.

3.2 Automobile :

3.2.1 Pistons :



Chapitre 1 Généralités sur les matériaux FGMs

Les FGM peuvent étre utilisés dans les pistons pour réduire le poids, améliorer la résistance a
l'usure et a la chaleur.

3.2.2 Freins:

Les FGM peuvent étre utilisés dans les disques de frein pour améliorer la performance de
freinage et la résistance a la chaleur.

3.2.3 Systémes d’échappement :

Similaire a l'aérospatiale, les FGM peuvent alléger les systemes d'échappement automobiles
tout en améliorant leur résistance.

3.3 Biomédical :

3.3.1 Protheses de hanche et de genou :

Les FGM peuvent étre utilisés dans les prothéses pour mieux imiter les propriétés
mécaniques des os naturels, améliorant la longévité et la mobilité.

3.3.2 Implants dentaires :

Les FGM peuvent étre utilisés dans les implants dentaires pour offrir une meilleure
osseointégration et une meilleure résistance a la charge.

Autres domaines potentiels :

« Electronique : Les FGM peuvent étre utilisés pour créer des circuits électroniques avec
des propriétés graduelles, permettant d'obtenir de nouvelles fonctionnalités et d'améliorer
les performances.

e Energie: Les FGM peuvent étre utilisés dans les systemes de production d'énergie, comme
les piles a combustible et les réacteurs nucléaires, pour améliorer l'efficacité et la

sécurité.[51]
4. Applications des FGM dans le domaine des Travaux Publics :
Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) présentent un grand potentiel pour
révolutionner le domaine des travaux publics grace a leurs propriétés uniques. lls peuvent offrir

des solutions innovantes pour améliorer la durabilité, la performance et la sécurité des

infrastructures.

4.1 Revétements de ponts et de routes :
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Les FGM peuvent étre utilisés comme revétements pour les ponts et les routes, offrant

une meilleure résistance a l'usure, a la corrosion et aux produits chimiques.

Cela peut prolonger la durée de vie des infrastructures et réduire les colts de

maintenance.

De plus, les FGM peuvent étre congus pour réduire le bruit de la circulation et améliorer
la sécurité des piétons.
4.2 Réparation des structures en béton :

Les FGM peuvent étre utilisés pour réparer les structures en béton endommagées,

comme les ponts, les batiments et les barrages.

Ils peuvent s'adapter a la forme de la structure existante et fournir une meilleure

résistance a la compression et a la traction.

Cela permet de prolonger la durée de vie des structures et d'éviter des reconstructions

co(teuses.

4.3 Tuyaux et canalisations :

Les FGM peuvent étre utilisés pour fabriquer des tuyaux et des canalisations plus

résistants a la corrosion et a I'abrasion.
Cela peut réduire les fuites et les dommages, et améliorer la qualité de I'eau potable.

De plus, les FGM peuvent étre utilisés pour créer des canalisations intelligentes qui

peuvent détecter les fuites et autres problémes en temps réel.

4.4 Digues et murs de souténement :

Les FGM peuvent étre utilisés pour construire des digues et des murs de souténement

plus résistants aux vagues et aux intempéries.
Cela peut protéger les cotes et les infrastructures contre I'érosion et les inondations.

De plus, les FGM peuvent étre congus pour absorber I'énergie des vagues et réduire

I'impact sur lI'environnement.
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4.5 Tunnels et infrastructures souterraines :

Les FGM peuvent étre utilisés pour construire des tunnels et des infrastructures souterraines

plus résistants aux charges et aux vibrations.
Cela peut réduire les risques d'effondrement et améliorer la sécurité des personnes.

De plus, les FGM peuvent étre utilisés pour créer des tunnels intelligents qui peuvent surveiller
leur propre état et s'adapter aux changements de conditions.

4.6 Avantages des FGM pour les travaux publics :

4.6.1 Durabilité accrue :

Les FGM peuvent prolonger la durée de vie des infrastructures et réduire les cofits de
maintenance.

4.6.2 Performance améliorée :

Les FGM peuvent offrir une meilleure résistance a l'usure, a la corrosion, aux produits
chimiques et aux intemperies.

4.6.3 Sécurité accrue :

Les FGM peuvent améliorer la sécurité des infrastructures et des personnes.

4.6.4 Innovation :

Les FGM permettent de créer des solutions innovantes pour les défis du génie civil.

4.7 Défis et perspectives :

Le développement et l'utilisation des FGM dans le domaine des travaux publics font face a
certains défis, tels que le colt éleve de production et le manque de normes et de réglementations.
Cependant, les progrés de la recherche et de la technologie font baisser les codts et les efforts
sont en cours pour développer des normes et des réglementations pour l'utilisation des FGM

dans les infrastructures.

5. Conclusion :

Ce chapitre a abordé les matériaux a gradient de propriétés appelés « FGM », leur évolution,
leurs caracteristiques réelles, leurs domaines d'utilisation et I’application des FGM dans le

secteur des travaux publics.
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1. Définition des poutres :

Une poutre est un élément structural essentiel dans le domaine de la construction et du génie
civil. Elle est définie comme un support horizontal allongé, fabriqué en bois, en métal ou en
béton armé, congu pour résister a la flexion sous des charges. Les poutres sont utilisées pour
supporter des poids sur de longues portées sans nécessiter de support intermédiaire, ce qui les
rend cruciales pour la stabilité des structures telles que les batiments, les ponts et les toits. En
architecture, les poutres peuvent également avoir une fonction esthétique, en plus de leur rdle
structurel, en ajoutant du caractére et de la beauté aux espaces intérieurs et extérieurs. Dans
l'ingénierie aéronautique, une poutre peut désigner une partie de la structure d'un avion qui relie

les empennages aux ailes ou au fuselage. [52]
2. Analyse vibratoire des poutres :

L'analyse vibratoire des poutres est une branche importante de la mécanique des structures qui
se concentre sur I'é¢tude des vibrations des poutres. Cette analyse est cruciale pour garantir la
sécurité¢ et la durabilité des structures, car les vibrations excessives peuvent entrainer des
défaillances ou des dommages. Les poutres en matériaux a gradient fonctionnel (FGM) sont
particuliérement intéressantes en raison de leur capacité a avoir des propriétés qui varient de
manieére continue a travers leur épaisseur, ce qui peut étre optimisé pour améliorer la
performance vibratoire. En utilisant la théorie d'Euler-Bernoulli, les ingénieurs peuvent
modéliser le comportement vibratoire des poutres FGM en appliquant le principe des travaux
virtuels pour obtenir les équations de mouvement. Les fréquences fondamentales, qui sont
essentielles pour comprendre la réponse dynamique de la structure, sont calculées en résolvant
ces équations. Des études numériques peuvent ensuite étre menées pour examiner l'influence
de la distribution des matériaux sur les fréquences fondamentales, en tenant compte de
différentes conditions aux limites. Ces analyses permettent de prédire comment la structure
réagira a diverses excitations et charges, et sont donc indispensables dans la conception et

I'évaluation des structures modernes.[53]

3. Flexion des poutres :

11
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La flexion des poutres est un concept fondamental dans le domaine de la résistance des
matériaux, particulierement en génie civil et mécanique. Elle décrit la déformation subie par
une poutre lorsqu'elle est soumise a des forces extérieures, telles que des charges ou des poids.
Cette déformation est généralement une courbure qui résulte de 1'application de ces forces. La
théorie des poutres, qui comprend les modéles d'Euler-Bernoulli et de Timoshenko, permet de
prédire le comportement des poutres sous diverses charges. Le modéle d'Euler-Bernoulli, par
exemple, néglige l'influence du cisaillement et est donc plus adapté aux poutres longues et
minces ou cet effet est moins significatif. En revanche, la théorie de Timoshenko prend en
compte l'effet du cisaillement, ce qui la rend plus précise pour les poutres courtes et €paisses ou

le cisaillement ne peut étre ignor¢.

La flexion peut étre analysée a travers des essais mécaniques tels que les tests de flexion trois-
points ou quatre-points, qui évaluent la résistance d'un matériau a la flexion. Ces tests sont
cruciaux pour garantir la sécurité et la fiabilité des structures en poutres. En chaudronnerie, par
exemple, le pliage d'une tole est une forme de flexion ou l'on cherche a dépasser la limite
¢lastique du matériau pour obtenir une déformation plastique permanente. Cependant, dans la
plupart des autres applications, 1'objectif est d'éviter de dépasser cette limite élastique afin de

préserver l'intégrité structurelle de la poutre.

L'étude de la flexion des poutres implique également la compréhension de la fibre neutre, qui
est la ligne imaginaire au sein de la poutre ou la longueur reste constante pendant la flexion.
Les fibres situées au-dessus de cette ligne sont étirées (traction), tandis que celles en dessous
sont comprimées. La connaissance précise de la position de la fibre neutre est essentielle pour

calculer les contraintes et les déformations subies par la poutre.

En résumé, la flexion des poutres est un phénomene complexe qui nécessite une compréhension
approfondie des propriétés des matériaux et des principes de la mécanique. Les ingénieurs
utilisent ces connaissances pour concevoir des structures capables de résister aux forces
auxquelles elles seront soumises tout au long de leur vie utile, assurant ainsi la sécurité et la
durabilité des constructions. La flexion des poutres reste un domaine d'étude et d'innovation
important, avec des recherches continues pour développer de nouveaux matériaux et méthodes

de conception pour répondre aux défis de I'ingénierie moderne.[54]
4. La vibration de flexion :

La vibration des flexions est un phénoméne physique qui se produit lorsque des forces

dynamiques sont appliquées a un objet élastique, comme une poutre ou une plaque, ce qui
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entraine des oscillations autour de sa position d'équilibre. Ces vibrations sont cruciales dans de
nombreux domaines de I'ingénierie et de la physique, car elles peuvent affecter la durabilité et
la stabilité des structures. Par exemple, dans le domaine de la construction, comprendre les
vibrations de flexion peut aider a concevoir des batiments et des ponts qui résistent mieux aux
tremblements de terre et aux vents forts. En aéronautique, les vibrations de flexion sont prises
en compte pour assurer la sécurité et le confort des passagers et de 'équipage. Les ingénieurs
utilisent des équations complexes, comme I'équation des poutres, pour prédire le comportement
vibratoire des structures et concevoir des solutions pour minimiser les effets indésirables. Les
conditions aux limites, telles que les extrémités encastrées ou libres, jouent un role essentiel
dans la détermination des fréquences naturelles et des modes de vibration d'une structure. Des
techniques comme la méthode de Rayleigh ou la méthode de Ritz sont souvent employées pour
approximer les réponses vibratoires. De plus, I'amortissement est un aspect important de 1'é¢tude
des vibrations, car il contribue a réduire 1'amplitude des oscillations au fil du temps. La réponse
forcée, qui se produit lorsque des vibrations externes sont appliquées a une structure, est
¢galement un sujet d'étude important pour comprendre comment les structures réagissent a des

charges dynamiques continues.[55]
5. Les lois de mélange des poutres :

Les lois de mélange des poutres sont des principes fondamentaux en résistance des matériaux
et en mécanique des structures, qui permettent de comprendre et de prédire le comportement
des poutres composées de plusieurs matériaux différents. Ces lois prennent en compte les
propriétés mécaniques de chaque matériau constitutif ainsi que leur distribution au sein de la
poutre pour déterminer les caractéristiques globales de la structure. Par exemple, dans le cas
des matériaux fonctionnellement gradués (FGM), les propriétés varient de maniere continue le
long de la poutre, ce qui nécessite l'utilisation de théories avancées pour modéliser leur
comportement sous diverses sollicitations. Les équations différentielles obtenues a partir de ces
théories permettent de calculer les déformations, les contraintes et les fréquences de vibration
des poutres en FGM, en tenant compte des gradients de propriétés. Ces modeles sont essentiels
pour la conception de structures dans des domaines tels que l'aérospatial, la médecine ou la
défense, ou les matériaux doivent répondre a des exigences spécifiques en termes de
performance et de fiabilité. En outre, les lois de mélange jouent un réle crucial dans le
dimensionnement des poutres, en permettant aux ingénieurs de sélectionner les matériaux
appropriés et de calculer les dimensions nécessaires pour que la structure résiste aux charges

appliquées tout en minimisant le poids et le colit. Les lois de mélange des poutres illustrent
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l'importance de la mécanique des matériaux dans l'ingénierie moderne et soulignent la nécessité
d'une compréhension approfondie des propriétés des matériaux pour le développement de

technologies innovantes.[56]
5.1 La loi exceptionnelle E-FGM :

De nombreux chercheurs font appel a la fonction exponentielle afin de décrire les
caractéristiques matérielles des matériaux FGM. La fonction exponentielle est répertoriée par
[Delale 1983] :

E (Z) — Ax eB(z+h/2)

Avec :

Young's Modulus

. T -
0.5 0.0 05

z/h

Figure 1:Variation du module de Young de la poutre E-FGM

5.2 La loi de puissance P-FGM :

La fraction volumique des P-FGM est assurée par une loi de puissance qui se présente sous la

forme suivante :

f(z)=(222;hjp

14



Chapitre2 : Analyse vibratoire des poutres et théories

Ou N est un parameétre du matériau qui représente l'ordre du polyndme.

Young's Maodulus

. : -
05 0.0 0.5
z/h

Figure 2:Variation du module de Young dans une plaque P-FGM

5.3 La fonction sigmoide S-FGM :

Afin de limiter la fluctuation rapide de la matiéere pres de la surface supérieure et
inférieure, on a établi la répartition des matériaux en utilisant deux fonctions en loi de
puissance. On désigne cette distribution sous le nom de fonction sigmoide. Ainsi, la
proportion volumique du matériau est exprimée de la maniere suivante :

1(h-22\] p h
f(z)=1-= our 0<z<

f2(2)=%[h+hzz)K

Pour —23230
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Young's Modulus
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z/h

Figure 3:Variation du module de Young dans une poutre S-FGM

6. Les différentes théories des poutres :

6.1 La théorie Euler-Bernoulli (la théorie des poutres classiques) (CBT) :

On sait que la théorie d'Euler-Bernoulli repose sur la théorie de flexion des poutres
élémentaires qui ne prend pas en compte les effets de la déformation de cisaillement. On sait
aussi qu'elle ne s'applique qu'aux poutres fines.
Dans cette méthode, la quantité d'équations n'est pas liée au nombre de couches car la poutre
multicouche est homogénéisée, ce qui la considere comme une seule couche.
Selon cette théorie, on néglige les déformations causées par le cisaillement transversal (pas de
cisaillement sur la hauteur de la poutre), la section reste perpendiculaire a la ligne moyenne de
la poutre et la section reste plane.
La fonction qui explique comment le déplacement se répartit en fonction de I'épaisseur de la
poutre est :

é(z)= P 0

En ce qui concerne les poutres élancées et selon la théorie classique des poutres, le mouvement
d'un point M est représenté par les deux éléments suivants :
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Figure 4:Cinématique d'Euler Bernoulli

6.2 La théorie de Timoshenko ou bien la théorie du premier ordre (FSDT) :

Au prix d'une fonction supplémentaire, la théorie de Timoshenko est plus approfondie et plus
étendue que la théorie élémentaire des poutres. Grace a cette solution, les solutions analytiques
issues de la théorie classique peuvent étre améliorées.
Cependant, ces solutions sont sujettes a des erreurs dans les environs des appuis et de la zone
de coupe, ce qui peut entrainer des concentrations de contrainte et des champs de déplacement
inégal.

S'appliquant aux poutres courtes, elle repose sur le principe selon lequel, apres une déformation,
la section plane demeure plane mais perd sa perpendicularité par rapport a la ligne moyenne de
la poutre. C'est le résultat du cisaillement transversal, mis au jour par Timoshenko, sur
I'épaisseur de la poutre.
La théorie est similaire a la théorie de "Reissner-Mindlin" pour les plaques épaisses. Si nous
avons un faible élancement, I'impact du cisaillement sur la déformée est plus significatif. Dans

ce cas, la fonction /) (2) est égale a Z

Le cisaillement est homogeéne et les déformations causées par le cisaillement transversal n'ont

pas été ignorées. Il s'agit de la théorie de premier plan (FSDT).
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Chapitre2 : Analyse vibratoire des poutres et théories

Le déplacement d'aprés Timoshenko s'écrit comme suit :

u°(x)—zw§(x)+zyfz}

c
—_~
<
SN
I
/_JQ\
[
—
x
N
~
Il

yo (X) C’est la déformation angulaire mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.
Tel que : yy, (X) =W, (x)—¢°(X)

#° (X) Etant la rotation totale de la section mesurée sur la ligne moyenne de la poutre.

Figure 5:Cinématique de Timoshenko.

6.3 La Théorie d'Ordre Elevé (HSDT) :

La répartition des champs de déplacement dans cette théorie n'est pas linéaire en fonction de

I'épaisseur de la poutre. Elle a une plus grande précision que la théorie du premier ordre, car

elle ajoute une fonction qui prend en compte le phénomene de « gauchissement ». Ce

phénomene se produit lorsque la section transversale de la poutre commence a se déformer.

Dans ce cas, le champ de déplacement devient :

so-{in )
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Chapitre2 : Analyse vibratoire des poutres et théories

Yy (X)= =t = (X)+¢'(2) Yy, (X)+ W (x)
Yo (X)=¢'(2) ¥ (X)

Pour que les contraintes tangentielles soient nulles sur les bords extrémes de la poutre, on doit
avoir :

¢'(z)/z=+h/2=0

Il est essentiel de respecter cette condition afin d'obtenir une répartition parabolique des
contraintes de cisaillement sur I'épaisseur de la poutre, d'une part, et de sélectionner

correctement les fonctions cubiques qui répondent a cette condition.

Yo
¢

o

Figure 6:Cinématique de la Théorie d'Ordre Elevé.
7. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons examiné une vision générale des poutres ainsi que I'évolution
des théories sur ces derniers. La présentation des lois de mélange des poutres a été suivie
d'une démonstration des différentes théories des poutres, telles que la théorie classique
(CBT), la théorie de cisaillement de premier ordre (FSDT) et les théories d'ordre élevé
(HSDT). H est tres intéressant de considérer toutes ces théories pour évaluer le cisaillement

Transversal.
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Chapitre3 : Développement d'une nouvelle théorie

1. Introduction :

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode facile & mettre en place pour analyser le
comportement vibratoire en flexion des poutres ¢épaisses composées de matériaux
fonctionnellement graduées FG. Ces calculs offrent des approximations de qualité de la solution

exacte dans cette situation
2. Formulation théorique :

5.4 Définition du modéle :

Prenons une poutre rectangulaire en FGM de longueur L, section transversale rectangulaire,
largeur (b) et hauteur (h).
Nous supposons que la poutre présente un comportement élastique linéaire. Les propriétés

matérielles de la poutre FGM varient selon une distribution de puissance le long de son

ra Ceramirc rich surface

l}tl

Figure 7:La géométrie de la poutre FG
€paisseur, comme suit :
La poutre FG est une structure composite composée d'une combinaison de métal et de
céramique, avec une transition graduelle de la surface supérieure en céramique pure a la surface
inférieure en métal pur. Les caractéristiques effectives de la poutre, représentées par les
propriétés des matériaux P, varient a travers 1'épaisseur de la poutre FG en ce qui concerne le
rapport de volume et les propriétés des matériaux constitutifs. Cette variation est formulée selon

la loi du mélange.

P=P,3,+P9,P=(E,pv,....) (1
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Chapitre3 : Développement d'une nouvelle théorie

E, p, v sont le module de Young, la densité de masse et le coefficient de Poisson, respectivement.
La variation de v est généralement faible, de sorte qu'elle reste constante ¢, et 4, sont des

proportions de volume en céramique et en métal, respectivement, définies par [36]
8,+8 =1,8,=(05+2() ,p=0 )

L'indice de gradient (p), avec p> 0 détermine le profil du matériau dans la direction de
I'épaisseur de la poutre FG. Il peut étre modifié pour obtenir la distribution optimale des
matériaux de composants. La figure 8§ montre la répartition de la proportion de volume de la
céramique a travers 1'épaisseur de la poutre FG pour divers indices de matériaux

Chaque caractéristique efficace de la poutre FG peut étre exprimée comme suit :

=N

-
=

.

P qu

—— —

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

V.(2)

Figure 8:Profil de la proportion de volume en céramique a travers
I'épaisseur de la poutre FG, pour différents matériaux

P(z):(PC—Pm)<0,5+%)p+Pm,P=E,p (3)

5.5 Champs de déplacement et de contrainte :

Les déplacements transversaux et axiaux de la poutre FG sont exprimés, selon la théorie quasi-
3D [35,37] comme suit :

oW,
OX 4)

u(x2) =, (0 - 2(2%) - £ (2)
OX
W(X, 2) = Wy () + W, (X) + Wi ()

Avec
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w, (x) =9(2)4(x).9(2) =1-1'(2) (5)

U, : Déplacement axial ;

W, : Déplacement transversal due a la flexion ;

W, : Déplacement transversal due au cisaillement ;
W, : Déplacement d'étirement de I'épaisseur ;

Uy, W,, W, Et ¢ sont quatre inconnus a déterminer ;
f(z) Et g(z) sont les fonctions de forme.

5.6 Le champ de déformations :

Sont les suivantes

ou o*w, o*w

X TG T TS
ow

£z = o 9'(2)¢(x) (6)
_ ow, 0¢

yxz=g(z)( P + ax)

Le matériau de la poutre FG suit la loi de Hooke. Ainsi, 1'équation ¢élastique linéaire peut étre

exprimée comme :

o, 0 &,
o, =E(z)|v 0 g,
T 1 y
Xz O 0 Xz
2(1+v)
ou, _o'w, o*w, dg(z)
T _ _f s
x o (2) x ¢
ou o’ o’w, dg(z)
—E o 79 () B
(2)q¥ x o (2) o d / @
1 (awb +8W5j
2(1+v)L ox  ox

5.7 Les équations gouvernantes :
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Pour obtenir 1’équation régissant de la poutre, le principe de Hamilton est appliqué comme suit

j:(csu +6V —5K)dt =0 )

L’énergie de déformation : la variation de I'énergie de déformation de la poutre est

exprimée par :

h
2

U= job[ [ (%32, + 1,67, +azagz)dz}dydx

2

, (9)
8U :IL(Nxéa—u—Mféa M _
0 OX OX

o'W, L ow, O¢, v
M36 —=+ S(—+-)+| N.S¢(x))dx
St [, Qu( )+ [ N.GB()
ou, N,,M f ,M;,Q,, et N, sont les résultants de contraintes spécifiés comme :

h
(N,.M?,M2) = [2[1,2, f (2)] o, bdz
2

h
Q. = [37,9(2)bdz (10)
2

h
N, =[40 99 g7
z 7 Z dz

En utilisant I'€quation (7), les résultants de stress donnés en équation (10) peuvent étre

exprimés comme suit :

auy
N.] TaBB xo 7| &
b o*w
M;| |[BDD,YO ||- vl
X
M (=] BDHSYs 0 14 (11)
Q.| |XYY,zo0]||- ax;
N, 10000 A] %+8Z_¢
OX  OX

(A, B,D,B,, D, H, XYY, ,Z, A) sont la rigidité de la poutre FG exprimée, et sont données
par I'Appendice A.
e Energie potentielle : due a la charge transversale externe appliquée :
L L
5V:—J.O q(x)5wdx:—j0 q(x)S[w, +w, +w, ]dx (12)

q(x) : Charge transversale externe.
e KEnergie cinétique :
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sk=[[ jzh p(2)[ (USU + W) dz ] dxdz

Sk = [ (1o [otly + (W, + i, ) (8, + 8V, ) ]+ 3o [ (Vi +V0, )56 + 46 (v, + 0, ) ) o

(13)
_.[ [ aﬁwb oW, My 5 } ‘l, oW, a5wb+\]1[u085w 8W5§u} dx
OX ax OX OX OX OX
_I aw aaw 3 {aw OOW, 8w aéwb} Ko(/55¢ dx
OX OX OX 6‘x OX

Ou (|0, 1, 1,,30, 31,35, Ky, Kz) sont les inerties massiques, définies respectivement par : En

remplagant les expressions pour SU,SV et 0K des équations (9), (12) et (13) en équation
(14), on obtient le systeme suivant en intégrant les parties et en réunissant les coefficients de

OUy; OW,, OW, et ¢ :

ON oW OW,
ou i —%=1u -1, —2—J s
““ax % toax  tox
O’M? ol %W, o2 ,
oW, : +q=1, (W +wW )+, —2—1, —2—J s +J
b oz T o (W + 1, )+ 1, ox P oxt P ox? of (14)
O°M? aQ o, R %W .,
OW. : —24q=1, (W +wW)+J,—2-J, b _K s+
°T ox? x o (W, +W,) R . G of
5¢:—a§“—NZ:JO(Wb+WS)+KOg}5
X

L'équation (14) peut étre exprimée en termes de déplacement de Uy, W,,W, et ¢ en utilisant

les équations (10) comme suit :

EUO:Ai;;U—Ba;)\:Zb—BSa;ZS+Xa—leouo—ll%—Jl%

5wb:B§;3°—Da;XVZb—DS ;)‘(’Z+ ?m %;+|0(wb+ws)—|za;"gb— 5622 11,6
5w5:BS§:3°—DSa;)‘(’Zb—HSa;"ZS Aga (A+Y)a¢+q J(Zx 41 (W, +Vi,) (15)
A

5: x%ix-\(a2 H(A+ Y)azz‘z’ Asgf Zg=1, (W, +W,)+ K,
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5.8 La solution analytique pour une poutre FGM simplement appuyée :

(poutre S-S FG) :

Dans la présente section, la solution analytique est donnée pour le cas d'une poutre
fonctionnellement gradué¢ simplement appuyé¢ présenté a la figure 3 (poutre S-S FG) sous la

charge uniforme répartie sur toute sa longueur.

7 A
|
|
|

qo

v BN,

I~

Figure 9:poutre fonctionnellement classifié (poutre S-S FG) facilement pris en
charge sous une charge uniforme.

Des solutions analytiques des équations de mouvement sont fournies, basées sur des solutions
de type Navier. Les déplacements suivants Uy, W,, W, et ¢ sont supposés étre des combinaisons

de fonctions trigonométriques connues qui satisfont aux conditions limites et aux coefficients

inconnus a déterminer pour chaque valeur de « n ».

'U, cos(Ax)e"" |
_ i W,,, sin (Ax)e""
o | W, sin(Ax)e'

e

¢, sin(Ax)e"!" |

(16)

@, Est la fréquence propre associée au nth mode propre, A = nz/L ,et U, ,W,,,\W,, et &, sont

le coefficient inconnu.

Les conditions limites suivantes sont imposées pour une poutre avec deux extrémités

simplement soutenues.
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U=W=M"=M:=0

sinusoidale comme :

0

(17)

La charge mécanique transversale assumée ( (X) est développée dans une série Fourier

q(x)=>.Q,sin(1x)

n=1

(18)

Les coefficients Q, sont fournis ci-dessous pour certaines charges.

Cas de distribution sinusoidale :

Cas de distribution uniforme :

n=1=0Q,=q,
4q,
=—=,(n=135
Q=12 (n=135)

(19)

(20)

Ainsi, des solutions analytiques peuvent €tre obtenues a partir du systéme de valeurs propres

ci-dessous pour toute valeur fixe de «n » :
([K]-@i[M]){a}={F}

Dans le cas du probléeme statique, I'équation (24) devient :

N
=

N
s

© 3 3 3

ASH

(K]

Ki; Ky
Kpg Ky |=
Ksg K
Kas k44_
m, O
My My,
My My,
My My, |
0
_1
= 0.
0

tF}

MZ
-BA®
-BA°

-XA

IO
“1,4
~JA
0

-BA®
DA
D3 A*
yA*

-1,2
l, + 1,47
I, +J,4°

‘]o
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(22)
“BA® —XA
DAY yA!

-JA 0

I, +3,4% J,
I, +K, A2 3,
‘]0 K0

H/14+A5/12 (A%+ys)/12
(A +Y,)A* Z+AA°

, (23)
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3. Conclusion :

Dans ce chapitre, Une théorie de déformation de cisaillement est présentée pour I'analyse des
vibrations des poutres FGM. Cette théorie besoin le principe de Hamilton pour dériver les
¢quations de mouvement, la solution de ces équations est déterminée par la solution de Navier

et aux conditions des limites de la poutre FGM utilisé.
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Chapitre 4 : Résultats et discussions

1. Introduction :

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats numériques de
I’analyse vibratoire de flexion des poutres en matériaux a gradient évalué FGM. Le mode¢le
ainsi choisit est basé¢ sur le modele hyperbolique de déformation en cisaillement a quatre

variables.

2. Résultats numériques et discussion :

Dans cette partie, une charge transversale uniforme est appliquée sur la poutre S-S FG. Des

exemples numériques sont proposés en premier lieu pour valider le modele présenté ci-dessus
et évaluer sa précision. Le matériau de la poutre FG est composé de Al,O, (alumina) et Al

(aluminium). Les caractéristiques matérielles des composants correspondants sont indiquées

dans le tableau 1.

Tableau 1: Caractéristiques du matériau et Al [38].

Composants v E(GPa) ) ( Kg/m? )
Ceramic (alumina 0.3 380 3960
ALO,)
Metal 0.3 70 2702

La forme sans dimension est utilisée comme suit :

3 3
U =100 Emh4 u(o,—hj;vvzloo Emh4 W(L,EJ,EX: n aX(E,Ej;
oL 2 qL 2 2 gL 2 2

R T

Un exemple numérique indiqué dans le tableau 2 est effectué¢ pour différents indices de

(24)

matériaux (p) et pour le rapport (L/h) pour valider le présent modele. Les résultats obtenus par
cette théorie concernant les déplacements et les contraints pour (L/h =5, 20) sont comparés a
ceux de la solution analytique fournie par Li et al. [39]. On utilise la fonction de forme suivante

basée sur la théorie de la poutre de Reddy :

4 3
f(z):ﬁ (25)
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Tableau 2:Comparaison des déplacements transversaux et axiaux non-dimensionnels, des contraintes
axiales et de cisaillement de la poutre S-S FG pour divers indices de matériaux et le rapport (L/h).

. L/h =5 L/h =20
p Théorie _ _ _ _
W U o, o, W U o, o,
Lietal. [39] 3.1657 0.9402 3.8020 0.7500 2.8962 0.2306 15.0130  0.7500
0 CBT 2.8783 0.9211 3.7500 - 2.8783 0.2303 15.000 -
Présent 3.1681 0.9406 3.7919 0.7503 3.8962 0.2306 15.0129  0.7429
Lietal. [39] 4.8292 1.6603 4.9925 0.7676 4.4645 0.4087 19.7005 0.7676
0.5 CBT 4.4401 1.6331 4.9206 - 4.4401 0.4083 19.6825 -
Présent 4.8202 1.6653 4.9893 0.7674 4.4644 0.4087 19.7003 0.7599
Lietal [39] 6.2599 2.3045 5.8837 0.7500 5.8049 0.5686  23.2054  0.7500
1 CBT 5.7746 2.2722 5.7959 - 5.7746 0.5680  23.1834 -
Présent 6.2475 2.2903 5.8797 0.7503 5.8049 0.5685 23.2052  0.7429
Lietal. [39] 9.7802 3.7089 8.1030 0.5790 8.8151 0.9133 31.8112 0.5790
5 CBT 8.7508 3.6496 8.1329 - 8.7508 0.9124 31.7711 -
Présent 9.7787 3.6955 8.1099 0.5867 8.8181 0.9134 31.8127  0.5998
Lietal. [39] 10.8979 3.8860 9.7063 0.6436 9.6879 0.9536 38.1372  0.6436
10 CBT 9.6072 3.8097 9.5228 - 9.6072 0.9524 38.0913

Présent 10.8847  3.8780 9.7086 0.6645 9.6905 0.9536  38.1383  0.6572

2.1 Analyse statique :

Le tableau 2 révele que la théorie actuelle est avec bon accord par rapport aux résultats obtenus
par Li et al. [39] et confirme ainsi la validation de la méthode proposée. On peut également
constater que le modele CBT, qui omet les effets de la déformation de cisaillement, sous-estime
les déplacements et les contraintes des poutres épaisses FG.

L'impact de l'indice de matériau (p) et du rapport d'élancement (L/h) sur les déplacements
transversaux W et axiauxU , les contraintes axiales &, et de cisaillement &, de la poutre S-S
FG sous une charge uniforme est illustré dans les tableaux 2 et 3. En général, tous les modeles
des poutres de déformation de cisaillement donnent des résultats presque identiques, sauf dans

le cas de la contrainte de cisaillement transversale &,, . Cela peut s'expliquer par les différentes
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fonctions de forme d'épaisseur de cisaillent transversale g(z) utilisées dans chaque modeéle. On
peut voir que ces deux déplacements et la contrainte axiale de S - S FGB augmente avec
I'augmentation de (p). Cela est di au fait que des valeurs plus élevées de l'indice de la loi de
puissance (p) correspondent a une grande portion de métal par rapport a la partie céramique,
rendant ainsi ces poutres FG plus souples. En fait, quand p = 0, la poutre est faite entiérement
de céramique et a les plus petits déplacements. En augmentant (p) de la loi de la puissance, la
constitution de la FGM change d'une poutre en tout-métal a une poutre mélangeant la céramique
et le métal, puis a une poutre (p—o0). Par conséquent, le pourcentage de phase métallique
augmente et la poutre devient plus souple, ce qui conduit a des déplacements accrus. Toutefois,
l'effet de l'indice de matériau sur la contrainte de cisaillent est négligeable puisque la valeur de

ce contrainte est négligeable par rapport au contrainte axiale.

Tableau 3:Effet du rapport d'élancement (L/h) et de l'indice de matériau (p) sur les déplacements transversaux et
axiaux non-dimensionnels, les contraintes axiales et de cisaillement de la poutre FG S-S.

L/h=2 L/h=7 L/h=12

W U g, G, W U g, G, W u g,

Xz

0 47289 25728 1.6588 0.7452 3.0406 0.6703 5.2947 0.7504 2.9408 0.3888 9.0248

0.7507

0.5 69470 4.4740 2.1876 0.7625 4.6618 1.1865 6.9507 0.7674 4.5269 0.6890 11.8440

0.7677

1 89036 6.1551 2.5866 0.7452 6.0522 1.6492 8.1898 0.7504 5.8838 0.9583 13.9523

0.7507

5 15.667 10.0137 3.6884 0.6009 9.3520 2.6521 11.2654 0.6070 8.9777 1.5398 19.1450

0.6073

10 18.146 10.6328 4.3860 0.6581 10.345 2.7727 13.4960 0.6648 9.8830 1.6082 22.9475

0.6652

Pour enquéter a nouveau sur les effets de 1'étirement d'épaisseur sur les déplacements, on fait
une comparaison entre le déplacement non-dimensionnel de la poutre obtenue a partir du
présent modele avec et sans étirement d’épaisseur a la figure 10 (a), (b) pour les déplacements
transversal et axial, respectivement, pour (L/h = 5) et (p = 5). On voit la différence entre les
deux courbes. Il est grand au milieu de la poutre et devient zéro aux extrémités pour le
déplacement transversal et deviendrait zéro au milieu de 'axial, contrairement au déplacement

axial qui est grand a I'extrémité et disparait au milieu.
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Non-dimensional transverse displacement W
®
Non-dimensional axial displacement U

-
~

a
=)
1
1
1
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N
+
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0;2 l].‘l ﬂ.‘S ﬂ.lE .
xiL

(a) (b)

Figure 10:Effet d'étirement de 1'épaisseur sur les déplacements transversaux non-dimensionnels (a) et axiaux

(b).

o

L'effet de I’étirement sur I'évolution du déplacement axial non-dimensionnel le long de la

poutre sur les faces supérieure et inférieure est évalué a partir de la figure 11 (a), (b) pour (L/h
=5) et (p =5). Nous constatons que 1'étirement a un effet tres 1éger sur le déplacement axial.
On peut également constater que 1'étirement est maximale aux extrémités et z€ro au milieu de

la longueur de la poutre.

= = =Axial displacement of the beam midplane U, = =~ ~Axial displacement of the beam midplane U,

3 - = -Bending axial displacement U, = = ~Bending axial displacement U, =T
- = = =Shear axial displacement_Ug 2|~ = ~ Shear axial displacement Uy L
RS Total axial displacement U Total axial displacement U L

Non-dimensional axial displacement

Non-dimensional axial displacement

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x/L x/L
(a) (b)

Figure 11:Effet de I'étirement sur le déplacement axial le long de la FGM sur : (a) la face inférieure de la poutre et (b)
la surface supérieure.

Dans le deuxieme exemple d'examen et d'analyse, les effets de la contrainte et de I'étirement
d'épaisseur sur les déplacements axiaux et transversaux non-dimensionnels de la poutre de FG
S-S sont évalués a la figure 12 pour (L/h =5) et (p =5). Il est évident a partir de ces chiffres
que l'effet de 1'étirement est plus important sur les deux déplacements, et il est plus grand que

I’effet de I'étirement d'épaisseur pour le déplacement transversal. Cela signifie que 1'inclusion
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de l'effet de déformation de cisaillement conduit & une augmentation des déformations et plus
prononcées pour les feux courts. Ainsi, l'effet de cisaillement sur les déplacements ne peut pas

étre négligé, en particulier pour les poutres €paisses.

£ 10 : : . .
£
@
o
K| -
o 8f - ~
B e S
o ’ ~
E s ~
s A
0 r ~
o 6 s \
= F Y
c ’ ,
© ’ 5
= ’ 5
= ¢ = = =Bending t displ LW,
= P nding transverse displacement W, \
5 ¢ = = = Shear transverse displacement W, ‘
7] " = = —Stretching transverse displacement W, “
E 2t /2 Total transverse displacement W A\
£ 4 \
5 mmmm e .
5 - -
c - -
ZO 0 == - e - o o o TR —— - =~
0 1 2 3 4 5
x/IL

Figure 12:Effets de contrainte de cisaillement et
d'étirement sur le déplacement transversal.

Dans la figure 13 (a), (b), I'évolution du déplacement non-dimensionnel (a) en plan a I'extrémité
U(O) et (b) le déplacement transversal W (L/2) au milieu de l'intervalle a travers 1’épaisseur
de la poutre FG sous une charge uniforme est présentée pour (L/h = 5) et (p = 5). Une légere

différence apparait pour cette poutre le plus court. On voit que le déplacement maximal se situe

au bas de la poutre pour un déplacement axial et le plan médiane pour un déplacement

transversal. Ceci est dii & la prise en considération de I'étirement d’épaisseur (&, #0).
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Figure 13:Non-dimensionnel : (a) déplacement axial, U et (b) déviation du milieu de la gamme W a travers 1’épaisseur
de la poutre FG.
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La figure 14 (a) illustre l'évolution de la contrainte de cisaillement transversale non-
dimensionnelle et la figure 14 (b) montre la contrainte due a 1'é¢tendue de I'indice p pour (L/h
= 5). Toutes les courbes affichent la dépendance de l'indice de matic¢re des contraintes. Il est
clair que la contrainte due a I'étirement d'épaisseur présente des valeurs faibles mais pas

négligeables par rapport a celles de la contrainte de cisaillement transversale.

Non-dimensional shear stress o
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Figure 14:Non-dimensionnel : (a) contraintes de cisaillement, (b) tension due a 1'étirement d'épaisseur par rapport au
paramétre du matériau.

Les variations de la contrainte axiale non-dimensionnelle &, a travers la profondeur et par

rapport a la longueur non-dimensionnelle du FGB sont présentées a la figure 15(a), (b) pour
(L/h = 5) et (p = 5). La contrainte axiale est nulle aux bords de I'extrémité, mais elle est
maximale au milieu de la poutre, et la face supérieure est étirée. En revanche, la face inférieure
est compressée. La contrainte normale de la traction sur la face supérieure de la poutre est plus
¢levée que la contrainte normale de compression sur la surface inférieure, car sur la partie
supérieure, la poutre est riche en céramique, alors que sur la facette inférieure il est riche en
métal. On observe que le plan neutre avec une contrainte axiale zéro est déplacé vers le haut
par rapport a la position moyenne. Cela est di au matériau non homogene de la poutre FG (p =

5).

35



zh

Chapitre 4 : Résultats et discussions

0.5

[t
=]
w
@
4
=]
w
=
S |
w0 2
=
—— x=0and x =L g
x=L/2 7]
E
e~}
=
e
z

05 s L L .

-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

x/L

Non-dimensional axial stress o,

Figure 15:Distributions : (a) au-dessus de I'épaisseur de la poutre FG, (b) par rapport a la longueur non-
dimensionnelle du fagade FG.

(2) (b)

La figure 16 (a), (b) dessine les répartitions de la contraints de cisaillement e non-
dimensionnelle o,, par l'épaisseur et par rapport a la longueur non-dimensionnelle de la poutre

FG, respectivement pour (L/h = 5) et (p = 5). Ces chiffres révelent que la contrainte de
cisaillement atteint sa valeur maximale aux extrémités de la poutre, mais avec des signes
opposés. Il est annulé au milieu de la poutre sur le plan neutre et les faces inférieure et
supérieure. En conséquence, les conditions de non-coupeur sur les faces inférieure et supérieure

de la poutre sont satisfaites.

(a) (b)
Figure 16:Distributions : (a) au-dessus de I'épaisseur de la poutre FG, (b) par rapport a la longueur non-dimensionnelle
de la fagade FG.
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L'impact d'étirement de 1'épaisseur sur les contraintes est évalué a la figure 17(a), (b) pour

(L/h=15) et (p=5). On peut voir que &, est égal a zéro aux deux extrémités. Sa valeur la plus

¢levée est atteinte au milieu de la poutre. La face supérieure de la poutre est étirée. En

revanche, la face inférieure est compressée. La de compression a la face inférieure de la

poutre FG est plus ¢levé que le stress d’extension a la surface supérieure.

0.5

zih

-0.5

-0.6 -0.5 -0.4 0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Non-dimensional stress @,

x=0and x=1L
— X = L/2

Non-dimensional stress o,
(a) (b)

Figure 17:Distributions : (a) au-dessus de 1'épaisseur de la poutre FG ; (b) par rapport a la longueur non-
dimensionnelle des poutres FG.

2.2 Analyse des vibrations :

Le tableau 4 résume les fréquences sans dimension associées aux formes du premier,
deuxieéme et troisieme mode de la poutre S-S FG pour divers rapports (L/h) et paramétres

de matériau (p).
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Tableau 4:Comparaison des fréquences de ma poutre S-S FG pour certaines valeurs de (L h) et (p).

P
L/h Mode Theory
0 0.5 1 5 10
£ = 5.1530 44110 3.9900 3.4000 3.2810
HSDT z
1 [30] & = 5.1527 4.4107 3.9904 3.4012 3.2816
z
g, # 0 5.1516 4.4230 4.0169 3.4310 3.2984
Present
g = 17.8840 15.4610 14.0120 11.5350 11.0220
z
2 g = 17.8812  15.4588 14.0100  11.5431 11.0240
5 HSDT g
[30] c 20 17.8900 15.5052  14.0978  11.6348 11.0785
z
& = 342250 29.8490 27.1080 21.6990  20.7530
Present z
3 & = 342097 29.8382 27.0979 21.7158  20.5561
z
c 20 342975 29.9670 27.2813 21.8884  20.6748
HSDT g
[30] g = 5.4600 4.6510 4.2050 3.6480 3.5390
z
1 & = 5.4603 4.6511 4.2051 3.6485 3.5390
Present z
g, # 0 5.4602 4.6657 4.2351 3.6835 3.5595
& = 21.5730  18.3960  16.6340 14.3730  13.9260
20 HSDT g
2 [30] g = 21.5732  18.3962 16.6344 143746  13.9263
z
c 20 21.5710 18.4520 16.7511 14.5094  14.0043
Present z
g = 47.5940 40.6530 36.7690 31.5720  30.5340
z
3 & = 47.5930 40.6526 36.7679  31.5780  30.5369
HSDT g

[30] c 20 475841 40.7709  37.0192  31.8649  30.7005

Encore une fois, les résultats obtenus par le présent modele, lorsque 1’étirement d’épaisseur est
négligé, sont étroitement corrélés avec ceux obtenus avec la solution HSDT [30]. Le modele
HSDT sous-estime les fréquences des poutres FG épaisses. Ceci est dii a I'étirement de
I’épaisseur de la poutre omis par la formulation HSDT dans le cas des poutres épaisses FG. 11
est souligné que dans la formulation HSDT [30], le nombre d'inconnus est supérieur a celui

fourni par le modele actuel.
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La variation de la fréquence sans dimension par rapport au paramétre du matériau pour un (L/h
= 5) avec et sans prendre en compte ['étirement de 1’épaisseur est dessinée a la figure 18 (a). Le
plan a montré que 1'augmentation (p) conduit a une diminution des fréquences. La fréquence la
plus élevée est obtenue pour (p = 0, poutre entierement céramique), et la plus faible pour (P—oo,
poutres entierement métalliques). Cela peut s'expliquer par le fait que I'augmentation de (p)
conduit & une diminution de la quantité de céramique dans le mélange, qui est remplacée par le
métal, ce qui entraine la diminution du module de Young qui rend la poutre plus souple. En
outre, dans ce type de composition, la densité du métal est supérieure a celle de la céramique et
la masse totale de la poutre FG augmente en augmentant la proportion de métal dans la poutre,
ce qui le rend plus doux. Par conséquent, la fréquence diminue en augmentant l'indice de

matiere (p).
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Figure 18: Effet de (a) le paramétre du matériau et (b) le rapport de lenteur (L/h) sur la fréquence fondamentale sans
dimension de la poutre FG S-S.

L'écart entre les deux courbes montre que la différence entre les fréquences des deux modéles
avec et sans étirement d'épaisseur est significative pour les modes plus élevés et pour les petits
rapports (L/h) (voir aussi les tableaux 4 et 5). Cela est dii aux effets de la déformation normale.
Cet effet conduit a une augmentation des fréquences vibratoires, et cette augmentation est
amplifiée a des modes de vibration plus élevés et pour des rapports de faiblesse faibles. Cela
implique que le modele de la poutre de déformation normale devrait étre employé pour une
meilleure prédiction des fréquences au lieu du modele qui néglige les effets de la déformation
transversale normale. On voit que les fréquences sont sous-estimées lorsque 1’étirement

d’épaisseur est omis.
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Tableau 5:Effet du rapport (L/h) sur la fréquence fondamentale t non-dimensionnelle de la poutre S-S FG pour
divers indices de matériaux.

P
L/h Mode Theory

0 0.5 1 5 10

e =0 4.1229 3.5811 3.2488 2.6369 2.5066

1 HSDT g
[30] e %0 4.1288 3.5939 3.2697 2.6578 2.5199

z

c =0 11.2755 9.9531 9.0776 7.0387 6.5825

2 Present

2 c 0 11.3606 10.0311 9.1548 7.0986 6.6339
z

c =0 188329 167556 153540 11.7045  10.8540
3 HSDT z
[30] e =0 19.0593 169370 155040 11.8133  10.9627

e =0 5.3051 4.5303 4.0972 3.5223 3.4072

1 Present
c 20 5.3043 4.5436 4.1254 3.5545 3.4256

e =0 19.5009  16.7623  15.1752  12.7469  12.2452

7 2 HSDT ‘
[30] o 20 194986 16.8082 152720 12.8527  12.3049

e =0 393228 34.0427 30.8609 253129  24.1409

3 Present
e 20 39.3514  34.1495 31.0553 25.5131 24.2620

e =0 54202 46199 41772 3.6156  3.5045

1 HSDT g
[30] o 20 54198 46342 42068  3.6498  3.5244

A

12 e =0 20.9836  17.9355 16.2232  13.8997 13.4318
2 Present
e 20 20.9793  17.9871 16.3331 14.0246  13.5027

A

o =0 449631 385796 349166 29.5118  28.4027
3 HSDT z
[30] o #(0 449542 38.6852 351425 29.7618  28.5434
A

L'impact du rapport (L/h) sur les fréquences est montré sur la figure 18 (b) et aux tableaux 4
et 5. On voit qu'une augmentation du rapport (L/h) conduit a une augmentation des
fréquences, et cette augmentation est amplifiée a des modes de vibration plus élevés. Les
fréquences ont tendance a augmenter lorsque la poutre devient plus courte (ou plus épaisse).
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3. Conclusion :

Dans ce travail on a présenté deux parties, la premicre partie se base sur |'étude statique et
la deuxiéme sur I'étude dynamique.
Par conséquent, on peut dire que la théorie proposée est simple et efficace pour analyser la

vibration en flexion des poutres en FGM.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail une théorie de la poutre raffinée est mise en ceuvre pour l'analyse vibratoire en
flexion des poutres FG épaisses, en tenant compte de 1'étirement de I'épaisseur. Le déplacement
transversal est supposé étre la somme de trois composantes : la flexion, le cisaillement et
I'étirement de 1'épaisseur. Cela permet de réduire le nombre de paramétres inconnus, donc le
nombre d'équations gouvernantes. Selon une loi de mélange, les caractéristiques matérielles
effectives de la poutre FG sont censées changer continuellement le long de la direction de
I'épaisseur en fonction de la proportion volumique des constituants. Les équations gouvernantes
sont obtenues a partir du principe de Hamilton et sont résolues en utilisant les solutions de
Navier. Les résultats analytiques et numériques obtenus dans ce travail concordent avec ceux
obtenus a l'aide d'autres théories avec plus de parametres inconnus. Une analyse de sensibilité
a été réalisée pour I'é¢tirement de I'épaisseur, le parametre matériel et la finesse de la poutre.
Pour cette investigation, les poutres les plus courtes ont montré le plus grand impact de
I'étirement de I'épaisseur, ce qui doit étre pris en compte dans des simulations plus réalistes sur
le plan physique. A la fois la géométrie et les paramétres matériels affectent les réponses
vibratoires des poutres FG. Enfin, il est observé que la théorie de déformation normale et de
cisaillement d'ordre supérieur proposée n'est pas seulement précise, mais offre également une
approche ¢légante et facilement applicable pour simuler les comportements de flexion et de
vibration des poutres FGM, pertinente par exemple dans la conception thermo-structurelle des
engins spatiaux.
La formulation se préte particuliérement bien aux simulations par éléments finis ainsi qu'a
d'autres méthodes numériques utilisant le calcul symbolique pour les problemes de flexion de
poutres, ce qui sera envisagé dans un proche avenir. D'autres applications de notre poutre FG

affinée sont prévues dans une autre contribution pour consolider notre approche.
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