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Préface

Ce polycopié s’adresse aux étudiants de la deuxieme année LMD sciences. Il illustre le
programme d’analyse 3 de la deuxiéme année Mathématiques (domaine Mathématiques et
informatique). Il peut étre utilisé par les étudiants de différentes filieres telle que : Biologie,
sciences et techniques et sciences économiques ou autres.

Il sera composé de cing chapitres a savoir: le développement limité, les séries numériques,
les séries de fonctions, les séries entieres et les séries de Fourier.

Chaque chapitre comprend des énoncés, des définitions de principe et des résultats sous
forme de théoremes ou de propositions, suivis parfois de corollaires. On trouve aussi des
exemples illustratifs, des remarques pertinentes ainsi qu'une série d’exercices résolus de
fagon détaillée visant I'assimilation du cours et 'acquisition des techniques de résolution.
Dans ce contexte, nous conseillons 1’étudiant d’essayer de résoudre les exercices avant de
regarder la solution. Nous trouverons aussi des exercices sans solutions proposés dans le
but de stimuler I’étudiant pour fournir un effort personnel.

Les différentes illustrations insérées dans le cours, aideront ’apprenant a mieux saisir le
concept ou la notion dont il est question.

L’objectif principal de notre travail est de fusionner et d’étudier les séries, dont les appli-
cations sont assez nombreuses dans d’autres domaines de mathématiques (notamment les
équations différentielles et les équations aux dérivées partielles). Les concepts correspon-
dant au programme de la premiere année sont supposés connus.

Dans ce travail, nous cherchons a prendre en compte les réserves impérativement im-
posées par un volume horaire souvent insuffisant, afin de pourvoir I’étudiant d’un support
pédagogique répondant aux exigences du programme en vigueur. Ce polycopié n’a pas été
congu pour exempter les étudiants de leurs cours, nous serons trés attentifs a toute sug-
gestions.

Le but de la premiere partie est d’introduire la notion de développement limité, de con-
naitre ses propriétés et surtout de savoir les manipuler de maniere a rendre accessible
certaines situations compliquées en analyse.

L’objectif de la deuxieme partie est de mettre en exergue les principaux outils qui intervi-

ennent dans I’étude de la nature des séries numériques, plus exactement leur convergence



ou divergence.

Le but de la troisieme partie du cours est d’étudier les suites et les séries de fonctions et
leurs propriétés.

Le quatrieme chapitre est dédié aux séries entieres et leurs applications aux équations
différentielles.

L’objectif du dernier chapitre est d’examiner les séries de Fourier qui sont un outil trés
important pour les ingénieurs.

Intitulé de la matiére: Analyse3, niveau L2.



Chapitre 1
Développement limité

Ce chapitre s’intéresse a I’étude du développement limité qui permet d’approcher des fonc-
tions par des applications polynomiales, de trouver plus simplement des limites de fonc-
tions, de calculer des dérivées, de prouver qu'une fonction est intégrable ou non. Cela nous

servira dans les prochains chapitres (voir [4]).

1.1 Comparaison locale des fonctions

1.1.1 Fonction négligeable devant une autre fonction

Définition 1.1.1 Soient I une partie de R, a un élément de R et f,g deuz applications

de I vers R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a si et seulement s’il

existe une application € : I — R telle que: ¥ z € I, f(x) = g(x)e(z) ot lime(z) = 0. On
T—a

écrit f = o(g). C’est la notation de Landau.

Remarques 1.1.1 1) On peut écrire lorsqu’il n’y pas de confusion f = o(g) quand x — a

au liew de f = o(g) sans oublier que c’est relatif a a.

= 0.

2) Si g ne s’annule pas au voisinage de a alors f = o(g) si et seulement si lim féx;
a $—>ag €T

Exemples:
() < of1) = limf(x) =0,

2

2) 2% = o(x) <= lim ™~ = 0.
0 z—0 I

3) 22 = o(23) <= lim T o

4) sinz = o(l) <= lim o =,
0 z—0 1
Inz

5)Inz = o(e*) <= lim = 0.

400 z—+o00 e’



Propriétés:

1) Si f =o0(g) et h = o(g) alors ceci n’implique pas que f = h.
2) Tranasitivité: Siaf = o(g) et g = o(h) alors f = o(h).

3) Somme: Si fi = o(g1) et fo = o(g1) alors fi + fo = o(g1).
4) Produit: ’ ’ ’

i) Sifi = o(g1) et fa = o(gz) alors fi.fa = 0(g1.92)-

ii) Si fi = o(g1) et f> est une fonction bornée dans un voisinage de a, alors
Ji-/2 = o(g1)-

Cas particuliers:

o(x—a)"+o(xr—a)* =o(x —a)”, VneN.

En particulier, au voisinage de 0, on a o(z") + o(z™) = o(z™).
2) si p < n alors o(z™) + o(a?) = o(z") pe N.

3) o(z").o(2") = o(x"*) Vp € N.

4) o(x™) = o(a?), Vp <n.

5) do(z™) =o(z"), VAeR.

6) o(A\.a2™) = o(z"), VAeR~.
)
8) —

x™.0(aP) = o(ax"P).
1

7
o(a?) = o(z"").

Exemples

1) Inx = o(z).

2) Pour tout «, 5 € R, x® = o(2P) &= a < B.

3) Pour tout «, f € R, x¢ = o(z°) <= a > B.

1.1.2 Fonctions équivalentes au voisinage d’un point

Définition 1.1.2 Soient I une partie de R, a un élément de R et f, g deux fonctions

définies sur I a valeurs dans R, telles que f et g ne s’annulent pas au voisinage de a. On

x
dit que f est équivalente a g au voisinage de a si et seulement si lim% =1 et on note
z—a g(T
f~g
Exemples: '
1) sinz ~ (x) car lim 2 — 1,
0 z—=0 X
oo In(1+2
2) In(14x) ~ (x) car hm¥ =1
0 z—0 X



Remarques 1.1.2 1) La relation ~ est une relation d’équivalence définit sur ’ensemle

des fonctions qui ne s’annulent pas au voisinage du point a.

2) [ ~ g si et seulement si f —g=o0(g) ou f —g=o0(f).

Propriétés:
1) Si f ~ g alors f(z) = g(x)(A(z) + &(x)), avec limA(z) =1 et lime(z) = 0.
a r—a T—a

2) Si f ~ g, alors pour tout n € N*| " ~ g".

3) Si fi ~ g1, fa ~ ga et fo, go ne s’annulent pas au voisinage de a, alors
a a

1 g1

—_— AN —

fo o go
4) Si fi ~ g1 et f2 ~ 92, alors fi.f2 ~ g1-92-
5) Si f =o0(g) et g~ h, alors f = o(h).
6) St f = o(g), alors f + g ~ (g).

Proposition 1.1.1 e Une fonction polynome non nulle équivaut au voisinage de 00

a son terme non nul de plus haut degré.

e Une fonction polynome non nulle équivaut au voisinage de 0 a son terme non nul de

plus bas degré.

e Une fonction rationnelle équivaut en 0o au rapport des termes non nuls de plus

haut degré.

e Une fonction rationnelle non nulle équivaut au wvoisinage de 0 au rapport de ses

termes non nuls de plus bas degré.

Exemples:
1)
62" + 8x° o 6" + 523+ 5
2)
4x5+9x—|—8r;6$7+5x3+8
3)
522+ 3z +6 522+ 1
926 + 323 +o00 926 + 322 4+ 5+ 8
4)

527 + 3z* + 6x 522 + 62
926 + 327 +2 0 4a® +4x7 +4x +2




Remarques 1.1.3 Si f; ~ g1 et fa ~ gy alors ceci n’entraine pas forcément que

Ji+ 2~ g1+ g2

Cependaant nous avons l’exception suivante:

Si fi ~ g1, foa ~ g9 et f1 et fo sont strictement positives ou strictement négatives au
voz’smache de a al(;)rs fi+ fs ~ g + go.

Eneﬁet,l+xradletx—lr;—1 maisl+x+x—1:2x%00.

Exemples: Equivalents usuels au voisinage de 0

10) exp(x) — 1 ~ x.

1.1.3 Applications des équivalents usuels dans le calcul des lim-
ites
L’usage correct des équivalents usuels nous permet de lever sans difficulté I'indétermination

des formes. Dans le cas d’un produit ou d’un quotient, on peut remplacer chaque fonction

par sa fonction équivalente.

Exemples:
In(1+2¢t
1) On veut calculer lim n( + an x) na
z—0 Sin x
In(1 + 2tanx) > 2tanx > 2z,
et
sinx ~ x,
0
donc
. In(1+4 2tanxz)
lim - =
z—0 sin

1\
2) On veut calculer lim <1 + —) .On a
T

T—+00

1n<1+§>z:x1n<1+§>7

9



1 1
car au voisinage de +00, on a 1 +— > 0. Puisque x est au voisinage de +00 donc — est au
x x
voisinage de 0. On obtient
1 1
xln(l—I——) ~ x— ~ 1.
xr/ 4+oo X +00
D’ou
. I\=
lim <1 + —) =e.
x

T—r—+00

1.2 Développement de Taylor

Théoréme 1.2.1 (Formule de Taylor-Lagrange)
Si f est une fonction de classe C™ sur [a,b] et admettant une dérivée d’ordre n + 1
(f0*Y existe) sur|a, b, alors il existe ¢ € |a, b| tel que:

["(a) f"(a)

21 n!

Fr(e)
(n+1)!

f(0) = f(a)+ f'(a)(b—a) + (b—a)*+ ...+ (b—a)" + (b—a)™tt,

ou f', f", ..., f, fHD sont les dérivées successives de f.

fe (0
(n+1)!

2) Pour n =0, on retrouve la formule des accroissements finis:

Remarques 1.2.1 1) Le terme (b—a)"*t est appelé le reste de Lagrange.

f(b) = fla) + f'(e)(b - a).

Corollaire 1.2.1 Si f est une fonction de classe C™ sur [a,a + h] avec h > 0 et f"V

existe sur |a,a + h[, alors il existe 6 € ]0,1[ tel que:

h"t
h) D(a (n+1) Oh
fla+h) +§Z 1:Z,f b a0,

Théoréme 1.2.2 (Formule de Mac-Laurin)
Si f est une fonction de classe C™ sur [a, b] avec 0 € [a,b] et admettant une dérivée d’ordre

n+ 1 surla,b|, alors pour tout x €la,b[, on a
2 z) (n+1) 0
)+ ! f (n+ 1) f (6z)

avec 0 €]0, 1].

Cette formule est un cas particulier de la formule de Taylor dans laquelle on prend a = 0
et b=1x > 0.

Exemple:

10



Trouver le développement de Mac-Laurin de f(x) = In(1 + x).

En effet, .

fa@)=17=f0)=1

o) = EUEZAE s o0(0) = (1o - 1)
ce qui donne 1)
(1) gy — D"

FrR0) = G g

Done 2 n n+1
x i1 T " x
ln(l —+ SL’) =T — 7 + ...+ (_1) +1; + <_1) (n + 1)(1 + Qx)n—i-l'

1.3 Applications

1.3.1 Recherche la limite d’une suite

L’utilisation du développement peut étre trés utile dans le calcul des limites, en particulier
pour lever des formes indéterminées, en effet si f admet un DL, au voisinage du point xg
donné par ’exemple suivant:

Exemple: Trouver a l’aide du developpement de Mac-Laurin de la fonction exponentielle,

la limite de la suite

ZE2 n xn—‘rl p
T _1q el < i -
I TR IR i b
avec 0 < 0 < 1.
Donc,
_ 1 1 1 (—=1)" (—1)”Jrl _
1_ 1 _ = - = 0
TR TR TR e TR

ce qui donne que

ainsi

11



1.3.2 Inégalités

Les inégalités s’obtiennent en majorant et en minorant le reste.

Exemple: Le développement de Mac-Laurin d’ordre 4 de la fonction cosz est :

22 2t 2P _
Cosle—a—i—z—f—ﬁ(—smﬁx).
Puisque —1 < sinfx < 1, Donc
2 2t 2 R e
1—§+Z—ESCOSJ]S1—§+I+E

1.4 Développement limité

Définition 1.4.1 Soit f une fonction a valeurs réelles définie dans un voisinage V de
xo € I, I est un intervalle de R et n € N. On dit que f admet un développement limité
d’ordre n (en abrégé DL,, au V(xy)), si et seulement s’il existe un polynome P(x — xo) en

(x — ) de degré inférieur ou égal a n tel que pour tout v € I :
fx) = Plr—xo)+o(x — 20)"

= Z ai(z — x0)" + o(z — x0)"

1=0

ot a; sont les coéfficients du polynome P(x — xg).

P(x — xq) est appelé la partie réguliére du DL, de f au V(zy).

1.4.1 Conséquences immédiates

Proposition 1.4.1 Si une fonction f admet un DL, au voisinage de xq, alors ce développement

est unique.

Proposition 1.4.2 Si f admet un DL, au voisinage de xo, alors pour tout m < n, elle

admet un DL a l'ordre m en xq, obtenu par troncature

flx) = Z ai(z — x0)" + o((z — z0)™).

Proposition 1.4.3 Si une fonction f admet un DL, au voisinage de o, alors lim f(x)
T—T0

existe est fini et est €gale a ay.

Remarque 1.4.1 Cette proposition sert généralement a calculer une limite. Sa contra-

posée est surtout utile pour démontrer qu’une fonction n’admet pas de DL.

12



Exemple:

La fonction Inz n’admet pas de DL en 0 car hH(l) Inzx = +o0.
z—

Proposition 1.4.4 Si f est définie et continue au point o, alors ag = f(xg) et

M = f/(io) = ar.

lim
T—rT0 T — 3;'0

1.4.2 Développement limité déduit de la formule de Taylor-Young

La formule de Taylor-Young permet de calculer les coéfficients de la partie réguliere du
développement limité d’ordre n au voisinage d’un point pour les fonctions de classe C" au

voisinage de ce point.

Théoréme 1.4.1 Soienta € R, h > 0 et f une fonction de classe C"™' sur I = Jxg — h, o + h|
et admettant une dérivée d’ordre n au point xq, alors la fonction f admet un DL, au voisi-
nage de xo donné par:

f”<«r0)
2!

(1 —0)* + ... + %(m —29)" + o(x — )",

f(@) = f(xo) + ['(wo) (2 — o) +
pour tout x € I.

f(i) (z0)
7!

Ce qui n’est autre que le développement d’ordre n de f au voisinage de z( avec a; =

pour i =0,....n

Développements limités de quelques fonctions usuelles

La formule de Taylor-Young reste une puissante méthode du calcul des développements
limités. Elle nous a permis d’établir les développements limités usuels a I'ordre n au voisi-
nage de 0 des fonctions suivantes :

1) ﬁ =1+z+2°+ .. +2"+o(a").

2) ele—i-%—l—‘z—?—i- 4 I+ o(2™).

_1)ng2n+1 "
3)smx—x———|—5'+ +%+0($2+1).

— n$2n1 "
ousimx:ac—§-|-a_|__'__|r((12)717)'+ o(22"+2),

4)cosx:1—f§—?+%+_+(—(12)n)' +o(z?).
OUCOSv”U:l—";—?—i-Z—?—i— +((1)”)2”+0( 2n+1).
5) smhm:m—|—3'+ _|_(2:J_+11)'+0( 22y

6) cosha =1+ %5 + 45 + .+ gy + 0™
)SiaeR:
(I+z)*=1+ar+= ( )x +

Exemples:

a(a— 1)(a 2)

P 2 DEDlam )

n!

13



1) Le DLy de v/1+ z au voisinage de 0 est donné par

1 1
\/1+x:(1—|—x)%:1—|—§x—§x2—|—o(x2).

2) Le DLy de au voisinage de 0 est

1
vV1+zx
1
V4

Remarques 1.4.1 1) Pour calculer le DL,, de f au voisinage de xq # 0, on effectue un

= (1—1—:(:)771 :1—%x+§x2+0($2).

changement de variable en posant X = x —xq qui nous ramene en 0, ¢’est-a-dire on calcule
le DL, en 0 de la fonction g(X) = f(X + o) puis on remplace X par x — xq.
2) Pour calculer le DL,, de f au voisinage de oo, on effectue un changement de variable

en posant X = — qui nous ramene en 0, c’est-a-dire on calcule le DL,, en 0 de la fonction

1 1
g9(X) = f(=) puis on remplace X par —.
x x
3) Le DL,, d’une fonction impaire contient uniquement des monémes a puissances impaires.

4) Le DL,, d’une fonction paire contient uniquement des monomes a puissances paires.

Exemples:
1) Trouvons le DLz de f(z) = *~2 au voisinage du point 2y = 2. On pose X =z — 2, on
obtient :

9(X) = F(X +2) = X192 = o

Le DL3 de g(X) = eX au voisinage de 0 est:
X Xz Xx3
X _ 3
e _1+1!+ T a0 +o(X?)
d’ou, pour X =z — 2
r—2 (r—2?2 (r-2)}
(0-2° (-2

x—2 __
S TR 3]

+o((x —2)%).

2) Déterminons le développement limité de f(z) = zex au voisinage de +oc.

On pose X = —. Quand x — +oo, on a X — 0 et a 'aide d'un DL, au voisinage de
x

X =0 de e, on obtient:

1 1 1 1
flz) = meEZYeX:X 1+X+§X2+0(X2)

1 1
— 414X 4o(X
~ T1+3 + o(X)
1

+1+1+()
= X - o\— ).
2 T

3) Trouvons le DL, de f(x) = sinz au voisinage du point o = 0. En effet, on a

(133

T 4
sing =2 — + o(z").
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Remarquons que la fonction sin x étant impaire, son développement limité contient unique-
ment des monomes a puissances impaires.
4) Trouvons le DLj de f(z) = cosx au voisinage du point xo = 0. En effet, on a
2 4
cosz=1— 2 4+ + o(z).
20 4!
Remarquons que la fonction cos x étant paire, son développement limité contient unique-

ment des monomes a puissances paires.

1.4.3 Opérations sur les développements limités
Somme:

Si f et g admettent deux DL, au voisinage d'un point xy de parties régulieres respectives
P et Q. Alors f+ g admet un DL,, au voisinage de xq qui s’obtient en effectuant la somme

des deux polynomes P et ). On a
f(z) = P(x — x) + o(x — x0)",

9(z) = Q(z — xo) + oz — z0)",
alors
£(@) + () = P(x — 20) + Q& — o) + ol — 0)"
Exemple:
Soient f(x) = cosz et g(x) = sinz. Trouvons le DLy de f(z)+ g(x) au voisinage du point

o =10.On a
2 4 3

T T

T 4 T 4
cosz =1 TR +o(z%) et sinx =x i + o(x").
Ce qui implique que
, _ r? ot x3 A
cosx +sinx = —E—I—thx—a%—o(x),
R ,

Multiplication par un scalaire :

Si f admet un DL, au voisinage de zy alors pour tout A € R, A\f admet un DL, au
voisinage de xg qui s’obtient en multipliant le DL,, de f par .

6
Exemple: Trouvons le DL de f(z) = 1

au voisinage du point zo = 0. On a
x

1
1—=x

=1+z+2>+2°+2* +2° +o(a).
D’ou

6
1—:6+6:1:+63:2+6x3+6x4—|—6x5—|—0(m5).
-
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Quotient :

Si f et g admettent deux DL, au voisinage d'un point xy de parties régulieres respectives
P et Q et si limg(z) # 0, alors = admet un DL, au voisinage de zy qui s’obtient en
T—T0

effectuant une division suivant les puissances croissantes jusqu’a 'ordre n de P par Q).

Exemple:

.. sin x

On veut calculer le DL5 au voisinage de 0 de tanx = .

cos T

Comme liH(l) cosx # 0 et vu que
T—
3 5 2 4
e —o— 2 T 5 L 5
sinx =x 3!+5!+0(x) et cosz =1 2!+4!+0(33 ),

on applique la division suivant les puissances croissantes :

Ainsi, on obtient

1 2
tanx = x + gx?’ + 1—5x5 + o(z%).

Remarque 1.4.2 Le critére précédent affirme que lir%g(:v) # 0 est une condition suff-
Tr—r

1sante pour que le développement limité de i existe, cependant cette condition n’est pas

nécessaire. L’exemple qui suit montre qu’il peut arriver que lirr(l)g(x) =0 et que i admette
T—r

un développement limité.

Exemple:

In(1+ )

La fonction admet un développement limité d’ordre n en 0, alors que lirr(l)x = 0.
x>

En effet, on a

1 1 1
In(l+z)=x— 5:52 + ga;?’ — e (D) 2 4 o(2™).
n

Par conséquent, on a
In(1 1 1 1
w =1- 3%+ §x2 — .+ (—1)”+lﬁx”_1 + o(z" 1),

D’une fagon générale

In(1+ x) 1 1, 1
— ] — g+ -2 — 4+ (=1 n .
x 2x+3x + )n+1x + o)

Composition :

Supposons que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de zq et si g

admet un développement limité d’ordre n au voisinage de f(z), alors g o f possede un
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développement limité d’ordre n au voisinage de xy dont la partie réguliere s’obtient en
composant la partie réguliere de g par celle de f et en éliminant les monomes dont le degré
est supérieur ou égal a n + 1.

Exemples:

1
1) Trouvons le DLy de — au voisinage du point 2o = 0. Constatons que :
6217

1 1

er 1—(1—ev)
On pose f(z) =1—¢", on a lirr(l)f(x) =0etle DLy de f(x) = 1—¢€” au voisinage du point
T—
zo =0 est:
22
1—e® = 1- (1—|—a:—1——+0(932)>

2!

2
_ x 2
= —:1:—5—1—0(93)

1
= —x— -2+ o(2?).

2
Par ailleurs, on a

=1+z+ 2%+ o(z?),

11—z
d’out
1 B 1
1—(1—e*)  1—(—2—312?)
1 1
= 1+ (—z— 5.%'2) + (—z — 51'2)2 + o(z?)
1

= l—z+ §x2+0(172).

On ne tient compte que des puissances inférieures ou égale a 2.

2) Déterminons le DLg au voisinage de 0 de /cos .

On utilisons le DL, de (14z)2 au voisinage de 0, on pose g(u) = vu + 1 et f(x) = cosz—1.
Le DL3 de g au voisinage de 0 est

1 1
glu) =1+ L Y S o(u®),

2 8 16
et le DLg de f au voisinage de 0 est
z? ozt b 6
f(x)——g‘f‘ﬂ—ﬁo—i-O([E )

donc
1 1 19
2t 26 6y
3) Trouvons le DL, au voisinage de 0 de e . Posons que ei— = (go f)(x) ou

1
1—2x

glu) = e et f(x) =

17



Nous avons liH(l) f(z) # 0, pour contourner ce probleme écrivons:
T—

eﬁ = eliz+1_1 = eeﬁ_l.
A présent, considérons el = (910 f1)(z) ou
1
=e'etu= = — 1.
o) = e et u= file) =
1
La on a bien lirr(l)fl(:n) = 0 et les DL, au voisinage de 0 de g;(u) = e* et fi(x) = . -1,
T— -

sont: )

u __ E U_ 2

e —1+1!+2! + o(u”)
et

1
— —1= 2 2
u=T— x4+ z° + o(x?),
d’ou
2 2\2
et = e {1—1— e+ ) + Chy +0(SE2)1
1! 2!
3 9 2
= e 1+x+§x +o(x%)] .

Intégration :

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage du point xg, alors toute prim-
itive I’ de f admet un développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de xy c’est-a-dire,
si

f(x) = Z ai(x — z0)" + oz — 20)",

=0
alors .

a; ,

F — F ¢ . i+1 o n+1'
() = F(zo) + ; (@ = w0) oz — 20)
Exemples:
1) On veut calculer le développement limité d’ordre n au voisinage de 0 de la fonction
1
F(z) =In|1 4 x| qui est une primitive de f(z) = 172 Nous savons que:
x
1

N =1+z+2°+ .. +2"+o(a").
—x

En remplacant x par —x, on retrouve

1
1+x:1—x+m2—x3+...+(—1)”m"+0(:c”),
il en résulte que :
¥? 13 x4 i
F(z)=F(0 —— = — — 4+ .. (1) n+l
(7) (0) +x 2—|—3 YR + ( )n+1+0(x )
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Par conséquent

2 23 x4 L
In |1 =1In|1+4+0 - 4 (=) il
nll+z=mn|1+0/+=z 2+3 4+ + ( )n+1+o(x ),
ainsi, on obtient
2 13 4 s
In|1 =r— 4+ — = — 4+ ... 1" ntly,
nll+zl==z 2+3 4+ + ( )n+1+0(x )

2) On veut calculer le développement limité au voisinage de 0 de la fonction F'(x) = arctan x

qui est une primitive de f(z) = Nous savons que:

1+ a2
1 —1— 332 4 l’4 + 4 (_1)n71x2n72 + 0(x2n72)
1+ 22 ’
il en résulte que :
x> b x2nl
F = arctan 0 -4+ —+4+.. S L ny,
(x) = arctan0 + z 3—1—5—1— +(—1) 2n_1+0(.:15 )
Par conséquent
.773 5 a:Qn—l
F)=o2— %+ — 4.+ ()" —u 2n
(v) =2 g T T +(=1) 2n_ljto(x )

1.4.4 Développement limité et fonctions dérivables

Proposition 1.4.5 (Dérivation d’un développement limité)
Si f I — R admet un développement limité d’ordre n + 1 au voisinage de 0 et f est
(n+ 1)-fois dérivable au voisinage de xq, alors ' admet un DL, au voisinage de 0 obtenu

en dérivant le DL, 1 au voisinage de xqy de f.

Exemple:

1
Trouvons le DLj3 de ﬁ au voisinage du point xy = 0.
-z

On sait que

. =1+z+2*+2°+ 2"+ o(z?),
— T

1 A . 1
comme m est de classe C'* au voisinage de 0, et en constatant que T2 est la

dérivée de

, alors en dérivant le DL, de

1 1
, on obtient le DLy de — . Il en
1—2z 1
résulte

1
m = 1+21’+3£L‘2 +4.’L’3+O($3).
Remarque 1.4.3 Le fait qu’une fonction admette un DL, en xo nimplique pas qu’elle

soit n fois dérivable en xq .
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Exemple: La fonction
sinx

f) = si x #0,
1 si z=0.

: e ) sin x
qui est le prolongement par continuité en 0 de la fonction: x

sin x
La fonction admet le DLy suivant :

sinx T
1
T 6

Il s’en suit que f est dérivable en 0 et que

: 1 .
—sinx + —cosx  si x #0,
x? x

fi(x) =
0 si xz=0.
e J@) = fO0) _ s
P x)—f(0) . smnzr—z
o=y = e =0
Cependant, [’ n’est pas dérivable en 0, en effet
"(z) — f(0 —1 1
limM = lim—-sinx + — cosx n’existe pas.
z—0 z—0 z—0 3 2

On conclut que f admet un DL, au voisinage de 0, mais n’est pas deux fois dérivable en

0.

1.4.5 Calcul des limites

L’utilisation de DL, peut étre trés utile dans le calcul des limites en particulier pour lever

des formes indéterminées, en effet si f admet un DL, au voisinage du point xq donné par:
f(z) =ap+ a1(x — xo) + ag(x — 20)" + ... + an(x — )" + 0((:(: — xo)”>,
alors

lim f(x) = lim |ap + a1(x — zo) + as(z — )" + ... + an(z — x0)" + 0<(x — xo)”ﬂ = ap.

T—T0 T—T0

Exemple:
On veut calculer igléw = 8 forme indéterminée. En utilisant le DL, en 2o = 0 de
In(z + 1), on obtient

i) T

on simplifie par x, on obtient

1-1
lim In(z + 1) _ Lm® [ 5T + o(x)]
z—0 x z—0 €T [1 + o(x)]




1.4.6 Exercices

Exercice 1: »
=2

=0.

Montrer que pour tout p € Z, lim
z—0 P

En déduire que e = o(z?).
Exercice 2:

En utilisant I’équivalence des fonctions, calculer les limites suivantes:

1) lim Y
z—0 1 x
2) lim—
z—0 x
3) 1mtanxln(l + )

2=0g (/o +1—1)
In(1+2
1) i 20 2t0ns)
z—0 Slnlx
5) i 14+ =)
) Jim (1+-)

r——+00
) . 1
6) lim (sini)z.
z—~+00 x
Exercice 3:

1) Soit la fonction f(z) =2+ z + 72® + 2°.

Donner le DL,, de f au voisinage de 0 a ’ordre suivant:
ayn=3. b)n=4. ¢)n="T.

2) Soit la fonction f(z) = In(1 + 3z).

Donner le DL,, de f au voisinage de 0 a ’ordre suivant:
a)n=2. b)n=3.

3) Soit la fonction f(x) = e**.

Donner le DL,, de f au voisinage de 0 a l'ordre suivant:
ayn=3. b)n=>,.

Exercice 4:

Donner le DL,, de f au voisinage de 0 a l'ordre n indiqué:

2; f(x) =In(2cosx +sinx),n = 4.
3) flx) =eV!H¥ n =

4) f(z) = ztanz,n = 5.

5) f(x) =sinzIn(l +z),n = 3.

6) f(x) =e"* n=4

)

Exercice 5:
Soit la fonction définie pour > 0, par: f(z) =z [In(e + 1) — cos 1].

Donner le DL, de f au voisinage de +ooc.
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En déduire que la suite U, = n [ln(e + %) — oS %] converge et déterminer sa limite.

Exercice 6:

1)
)

Donner le DL, de f au voisinage de 0 a 'ordre n indiqué:

a ()—\3/1+xn—3

b) f(z) = stx n = 4.

c) f(x)—em”zn—?)

D 1) = =2
e) f<$>:m,n:3

1
f =ln—— n=3.
) F@) =l . ]
2) Donner le DLy de f(x) = cosz au voisinage de 3
Exercice 7:

Calculer les limites suivantes:
In cos 3z

. (I —¢e")sinx

DI s
sinz — x

3) lim——

) :vlﬁox(l — COS.CE)

tan?z — 22
4) 1 .
) xlg%)(COS$ —1)(er —1)2

1\
5) lim ( ) :
z—+00 \COS T

6) lim—5— — —.
e—0gin’ gz a2
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Chapitre 2
Séries numériques

La théorie des séries a pour but de donner si possible un sens a la somme d’une infinité de
nombres. L’objectif de ce chapitre est de mettre en exergue les principaux outils qui inter-
viennent dans 1’étude de la nature des séries numériques, plus exactement leur convergence

ou divergence (voir [6], [7], [14]).

2.1 Séries dans un espace vectoriel normé

2.1.1 Séries dans un espace vectoriel normé

Dans ce chapitre K représente indifférement le corps des réels R, ou le corps des complexes

C.

Définition 2.1.1 Soient E un K-espace vectoriel et (u,)neny € EN.

On appelle série de terme général u, ou série associée a la suite (uy)nen la suite (Sy)nen

n
définie par Vn € N, .S, = Zuk et on la note Zun.
k=0 n

Vn > 0,5, = Zuk s’appelle la somme partielle d’ordre n de la série Y u, et (Sp)nen
k=0 n
s’appelle la suite des sommes partielles de la série Zun

n

On note S(E) l'ensemble des séries de E.

Remarques 2.1.1 e Les séries de E sont dites numériques si E = K, réelles si E =R

et complezes st £ = C.
e Le terme général de la série Zun est donné en fonction des termes de la suite

n>0
(Sp)nen des sommes partielles par ug = Sy et Vn > 1, u, = S, — Sp_1.
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o Soit ng € N, (Up)n>n, € EV. On peut prolonger cette suite en une suite (v, )nen, €n

convenant d’écrire
{ v, =0 pour n < ng,

Up = Uy POUT 1L > Ny.

e Soit Zun € S(E) et ng € N. La série Z u, s’appelle la série déduite de Zun
n>0 n>ng n>0
par troncature au rang ng.

Proposition 2.1.1 Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble S(E) est muni des opérations

° VZun, Zvn € S(E), on a Zun—l—Zvn = Z(un—i—vn).

n

° VZun €S(E),VAeK, on aAZun:Z)\un.

2.1.2 Séries convergentes dans un espace vectoriel normé

Définition 2.1.2 Soient E un K-espace vectoriel et Zun € S(E).

n

On dit que Zun converge si la suite (S,)nen des sommes partielles de Zun converge.

n

n
“+oo

Dans ce cas, lim S, =9 s’appelle la somme de Zun et on la note Zun
n n=0

n——+o00
+oo
vne N R, = Z ug s’appelle le reste d’ordre n de la série Zun et (Ry)nen s’appelle la
k=n+1 n

suite des restes de la série E Uy, .

n
Dans le cas contraire, une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Remarques 2.1.2 1) Soit Zun € S(E) une série convergente.

n

e VneNS=5,+R,.

e lim R,=0.

n——+0o

2) Soit ng € N et Zun € S(E). Les séries Zun et Z u,, sont de méme nature.

n>0 n>0 n>ng

Exemples:

1) Etudions la nature de la série Z

1
e n(n+1)
1 1 1
Pourn>1,ona —— = — —

. Soit
nn+1) n n+1 “

n

1 1 1
S, = —_———=1- )
;k’ k+1 n+1
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Donc
S= lim S, =1.

n——+o00

Ainsi, la série g

n>1

——  est convergente et sa somme S = 1.
n(n+1)

1
2) On veut examiner la nature de la série E In(1+ —).
n
n>1

1
Pour n > 1, In(1+ —) =In(n+1) —In(n). On a
n

Sn = iln(lﬂ +1) —In(k) =In(n + 1).

Donc
S = lim S, = +o0.
n—+oo
1
D’ou, la séri In(1+ —) est di te.
ol la série Z n(l+ n) est divergente

n>1

Proposition 2.1.2 Soit E un K-espace vectoriel et Zun € S(E). Si la série Zun

n

converge (LZOT’S hm Up = 0
n—-4o00

La réciproque est fausse.

Preuve

On a S, — S,,_1 = u,. Puisque E u,, converge alors (S, ),en converge vers S.

n
Donc

lim w, = lim (S, — S,-1) =0.

n—-+00 n—-+o0o
Exemples:
1
1) La série harmonique Z — est divergente pourtant son terme général tend vers 0.
n
n>1

2) La série Z 3" diverge car lim 3" = 400 # 0.

n—> -+00
n>0

Proposition 2.1.3 Soient E un K-espace vectoriel et Zun,Zvn des séries conver-
n

gentes. Alors

400 +oo +o0o
1. Z(un + v,) converge et on a Z(un +v,) = ZU” + Zvn.
n n=0 n=0 n=0
+oo +oo
2. VA e K, Z(/\un) converge et on a Z(Aun) = /\Zun.
n n=0 n=0

En particulier, l’ensemble des séries convergentes est un sous-espace vectoriel de S(E).
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Remarques 2.1.3 Soient E un K-espace vectoriel et Zun, Zvn € S(E).

n

o Si la série E (U + v,) converge, alors les séries E U, et E v, sont de méme
n n

n
nature.

° Z uy, et Z v, deuz séries de S(E) de natures différentes, alors la série Z(un—i—vn)
n n

n
diverge.

o 5i \ € K non nul alors les séries Zun et Z(Aun) sont de méme nature.

Exemples:

1) Z(—l)” et 2:(—1)"Jrl sont deux séries divergentes puisque leurs termes généraux

n>0 n>0
ne tendent pas vers 0, cependant la série Z(—l)” + 2:(—1)7”rl est convergente car
n>0 n>0
lim S, =0.
n—r-+00
2) Z n et Z n? sont deux séries divergentes et Z n + Z n? est divergente car
n>0 n>0 n>0 n>0
lim S, = +o0.
n—»-+00

Proposition 2.1.4 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, f une application linéaire

continue de E vers F'. Si la série E u, converge alors la la série E f(uy) est convergente

n n
—+o00

et a pour somme f(z un)

n=0

2.1.3 Critere de Cauchy

Définition 2.1.3 Soit E un K-espace vectoriel normé.

i) On dit que la suite (Sy)nen € E est de Cauchy si et seulement si
Ve > 0,dN(e) e N,Vn > N(e),Vp € N on a ||Spyp — Sul| < e.

ii) On dit que la série Zun est de Cauchy si et seulement si

n

q
Ve > 0,3N(e) e N,Vp > N(e), Vg >p, on a ”ZU"H <e.

n=p

Autrement dit, la série Zun est de Cauchy si et seulement si la suite associée (Sp)nen,
n>0

S, = Z ug est une suite de Cauchy.
k=0
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Proposition 2.1.5 i) Toute série de Cauchy dans un K-espace vectoriel normé E complet

est convergente.

ii) Toute série convergente est de Cauchy.

Preuve

i) Puisque Zun est de Cauchy, alors (S, )nen est une suite de Cauchy dans un espace
n

complet. Donc (Sn)neN est convergente. Ainsi, Z u, est convergente.

n

ii) Le fait que Z uyp, est convergente alors (S, ),en converge. Donc elle est de Cauchy. D’ou

Z u, est de Cauchy.

Exemple:

v

| =
N | —

2n
1
La série harmonique E — diverge car elle n’est pas de Cauchy, le fait que g
n
n>1 k=n+1

2.1.4 Séries absolument convergentes

Définition 2.1.4 Soit E un K-espace vectoriel normé complet et Zun € S(E).

n

On dit que la série Z uy, est absolument convergente si Z |unl| est convergente dans RY.

n n

Proposition 2.1.6 Toute série absolument convergente dans un K-espace vectoriel normé

complet est convergente et on a
+oo +oo
1> uall < lluall-
n=0 n=0

2.2 Séries a termes positifs

La partie qui suit est consacrée aux séries a termes positifs, on y met en évidence leur par-
ticularité a disposer de plusieurs criteres de convergence. A priori, on va introduire les séries
de référence (série géométrique et série de Riemann), on verra comment déduire d’emblée
leur nature sans avoir a la démontrer et a postériori, comment on ramene, moyennant des
criteres appropriés, I’étude de la nature d’une série a termes positifs a celle d'une série de

référence.

Définition 2.2.1 Une série Zun est dite a termes positifs si Vn € N, wu, > 0.

n
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2.2.1 Critere de monotonie

Théoreme 2.2.1 Une série a termes réels positifs E u, converge si et seulement si la

n
suite associée (Sy)nen est majorée et dans ce cas la somme de la série est la borne supérieure

de la suite associée.

Preuve
Le fait que S,41 — Sy = upy1 > 0, alors la suite (S,), est croissante.

i) Puisque la série Z u,, converge, alors (S,), converge et de plus croissante, donc elle est

n
majorée.

ii) Nous avons (S,), est majorée et croissante, alors (5,), est convergente, donc la série
E u, est convergente.

n

Corollaire 2.2.1 Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs. Alors la série

somme g (un, +vy) converge si et seulement si les deuz séries E U, et E v, convergent.

n n n

2.2.2 Critere de comparaison

Définition 2.2.2 On dit que u, = o(v,) s’il existe M > 0 tel que pour tout n, on a
U, < Muv,.

Théoréme 2.2.2 (Comparaison par o)

Soient Zun et Zvn deuz séries a termes positifs tel que pour tout n € N, u, = o(v,).

n n

Alors

i) E v, converge = E Uy, COMVETGE.
n n

ii) Z U, diverge = Z v, diverge.

Preuve

i) Le fait que u,, = o(v,), alors
dM > 0,dN € N,Vn > N,on a u, < Muv,.

Donc .
STL:ZU’L = UO+...+UN,1—|—ZUZ‘
i=0 i>N
U0—|—...—|—UN_1—|—MZUZ'.

i>N

IN
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Ce qui donne que la suite (.S,,),, est majorée et elle est croissante, donc elle converge. Ainsi
Z u, converge.

n
ii) On a

Zvi = UO+---+UN—1+ZU1'

i>0 i>N
1
> ’Uo—i-...—i-UNl—i-M;Vui

Or la série g u, diverge, donc la série E v, diverge.

Exemple: (Serle géométrique)

Toute série complexe de la forme Z aq” avec q € C et a # 0, est dite série géométrique.
n>0
La suite associée des sommes partielles s’écrit
1 — qn+1
S, =a————

Suivant la valeur de ¢, on obtient les deux cas suivants:

i) Si |¢| < 1, alors la série est convergente car on a

lim S, = ¢
n——+0oo 1— q
Autrement dit,
+oo
a
S = "=

ii) Si |g| > 1, alors la série est divergente car

lim ag” = lim alq["e™ = +o00 # 0,
n—-4o0o n—+o00

ol # désigne I'argument du nombre complexe q.
Exemple:

Donnons la nature de la série de terme général wu,,

I
/
|H
(U%)
N——
3
w0
=.
=
VS
3
Sk
N—

En effet,
i =[(75) s () < (55)"
Up| = (| —=) sin|— )| < | —=) = vn,
V3 3 3
1
or Zvn est une série géométrique de raison ¢ = — < 1, donc Z |u,| converge. Ainsi

n>0 \/§ n>0
E u, converge.

n>0

Corollaire 2.2.2 (Critére d’équivalence)
Soient Zun et Zvn deux séries a termes positifs. Si un ~ v, alors Zun et Zvn

sont de meme nature
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Preuve

Le fait que

. Uu
Uy, ~ U, < lim — =1
—+o0 n—-+oo Un

& Ve >0,dN(e) e N,Vn > N(g),on a o _ql<e

Un
& Ve>0,dN(e) e N,¥n > N(e),ona (1—¢)v, <u, < (l+¢e)v,

& Ve>0,3dN(e) e NVn > N(eg),on a mv, < u, < Muv,.

D’une part, le fait que mv,, < u,, alors v, = o(u,).
D’autre part, le fait que w, < Mwv,, alors u,, = o(v,).

Donc, d’aprés le théoreme 2.2.2, les séries E Uy et E v, sont de méme nature.

n n

Corollaire 2.2.3 Soient Zun et Zvn deuz séries a termes positifs telle que

1. Si k est fini non nul, Zun et ZU” sont de méme nature.
n n

2. Sik=0 et Z v, est convergente alors Z u, est convergente.

n n

3. Sik=+oc0 et Z vy, est divergente alors Z u, est divergente.

Preuve
1) Posons w,, = kv,.

. Uu . . . N s
lim — = 1 implique que u, ~ w,, ce qui nous permet de conclure grace au critere
n—-+4o0o Wy, “+o00
d’équivalence que les deux séries E Uy €t E v, sont de méme nature.

n n
. U P N . . .
2) Ona lim — = 0. On déduit qu’a partir d’un certain rang que u, = o(v,) et puisque
n—-+oo Un
E v, est convergente alors d’aprés le critere de comparaison g u, est convergente.

n n

u
3) On a lim — = +oco. On déduit qu’'a partir d'un certain rang que v, = o(u,) et
n—+o0 Uy,

puisque Z v, est divergente alors d’aprés le critere de comparaison Z uy, est divergente.

Exemple: (Série de Riemann)

1
On appelle série de Riemann, toute série dont le terme général est de la forme v, = —,
n
a € R. Cette série converge pour a > 1 et diverge pour o < 1.
1 1 =<1 =1
En effet, pour a« <1, on a Vn € N*, — > — alors que Z — = 400, donc Z — = 400.
ne n —n — ne
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1
Ainsi la série Z — est divergente.
n

n>1
e , . ., 1 1
Pour o > 1, étudions la série de terme général u,, = — avec n > 1.
na—l (n/+,1)a—1
n 1 —+00
D’un coté, la somme S,, = Zuk =1- W converge vers S = Zuk = 1. Donc la
k=1 k=1
série Z U, converge.
n>1
De l'autre coté, on a
1 1
U, = —
" ne=t (n41)2—

au voisinage de +o00, on a

n +o0 n
Donc N 1
. ) n -«
lim = = lim [1 — <1 + )}
n—+o00 Uy, n—+oo o1 n
) a—1
= lim n
n—-+o0o n
= a—1#0.
Puisque, la série E u, converge. D’aprés le corollaire 2.2.3, la série g v, converge.
n>1 n>1
Exercice:
. . .1 1
Etudier la nature des séries E sin —, E In(l1+ —)
n ns3
n>1 n>1
. 1 . L. 1 L. .
1) La série E sin — converge car sin — ~ —. Or la série E — est une série de Riemann
5 5 5 5
>1 n ne +oon >1
n> nz

convergente, d’ou le résultat.
1 1

1 1
2) La série Z In(1 + —) diverge car In(1 + —) ~ —. Or la série — est une série
n>1 ns ns. o ns n>1 3
de Riemann divergente, d’ou le résultat.

Remarque 2.2.1 Les critéres cités plus haut sont d’application tres générale et variée.
La comparaison d’une série avec une série géométrique ou une autre dont la nature est
connue est un outil brut mais tres efficace. Cette comparaison est au coeur des bien connus

critéres de la racine et du rapport présentés dans ce chapitre.

Corollaire 2.2.4 (Régle du n®) Soient Zun une série a termes positifs et o € R telle
que "

lim n%u, = k.
n—4o00
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1) Si k est fini non nul et o« > 1, alors Zun est convergente.

2) Si k est fini non nul et a < 1, alors Zun est divergente.

n

3)Sik=0eta>1, alors Z u, est convergente.

4) Stk =400 et a <1, alors Zun est divergente.

n

Remarque 2.2.2 Ce corollaire est un cas particulier du corollaire 2.2.3

(on prend v, = n=%).

2.2.3 Critere de comparaison d’une série avec son intégrale

Théoréme 2.2.3 Soit f : R™ — R une fonction continue et décroissante.

+oo
i) Zf(n) converge si et seulement i / f(x)dx converge.
" 0

i1) Vk € N, /f(x)dacg Z f(n) < /f(x)dx

k+1 n2k+1

Preuve

i) Pour z € [n,n + 1], le fait que f est décroissante, alors
fln+1) < f(z) < f(n),

Nous intégrons, on trouve

n+1 n+1 n+1
/ f(n+1)dx < / f(x)dx < / f(n)dz

fln+1) < / f(@)dz < f(n)

n+1

St <Y [ <Y pm)

n>0 n>0 n n>0

S fn) < / F)de <3 f(n).

n>1 n>0

n>0

+oo
D’une part, si la série Z f(n) converge, alors / f(z)dz converge.
0

+oo
D’autre part, si / f(z)dz converge, alors Z f(n) converge.
0

n>1
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ii) Onan <z <n+1<x+1, le fait que f est décroissante, alors

fle+1) < f(n+1) < flz) < fn)

Passant a l'intégrale, on a

n+1 n+1 n+1 n+1

[tarvis< [rwrv< [ @< [ s,

par changement de variables (en changeant x + 1 par x), on trouve

n+2 n+1
/f<:v)d:v§f(n+1)§ /f(:r:)dm,
n+1 n
Donc e .
Z/ﬂfv)dfvSZf(nH)sZ/f(:z;)dx,
nan+1 n>k n>k n
Ainsi N N
/f(x)dxﬁ > fn) < /f(x)d:p
k+1 n>k+1 o
Exemple:

Soit f : R*™ — R* une fonction continue positive et décroissante définie par f(z) = —,
T
avec o € RT*,

Pour a # 1, on a

e —at1 Tro@ +oo pour 0<a<l1

+o0

1
/f(a:)da:: —dx = [x = 1

xe —a+ 111 —— pour «a> 1.
1 1 a—1

Pour o =1, on a
+00

+00 1 oo
/f(x)dm: / —dz = [lnx] = +o0.
x 1

1 1

+oo 1

Donc / —dx converge pour « > 1 et diverge pour 0 < a < 1.
IOC
1

: 1 .
D’aprés le théoreme precedent, la série E — converge pour « > 1 et diverge
n>1 n
pour 0 < o < 1.
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2.2.4 Critere de comparaison indirect

Un+1

Théoreme 2.2.4 Soient Z Uy, et Zvn deux séries a termes positifs. Si <
n n

Unp,

E v, converge. Alors E Uy CONVETgE.
n n

Preuve

On a

Uy U1 Ug
— < —= (751 S —V1.

Uo Vo Vo
Par récurrence, nous trouvons

U
U, < —Ovn, Vn € N.
Vo

Le fait que E v, converge, alors la série E u, est convergente.

n n

2.2.5 Critere de d’Alembert

Théoreme 2.2.5 Soit Zun une série a termes positifs.

un—i—l

n
i) Sl existe ¢ > 0 telle que <q<1,Yn €N, alors la série Zun converge.

n

Up L. < .
i1) S’il existe ¢ > 0 telle que > q > 1,Yn € N, alors la série Zun diverge.
Up,
Preuve
i) On a

U
— < ¢ = U < quo.
Uo

Y2 < ¢?
—_q:>U2_q/LLO.
Uy

Par récurrence, nous trouvons

Un+1

< q= Ups1 < ¢"ug, Vn €N

Unp

Un+1

Un

et

(q"up) est le terme général de la série géométrique de raison g avec 0 < ¢ < 1. Donc la

série g u, converge.
n
i1) on a
Uy
— 2 q = U1 = qup.
Uo
Par récurrence, nous trouvons

Vn e N, u, > q"up.

Puisque ¢ > 1, alors la série Z q"ug est divergente. Donc Z u, diverge.

n n
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Corollaire 2.2.5 Soit Zun une série a termes positifs telle que

n

. Up+1
lim —*L — k.
n—-+oo Uy,

1) Si k <1, alors Zun est convergente.
2) Si k> 1, alors Zun est divergente.

3) Si k=1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Zun.

Remarque 2.2.3 La regle de d’Alembert est aussi dite régle du quotient. Elle est sollicitée
lorsqu’il s’agit d’étudier la nature d’une série dont le terme général est sous forme de

quotient contenant des produits, des factoriels ou des puissances.

Exemples:
1) Etudi 1 ture de la séri L
) Etudions la nature de la série Zﬁ’ on a
n>0
n 1 ! 1
m 27— i —— "~ i —0<1.
n—+oo U, n—+oo (n 4 1)1 1 n—+oo N +

(o 1
Donc la série E — converge.
n!
n>0

1
2) Appliquons le critere de d’Alembert a la série Z —,on a
n

n>1
. Un+1 . 1 n .
lim = lim — = lim =
n—-+oo Uy, n——+oo (n + 1) 1 notoon+1
L 1 .
Or, la série E — est divergente.
n>1 n
. L. 1
3) Examinons la nature de la série 5 —5, on a
n>1 n
2
. Un+1 . n
lim 4 = lim s =1
n—+o0o Uy n——400 (’n, =+ 1)

1
Or, E — est une série de Riemann, donc elle converge.
n
n>1

2.2.6 Critere de Raab-Duhamel

Théoreme 2.2.6 Soit Zun une série a termes positifs.

n

i) S’il existe ¢ > 0 telle que n( Un_ _ 1) > q > 1,Vn € N*, alors la série E u, converge.
Un+41 "
Up, . .
i1) S’il existe ¢ > 0 telle que n( —1) < g < 1,¥Yn € N*, alors la série g u, diverge.
Un+1

n
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Preuve i) On a

U U 1
1) >g>1 = > —+1
Un+1 %n—&—l n
= ol <1
Up, n+1

D’aprés le critere de d’Alembert, la série Zun est convergente.

i1) On a
Uy, Uy, n+1
n( -1)<¢g<1l = <
Un+1 Un+1 TTLI
= Upsl > n-
LR

Par récurrence, on montre que

Up > —U7,
n

1 L : - : . : -
or —uy est le terme général d’'une série de Riemann qui diverge. Par suite, la série g Up,

n
n

est divergente.

Corollaire 2.2.6 Soit Zun une série a termes positifs telle que

n

lim n( I 1) =k.
n——+o0o Up+1

u
1) Si k> 1, alors n(—=— — 1) est convergente.
) Z (un—i-l )
un

2) Si k <1, alors Zn( — 1) est divergente.

Unp+1
Unp,

3) Sik =1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Z n( —1).

n Un+1

Remarque 2.2.4 En général la réegle de Raab-Duhamel est utilisée lorsque la régle de
Un+1

d’Alembert ne fournit aucun résultat plus précisément quand lir}rﬂ = 1. L’exemple
n—+00 Uy,
qui suit est illustratif.
Exemple:
1.35.....2n — 1
On veut étudier la nature de la série Z (2n ), on a alors
— 2.4.6....(2n)
n . 1.3.5.....(2 1 2.4...(2 2 1
lim L= ] (2n+1) Gn) gy, 221y

1m . 1 =
notoo Uy notoo 246, (204 2) 1.3..(2n— 1) no-too 20 + 2

La regle de d’Alembert ne fournit aucun résultat, pensons a celle de Raab-Duhamel. En

effet,
n . 2n+2 . 1
lim n(u —1)= lim n(n+ —1)= lim LY
n——+oo Up+1 n——+oo 2n +1 n—+oco 2n + 1 2

Donc la série est divergente.

36



Corollaire 2.2.7 Soit Zun une série a termes positifs telle que

n

n 1
Up+1 :1_E+O<_>7
Up, n n

1) Si > 1, alors Zun est convergente.

2) 8ip <1, alors Zun est divergente.

3) Si =1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Zun

n

Preuve

1) Prenons 1 < o < . Posons v, = —. On a
na

Un+1 _ ( n >a
Up, n+1
1\«
- (1+2)
n
1
-l
YRS SO
> l—ﬁ—i—o(—): L
n n Uy,

En plus, le fait que o > 1, alors la série Zvn est convergente. D’aprés le théoreme 2.2.4,

n
la série E v, est convergente.

n

1
2) Pour u < 1. Posons v, = —, on a
n

Un+1 n
U, n+1

i
S 1_ﬁ+0<_>_un+1.
n n Up,

En plus, le fait que la série Z v, est divergente, d’aprés le critere de comparaison indirect
n>1

la série E u, est aussi divergente.
n>1

2.2.7 Critere de Gauss

Théoreme 2.2.7 Soit Zun une série a termes positifs telle que
n>1

Unp

n n 1
W T :A+ﬁ+%7%
n n n

Un+1 n? Un+1

avec (¢p)n une suite bornée.
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1. 8i A > 1, alors Zun converge, pour tout f.

n>1

2. Si A< 1, alors Zun diverge, pour tout p.

n>1
3. St A =1, on distingue deuz cas:
a) Sip <1, alors Zun diverge.
n>1

b) Siu > 1, alors Zun converge.

n>1
Preuve
. Upn+1 1
Ona lim —%— -,
n—+o00 Uy, A

1. Pour A > 1, d’aprés le théoreme de d’Alembert, la série Z u, converge.

n>1

2. Pour A < 1, d’aprés le théoreme de d’Alembert, la série Z u, diverge.

n>1
1
3. a) Pour A =1et g > 1, prenons « €]1, u[. Posons v,, = —. On a
nOt
Un+1 . 1
v,  (1+ L)
B 1
o «@ ala—1
L4t Lxe] 4 o(L)

_unJrl
I+849% o,

Or, la série g v, converge. D’aprés le critere de comparaison indirect, la série
n>1

E U, converge.

n>1

1
b) Pour A =1 et pu < 1. Posons v,, = ——, avec n > 2.
nlnn

D’une part, en utilisant le critere de comparaison d’une série avec son intégral, la
fonction f(z) =

| sur l'intervalle [2, +-00[ est positive, continue et décroissante.
rlnx

Passant a l'intégrale, nous trouvons

a——+oo a——+00

lim /f(:z:)d:z: = lim In(lna) —In(ln2) = 4o0.
2
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Donc la série g v, est divergente.
n>2

D’autre part

Upa1 nlnn
U (n+1)ln(n—|—1)
S )
B nn
N ( %)(lnn—i—ln (1+ ))
B Inn
(1) (et L= o(d)
Inn
- lnn—l—%(l—i—llnn)—i-o(n—lz,)

1+ [E(14+1nn) + o(5)] 0

Posons 1 = 1 +1Inn > 1, donc

!/

W 1 1 1
1 >1
+ = —I—o(n ) + +o (nQ)
ce qui donne
Un+1 < 1 : _ Un+1 ‘
Up H U
n 1 ~ _ n
+ - + 0(n2)

Ainsi, d’aprés le critere de comparaison la série E u, est divergente.
n>1

Remarque 2.2.5 En général la régle de Gauss est utilisée lorsque les regles de d’Alembert

et Raab-Duhamel ne fournissent aucun résultat. L’exemple qui suit est illustratif.

Exemple:

1.3.5.....(2n — 1)72
Etudions la nature de la série Z [ 3.5.....(2n )
n>1

2.4.6....(2n) ] , on a alors

. Uptl 1.35.....2n+1) 24..(2n) 72 (2n +1)?
lim = lim [ ) ] = lim —— 7 —
n—+oo Uy, n—+oo 1 2.4.6....(2n +2) 1.3....(2n — 1) n—+oo (2n + 2)?

La regle de d’Alembert ne fournit aucun résultat, pensons a celle de Raab-Duhamel. En

effet,

2 2)2 4 3
lim n( —1)= lim n(w - 1) = lim nL =
n——4o00 Up+1 n——+oo (2n —+ 1)2 n—-—+o00 (2n + 1)2
Meme chose, cette regle ne fournit aucun résultat, pensons a celle de Gauss. En effet,

u,  (2n+2)?
Ups1  (2n+1)2

1 141

= 1+ —-— n

n  4n24+4n+1°
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1
La suite ¢, = 1 4+ — est bornée. Donc on a A = 1 et u = 1. D’aprés le critere de Gauss la

n
1.3.5... -1
série Z [ 5 16 nn) )} diverge.

2.2.8 Critere de Cauchy

Théoreme 2.2.8 Soit Zun une série a termes positifs.
n

i) Sl existe ¢ > 0 telle que Yu, < q < 1,Yn € N, alors la série Zun converge.

i1) Sl existe ¢ > 0 telle que Yu, > q > 1,Yn € N, alors la série Zun diverge.

Preuve
i) On a u, < ¢" = v, ou v, est le terme général de la série géométrique de raison ¢ avec

0 < g < 1. Donc Zvn converge. Ainsi la série Z U, converge.

i1) Pour ¢ > 1, Z v, diverge. Donc la série Zun diverge.

n n

Corollaire 2.2.8 Soit Zun une série a termes positifs telle que

n

lim Yu, = k.

n—-4o00

1) Sik <1, alors Zun est convergente.
2) Si k> 1, alors Zun est divergente.

3) St k =1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Zun.

n

Remarque 2.2.6 La régle de Cauchy est appelée régle de la racine nieme. Elle intervient

quand le terme général de la série contient une puissance en fonction de n.

Exemple:
1\
On utilise la regle de Cauchy pour déterminer la nature de la série Z (1 — —> . En effet

n
n>1

1\"
lim u, = lim <1 — —) —el<1.

n—-+4oo n—-4o0o n

1\
D’ou la série Z (1 — —) converge.
n

n>1

Remarque 2.2.7 Lorsque lim </u, n’existe pas, on utilise le corollaire suivant.
n—-+0o
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Corollaire 2.2.9 Soit Zun une série a termes positifs telle que

n

lim sup Vu,, = k.

n—-+00

1) Si k <1, alors Zun est convergente.
2) Si k> 1, alors Zun est divergente.

3) St k =1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Zun

n

Exemple:

Etudions la nature de la série de terme général

It |n 0 pour n = 3k,

sin ——

3

Up =

(?)n pour n =3k + 1, n =3k + 2,

avec k € Z. On a
0,
)
2
V3

Donc lim <{/u, n’existe pas, on utilise le corollaire 2.2.9, on trouve lim sup /u, = — < 1,
n—+00 n—+oo 2

alors E U, converge.

n>0

Proposition 2.2.1 Soit Zun une série a termes positifs

. . Up+1
lim u, = lim ,

n—-+4oo n—-+oo Unp,
st elles existent.

Un+1

Remarques 2.2.1 e Sil’on constate que lim =1, alors il est inutil d’appliquer

n—-+4oo Up,

la régle de Cauchy (car lirf Su, =1).
n—-+0o0
e La régle de Cauchy est plus général que celle de d’Alembert.

e Si la divergence resulte de la régle de Cauchy ou de d’Alembert, alors ceci signifie que

le terme général de la série ne tend pas vers 0.
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2.2.9 Critere de logarithme

Théoreme 2.2.9 Soit Zun une série a termes positifs.

n
1

Un,

i) Sl existe a > 0 telle que o > «a > 1, a partir d’un certain rang, alors la série Zun
nn

n

converge.
1
i1) S’il existe a > 0 telle que I < o < 1, a partir dun certain rang, alors la série
nn
Zun diverge.
Preuve
i) On a
hluL —ln(un>
~>a = >«
Inn Inn 1
= In(u,) <Iln—
na

. . 1 .
Le fait que a > 1, on a la série E — est convergente. Donc, d’aprés le critere de com-
n
n>1
paraison la série E U, converge.

n

. L. 1 . . . . :
i1) Pour 0 < o < 1, on a la série E — est divergente ou le méme calcul qu’en i) conduit
n
n>1

1
a u, > —. Donc, d’aprés le critere de comparaison la série g u, est divergente.
n

n

Corollaire 2.2.10 Soit Zun une série a termes positifs telle que,

n

o In ul
lim —= =k.
n—-+00 lnn

1) Si k> 1, alors Zun est convergente.
2) Si k<1, alors Zun est divergente.

3) Si k=1, alors on ne peut rien conclure a propos de la nature de la série Zun.

n

Exemple:
1
Examinons la nature de la série de terme général u, = aTn vec a €R. Ona
n®lnn
In L In(lnn
lim —= = lim <a+ ( ))
n—+oo NN n—r+oc0 Inn
= .
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Pour a > 1, la série g u, est convergente.
n>2

Pour a < 1, la série Z u, est divergente.
n>2

Pour a =1, la série Z up, est divergente (voir la preuve du théoreme 2.2.7).
n>2

2.3 Séries a termes quelconques

Dans ce qui suit, nous allons affirmer que la convergence absolue est une propriété plus
forte que la convergence, plus explicitement la convergence absolue entraine la convergence.
A T'issue de ce cours, on sera en mesure de transposer la question d’étudier la nature d’une

série quelconque vers une série a termes positifs en introduisant la valeur absolue.

2.3.1 Convergence absolue

Définition 2.3.1 Soit (u,)nen une suite a termes réels de signe quelconque ou & termes

complezes. On dit que la série Z uy, est absolument convergente si et seulement si Z [t |

n n
est convergente ou |u,| désigne soit la valeur absolue de u,, si u, € R ou module de u,, si

u, € C.

Exemples:
(="

Etudions la convergence absolue des séries suivantes de terme général respectif u, = ~—
n

et v, = <Z ; 1>n.
i) On a

(=1)" 1
:>|Un|::%g.

- 1 - (="
La série E — converge, donc la série E 5 — converge absolument.
n n
n>1 n>1

i7) On a . '
= [(5) 1= ()

1

V2

1 n
Or, Z (—) est une série géométrique de raison ¢ = < 1, donc elle converge. Ainsi

n>0 Vﬁj

1 —1\n
la série g ( 5 > converge absolument.
n>0

Théoreme 2.3.1 Toute série absolument convergente est convergente simplement.

Remarque 2.3.1 Une série convergente n’est pas forcément absolument convergente. Dans

ce cas, elle est dite semi convergente.
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En effet, on peut considérer la série alternée
sk
n
n>1

cette série est convergente mais n’est pas absolument convergente. Nous verrons ultérieurement
le critere concernant ce type de séries et qui nous permettra de conclure aisement sa con-

vergence. En revanche, la série

>ISH-2s

n>1 n>1

est divergente.

Proposition 2.3.1 (Convergence absolue d’une série complexe)
Une série complexe converge absolument si et seulement si sa partie réelle et sa partie

imaginaire toutes les deux convergent absolument.

Remarque 2.3.2 Les critéres de convergence absolue sont ceur des séries a termes posi-
tifs appliqués a E [t |-
n

Dans le cas ou la série g |u,| diverge la recherche de la nature de E u, peut se faire en

n n
utilisant 'une des méthodes suivantes.

2.3.2 Critere de Dirichlet ou d’Abel

Théoréme 2.3.2 (Critére de Dirichlet ou d’Abel) Soient (u,)nen une suite a termes

quelconques et (U, )nen une suite a termes positifs telles que

p
1. 3M > 0,¥p € N,[S,| = | ) uy| < M.

k=0

2. La suite (v,), est décroissante et lim v, = 0.
n—-+o0o

Alors, la série E Up Uy, est convergente.

n

Preuve
Soit T;, la somme partielle de Z UpUn,



Montrons que (75,), est une suite de Cauchy. Soient ¢ > 0, p,q € N, on a

p+q p
Tpig —Tpl = E :unvn - E :unvn
n=0 n=0
ptq
= E UnUp
n=p+1
p+q
- E (Sn - Sn—l)vn
n=p+1
p+q p+q—1
= § Snvn - E Snanrl
TL=p+1 =p
p+q—1 ptg—1
= Sp-l—qvp-‘rq + § Snvn - E Snvn—I—l - Spvp-i-l‘
n:p+1 n:p+1
p+q—1
= |SptrqUptq — SpUp+1 + E Sp(Vn = Vpy1)
n=p+1
pt+q-—1
< |SptqUptq| + |SpUpt1| + E Sp(Vn = Vpy1)
n=p+1
p+qg—1
S M'l]p+q + MUp+1 + M E (Un — Un—f—l)
n=p+1
< M(Uptq + Upt1 + Vpt1 — Upig)
S 2Mvp+1 .

Puisque pli)lfoo v, = 0, alors il existe N(¢) € N, p > N(e) telle que v, < ﬁ

Donc (T,),, est de Cauchy, ainsi Z unvy, est convergente.

n

Exemple:

_1 n
Etudions la nature de Z (1) avec 0 < a < 1.
nOé

n>1

1 . . .
= —, alors E |w,| diverge, donc on ne peut rien dire pour
n
n>1

1)
En effet, |w,| = ‘u
na

S,

n>1
En utilisant le critere d’Abel, soient u,, = (—1)", alors la somme parielle

n 1 pour n paire
S, = Zuk _ { p p
=1

0 pour n impaire.

Donc
1S,| < 1.

1 . .
Prenons v,, = —, cette suite est décroissante et converge vers 0.
n

(="

nOé

Ainsi, d’aprés le critere d’Abel Z

n>1

est convergente.

45



Corollaire 2.3.1 Soit (v,)nen une suite a termes positifs décroissante telle que
lim v, =0, alors la série ZUHZ" est convergente si |Z| =1 et Z # 1.

n—-+o00
n

Preuve
- 11—z Z”+1
Soit u,, = Z™, la somme partielle S,, = Z U = Z Zk = .
k=0
Donc iz
14+ |Z"
Sh _
[l = |1 — 7]
2
< -
- 1-Z

D’aprés le critere d’Abel Zan" est convergente.

n

Remarque 2.3.3 Pour Z € C, on a Z = |Z|(cosf + isinf).
Si|Z|=1cet Z #1, alors Z = cos@ +isin€ avec 0 # 2km, k € Z.

Corollaire 2.3.2 Soit (v,)nen une suite a termes positifs décroissante telle que
lim v, =0, alors la série Zvneme converge pour 0 # 2km.

n—-+00

Corollaire 2.3.3 Soit (v,)nen une suite a termes positifs décroissante telle que

nginoo v, = 0, alors les séries Z v, cos N et Z v, sinnb convergent pour 6 # 2k.

Exemple:

Etudions la nature de la série Z
n>2
n > 2 est décroissante qui converge vers 0 et on a § = 3 # 2kw. D’aprés le corollaire 2.3.3

cos 36 . . 1
. En effet, la suite de terme général v, = ,
nlnn nlnn

, . Cos
la série g est convergente.

nlnn
n>2

2.3.3 Séries alternées

Définition 2.3.2 La série Zun est dite série alternée si pour tout n € N, le signe de

n
Upt1 €St Opposé au signe de uy,.

La définition précédente est équivalente a la suivante.

Définition 2.3.3 On dit que Zun est une série alternée si u, = (—1)"v, avec v, est

n
une suite a termes positifs.

Remarques 2.3.1 Attention les séries dont les termes générauz contiennent (—1)" ne

sont pas toutes des séries alternées. Par exemple la série E (—1)" cosn n’est pas une série
n>0
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alternée car cosn ne garde pas un signe constant pour tout n > 0.
Par contre, il y a des séries altérnées dans les quelles le terme (—1)" n’apparait pas ezx-

plicitement. Par exemple Z cosnm Inn est une série alternée, car pour toutn > 1,Inn > 0
n>1
et pour tout n € N, on a

cosnm = sin(2n + 1)m = (—1)".

Théoréme 2.3.3 (Théoréme de Leibniz) Soit (v,)neny une suite a termes positifs

décroissante qui converge vers 0. Alors la série Z(—l)”vn est convergente. De plus on

n

a
“+oo
‘ Z (—=1)"vpn| < vpa1.
k=n+1
Exemple:
—1)"
Etudions la nature de la série Z (=1) .
n
n>1
1 1
Il est clair que la suite (—) est a termes positifs décroissante et lim — = 0. Donc
n/n>1 n—+oo N

(=D"

n

d’apres le théoreme 2.3.3, la série Z est convergente.

2.4 Séries produit

Définition 2.4.1 Soient E U, et E v, deux séries. La série
n n
E w, = E Uy, E Up,
n n n
n
est appelée série produit des séries g Uy, et g Uy OU W, = g UpVp—k -
n n k=0

Théoreme 2.4.1 Si les deux séries Zun et Zvn sont absolument convergentes, alors

n n
la série produit est absolument convergente et a pour somme le produit des deuxr sommes

gwn:(ﬁun)@%).

n= n=
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Exemple:
2
Déterminons la série (Z a:") , en effet

n>0

(X)) = (o) (Ze)

n>0 n>0 n>0
n

_ Z Z xkxnfk

n>0 k=0
n

= Z x". Z 1
n>0 k=0

= Z(n +1)z".
n>0

2.5 Exercices résolus

Exercice 1:

. Unp, , . ~
Soient u,, > 0 et v, = o Montrer que les séries ; U, et ; v, sont de méme nature.
Solution:
On a pour tout n € N,
_ 2

1+ u, 1+u,

donc
0<v, <u,.

Par conséquent, si E u, est convergente, alors E v, est convergente.
n n
Supposons a présent que 5 u, est divergente. On distingue deux cas différents a savoir:

n

lim u, =0ou lim wu, #0.
n—-+o0o n—-+00

1) Si lim u, =0, alors lim v, = 0, mais cela ne suffit pas pour conclure.

n—-4o00 n—-400
. U .
lim — = lim (1+u,) =1
n—>-+o0o Un, n—-+oo
= Uy ~ Up ;

—+00

alors les deux séries E U, et g v, sont de méme nature donc g v, est divergente.

n n n

2) On a
lim w, #0= lim v, #0

n—-+o0o n—-+00

d’otu la divergence de la série E Up.

n
Exercice 2:
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Donner la nature des séries suivantes et calculer leurs sommes

—1)"
1) Z (2n+)1

n>0

n>1
3) Z arctan ——
n>1
Solution:
1) Posons
1
Un n+1
SO
- 2\2
1
cette suite est géométrique de raison ¢ = 5 1. La série Zun est absolument conver-
n>0
ente, donc Z (=1 est convergente
gente, SrT gente.
n>0
Calculons la somme de Z (="
2n+1
n>0
o (D
S = Z ok+1
k=0
-5
2 2
k=0
—1\n+1
- (5)
_ ! 2
2 3
2
. 1
la somme S = lim S, = —.
n—-+00 1 3

1
2) Posons u,, = - Alors Vn > 1, u, < —.
n

n(n+1)(n+2)
La série Z 3 est convergente, donc d’aprés le critere de comparaison Z -

n>1 n>1
est convergente.

1
(n+1)(n+2)

Calculons sa somme, on a

Uy, =

1
nn+1)(n+2)
1 1 1 1

Qn_n+1+§n—|—2

B <1 1 1 >+<1 1 1 1 >
 \2n 2n+1 2n+2 2n+1/’

5 <1 1 >+( 1 1 )
Uy, = [ — — — .
n n-+1 n+2 n+1
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Posons

1
v, = —, pour tout n > 1.
n

Alors . . .
2 Z up = (Vg — Vpg1) + Z(Ukw — Ug1)
k=1 k=1 k=1
= U] — Upg1 + Upypo — V2
B L1,
N n+l 2 n+2
d’ou

5—1+1 1 1 1
"4 2n+2 2n+1°

Par conséquent,

) 1
S= lim §,=-.
n—-+oo 4
3) Posons u,, = arctan —, on a
2n?
Up ~ Uy = —.
"o " 2n2

Or, la série g v, est convergente, ainsi E U, converge.
n>1 n>1
Calculons sa somme

u, = arctan o2
= arctan —
4n?
; 2
= arctan ———
n?2 —14+1
2
= arctan

I1+(2n—1)2n+1)
—(2n—-1)+(2n+1)
1+ (2n—-1)(2n+1)
= arctan(2n + 1) — arctan(2n — 1).

= arctan

Ainsi
n n
E U = E (Uk+1 - Uk)
k=1 k=1
= Upy1 — V1.

ou vy = arctan(2k — 1). Il en résulte que

Sy = —% + arctan(2n + 1),
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et

S = lim S5,
n—-+oo
. 7T+7T_7T
42 4

Exercice 3:

Dire si les séries suivantes sont convergentes ou divergentes
1
1 - -
- 1
2 exp(cos — — 1),
) exp( ~ =1

n>1
1
3) Z sin® (—) ,
n>1 n
1\"
4) Z <a + —> ,
n>1 n
(na)"
5 eR
) HZN] - aveca :
> o
6) Z <nsin —> , avec a > 0,
n
n>0
(a+1)(a+2)...(a+n)
7 e R.
) ; oy avec a
exp(—/7)
)i}
n>1 \/ﬁ
Solution:
1
1) Posons u,, = ———. Alors
) Vv1I—e™m
lim =1#0.

La condition nécéssaire de convergence d’une série n’étant pas satisfaite, on conclut que la

- 1 .
serie Z N est divergente.

n>0 —€
2) On a
1 1 1 4 of 1 )
cos—=1—— +o(—
n 2n2 n2”’
donc )
li ——1)= li ——1)=1
lim exp(cos " ) exp(n lim cos — )
1
Ainsi - — i :
nsi, Zexp(cos - 1) diverge
n>1
e
3) Posons u,, = sin (—)
" 11
On sait que sinx «~ x au voisinage de 0, par conséquent sin — «~~ — au voisinage de +o0o et
n o n
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par suite
41 1
sin” | — ) ~ —.
n/ +oon
. R s . . . 1
D’apres le critere d’équivalence, les deux séries sont de méme nature et puisque E — est
n
n>1

: ) ) ) 1
une série de Riemann convergente alors la série E sin® (—) converge.
n

n>1
1\"
b =% (o)
) Soit u Za+n ,on a
n>1
: ) 1
lim Yu,= lim a+ —=a > 0.
n—-4oo n—-+o0o n
D’aprés le critere de Cauchy, on a
Sia > 1, alors Zun diverge.
n>1
Sia < 1, alors Z u, converge.
n>1
Sia=1,alors I I (1+1)n £0. Done 3, di
ia=1,alors lim w, = lim —) =e . Donc u, diverge.
’ n—-+oo n—-+oo n = g
(na)" . s N
5) Posons u, = [ avec a € R. Appliquons le critere de d’Alembert, on a
n!
" 1 n+1 !
lim Ynil _ lim ((n+1)a) n
n—+00 Uy, n—-+o00 (n -+ 1)' (na)”
1a)" 1
_ (k) (ke
n—+too  (na)® n+1
= lim a(l—i——) = ae
n—-4o0o n

Nous discuterons trois différents cas:

: 1 .
a) Siae < 1= a < —, alors la série E u, converge.
e
n>0

. 1 L. .
b) Siae > 1= a > —, alors la série E u, diverge.
€ n>0
n

1
c)Siae =1= a=—, alors u,, = n z En utilisant la formule de Stirling
e en!

1 1
e

Donc
1 1 1

n ™ = /=1

+oo V21 V21 n2
cette derniere est une série de Riemann qui est divergente. Ainsi 5 u, est divergente.
n>0

u

1\ 1
6) Soit u, = (n sin —) = exp n2<ln(n sin —)>
n n
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Au voisinage de +00, on a

1 1
nsin _— = 1— ) +O(ﬁ)’
Donc
1 1 1 1
(nsin2) = =Gz ~ g o)
ce qui donne
1 1 1 1
21 in ) — o
n n(nsmn) T +O(n2)’

Passant a la limite, on a

1 1
lim exp n2<1n(n sin E>> =exp(—=) # 0.

n—-+4o0o 6

Ainsi, la série E u, est divergente.

n>0

1 2)...
7) u, = (at )(CH_‘) (a+n) avec a € R.

n!
Utilisons le critere de d’Alembert pour la série Z U, on obtient:
n>0
im Y~ hm (a+1)(a+2)...(a+n)a+n+1) n!
n—+oo Uy, n—-+o0 (n+1)! (a+1)(a+2)...(a+n)
1
N Gl By

n—too  n 4+ 1

On ne peut rien conclure a propos de la nature de cette série.

Appliquons a présent le critere de Raab-Duhamel:

n . 1
lim n( I 1) = lim n(L —1)
n—+oo Upiq n—+oo a-+mn-+1

= lim 4 )= —a

a) Sia < —1, alors la série E u, converge.

n>0
b) Si a > —1, alors la série Zun diverge.
n>0
¢) Sia = —1, alors u,, = 0, donc la série Zun est convergente.
n>0
-vn
ex
8) u, = P
n
Calculons

lim u, =0
n—-+o0o

Donc, on ne peut rien conclure. Posons




f est une fonction continue et positive sur [1, 4+o0].

En plus,

P CCIC o

d’ou f est décroissante.

Passant a l'intégrale

Posons y = 1/, on trouve

/af(x)dw = /Zexp(—y)dy

= —2exp(—va) +2exp(—1)

Donc

a—r+00

+/Oof(m)dm ~ lim /af(x)dx = g

—Vvn
ex
D’aprés le théoreme 2.2.3, la série Z P est convergente.

n>1 \/ﬁ

2.6 Exercices non résolus

Exercice 1:

Etudier la nature de la série hypergéométrique qui est donnée par

_ ala+1)..(a+n—-1)6LB+1)..(B+n— 1)x”

nly(y+1)..(y+n—-1)

avec a, 3,7,z € RT.
Exercice 2:
Donner la nature des séries de termes généraux suivants

1) ———, a et [§ sont des constantes réelles données.
n(lnn)?

%) 1+lnn.
ny/n
n®+an+1
n—7
n12—|—bn—i—2

3)1 a et b sont des constantes réelles.

4 .
) ncos?n
n

dn? +1°

5) arcsin
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. 1
6 SIN oo
1 -
COS EhCOS 'rl_+1
arg shn
7) 2850
n(lnn)?
Exercice 3:
Soient u, et v, deux suites a termes positifs telles que les séries Zun et Zvn soient

n n
convergentes.

1) Montrer que E VU, v, est une série convergente.

n

VU 1
2) Montre que la série g Y est convergente pour o < —.
ne 2
n>1
Exercice 4:

Donner la nature des séries de termes généraux suivants:

cos\/n (14" (=)™

(a est une constante positive),

nyn ’ (n? 4 1)a» n? + sinn?’
Exercice 5:
1) On considere la série harmonique alternée:
ol b, ey
5tgt-

Vérifier que cette série est convergente sans I'étre-absolument. A 'aide de la formule de
Mac-Laurin appliquée a In(1+ z), pour x = 0 et pour x = 1, trouver la valeur de la somme
de cette série.

2) On considere maintenant la série dont les termes sont ceux de la série précédente écrits

dans 'ordre suivant:

) 1 1+1 1 1+ N 1 1 1
2 4 3 6 8 7 2n+1 22n+1) 22n+2)

+ ..

Etablir que cette série est convergente et que sa somme est la moitié¢ de la somme de la

série alternée précédente.
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Chapitre 3
Suites et séries de fonctions

Les suites et les séries jouent un role essentiel en analyse mathématique, avec la notion de
convergence qui leur est étroitement liée. Plusieurs fonctions fondamentales sont obtenues
comme limite de suites de fonctions ou comme somme d’une série de fonctions. L’étude de
la continuité et de la dérivabilité de telles fonctions conduit nécessairement a la notion de

convergence uniforme (voir [7], [10 — 12]).

3.1 Suites de fonctions

Définition 3.1.1 Soit I C R un intervalle non vide et F(I,K) l’ensemble des applications
définies sur I a valeurs dans K, ou K est un corps réel ou compleze.

On appelle suite de fonctions sur I, toute application f telle que
[N — F(,K)
noo— f0)i= 1
(fa)nen est une suite d’éléments dans F(I,K) telle que
fo: I — K
3.1.1 Convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 3.1.2 On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement ( en abrégé

C.S) vers f sur I si et seulement si

veel, lim f(r) = f(z).

Ceci se traduit par

Ve > 0,Vx € I, In(e,x) € N tel que n > n(e,x) = |fu(x) — f(x)| <e.
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Exemples:

a) Soit f, : R — R définie par

x> fulz) = . anwQ’ n € N.
- Pour = # 0,
S ) =1
- Pour x =0, f,(0) =0, donc
lim f,(0)=0

La suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f définie par

) 1siz#0,
f(m){ 0siz=0.

b) Soit f, : R — R définie par
T —s folz) = nze ™ + .

Pour chaque z, on a lim f,(x) = x, donc (f,)nen converge simplement vers la
fonction f(x) =z, Vo € R.

3.1.2 Convergence uniforme d’une suite de fonctions

Définition 3.1.3 (Norme de convergence uniforme)

On appelle norme de convergence uniforme sur I l’application notée par ||.|| définie par:
Il : F(I,K) — R*
f — il = sup [ £(z)]
xe

Définition 3.1.4 (Convergence uniforme d’une suite de fonctions)
On dit que la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément (en abrégé C.U) vers f

sur I et on note:
fo=f surl ou focdf surl,

st et seulement si

Ve > 0,3dn(e) € N indépendant de x € I, tel que

nzn(e) = |fn—fl<e
ou

n 2 n(e) = swfu(z) - f(2)] <e,

ou

n > n(e) =V € I, |fulz) — f(2)] < =.
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Exemples:

Etudions la convergence simple et uniforme de f,(x) = 2" sur I = [0, 1],
I =10,a], 0 <a < 1. En effet,

i) Sur I =[0,1], on a

O0si0<z<1,

n—-+o0o

lim fo(2) = f(z) = {

1six=1.

Calculons sup | f,(z) — f(z)|, on a
zel

e Si0<z<1 ona|f,(x)— f(x)] =|z"| = 2™, donc

sup |fu(w) = f(a)] = sup 2" = 1.

0<z<1 0<z<1

e Six=1,0ona
| fu(z) = f(2)] = 0.
Ainsi

sup | fn(z) = f(z)| =140 quand n — +o0.
zel

Par conséquent, f, ne converge pas uniformement vers f sur I = [0, 1].

On déduit que f, ne converge pas uniformement vers f méme si [ = [0, 1] car

lim || fu(z) = f(2)[| =1 #0.

n——+o00

ii) Si I =1[0,a], avec 0 <a < 1, on a

lim f,(z)= f(z) =0.

n—-+o0o

Donc

sup |fu(z) — f(z)| = sup 2" = a".
z€(0,a] z€[0,a]

Ainsi
Jim [ f = fll = 0.

Par conséquent, f, converge uniformement vers f sur I = [0, a] avec 0 < a < 1.

Proposition 3.1.1 Si la suite f,, converge uniformement vers f sur I, alors elle converge

simplement vers f sur I.
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3.1.3 Théorémes fondamentaux sur les suites de fonctions

1) Critére de Cauchy

Théoreme 3.1.1 La suite f, converge uniformement vers f sur I si et seulement si
Ve > 0,3n(e) € N tel que

nzn(e),m=ne) = [fo—fml <e

Preuve

Montrons I'implication directe. On a f,, converge uniformement vers f sur I, donc
Ve > 0,3n(e) € N, tel que n > n(e) = ||fn— | <e.

Soit m > n(e), On a
an_me = ‘|fn_f+f_me
< o= S+ 1 fm = [l
< $+5=¢
Prouvons l'implication réciproque, le fait que la suite f,, est de Cauchy, alors elle est

convergente. Posons

flx)= lim f,(z), Vxel.
C’est-a-dire, Ve > 0,3n(e) € N tel que
n > 77(5) = Vz e [> ‘fn(z) - f(l’)‘ <€,
= |fa—fll<e

2) Critéere de Continuité

Théoréme 3.1.2 Soit (f,), une suite qui converge uniformément vers f sur I et f,(x)

est continue au point x = xo, avec xo € 1. Alors, f(x) est continue au point x = x.

Preuve

Par hypothese, on a f,(x) est continue au point = = xg, donc

lim f,(x) = fu(zo),

n—-+o0o

c’est-a-dire,

Ve >0,3a >0, |z — 2] < a = |ful@) — fulzo)] < %

et on a (fy,), une suite qui converge uniformément vers f sur I, c’est-a-dire

Ve >0,3dn(e) €N, Vn >n(e) =V el, |f.(x) — f(x)] <

Wl M
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Montrons que f(x) continue au point x = xy. En effet, soit ¢ > 0, o > 0, tel que

[z =zl < = |f(z) = flwo)| = |f(z) — fulz) + ful®) — falz0) + falz0) — f(20)],
= [f(x) = f(@o)| < [fulz) = f(2)] + [fulz) = fulzo)| + [ falz0) — f(z0)l,
= |f(x) = flzo)l <5+ 5+75,
= |f(x) = flzo)| <¢

Corollaire 3.1.1 Soit (f,)n, une suite qui converge uniformément vers f sur I et f,(z)

continue sur I. Alors f(x) est continue sur I.

Remarque 3.1.1 Si les fonctions f,(x) sont continues sur I et f(z) n'est pas continue

sur I, alors f, ne converge pas uniformément vers f sur I.

Exemples:
1
Etudions la convergence uniforme de f,(x) = sur
1+nx
a)l = [0, 4o0].
b)I = [a,+oo[, avec a > 0.

c)I =]0, +o0.

Solution:

a) Sur I = [0, +o0[, on a

0siz#0,

n—+00 1siz=0

lim fu(z) = f(z) = {

f(z) n’est pas continue au point z = 0. Donc elle n’est pas continue sur [0, +00].
En plus, les fonctions f,(x) sont continues sur [0, 4+o00[. Ainsi, f, ne converge pas uni-
formément vers f sur [0, +ool.

b) Sur I = [a,+o0], avec a > 0. On a

Donc
1
su w(x) — flx)| =
s 1) = 1) = 5
Passant a la limite
1
lim =0

n—+oo 1 4+ an
Ainsi, f,, converge uniformément vers f sur [a, +o0l.

c¢) Sur I =|0,4o0[, on a
lim fo(z) = f(x) = 0.

n—-+00

Donc,

sup | fu() — f(z)] = sup —— =1/ 0.

>0 >0 1 +nx
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Par conséquent, f, ne converge pas uniformément vers f sur |0, +o00].

3) Critere d’intégration

Théoréme 3.1.3 Soit (f,)neny une suite de fonctions continues sur I = [a,b] C R telle
que fr, = f sur I. Alors

i) f est intégrable sur I.

B B
ii) Vo, p € 1, nl_i}rfm/fn(x)dx:/f(x)d:v

iii) Va € I, F,( /fn t)dt converge uniformément sur I vers F(x /f

Preuve
i) Par Hypothese, on a f,(x) est continue sur I et f, = f sur I, alors d’aprés le théoreme
3.1.2, f est continue sur I, donc f est intégrable sur 1.

ii) Soient o, f € I, on a

osyih@Mx—ff@mﬂzz]j(nu»—ﬂ@ym

Oé

/ua ~ f(@)lds

< /ggwn@»— f@)lda

a

IN

B8
< /wm—fwx
< B-a)lfa-1l

Or, lim | f, — f|| = 0.
B B
Donc, quand n — +00, on trouve /fn(x)dx - /f(m)dx — 0.

Ainsi,

61



iii)

[Fn(x) = F(z)]| = sup|Fy(x) — F(2)]

xel
- sl [ df—/f g
< sup/]fn — f(t)|dt
< fa- f||Sup(ﬂ7—a)
< (b_a)an_fH'

Or, lim ||f, — f|]| =0, donc
n——+00
lim ||F, — F| =0.
n—-+0o

Remarque 3.1.2 La compacité de l'intervalle I est nécéssaire pour le théoréeme précédent.
Dans le cas contraire méme si les autres conditions sont vérifices le résultat n’est pas

toujours vrai.

Exemple:
Soit
x(n —x)

fn(x) = n3

0six>n.

si0<x<n,

La suite (f,)nen est continue sur I = [0, +oo[, et Vo € I, on a

. oy, o)
Jm fa(w) = lm === = f(z) = 0.
Cherchons le sup |f,(x) — f(x)], en effet
zel
/ n — 2z
fur) ="

D’aprés le tableau de variation de f,(x), on trouve

xz(n —x) 1
sup |fn(x) — f(z)| = sup ————— = —.
up o) = f)] = swp T =

Passant a la limite, quand n — 400, on a
[fo =l = 0.

Donc f,, converge uniformément sur I vers f = 0.

— 1
lim / fo(x)dr = lim / x(n—gx)dw =-.
n——+oo n—-+oo n 6

D’un coté



D’autre coté

Ainsi

lim / Folx)dz # / imfo(w)dz.

n——+o0
4) Critére de dérivation
Théoréme 3.1.4 Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C* sur I = [a,b] telle que
a) La suite (f,)nen converge uniformément sur I vers une fonction g.

b) Jzg € I, tel que nl—lgloo fn(zo) =1 avec 1 fini.

Alors

i) fn converge uniformément sur I vers la foncion f définie par

T

fla)=1+ /g(t)dt.

Zo

ii) f est de classe C' sur I et l'on a f=g.

Preuve
i) Posons G (x) / £t = fo(x) — fulwo) et Glz) = / g()dt.
On a h "
[fo = fII = sup | falz) — f(2)]
= ilél;lfn(x)—l—G(I)|
= sw | fu(z) — fa(xo) + fulzo) — 1 — G(2)]
= sup |Gr(2) = G(z) + falzo) —

IN

HGn - GH + |fn($0> - l‘

D’une part, le fait que f, = g sur I, alors d’aprés le théoreme 3.1.3, on a G,,(z) converge

uniformément sur [ vers GG, c¢’est-a-dire, quand n — +o00, on a
G, — G| — 0.

D’autre part, quand n — 400, on a par hypothese
| fa(@o) = 1] = 0.
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Donc
fn=2f, surl.
ii) On a

f@) =1+ [ gt = 1 (@) = gla).
o
Par hypothese, f, = g sur I et f, est continue, donc d’aprés le théoreme 3.1.2, on trouve

que g = f est continue. Ainsi, f est de classe C* sur I.

Remarques 3.1.1 1. Pour montrer qu’une suite (f,)nen converge uniformément vers

f sur I, en général le calcul du sup |f,(z) — f(z)| n'est pas toujours facile, alors il
zel

suffit de trouver une suite numérique (€,)nen qui converge vers 0 telle que

2. Si une suite ne converge pas uniformément vers f =0 sur I, il suffit de trouver une

suite (Tp)neny C I telle que fn(x,) ne converge pas vers 0.

Exemples:
sin nx

—(z+1)n P
1+ n2a?

Etudions la convergence uniforme de f,(z) = e sinz avec z > 0 et g,(x)
avec x € R.

i) Vo > 0, on a

lirf folz) = lir+n e~ @ gin g = 0.
n——+0o0 n—-+0oo
Donc

[ful@) = f(2)] = e @ |sing]

< et =ey,

quand n — +o00, on a &, = e~ " qui converge vers 0.

Ainsi,
fon= f, sur L.
ii) Vx € R, on a
: , sin na
Jm gn(w) = Tim 1== 55 =0

T
Soit x,, = o On @ (xn)n C R et quand n — 400, on a
n

T sin 5 1
TL'ITL =gpl—) = = 0
lan) = 0u(G) = Tl =

Ainsi,

fnB f=0, sur I.
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3.2 Séries de fonctions

3.2.1 Convergence simple d’une série de fonctions

Définition 3.2.1 Soit (f,)nen une suite de fonctions dans F(I1,K). On pose

1) =3 fula)

la somme partielle de rang n de la série an(x)

n

Si la suite (S, (z)), converge simplement vers sa somme S(x an , on dit que la

série an(x) converge simplement vers sa somme S(x).

Définition 3.2.2 Soit (f,)nen une suite de fonctions dans F(I,K). L’ensemble

D={xel tel que Z fn(x) converge},

s’appelle domaine de convergence de la série an(x)

Exemples:

cos nx (x (o +2)" 2)"
Déterminons le domaine de convergence des séries E et E
n>1 n>1

i) Ve € R, on a

COsSNT 1
fulw)] = |25 < =
1
Or, E — est une série convergente, donc 5 fn(z) converge absolument sur R. Ainsi, le
n>1 TL n>1
; cosnx
domaine de convergence de E 5 est
n>1
D =R.
.. (x +2)" . .
ii) On a f,(r) = ———, appliquons la régle de Cauchy, on trouve
n
T+ 2)" T
lim u = lim +1 ) ‘
n—-+oo n n——+oo nn
= |z+2|

- Si |z + 2| < 1, alors la série Z fn(z) converge absolument.
n>1

- Si |z + 2| > 1, alors la série Z fn(z) est divergente.
n>1

- Si |z + 2| = 1, on distingue deux cas
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1
e Soit z +2 =1, alors f,(z) = —, donc la série an(x) est divergente.
n

n>1
- _ _ (= .
e Soit x +2 = —1, alors f,(z) = , donc la série Z fn(x) est convergente.
n
n>1
2 n
Ainsi, le domaine de convergence de Z M est

n>1 n

D =1[-3,—1].

Lemme 3.2.1 La série Z fn(x) converge simplement vers S(x) si et seulement si

R,(x) = S(x) — S, () converge simplement vers 0.

3.2.2 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 3.2.3 On dit que la série an(x) converge uniformément vers sa somme
n
lorsque la suite (S,(x)), des sommes partielles converge uniformément vers sa somme
S(z).
Théoreme 3.2.1 La série an(x) converge uniformément sur I si et seulement si
n

Ve > 0,3n(e) € N tel que

n>n(e) = Ve el, [Sy(r) - S(@)| <e,

ou bien
n > n(e) = sup|Sy(r) — S(x)| <,
xel
ou bien
n > n(e) = sup | Ry(z)| <e,
xel
ou bien

n ) = |Rl <.

Corollaire 3.2.1 La série Z fn(x) converge uniformément sur I si et seulement si

R, =0 surl.

Théoréme 3.2.2 (Critére de Cauchy)

La série E fn(x) converge uniformément sur I si et seulement si

n

Ve > 0,3n(e) € N tel que



ou bien

pt+q
p=ne),q =) =sup| > fulz) <e,
zel k=p+1
ou bien
p+q
p=n(e)g=nE) =1 Y kil <e
k=p+1

Théoreme 3.2.3 Sila série Z fn(x) converge uniformément sur I, alors la série Z ful(z)

n n
converge simplement sur I. La réciproque est fausse.

3.2.3 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 3.2.4 On dit que la série Z fn(x) converge normalement sur I si et seulement

si Z | full converge sur I.
n

Exemples:
. sinnx e
Etudions la convergence normale de E ;> avec = € Roet E e " avec x > a > 0.
n
n>1 n>0
i) On a
sin nx 1
sup | fn(z)| = sup 5 ’ =—.
z€eR z€eR n n

1 . . .
Or, E — est une série de Riemann qui converge. Donc, E || fnl| converge.
n2
n>1 n>1
ii) Le fait que f,(z) = e "* est une suite décroissante, donc

[full = sup  [fu(2)] = ™™ = (e7*)".

z€la,+o00|

Or, Z(e‘“)” est une série géométrique de raison ¢ = ¢~* < 1 qui converge, donc Z | fal

n>0 n>0
converge.

Remarquons que si x > 0, on a
[fnll = sup [ fn(2)] = sup [e™*] = 1.
>0 >0

Donc, Z || || ne converge pas.
n>0

Théoréme 3.2.4 (Critére de Weierstrass)

Soit (fn)nen une suite de fonctions sur I et (vy), une suite numérique réelle telle que

e La série E v, est convergente.

n
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o Vx e [,VneN, |fu(x)] < v,

Alors, la série E fu(x) converge normalement.
n

Preuve
On a

[fall = sup [fu(@)] < va,
xel

avec E v, converge. D’aprés le critere de comparaison on a g || |l converge.

Exemple:

Montrons que la série de terme général f,,(z) =sina"ravec0 <a < letx € I = |o, ] CR

converge normalement. En effet,

| ful2)]| | sina" x|

a"|z|

a" sup(|al, |B])
Ka* =,

ININ TN

Or, E v, est une série géométrique convergente, donc E fn(z) converge normalement
n>0 n>0
sur 1.

Théoreme 3.2.5 Sila série Z fn(x) converge normalement sur I, alors la série Z fn(x)

n
converge uniformément sur 1.

Preuve

Soit € > 0, le fait que Z fn(x) converge normalement sur I, alors 3n(e) € N tel que

p+q
p>n(e),q=nle)= Y supl|fulz) <e,
k=p+1 *€1
Donc, Vx € I, on a
p+q pta
sup| Y ful@)| < D swpfule)] <e.
S —— k=p+1 €1

Ainsi, la série g fu(z) converge uniformément sur I.
n

3.2.4 Regles d’Abel uniformes

Théoréme 3.2.6 (Théoréme d’Abel)

Soient (fn(x))n et (gn(z)), deuzx suites de fonctions sur I telle que
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i) IM >0,¥neN, |[Sul < M, avec S,(x) =) fulx).

ii) La série Z |gnt1 — gnllest convergente et nl_lgloo [gnll = 0.

n

Alors la série Z fu(x)gn(z) converge uniformément sur I.

Preuve

En utilisant le critere de convergence uniforme de Cauchy, Soit € > 0, Vo € I, on a

p+q p+q

Y A@a)] = | Y (Su@) = Siae) (o)
- k?ﬁ;ﬂ ]
= | Y Si@a@ = Y Sa@an(@)
k=p+1 k=p+1
ptq p+g—1
= Z Sk(x)gr(z Z Sk(@) grev1( ’
k=p+1
= | X S@) (o) - ng(x)) + Spra(@)gpra(2) = S,(@)gpi1 (@)
vry
< Y ISi@19e(@) = g1 @)+ 1o (@) lgpg @] + @) g (@)
k=p+1
< M( Y llgel@) = gerr @I + lgprall + lgpiall).

Par I'hypothese (ii), on trouve

p+q

> fk(x)gk(l’)’ €

k=p+1

Donc, quand n — 400, on a
Sup‘ Z fi(@)gr(x ‘ — 0.

Alors, Z fn()gn(z) converge uniformément sur /.

Exemple:
e—n:v

Déterminons la nature de convergence de la série Z avec x > a > 0.

nt 1
On pose g, (z) = ——, donc, quand n — 400, on a

n+1
1
nl| = ——— — 07
loull = —
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En plus,

1 1
Z‘gnﬂ_gn - Z‘n+2_n—l—1

n>0 n>0

1
Or, Z — est une série de Riemann qui converge. Donc, la série E |gns1 — gn|| converge.
n>1 n>0
Prenons f,,(x) = e ™", calculons la somme partielle
9

Sp(z) = ie_kx
k=0

1 — 6—x(n+1)
B l—e®
Donc (nh1)
1 _ e—l' n
[Sull = sup ‘1—71’
z€la,+o0| —€
< = M,
- 1l—e@
e—n:v
avec M > 0. Ainsi d’aprés le théoreme d’Abel la série Z 1 converge uniformément
n
n>0

sur [a, +0o0.

Théoréme 3.2.7 Soient (f,(x))n et (gn(x))n deux suites de fonctions sur I telle que
i) 3IM > 0,Yn e N, ||S,]| < M, avec S,(x) = ka(x)
k=0

ii) Vo € I, (gn(x))n est monotone et g, = 0 sur I.

Alors la série Z fo(@)gn(x) converge uniformément sur I.

Exemple:

Etudions la nature de convergence de la série E —, avec |z| < R < 1, en effet
n>1

1

Posons g, (z) = —, cette suite est décroissante et elle converge uniformément vers 0 sur
n

I =[-R,R].
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Prenons f,(z) = 2", on a

Sl = |34

x_xn-i-l
- ’ 11—z
_ lel e
- El—x|
< — =M
- 1-R ’

avec M > 0. Ainsi d’aprés le théoreme 3.2.7 la série E — converge uniformément sur /.
n>1

3.2.5 Propriétés des séries de fonctions uniformément conver-

gentes

1) Critére de Continuité

Théoreme 3.2.8 Soit an(:p) une série de fonctions uniformément convergente vers

n
sa somme sur I et telle que Yn € N, f.(x) est continue en xoy € I, alors sa somme

S(x) = Z fn(x) est continue en x.
n=0

Corollaire 3.2.2 Soit Z fn(x) une suite de fonctions uniformément convergente vers sa

somme sur I et telle que¥n € N, f,(z) est continue sur I, alors sa somme S(z) = Z fn(x)
n=0

est continue sur I.
2) Critere d’intégration

Théoreme 3.2.9 Soit E fu(x) une série de fonctions continues qui converge uniformément

n
vers sa somme S sur I, alors

o S est intégrable sur I.
B
e La série de terme général u,, = /fn(t)dt est convergente et
(63
B

i /ﬁ fn(t)dt = /ﬁ if”(t)dt: / S(t)dt.

07
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o Si F,(x) = /fn(t)dt alors ZFn(frj) converge uniformément sur I vers sa somme

n
o

Z/fn(t)dt et l'on a
nszO

an@) = 2 / falt)dt = / gfn@)dt: / S(t)dt.

3) Critére de dérivation

Théoreme 3.2.10 Soit Z fn(x) une série de fonctions dérivables telles que

o Vn, f, est définie et continue sur 1.

Ve . / 3 7/ . 7/ 7/
e La série E fn(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de I.
n

e duxg € I, tel que la série an(xo) converge.

n

Alors

i) La série Z fn(x) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné de I.

ii) S(z) = Z fn(z) est continuement dérivable sur I et l'on a
n=0

(S h) =3 fito)

Exemple:
l.n
Montrons que la série = — — 1 i-
q an(x) Z —, avec x € [-R,R], 0 < R < 1, converge uni
n>1 n>1
formément sur I et calculons sa somme. En effet
xn
On a ‘— < R" Vrxelet Z R™ est une série géométrique qui converge. Donc d’aprés le
n

n>1
n

théoreme de Weierstrass, la série g — converge normalement sur /. Ainsi elle converge
n>1
uniformément sur I.

Calculons sa somme, ¥n > 1, on a f,(z) = 2"~ ! qui est définie et continue sur I.

En plus, 5 2" ! est une série qui converge uniformément sur I.
n>1
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Donc, d’aprés le théoreme 3.2.10 on a

o - (£

Nous intégrons, on trouve

Le fait que S(0) = 0, alors
S(x) =—1In(1 — x).

3.3 Exercices résolus

Exercicel:

Etudier la nature de convergence de chaque suite de fonctions suivantes

1) fn(z)

= T e — 1) pour z € [ = [0, 1].

(n—1)z sizel0,i]
Dnlz) = { l—z sizeli1].
3) fu(z) = e cos 22, pour x > 0.
Solution:
1) Vx eI =10,1], on a
lim f,(z) =0= f(z).

n—-+o0o

Donc f, converge simplement vers 0. Cherchons le sup |f,(x)]|, en effet
zel

/ —2n3x + 2n?
o) = T (e = 2R

Etudions le signe de f, (), on a

/ 1
o fr)<0&ex>—,
n

/ 1
o fn(x)>0<:>x<ﬁ’
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D’aprés le tableau de variation de la fonction f,(z), nous trouvons que

sup | fu(z)| = 1.

zel

Donc f,, ne converge pas uniformément vers 0 sur /.

2) Appliquons le critére de continuité, montrons que f,(z) est continue sur I = [0, 1]. on a

1
lim fo(z) =1— -,
mff%f (z) "
1
lim f,(z)=1-—.
:E*)>l n

Donc Vn, f,(z) est continue sur I.

En plus

n—-+4o0o

f@) = Jim fn<x>={ N

Donc f n’est pas continue au point 0. D’aprés le théoreme 3.1.2, f,, ne converge pas uni-

formément vers 0 sur I.

3) On a

1
Soit x, = —, on a (), CJ0,400[ et quand n — +00, on a
n

1 1
Joltn) =€ tcos— — = 40,
n e

Ainsi, f,, ne converge pas uniformément vers 0 sur I.

Exercice2:
On considere la suite de fonction f, : [-1,1] — R, définie par
r— fo(z) = e " sinnx + V1 — x?, néeN.
1) Montrer que la suite de fonctions f, converge simplement sur I = [—1,1] vers une

fonction f, que I'on déterminera.

2) Montrer que f, converge uniformément vers f sur |w, 1],w étant une constante positive.
3) Montrer que f, ne converge pas uniformément vers f sur [0, 1].

Solution:

1) Pour chaque z fixé, quand n — 400, on a e sinnx — 0

(puisque | sinnzle " < e=™* pour x # 0 et f,(0) = 0), donc

V1 —2x2 pour z # 0,

0 pour x=0.

lim f.(z) = f(x) ={

n—-+0o0o
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2) Pour z € [w, 1], on a

|fu(z) = f(x)] = e |sinna|
< e—nx2
< 677“”2

Donc
2

sup | fn(x) — f(a)] = e,

z€[w,1]

Passant a la limite, quand n — 400, on a

[fn = fI = 0.

Ainsi, f,, converge uniformément vers f = /1 — 22 sur [ = |w, 1].

3) Supposons que l'on ait la convergence uniforme sur [0, 1]. Alors, on a aussi

Ve > 0,dn

—~

e)eN, tel quen >n(e) = |fu(z) — f(z)| <e.

- 1
En particulier, pour x = —, on a
n

f(5) — (5] = Fsin1 < e, i (o).
n n
Ceci etant impossible, on ne pourra donc avoir la convergence uniforme sur [0, 1].
Exercice3:
Déterminer le domaine de convergence D de chaque série

cosnx
D2 =

n>0

1
mE:Qfﬁi

n>1

3) )

n>1

DI

n>1
Solution:

2 2,1
2

R
siln — — tan —
n n

1) Nous avons

< — VzeR
n! n!

) COSNT 1

cosnx

1
Or la série Z — est convergente, donc Z
n

n>0 n>0

[ converge normalement sur R. Ainsi
n!

D =R.
1

2) On a fu(z) = o Le domaine de définition de cette suite est
z—n

Dy ={ze€Ctelque z #n, ne N} =C\ {n}.
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Maintenant, déterminons le domaine de convergence, on a

1 1 1

|fn(z)‘ = |z—n\2 = (a:—n)2+y2 ~ n2’

Donc la série Z fn(2) converge absolument sur Dy. Ainsi D = Dy.

n>1

3) On a f,(x) =

2 2.1
. X |z , . , . e
sin — — tan — |, étudions les développements limités de

n n

22 22 1z x
Tl M)
2 2 .6 6
fan — = — + — 4+ o(—
a n n  3nd +of 3)
Donc ; 6 1
—1xz 0|2
fulz) = B (ﬁ)
12°%3 |z
2n3 Qn%

est une série de Riemann qui converge Vx € R. Ainsi la série E ful(z)

O § : 3
n2 n>1

n>1
converge Vx eR. Dou D=R.
n‘(:c — 3)2n . IURN )
, nous appliquons le critere de d’Alembert pour = # 3, on

4) Ona fule) = — 57—

trouve
. fn-i—l(x) o : 2 1 " n

(- 3)2

= —e .

Nous distinguons trois cas

-3
e Si ( ) < 1, alors an converge pour x €|3

n>1

— Ve 3+ el

Si (w—37 > 1, alors an diverge pour z €] — 00,3 — v/e[U]3 + /e, +o0].

€ n>1
— 3)2 e /2
e Si (ZE—) =1, alors f,(z) = n il ~ TW (formule de Stirling).
nn n

Or, la série Z est divergente. Ainsi Z ful(z) diverge.

n>l n>1

Pour z = 3, on a f,(3) = 0. Donc la série Z Il
n>1
x) est D =|3 —+/e,3+ /e[

3) converge.

Le domaine de convergence de la série E Il
n>1
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Exercice4:
On considere la série de fonctions suivante

sin x n sin 2z T sin nx n
x24+1 22422 7 x24n2 7

Déterminer le domaine de convergence D et étudier la convergence uniforme sur D.

Solution:
Nous avons
sin nw 1
‘ﬁ’ > Vr € R.
e +n n
1 sin nx
Or, E — est une série de Riemann qui converge. D’ou la série g DR converge
n x2+n

n>1 n>1
normalement sur D = R et par suite cette série converge uniformément sur R.

Exerciceb:

On considere la série de fonctions de terme général
folz): R — R

nx nr +x
— ful(2)

T 140222 140222+ 22z + 22

1) Déterminer le domaine de convergence D.
2) Calculer la somme de la série.

3) Quelle est la nature de convergence de cette série sur D.

4) Déterminer la nature de convergence de cette série sur I =]0, +oo[ et I = [a, +oo[ avec
a > 0.

Solution:

1) La somme partielle S,,(z) de cette série est donnée par
Su() = Y fulw)
k;l
= D a(w) — appa(a)

k=1
= a1(x) — ans1(2)
B x (n+1)x
1422 1+ (n+1)222
(x) kx
avec ai (1) = ————.
k 1+ k222
Donc
lim S,(z) = ——, VxeR.
nj)IEOO (ZL’) 1+ 2 T e

Ainsi, le domaine de convergence de cette série est D = R.

2) La somme de cette série est

x
1+ 22

S(x) = fale) =
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Donc la série Z fn(x) converge simplement sur R.
n>1

3) Le reste R, (z) d’ordre n de la série Z fn(z) est donné par

n>1

(n+1)x

R,(x) = S(x) — Sp(x) = T (0 2

Déterminons le sup |R,,(x)|. on a
zeR

v (n+ 1[I = (n+1)%27]
By () = 1+ (n+1)22

D’aprés le tableau de variation de la fonction R, (x), nous trouvons

1
suﬂfg |R,(z)] = 5 40 quand n — 4o00.
Te

Donc
R, A0, surR.

Ainsi la série Z fn(x) ne converge pas uniformément sur R.
n>1
4) Pour z € I; =|0,4o00[, d’aprés le tableau de variation de R,(x), on trouve

1
sup |R,(z)| = 5 40 quand n — +o0.

zely

Donc la série Z fn(z) ne converge pas uniformément sur |0, +oo|.
n>1
Pour z € I = [a, +o0], quand n — 400, on a

(n+1)a
sup |R,(x)| =
;BGE’ ( )’ 1+(n+1)2a2

Donc la série E fn(x) converge uniformément sur [a, +oo[ avec a > 0.
n>1
Exercice6: On considere la série de fonctions de terme général

fu(z) = (sinz)*(cosz)".

1) Déterminer la somme et le domaine de convergence de cette série.

2) Montrer que I'on a convergence uniforme sur tout compact [a,b] inclu dans ]0, 71.

Solution:
1) La somme partielle S,, est donnée par

n

Sn(z) = Z(sinx)o‘(cosa:)i

i=0

= (sinz)*(1 + cosz + (cosx)? + ... + (cos z)")
1 _ n+1

= (sin x)a—(cos ?)

1—coszx
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avec x # 2km. Donc

1 _ n+1
lim S,(xr) = lim (sin x)O‘M
n—s—+o0o n—+o00 1—cosz
(sinz)”

1—cosz

Pour z = 2k7, on a
Sn(2km) = (n + 1)(sin 2km)* = 0.

Donc

lim S, (2k7) = 0.

n—-+oo
Ainsi (sin )
sinx)¢
—_— 2k
S(x) =49 l—cosx pour x 7 2k
0 pour x = 2kT.

Le domaine de convergence de cette série D = R.
2) Soit I = [0, g], le reste R, (x) d’ordre n de la série Z fa(z) est donné par

n>0

0 pour z =0
Ry(z) = S(z) — Su(z) = (sinz)*(cos z)"
1 —cosx

T
e |o, —]
pour X ] 2

Donc d’aprés les graphes des fonctions circulaires cosx et sinz, on a

L b)o
sup R,(z) < {sinb)®
v€[a,b] 1 —cosa

(cosa)"tt, Vx € [a,b] C ]O, a

Passant a la limite, on trouve

sin b)“
lim L(COS a)"t = 0.
n—+o0 1 — cosa
T
Ainsi, R,, converge uniformément vers 0 sur tout intervalle [a,b] C }O, E}

3.4 Exercices non résolus

Exercicel:

1) Montrer que la suite de fonctions f, : R — R, définie par

?sin - 4+ 1 pour z # 0,
fn:fon(x):{ ne

1 pour x =0,

converge uniformément vers f : z +— f(z) =1 sur tout compact de R.

2) A-t-on convergence uniforme sur R.
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Exercice2:

On considere la suite de fonctions f, : [-1, 1] — R, définie par
r = fo(x) =nre " +sin(z), nelN

1) Quel est le domaine de convergence D de la suite de fonctions (f,),?
2) Quelle est la nature de la convergence sur les intervalles I inclus dans D7
Exercice3:

On considere la suite de fonctions f, : [0,2] — R, définie par
x> fo(z) = n*2(1 — 2)" + arcsin(z — 1), n entier positif.

1) Quel est le domaine de convergence D de la suite de fonctions (f,,),?
2) Montrer que la suite (f,,), converge uniformément sur [, 2 — o (« constante positive)

vers sa fonction limite f.
1

3) Evaluer / [fn(x) — f(z)]dz et en déduire que 'on ne peut avoir convergence uniforme

0
sur [0, 1].

Exercice4:
On considere la série de fonctions de terme général f,,,

—TLl’2

fo : R=>R, fo(x) = (—-1)"

1) Déterminer le domaine de convergence D.
2) Montrer que la série converge uniformément sur D.
Exerciceb:

1) a) Quel est le domaine de définition D de la fonction

o e~ nT
A 1" ?
Jia nZ:O( ) n+1

b) Montrer que f est continue sur D.

2) ¢) Quel est le domaine de définition D; de la fonction

e e nx
g:a:»—>Z(—1) n2—|—1?
n=0

d) Montrer que g est de class C! sur D;.
Exercice6:

On considere la série de fonctions de terme général

f@ =" per)

nac
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1) Pour quelles valeurs de x cette série est-elle convergente; absolument convergente?
n o0

—1)* —1)*
2) Soit Sy, (z) = Z % et S(z) = Z % lorsque la série est convergente. Montrer

k=1 k=1
que l'on a
1
S,(x) — S(z)| < ———,
5,(0) = S| < 7
A - (—1)" : . .
et en déduire que la série Z ~——— converge uniformément sur [xg,+oo|[ (xy étant une

nl’
n>1
constante positive).

En déduire que S est continue sur |0, +oo|.
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Chapitre 4

Séries entieres d’une variable réelle

ou complexe

Les séries entieres ont une grande importance car elles sont a la base de la théorie des
fonctions analytiques. Elles possedent des propriétés de convergence remarquables, qui

s’expriment pour la plupart a 1’aide de leurs rayon de convergence (voir [2], [5], [7],[8]) .

4.1 Propriétés générales

Définition 4.1.1 On appelle série entiere réelle (respéctivement complexe), la série

Zan(:p — x0)" (respéctivement Zan(z — 20)"), 0t (an)nen est une suite de nombres

n n
réelles et xo est un nombre réel fixré, v € R (respéctivement (a,)nen est une suite de

nombres complezxes).

Remarques 4.1.1 e Les polynomes de degré p sont des séries entieres d’un type par-

ticulier a, =0, VYn > p.

e Sion pose Z = z — zy, donc Zan(z —2)" = ZanZ”.

Dans la suite, nous étudions les séries de la forme E a, 2",

n

4.1.1 Domaine de convergence d’une série entiere

Définition 4.1.2 Le domaine de convergence d’une série enticre est

D ={Z e C tel que ZanZ" converge}.
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Remarque 4.1.1 Si Z = 0, alors a,Z™ = 0, donc ZanZn converge, ce qui donne que

n

0e D. Dou
D #0.

Donc, le domaine de convergence d’une série entiere n’est jamais vide.

Exemples:
xn
1) Déterminons le domaine de convergence de la série —_
) & ; (n+1)!
z" -
Posons u,(z) = m Nous appliquons le critere de d’Alembert, on trouve
n !

e Pour z #0, on a

“’”—1(3”)’: im L — 0 veere
n——+oo N + 2

y
n=too | un(2)

e Pour x =0, on a u,(0) = 0. Donc la série Z uy, () converge.
n>0
Ainsi

D =R.

2) Déterminons le domaine de convergence de la série E 2"
n>0
Posons u,(z) = z". Nous appliquons le critere de Cauchy, on trouve

lim {/|u,(2)] = lim |z| = |z|.

n—-+o0o n—-+o0o

Donc

e Si|z| <1, alors la série g 2" converge.
n>0

e Si|z| > 1, alors la série g 2" diverge.
n>0

e Si|z| =1+ 0, alors la série Z 2" diverge.

n>0

Ainsi D = {z € C tel que |z| < 1} = disque ouvert de centre 0 et de rayon 1.

4.1.2 Convergence absolue et convergence normale d’une série
entiere
Lemme 4.1.1 (Lemme d’Abel) Si une série entiére ZanZ” converge pour Z = Zy #

0. alors elle converge absolument en tout point Z tel que |Z| < |Zy|.
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Preuve
Le fait que E a,Z; converge, alors
n

3 n
lim a,Z) =0.
n—+oo

Donc

M >0 tel que |a,Z}| < M.

Montrons que la série E a,Z" converge absolument, on a

n

n n Zn
;‘anz | = ;’anzﬂz_g; Zy #0
7 |n
< M ‘— :
21z
Z |Z] Z|n
Or ’—‘ = —— < 1, donc la série ‘— converge.
Z |2 Z Zo

Ainsi la série E a,Z" converge absolument.

n

Corollaire 4.1.1 Si une série entiere Z anZ" diverge pour Z = Zy # 0. alors elle diverge
en tout point Z tel que |Z| > |Zo|.
Corollaire 4.1.2 Si la série Zan:v” converge dans D =] — a,a[, avec a > 0, alors elle

n
converge normalement dans tout intervalle [—r,r], avec 0 < r < a.

Preuve

Posons u,(x) = a,z™, donc
|un(@)| = [anl|z"] < fan|r".

En plus, la série g a,r" converge car |r| < a. Ainsi, E un(x) converge normalement sur
n n
[_T7 T] :

4.1.3 Rayon de convergence d’une série entiere

Définition 4.1.3 Soit D le domaine de convergence de la série Z a, 2", le nombre

R = sup{|Z|} est appelé rayon de convergence de la série avec R > 0.
ZeD

Remarque 4.1.2 R peut étre nul ou €gal a +o00.

Proposition 4.1.1 Soit R le rayon de convergence d’une série entiere E apx" alors

n
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i) R=0< D ={0}.
ii) R=+o0o< D=R.

iii) Sila série Z la,z"| converge pour |z| < X et si elle diverge pour |x| > X, alors R = .

n

Remarque 4.1.3 Si |z| = R, on ne peut rien dire.

Exemples:

1) Le domaine et le rayon de convergence de la série Z " est D =] —1,1] et
n>0
R= sup {lz|} =1.

z€]—1,1]
n

x
2) Le domaine et le rayon de convergence de la série E — est D =Ret
n!
n>0
R = sup{|z|} = +o0.
z€eR

3) Déterminons le domaine et le rayon de convergence de la série Z nlz".
n>0
Posons u,(x) = nlz". Pour x = 0, on a u,(0) = 0. Donc Zun(O) converge.

Pour x #0,on a lim |u,(x)| = +oo. Donc Zun(x) diverge.

n——+00
n>0

Ainsi, D = {0} ce qui nous donne que R = 0.

Techniques de calcul de rayon de convergence R:

Lemme 4.1.2 (Lemme d’Hadamard)

Soit E a,x" une série entiere. on a

n

Ap+1
Qp,

a) 5S¢ lim

n—-+o0o

1
=1, alors le rayon de convergence R = 7

—_

b) Si lir+n Vlan| =1, alors le rayon de convergence R = T
n—-+0oo

Remarque 4.1.4 Si lim <{/|a,| n'ezxiste pas, on prend lir_{l sup v/ |an|.
n—-+0oo

n—-+00

Exemples:
Trouvons les rayons et les domaines de convergence des séries entieres

1) E coshn x™, on a a, = coshn et g = 0.
n>0
On veut déterminer le rayon de convergence, on a

. coshn
= lim —‘ =e
n—+oo | cosh(n + 1)

An+1

lim
n—4o0o

Qn
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Donc

1
R=-.

e

Etudions le domaine de convergence, on distingue trois cas

1
a) Si x| < —, alors la série E coshnz™ est convergente.
e
n>0

1
b) Si |z| > —, alors la série E coshnz™ est divergente.
e
n>0

1
c) Si|z]=—-,ona
e

n_ L
Zcoshnx = Zcoshnen.

n>0 n>0

1
Or, quand n — +o0, on a coshn— /4 0. Donc la série E coshnx™ est divergente pour
e
n>0

1 1 1
D ={z eR tel que |a:’]<—}:} ——,—1——[.
e e’ e

1 . 1 .
2) E sin—(z —14)", on a a, = sin — et zg = 1.
n n
n>1
Déterminons le rayon de convergence, on a

. o1 . A1
lim sin — = lim —=1.
n—-+oo n n—-+oo n

R=1

Donc

Etudions le domaine de convergence, on distingue trois cas

a) Si |z —i| < 1, alors la série Zsin —(z —1)" converge.
n

n>1
1
b) Si |z —i| > 1, alors la série g sin —(z —4)" diverge.
n
n>1

¢)Silz—il=1,onaz—i=|z—ile? ot § = Arg(z —i). Donc

Z sin %(z —i)" = Z sin %eme‘

n>1 n>1

Posons v, = sin —. La suite (v, )nen+ est a termes positifs décroissante qui converge vers 0.
n
. . .1,
D’aprés le corollaire 2.3.1 la série E sin —e""
n
n>1

Zsin%(z’ —)" = Zsin%.

n>1 n>1

9 converge pour 0 # 2km avec k € Z.

Pour 6 = 2k7, on a
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Or,
.1 1
D sin— o~ Y-
n +oo n
n>1 n>1
cette derniere est une série divergente donc E sin —(z — )" est divergente.
n

n>1
Ainsi son domaine de convergence est

D={zecCtelque |z —i| <letz=i+e"? avech #2kn}.
Remarque 4.1.5 Soit p(n) une application de N dans N. La série Zana:‘ﬁ(”) est une

n
série entiere. Déterminons le domaine et le rayon de convergence de cetle série.

On commence par calculer directement la limite suivante

Ap+1
Qn,

o(
17 7 lim |z[¢(D-¢)
n—-4o0o

= lim
n—-4o0o

{ = lim

n+1)
n—+00 ‘

anmS"(”)
puis chercher le domaine de x ot | < 1. Le rayon de convergence R = sup{l € R*} ot la

série converge.

Exemple:
Trouvons le rayon de convergence de la série Z 3"2%"*5. Dans notre cas p(n) = 2n + 5.
n>0
Calculons la limite
) 3n+1x2n+7 )
L e

| S

La série converge si 3|z]*> < 1 & |z| < 3 d’ou le rayon de convergence R =

. 3 .
La série est absolument convergente pour tout |z| < g et divergente pour |z| > 5

4.1.4 Propriétés des séries entieres réelles

Théoreme 4.1.1 Soit E an(x — x0)" une série entiére qui converge vers sa somme

n
o0

S(x) = Z an(z — x0)" sur D =]zg — R, xo + R[ avec R son rayon de convergence. Alors

n=0

i) S est continue dans D.

. - o n (@ — )"
ii) Ve € D, [ S(t)dt = I N CRSTLY T NS VA
) Va (0t =3, [ (= ao)rde = 3
20 o n=0
iii) Les séries Z na,(r—x0)" " et Z an (2 = 20" obtenues par dérivation et intégration
- n 0 - n+1

n

terme a terme de la série E an(x — xo)" admettent le méme rayon de convergence

n

R.
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iv) Ve e D, S'(z) = Znan(x — o)™ L.
n=1

Exemple:

L. x" 1
Calculons la somme de la série Z —— Onaa,=——cetxg=0.

= n(n—1) n(n—1)
Cherchons le rayon de convergence de cette série,
lim Intl] _ lim r ‘:1

n—+oo | @, n—+oo [N 4+ 1

Donc
R=1.

Déterminons le domaine de convergence de cette série. Nous caractérisons trois cas:
n

T
a) Si |z| < 1, alors ——— converge.
; n(n —1)

> o
b) Si |z| > 1, alors ——— diverge.
n%; n(n—1)

c)Si|z|=1,0na
1 1

’n(n—l)’ :n(n—l) T2

Donc Z . converge absolument pour |z| = 1. D’ou D = [—1,1].
— n(n—1)

Calculons la somme de cette série. Soit S(z) = Z ﬁ
n(n —

Dérivons deux fois nous trouvons

Nous intégrons la premiere fois, on obtient

S'(z)—S'(0) =

Donc
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Nous intégrons la deuxieme fois, on obtient

S(z)—S0) = [ St

n(l —t)d

Jum
[

Par partie, on trouve
S(z)=(1—-2z)In(l —z) + .

Corollaire 4.1.3 La somme S de la série Z an(x — x0)" est de classe C™ sur D et

VkeN, a.=

Corollaire 4.1.4 51 Zan x —xo)" Z bo(z — x0)", Va € D. Alors

n

a, =b,, VYn e N.

4.1.5 Etude de la somme sur la frontiere du domaine de conver-

gence

Théoréme 4.1.2 (Deuxiéme lemme d’Abel)

Soit R, 0 < R < 400 le rayon de convergence de la série Z an(x—x0)" qui converge vers
sa somme S(x) pour tout x €|lxg — R,xo + R[. St Z a, R" converge, alors

n

ZanR”: lim S(z).

r—xo+R

Exemple:

x .
(x) = g —, alors le rayon et le domaine de convergence de
n n
n>1 n=1
cette série sont

R=1, D=[-1,1].

Dérivons S(z), nous obtient

= 1
:Zx”:— pour |z| < 1.
11—z

Donc

S(x) :/%dt =—1In(1—2) pour |z] < 1.
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Alors

= (=1)" 1
E (=1) = lim S(z)=In—.
— n r——1 2

4.2 Opérations algébriques sur les séries entieres

Définition 4.2.1 o La somme de deux séries entieres Z anZ" et Z b,Z" est la série

> (a0 +b,)2",

n

e Le produit de deux séries entieres ZanZ" et anZ” est la série chZ”, ol

n
Cp = E arby_.
k=0

Théoreme 4.2.1 Soit deuxr séries ZanZ" et anZ” ayant respectivement Ry et Rs

pour rayons de convergence. Alors

i) La série somme Z(an +b,)Z" a un rayon de convergence R qui satisfail aux relations

n

suvantes:
R = inf(Rl, Rg) St Rl 7é RQ,
RZRlZRQ St R1:R2
et l'on a
Z(an +b,)2" = Z an 2" + Z b, Z", NZ tel que |Z| < inf(Ry, Rs).
n=0 n=0 n=0

oo s, . . / . . . \ . .
ii) La série produit E cnZ" a un rayon de convergence R qui satisfait a la relation suiv-

n

ante:
RI Z iIlf(Rl, RQ)
et l'on a
DA (ZanZ"> (anzn), VZ tel que |Z| < R
n=0 n=0 n=0
Exemples:
1) Déterminons la série somme de Zx” et Z 2",

n>0 n>0
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Le rayon de convergence de Z x" est Ry = 1 et le rayon de convergence de Z 2"z" est

n>0 n>0

1 s . n n,.n
Ry = 3 Donc la série somme de Zw et Z 2"x™ est

n>0 n>0
Z " + Z 2" = Z(l +2™)x",
n>0 n>0 n>0

ayant pour rayon de convergence

1
R = inf(Rl, Rz) = 5

2) Déterminons la série somme de Z(l +2™)x" et Z(l —2M) ™.
n>0 n>0

1
Le rayon de convergence de Z(l + 2")z" est Ry = 5 et le rayon de convergence de

n>0
1
Z(l —2™)z" est Ry = 5 Donc la série somme de Z(l +2™)a"™ et Z(l —2M)x" est
n>0 n>0 n>0
D422+ ) (12" == 2",
n>0 n>0 n>0

ayant pour rayon de convergence

R=1>R =Ry, =

| —

3) Déterminons la série produit de E a,z" et g b,x" ou
n>0 n>0

VneNa,=1etby=1,0p =—1et Vn>210, =0.

Le rayon de convergence de Z a,x" est Ry = 1 et le rayon de convergence de Z b,x" est

n>0 n>0
}%2::‘¥OO.
Donc la série produit de Z an,x’ et Z b,x" est
n>0 n>0
(L) () = Fa”
n>0 n>0 n>0

oucy=1et Vn>1, ¢, =0. Le rayon de de convergence de cette séries

R = +00 > inf(Ry, Ry).

4.3 Fonctions développables en série entiere

4.3.1 Série de Taylor

Définition 4.3.1 Soit f une fonction de classe C* dans un voisinage de point zy. La

(n) (o
série Z f—<'0)(x — x0)" s’appelle série de Taylor de f au voisinage de xy.
n!
n>0
Si xg = 0, cette série s’appelle aussi série de Mac-Laurin.
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Proposition 4.3.1 Toute série entiere Z an(x—1x0)" est la série de Taylor de sa somme

n
S au voisinage de xg.

Preuve

Il suffit de remarquer S(z) = Z an(z—x0)", d’aprés le corollaire 4.1.3 on a S est dérivable
n=0

S(n)
et a, = ﬂ. Donc
n!

> G0 (1
Zan(:c —x)" = Z S—()(a: —xo)".

n=0

2L S (1)

qui est la série de Taylor de S au voisinage de o ot S(x) = Z (x — x)".

n!

Probleme: Est-ce-qu’une fonction de classe C'*™° définie dans un voisinage de xy peut étre

représentée par une série entiere?

Définition 4.3.2 On dit qu’une fonction f définie dans un voisinage de xy peut étre

développée en série de Taylor au voisinage de xo s’il existe R > 0 tel que
Vx E][Eo - R, To + R[, f(l') = Z T(I - CE'()) .
n=0

Remarque 4.3.1 Si [ est développable en série de Taylor en tout point de l’intervalle

la, b, on dit que f est une fonction analytique sur |a,b| et on note f € C*(]a,b]).

Remarque 4.3.2 Généralement une fonction de classe C*° n’admet pas un développement

en série entiere au voisinage de .

Exemple:

Considérons la fonction f(z) donnée par

{e_xlz si v #0

J) = 0 si z=0.

Montrons que f(z) est de classe C*° dans R, en particulier au voisinage de 0, en effet
La fonction f est dérivable au point 0, donc
/ —_ O T

7(0) =l L= 1Oy, €2

z—0 T z—0 I

On dérive la premiére fois, nous trouvons que
2 1 .
) Se 2 si x#£0
f(x) = .
0 si z=0.
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La fonction f'(x) est dérivable au point 0. Donc

PO =t L@ L0 2=

0 T =0 3

On dérive la deuxiéme fois, nous trouvons que

2 9 _ 1 6 —-L .
" {F_Fe 22 — e w2 osiowF0

Le fait que la fonction e~#2 est de classe C™ pour z # 0. alors la fonction f(x) est de
classe O sur R et on a f(™(0) = 0. Ainsi, pour tout x # 0, on a

X £(n)
SO 64 )

n!

n=0

Théoréme 4.3.1 Soit f une fonction de classe C* dans lintervalle I =|xy — 0,z + 0|

™ (2
f (! ) (2

n

— o))" dans I il faut et il suffit que

avec 6 > 0. Pour que l'on ait f(x) = Z
n=0

Veel, lim R,(z)=0,

n—-+o0o

o) (xo Oz — xo))

ou R,(z) = D)

(x — 20)""" avec 0 < 0 < 1 (le reste de Taylor-

Lagrange)

Théoreme 4.3.2 Soit f une fonction de classe C dans lintervalle I =]zq — 0,9 + I

avec & > 0. S’il existe une constante M > 0 telle que

Veel, VneN, ona|f™(x)] <M.

Alors

Veel, flx) =)

Preuve

Le développement de Taylor de f d’ordre n au voisinage de x( est donné par

fntD) (a:g +0(x — IO))
(n+1)!

(x - SEO)n+1.

. f(k) (I(]) n
f(z) :ZT(UC—%) +
k=0
Pour démontrer le théoreme, il suffit de prouver que

f(n+1) (xo + Q(ZL’ — IO))
lim

n+1l __
lim CE (x —z)"" =0.
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En effet, soit x € I, on a

fotD) (:1:0 +6(x — ZBQ))

IR, (z)] = ( —— (& — )"

M(i)'nJrl .

(n+1)!
M+t

Or la série de terme général u,, = m est convergente car
n !
n : 0
lim Unt1| _ lim =0,
n—+oco | Uy, n—+oom + 1

et par suite,
lim R,(z) =0.

n—-+00
Remarque 4.3.3 Cette condition est suffisante non nécessaire. En effet,
a'n,
Pour la fonction f(x) = Z —z" Vr €R, aveca>1. On a
n!

n>0
FM(0) = a.

Cette suite n’est pas bornée, et donc la condition du théoréme n’est pas vérifiée.

4.3.2 Méthodes d’obtention du développement

Parmi les méthodes utlisées pour obtenir un développement, on a

a) Méthode directe: Formule de Taylor ou Mac-Laurin (voir ci-dessus).
Exemples:
1) La fonction exponentielle: f(z) = e*.
Cette fonction est de classe C™ sur R, et on a Vn € N, f("(2) = ¢®. Le reste de

Taylor
xn+1

Rn = b )
(z) = e (n+1)!
quand n tend vers +00, on a

lim R,(z) =0, VreR.

n——+o0o

Ainsi la fonction e* est développable en série entiere et on a

T T LC2 :E3 oo.an
e R A RS

Son rayon de convergence R = +00.
2) Les fonctions hyperboliques:
Les fonctions cosinushyperboliques et sinushyperboliques ont méme rayon de conver-

gence que la fonction exponentielle R = 4-00.
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e La fonction cosinushyperbolique f(x) = coshz.

Pour tout x € R, on a

coshx = e te
2
L= 2" = (—1)"a"
PR Sl
n=0 n=0
1 — x"
- = 14 (-1 n}_
2;[ +(=1) n!
- [
— (2k)!
_ x2  at af
= + o + 1 + o +
e La fonction sinushyperbolique f(z) = sinhx
Pour tout x € R, on a
et —e™®
he - ¢
sinh z g
1 A
= g[S
o 2kl ;
B % (2k +1)!
3 B 7
= x4+ y + a + W +
3) La fonction circulaire f(z) = sinux:
Pour tout x € R, on a
f(z) = cosz = sin(z + g)
Donc
0 si n=2k
(™) (z) = sin x—l—nz = (0 — sinns =
f) ( 2> S0) 2 (=% si n=2k+1.

On remarque que pour tout x € R, les dérivées d’ordre n sont majorées, c’est-a-dire
If™M(z) <1, Vn.

Alors f est développable en série de Taylor au voisinage de x € R.

Ce qui donne

siny = sinn——



Le rayon de convergence de cette série est R = +o0.

b) Par dérivation et intégration: si I'on sait développer la fonction dérivée.
Exemples:
1) La fonction circulaire f(z) = cosx:

La fonction cosinus: f(z) = cosz

f(x) = cosz = (sinz) = kzg(—l)k(gk)!.

Le rayon de convergence de cette série est R = +o0.
2) La fonction f(z) = In(1 + z)

On remarque que pour |z| < 1, on a

1 =
1_33:295.

n=0
Donc
1 [ee]
T2z ;(—1)“13” pour |z| < 1.
On déduit par intégration:
d
In(1+2) = ’

() :_1 n
= Z( ) "t pour |x| < 1.

La constante de 'intégration est nulle car In1 = 0.

On a de méme
o0

1
In(l —z)=— Z " 1:1:"+1 2| < 1.

n=0
Les séries précédentes ont le méme rayon de convergence R = 1.
3) La fonction f(z) = arctanx

Pour z €] — 1,1[, on a

f@) = s = 21

1422 =
Par intégration, on trouve
o0 g
arctan r = ;(_1) o1 Pow lz] < 1.

Le rayon de convergence de cette série R = 1.
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c) Utilisation d’une équation différentielle.
Exemples:
1) (La série de binéme)
Considérons la fonction z — f(z) =y = (1 + 2)*, a € R*.
On remarque qu’il y a une relation entre la fonction f et sa dérivée, c’est-a-dire pour

y=(1+2) onay =all+z)*!, dou 'équation différentielle
y(1+z)=ay (4.1)

Toutes les solutions de cette équation sont de la forme y = C'(1 4 ), ot C' est une
constante arbitraire.

Cherchons s’il existe une fonction f développable en série entiere au voisinage de 0,
o

flx) = Zanm" qui est solution de (4.1). Pour qu’une telle fonction existe, il est

n=0
nécessaire d’avoir les relations suivantes:

0 = (1+a)f(z) - af()
= (1+u2) Z na,z" ! — a Z apz"

n=1

— i [(n + Va1 — (o — n)an] "

n=0

On déduit que pour tout n € N,
(n+ Dapi1 — (@ —n)a, =0 = (n+ 1Dayt1 = (@ — n)ay,.

Ceci permet d’avoir une relation par récurrence qui donne

u = ala—1)(a—2)...(a —n+ l)a
" n! o

- —D(a—2).(a—n+1
Soit la série Z aoa(a (e )la—n+ )x" Le rayon de convergence de cette

n!
n=0

série R est donné par

1 1

. Ap+1 . a—n
lim lim
n—+00 n—+oo ln + 1

Qn

- —(a—2)..(a—n+1
Par construction, la série f(z) = Z ala—l(@=2).(a=n+1)

' apx™ est solution
n!

n=0
de 'équation (4.1), elle est donc de la forme C(1 + x)*.
Puisque f(0) = ap = C' =1, alors pour x €] — 1,1[, on a

(14+2)° =1+ f: ala—1)(a —s!)...(a —n+ 1)36”‘
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2) La fonction f(z) = argshx, on a

1
f(x) = _ (1 +x2>_§.

D’aprés I'exemple précédent (« = —=), on a

<1+x>§ Z 2n zn,

On déduit par intégration

_ - (=1)"(2n)! 2n+1
argshx = nz% @ D220 + 1)x pour |z| < 1.

Son rayon de convergence R = 1.

d) Cas des fractions rationnelles: décomposition en éléments simples, puis sommation des
séries entieres obtenues.
Exemple:

Sommer la série suivante

TL

Z (n—2)(n+1)(n+3)

n:3

Son rayon de convergence R = 1.

La décomposition en éléments simples donne

1 1 1 1

=2+ 1)n+3) 15(n=2) 6n+1) 10n+3)

En utilisant la formule Z T log(1 — z), nous trouvons que
n=1
0 > n—2
2 x 72 2

o 2( x;(n %) Z———$ log(1 — z).

> 1 a1 2 a2

==Yt = (gt - —o - - 1)

* = 3 TE=n x( og( ) - 2 3

= " 1 < " 1 x T x x
e D 1 e B
* ;;(n%—S) 3 = n :1:3< og(l =) —w 2 3 4 5
Ainsi, on obtient

1

1®) = 150023

[(—120m5+300x2 —180) log (1 — )+ 6425 + 1052 +242° — 9022 — 18093] .
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4.3.3 Fonctions complexes développables en série entiere

1) Fonction exponentielle complexe

Définition 4.3.3 Pour tout z € C, on pose

e} n

z
ef = E —,
n!

n=0
cette série est absolument convergente Vz € C. Son rayon de convergence R = oo.

L’application de R dans R définie par x — e® est donc la réstriction a R de z — €.

Remarque 4.3.4 Vz,2 € C, on a

En particulier, pour x,y € R, on a

ot .
vy
= ( Yoy &2 y 2+l
+ - 7 -
S Z e
k=0 =0
= cosz +isiny.
Définition 4.3.4 Pour tout z € C, on a
iz —iz o k 2k+1
sinz = e C.
-3 Gt
k=0
De méme, on définit
iz e~z > k 2k
cos z = Z
k=0

Remarques 4.3.1 On a
e Les fonctions sin z et cos z ne sont pas nécessairement bornées dans C.
e les formules telles que
sinz = ¢ sinh z, cos 1z = cosh z,
permettent le passage de trigonométrie circulaire a la trigonométrie hyperbolique.
2) Fonction logarithmique complexe
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Définition 4.3.5 Pour tout z € C, on a
log(1 — z) i lz pour |z| <1,
n

et

- (= D" nt
log(1+ 2) Z . pour |z] < 1.
n:0n+1

4.4 Applications

4.4.1 Résolution des équations différentielles

On cherche une solution sous forme d’une série entiere a coéfficients indéterminés. Par
identification, on obtient ces coéfficients. Il suffit d’étudier la convergence de cette série
pour obtenir une solution de I’équation dans l'intervalle de convergence.
Exemple:
Soit I'équation différentielle

4oy’ +2y —y=0. (4.2)

telle que y(0) = 1. On cherche une solution de (4.2) sous la forme d’une série entiere

Yy = E a,x", ou les coefficients a,, sont a déterminer. On a

+00 +oo
= Znanxn_17 y”(l') = Z?’L(TL — 1)anx"_2.
n=1 n=2

En remplagant dans 1’équation (4.2)

(4.2) = 43:2 (n —1Da,a™" 2+22nanaj ianx”:O
=0

= Z4nn—1an"1+22nanx —Zanx”:(]
n=0

= Z dn(n+ 1)ap12™ + Z 2(n + 1)ap 2" — Z a,r" =
+§o n=0 n=0

= Y [<4n(n +1)+2n+ 1))an+1 - an} 2" =0
E

= Z [(Qn +2)(2n+ 1)ap+1 — an} z" =0.
n=0

Ceci donne
2n+2)2n+ Dayss —a, =0, VneN.
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Donc

1
n - ny N.
Gl = BT a1 e
1
Onaaozy(0)21etanzman,1, VnGN*

D’ou

1
Cln—(Q—n)!, Vn € N.

Le domaine et le rayon de convergence de cette série sont R = +o0o et D = R. Ainsi, la

solution de I’équation (4.2) est donnée par

roo 2% <Eéi))|n — cosh(y/x) si >0,
y(x) = Z (2n)! = Yoo

Z (_1)Zéﬁ) L cos(v/—x) si x<0.

n=0

4.4.2 Calcul approché de la valeur d’une intégrale définie

Exemple:
L sin . L .
Calculons l'intégrale I = / dz avec une approximation a 0.01 prés.
x
0
Nous avons
sinz x2+x4+ N 2n N
30 BT 2n+ 1)
Donc -
7 / sinxd I N 7o - mintl N
= r=T——+—+..
x 18 600 (2n+1)(2n + 1)!
0
Soit
B 2+l
Sp=T——4+—+ ... .
TR0 T T @ neEa !
Alors
7r2n—|—3
R, =|I -5, <
[l = | |_(2n+3)(2n+3)!
Pour avoir I'approximation a 0.01 prés il suffit de choisir n tel que
7T2n+3
<0.01
(2n+3)(2n+3)! —
On trouve n = 3, donc
9
T
I — S5 < — <0,00912.
=5l < gg <0,
Comme , 5 -
Sy=m— - — —_ —1,843250.

18 7 600 35280
On a 1,834123 < I < 1.852378. Ainsi, I = 1.85 avec une erreur inférieure a 0.01.
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4.5 Exercices résolus

Exercicel: Déterminer le rayon et le domaine de convergence des séries entieres réelles

suivantes

) cos|— )z ) — 7 ) — ) nlz"™" .
- n/ £~ n +arctan(n) “—nnl" "’ o

Solution:

+oo
1
1. Zcos <E>x”, on a
n=1

1
. a . COS(—) cos(0
lim |/ = lim ”Jlrl ‘: (0) = 1.
n-too | ay, n—+oo | cos(L) cos(0)
Donc R =1 et
+00
. - .\ I\ 4
e Si|z| < 1, alors la série entiere Z cos (—):c converge absolument.
n=1 n
+00
. - .\ I\ oL
e Si|z| > 1, alors la série entiere Zcos (—):{; diverge.
n
n=1

1
e Si|x| =1, posons U, (z) = cos <—>x”, alors
n

1
lim |U,(z)]= lim |cos <—>‘ =1#0,
n

n—-+oo n—-+o0o

donc hIJIrl Un(x) # 0 et la série diverge.
n—-—+oo

Ainsi le domaine de convergence est D =] — 1, 1].

+oo
—9)n
2. Z n%_(—)x” On a
n=1

arctan(n)
arctan(n)
lim |2 = i 2 n — 9.
n——+oo an, n——+o0o 1 arctan(n —+ ].)
14 -4 T
n n
1
Donc R = = et
2
+o0o n
(—2)

—————— 1" converge absolument.
— n + arctan(n)

: 1 . -\
o Siz| < Y alors la série entiere ;

S ol = L lors I série entivre S~ (2"
o 1|x|>§,aors a série entlerez

n=1

—————— " diverge absolument.
n + arctan(n)

1
o Siz| = 5 on distingue deux cas
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1 ~ (=2 — (="
1 — _ I S A ( I Y A ;. .
— Six = 3’ alors nEZI n + arctan(n) "= nE:1 T arctan(n) est une série numérique

alternée convergente.

1 X (=2)n % 1
— Siz=—= alos _ ———— est une série é e
iz r Z o+ arctan(n >x ; T arctan(n) une série numériqu
1 1 <
divergent ( S - )
ivergente | car ot arctan(n - Z:: diverge.
o . 11
Ainsi le domaine de convergence est D = } — 3 5} .
400 1
—x"
Inn!

n=2
on a Vn € N*, n! <n" donc In(n!) < nlnn < n? ainsi pour n > 2, on a

L < L <1
n? ~ In(n!) —
Ceci donne
W1 1
< n
n? — \/ In(n!
et
1 1
lim {/— = lim — =1
n——+0o0o n n—+00 nn
Donc
1
L Vil = B gy =
et par suite R = 1.
+oo
e Si |x| < 1, alors la série entiere Z —|x converge absolument.
Inn!
+oo
e Si|z| > 1, alors la série entiere Z l—'x" diverge.
nn!
n=2

e Si |z| =1, on distingue deux cas

+oo
. 1 . . .
— Six =1, alors E —" = E est une une série numérique divergente
Inn! Inn!

+oo

1 1
(car () > W In(n) et Z () est une série divergente.)

+o0 n
: n (=1) . . .
— Six = —1, alors E —a" = E est une série numérique alternée
Inn! s Inn!
n=

convergente.
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Ainsi le domaine de convergence est D = [—1, 1].

+oo
4. Z nlz™
n=0
Posons Uy (x) = nlz" et appliquons la régle de d’Alembert

Un+1(95)‘

_ : 2n+1
e e lim (n+ 1)z,

n—-+o00

On distingue trois cas

Ups1(x ) LR
e Si |z| < 1, alors lim A‘ = 0 < 1 et la série entiere Zn!xn2 converge
n—400 Un(aj) =0
absolument.
+1(x) - L 2 ..
e Si|z| > 1, alors h ’—‘ = 400 et la série entiere Zn!x" diverge.
e (LU) n=0
e Si|z| =1, alors lim ‘U ‘ = lim n! = 400 # 0, donc lim U,(z) # 0 et la
n——+0o00 n——+oo n——+00
série diverge.
Ainsi R = 1 et le domaine de convergence de cette série est D =| — 1, 1].

Exercice2: Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes

n" (_1)1@ 3n+1 ) +1
n n ’n n
LR = S SR
n>0 n>1 n>0 n>0
(a est une constante appartenant a C).

Solution:

Determmons le rayon de convergence des séries entieres suivantes

1. Z—z On a

n>0
. Ap+1 . n—+1\n»
lim = lim ( ) =e.
n—-4oo ap, n—-+4o0o n
1
Donc R = —.
. e
=~ (=1)"
2. "0
; o z na
1
li V0a,| = L —=0.
S Vel = B 5
Donc R = +o0.
+oo 3n+1
z
3. 2"
;%( ) n+1

On remarque que
0 pour n =3k oun=3k+ 2,

=9 (=2)f

k+1

pour n =3k + 1,
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P Vo(z) = (—2)" ,
osons V,(z) = (—2) Tone
Vi, ) 1
lim +1(2) ‘ — lim 2” + |2> = 2|23
n——+o0o nlZ n—+oco N
+oo | Vi, (2) + +2
d’ou l'on déduit que
\ +oo S3n+1 1
e Si2|z|]° < 1, alors —2)" converge absolument pour |z| < —.
4 > (-2 comere pour 2| < -
X +oo Z?m—H 1
e Si2|z|° > 1, alors =2)" est divergente pour |z| > —.
|| ;( )T gente pour |z| o1

Donc R =

“+o00
4 E anz2n—|—1
n=0

On remarque

[\)
w\»—'| —

0 si n=2p,
ap =
a? si n=2p+1.

Soit alors V,(z) = a"z*"*!, on a

|7
lim ni1(2)) lim |a||z|?.
n—-+oo Vn(z) n——+oo
On déduit que
+oo
: 2 n . 2n+1 1
e Silal|z]* < 1, alors Za z converge absolument pour |z| < T
a
n=0
+00 1

e Si|al|z]* > 1, alors Za”z%“ est divergente pour |z| >

o Vel

1

N

Exercice3: Trouver le rayon de convergence et calculer la somme des séries entieres suiv-

Donc R =

antes

1 (=)™ n3 (1+a")
1. —_". 2 n. 3. —a". 4. - "
n>1 n>0 n>0 n>1
Solution:
1
1. E _ "
e n(n+1)
Trouvons le rayon de convergence R, on a
lim Intl] lim no_ 1.
n—+oo | n—+oo 1 + 2

Ainsi R = 1. On distingue trois cas
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1

e Si|z| < 1, alors la série entiere Z m
n(n

n>1

2" converge absolument.

1

e Si|z| > 1, alors la série entiere Z m
n(n

n>1

x™ diverge.

n

1 1
Si el = 1, alors 3 [ = L te.
o Si x| alors 2 n(n—i—l)x 2 nn 1) est convergente

Le domaine de convergence de la série est D = [—1, 1].

Maintenant, calculons la somme. Si x # 0, on a

+oo
1
S = _ "
() nz:ln(n%—l)z
L e
oD IR IR
—~n = n+1
+oo +oo
1 1 1
_ Z_xn__ xn-i—l
—n T n—+1
e R e
n T n
n=1 n=2
+oo “+oo

= —In(l-z)+3i(In(l-=2) -z
(1x)ln(1+x§+x. )

De plus S(0) = 0 et par le théoreme 4.1.2, on a

+00 1
—— = lim S(z) =1.
; n(n+1) v (z)
+o0
—1)"
E (=D = lim S(z) =1-2In(2).
—~n(n+1) a1+
+oo
(_1)n 2n
2. E I 7T
n=0
—1)"
Trouvons le rayon de convergence R. Posons U, (z) = 4(2—>1:c2”, on a
n —
4n? — 1
lim Unﬂ(m)‘ = lim ‘n—xQ‘ =27
n—+oo | Up(x) n—+too [4(n 4+ 1)2 — 1
On distingue trois cas
e Siz? <1<« |z| <1, alors la série entiere E (=1)" 2*" converge absolument.
4n? — 1
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1)"
4n? — 1

e Siz? > 1« |z| > 1, alors la série entiere Z
n>0

n" o, (=1)" . ,
Si =1, alors "= est convergente (série alternée).
o Six? r nE>0 PR nE>0 e nvergente (séri rnée)

Ainsi R =1 et le domaine de convergence de la série entiere est D = [—1, 1].

Calculons la somme. Si x # 0, on a

S(ZL‘) _ Z (_1)n $2n

—dn® —1
1/ (-1) n
- §(Z2n—1 _22n+1 2)

n=0

1 = (D) e R (=D,
- (-1 n __ n)
( +;2n—1x §2n+1x

m +oo n
_ (_ 1_|_Z —1)m*t 22 Z (1) x2n>
2m + 1 = 2n + 1

1
( —1+=x arctan(m) - — arctan(m)).
x

_ N

[\f

1
2
De plus S(0) = 0 et par le théoreme 4.1.2, on a

Z (=" _ = lim S(z) = —%.

‘ 4n?2 —1  jz-1

3
n
3. g —a".
n!
n>0
Trouvons le rayon de convergence R.

12
— lim M‘ —0

n—-+oo n3

Qp+1
ap,

lim

n—r—+00

Ainsi R = 400 et le domaine de convergence de la série entiere est D = R.
Remarquons que n® = Ajn(n — 1)(n — 2) + Asyn(n — 1) + Asn + Ay. Par identification, on
obtient

Donc 5
n 1 3 1
— = VYn >0
A =3 -2 m_pnr "=
et par suite
& n3 & " & " & "
—a" = — + — + —— VzeR.
Do =Y e ) i T T
“— nl — (n—3)! — (n—2)! — (n—1)!

+oo n—3
x _ .3 x _ 3,0
z%(n—B)! f”nz%(n—s)! v
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+o0 n
D
— (n—1)!
Ainsi
+K>n3
S(x)=) —u= (z° + 32% + )
n!
n=0

(1+a")
4. —a".
2 e
n>1
Trouvons le rayon de convergence R.

T ) ax™
La série Z — admet Ry = 1 pour rayon de convergence et la série Z admet
n n
n>1 n>1
I . (1+a") .,
Ry = W Puisque Ry # R», la série somme Z ——=2" aura pour rayon de convergence
a
n>1
. ) 1
R = inf(Ry, Ry) = inf(1, ﬂ),
a
et le domaine de convergence de cette série est D =| — R, R|.
Calculons la somme. Pour z €] — R, R[, on a
+00
(1+a")
S(z) = —z"
(2) X_:I -
+_OO n n .1
sy
n=1 n=1 n

= —In(l —2)—In(1l — ax)
= —In(l —z)(1 — ax).

Exerciced4: Développer en série entiere autour de l'origine, les fonctions suivantes en

precisant le domaine de convergence.
t
e —1

1L.2x+3)7%, 2.(z+1)In(z +1), 3/x dt.
0
Solution:
1. f(x)=(2x+3)"% On a
1 1
2r+3 5% "3 Z ( )

Dérivons on trouve

(2.7:14—3)/ (2.CC+3 :_Z ( ) "
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Donc

g A Sy wee] 13

2. f(x) = (z+1)In(x + 1).

400 n
1T
f@) = @)Y (-
n=1
= T S
n=1 n n=1 n
) S N
n=2 n—1 n=1 n
o0 n o0
_ n—2 & n—1
D ST
n=2 N n=2
= =+ () <n—1_ﬁ)x
n=2
00 n
x
= —1)" \ —1,1
Py e
ot
-1
3 f(:c):/e L
0
On sait que
+oo
- x
e —Zm, Vz € R.
n=0
Donc
er—1 X
= Vo € R.
z ;(nﬂ)!’ ‘
On déduit alors que l'on a
[t —1 X am
dt = .

0

Exerciceb: Chercher la série entiere solution de 1’équation différentielle
zy +ay +y=0,

vérifiant les conditions »(0) = 0 et 3 (0) = 2.

Solution:
—+o0 —+o0 +o00

Posons y = Z apx™, on a donc y = Z na,z" ety = Zn(n — Da,z™ 2

n=0 n=1 n=2
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En remplagant dans 1’équation (4.3), on obtient

“+oo
(4.3) = xz (n — Daya™” 2+xZnan —Zanx”:O
+oo

= Z (n —1Dayz" 1+Znan Zan =
n=1

n=2
+o0o

= Z [n(n + Dayy + (n— 1)an] " = 0.

n=0
Donc

n(n+1)ap1 + (n—1)a, =0=n(n+ a1 = (1 —n)a,, YneN

De plus, on a
y(O):O:>a0:0,

y(0)=2=a; =2

Donc par récurrence, on trouve

a, =0, Vn2>2.

Ainsi la solution de (4.3) est y = 2z.

4.6 Exercices non résolus

Exercicel: Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes:
+oo

a) g zP avec p un nombre premier.
n=1
+o0 »2p

b) Z ———— ou a est une constante appartenant a R.
— 2 — sin pa

—+00

C) Z(p . esinpa)Zerl.

n=1
Exercice2: Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entieres réelles

suinantes
1) Z sin(pf)x?
n=1

+oo .
sin(pt) , . . iy
2) g ———=2" ou 6 est une constante réelle différente de k.
n=1 p
Exercice3: Trouver le rayon de convergence et calculer la somme des séries entieres suiv-

|
1. noo9, PP S T N S n,
;”x’ Z2n—1 ’ ;(4714—1)!’ ;n+2x
In(1 —x)

Exercice4: 1) Montrer que la fonction f(z) = peut étre développée en série

r—1
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entiere autour de l'origine.
2) Déterminer le terme général de cette série ainsi que son rayon de convergence.

Exerciceb5: Montrer que les fonctions suivantes

1 [ sint 2
1. In T 2. /%dt, 3. arcsinz, 4. ’ 5. arctan z.
0

1—a’ (x —1)(2 —x)%’
sont développables en série entiere autour de 1’origine.
Déterminer leur développement, ainsi que le rayon de convergence correspondant.
Exercice6:

On considere la fonction f : R — R définie par

fx) =

1 st z=0.

{ex—i—ez?l si x#0,

1) Montrer que f est de classe C*° sur R.
“+oo

2) Calculer f™(0), puis déterminer la série enticre Z a,x” engendrée par f.

n=0
3) [ est-elle développable en série entiere autour de 1'origine?

ExerciceT:

1) Chercher les solutions de 1'équation différentielle
(14 2)y +ay =0, ol «a est une constante réelle. (4.4)

qui sont développables en série entiere autour de l'origine.
2) Intégrer (4.4).
3) En déduire que la fonction f(z) = (14 z)* est développable en série entiere.

Déterminer son développement ainsi que le rayon de convergence correspondant.
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Chapitre 5
Séries de Fourier

Dans ce chapitre, nous étudions les séries de Fourier qui sont un outil fondamental dans
I’etude des fonctions périodiques, dont les applications sont assez nombreuses dans d’autres
domaines des mathématiques (notamment les équations différentielles et les équations aux
dérivées partielles) (voir [2], [5], [7]).

5.1 Série trigonométrique

5.1.1 Notions générales relatives aux séries trigonométriques

Définition 5.1.1 On appelle série trigonométrique, toute série de fonctions de la forme

“+o00
% + ;[an cos(nwx) + by, sin(nwz)] (5.1)

ot les coéfficients a,, et b,, (on posera by = 0), sont des nombres complexes et w un nombre

réel positif.
Remarque 5.1.1 On a

an cos(nwr) + by sin(nwz) = a, (%) +n <%)
7
1 ; ’
= §(a/n - ibn))eznwx + §(an + ibn))e_lnwx
= Oneinw:(: -+ O—ne_inwxa

avec C_,, := C,, (conjugué de C,,).

Donc les séries trigonométriques sont aussi les séries de la forme

+0o0
> Cpe™r. (5.2)
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5.1.2 Fonctions périodiques

Définition 5.1.2 Une fonction f(x) de R dans C est dite périodique s’il existe un nombre
T tel que Vx € R

flx+T) = f(z) (5.3)

si la relation (5.3) est vérifiée, on a
flx+kT)= f(z) VreR et VEeN.

Définition 5.1.3 Si f(z) est périodique, on appelle période de f(x) le plus petit nombre
T > 0 tel que

[z +T) = [(2).

Remarque 5.1.2 Si la série trigonométrique (5.1) converge en tout point d’un intervalle

2m . .
[a, a+ —] ou o € R, elle converge pour toute valeur de x, et sa somme est une fonction

w
2
périodique f(x) de période T' = il
w

cos[nw(x + T')] = cos(nwz + 2mn) = cos(nwx),
sin[nw(x + T')] = sin(nwz + 27n) = sin(nwx),
2
on T = =2 est le plus petit nombre positif pour lequel ces deux relations sont vraies quelque
w

soit n.

Remarque 5.1.3 Si f est T-périodique et intégrable sur [0,T], alors

a+T

/f(l')dl'z/Tf(:c)d:c, Vo € R.

o

5.1.3 Convergence d’une série trigonométrique
Théoreme 5.1.1 Si les séries numériques Z la,| et Z |b,| sont convergentes alors la

n>0 n>1
série trigonométrique (5.1) est normalement convergente sur R donc absolument conver-

2T
gente et uniformément sur R. Sa somme f(z) est une fonction continue, de période —.
w

Preuve

Cela découle directement de 1'inégalité

|a,, cos(nwz) + by, cos(nwzx)| < |ay| + byl
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+o00
Théoreme 5.1.2 Sila série des modules Z |C,| est convergente, la série trigonométrique

n=—oo

(5.2) converge absolument et uniformément sur R. Sa somme f(x) est une fonction con-

. , . m
tinue, de période —.
w

Théoréme 5.1.3 Si (a,), et (b,), sont des suites numériques décroissantes de nombres

réels positifs et tendent vers 0, alors la série trigonométrique (5.1) est convergente pour

2k
touta:;«é—7T ou k € Z.
w

5.1.4 Relation entre les coéfficients et la somme d’une série trigonométrique

Théoreme 5.1.4 Soit
—+o00
f(x) = % + ;[an cos(nwx) + by, sin(nwx)]

la convergence étant supposée uniforme dans tout intervalle. Alors Vo € R,

( 5 a+T
= / f(z) cos(nwzx)dzx,

a+T

b, = % / f(z) sin(nwx)dx.

Remarque 5.1.4 Soit
+oo
f(l'): Z C«neinwx,

n=—oo
la convergence étant supposée uniforme dans tout intervalle. Alors

a+T
1 )
C, = 7 / flz)e™™* aeR,neZ.

«

5.2 Série de Fourier

Dans cette partie, nous considérons les fonctions périodiques de période T' = 2.

5.2.1 Notions générales relatives aux séries de Fourier

Définition 5.2.1 Soit f : R — R wune application périodique de période T = 2w et
intégrable sur I = (a, a0+ 2m), ot o € R.

On appelle série de fourier associée a f, la série trigonométrique
+o0
@ + ;[an(f) cos(nzx) + b, (f) sin(nz)]
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dont les coéfficients appelés coéfficients de Fourier de f, sont donnés par les formules

a+27r

()= [ fla)costna)is,
bn(f):% / f(z)sin(nz)dx, n € N.

«

Symboliquement, on écrira

/()

an ) cos(nz) + b, (f) sin(nx)].

Remarques 5.2.1 o Les coéfficients a,(f) et b,(f) sont indépendants du choiz de «.
o Si f est impaire, alors a,(f) =0, Vn € N (car f(z)cos(nz) est impaire).

o Si f est paire, alors b,(f) =0, Vn € N* (car f(x)sin(nz) est impaire).

5.2.2 Recherche de fonctions développables en série de Fourier

Définition 5.2.2 Une fonction f périodique de période T = 27 et intégrable dans un
intervalle (o, o0 + 2m) est dite développable en série de Fourier lorsque f est la somme de

la série de Fourier qu’elle engendre, c’est-a-dire
f(x) —i—Zan cos(nx) + b,(f)sin(nz)], VreR.

Théoréme 5.2.1 Soit

)cos(nz) + Bn(f)sin(nx)], VzeR,

une série trigonométrique qui converge uniformément vers sa somme S(x) dans R. Alors

S(x) est développable en série de Fourier et l'on a a,(S) = a, et b,(S) = B,.

Remarque 5.2.1 Toute fonction g monotone sur [a,b] n’admet que des discontinuités de

premiere espéce, c’est-a-dire

celles-ci ne sont pas forcément égales sauf en cas de continuité.

De plus, I’ensemble des points de discontnuités est dénombrable.
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J’_ —
Définition 5.2.3 Une fonction g est dite réguliére lorsqu’on a g(xg) = 9(0) —;—g(:vo) en

tout point xy de discontinuité. On a alors

R (Cal E 0 VA

Théoréme 5.2.2 (Théoréme de Jordan)
Si f : R — R est périodique de période 2m et est la différence de deux fonctions non
décroissantes dans [, oo + 27|, sa série de Fourier converge pour tout x et on a pour sa

o fat) + f()
1),

En outre, la convergence vers f(x) est uniformément sur tout segment sur lequel f est

continue, éxtrémités comprises.

Corollaire 5.2.1 Si f satisfait auz hypotheses du théoreme de Jordan et si elle est réguliere,

alors elle est développable en série de Fourier.

Remarques 5.2.2 e La fonction f n’admet évidemment que des discontinuités de

premiére espéce, puisque f = g1 — ga, ot g1 el go sont monotones dans |c, o + 2].

e Toute fonction f, différence de deux fonctions non décroissantes sur [a,b], est dite

variation bornée sur [a,b).
Théoréme 5.2.3 (Théoréme de Dirichlet)
Soit f une fonction périodique de période 27 satisfaisant

1. IM > 0 telle que | f(x)] < M.

2. 1l existe un nombre fini de points de subdivision de lintervalle o, v + 27| (v = ay <
o < .o <o <o <..<a,=oa+ 27r) de facon que f soit monotone et continue

dans chaque ouvert |oy, avyq].

Alors la série de Fourier associée a [ converge pour tout x et on a pour sa somme

Fat) + /)
2

De plus, la convergence vers f(x) est uniforme sur tout segment sur lequel f(x) est continue,

extrimités comprises.

Corollaire 5.2.2 Si f satisfait aur hypotheses du théoréeme de Dirichlet et si elle est

réquliere, alors elle est développable en série de Fourier.
Proposition 5.2.1 Les théorémes (5.2.2) et (5.2.3) sont équivalents.
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Exemple:

Considérons la fonction f de période 27 et qui est définie dans [—m, 7| par

f(x):{x si|z| <7

0 sixz=-—7

Montrons que f est développable en série de Fourier et déterminons cette série. En effet,
on remarque que f n’admet que —m comme point de discontinuité dans U'intervalle [—m, 7|

et on a
f(=7+0)+ f(-m7—0) —7m+m

: = 0= (),

donc f est réguliere.
1) Déterminons la série de Fourier associée a f.
f est une fonction impaire donc a,, =0, Vn € N et

b, = /f(ac) sin nxdx

1
T
2
= —/xsinnxdm

T

0

2(_1)n+1

- .

Donc
in2x (—1)n*t
+ ...+

f(z) ~ 2{sinz — > sinnx + ...}

2) Montrons que f est développable en série de Fourier, il suffit d’assurer les conditions du

théoréeme de Dirichlet. On a
|f($)’ S , V.I € [_ﬂ-vﬂ-[‘

De plus, f est croissante et continue sur | — 7, 7[.

Ainsi, f est développable en série de Fourier,

+oo (_1 n+1
f(x) = 22 Tsinnw, Vx € R.
n=1

5.2.3 Fonction de période T # 2x

Soit f une fonction complexe définie et integrable sur tout intervalle borné [a, a + T inclu
dans R de période T

1) On peut lui associer la série de Fourier suivante
ao(f) — .
f(x) ~ 5 + Z[an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwz)],
n=1
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avec w = —, ol
T’
a+T

=2 [ p(2) cos(nwn)da,
Y

et
a+T

:% / f(x)sin(nwz)dz, n e N.

2) On peut aussi lui associer sa série de Fourier écrite sous forme complexe:

Z C mwz

n=—0oo

avec W = —, ol
T’

a+T

1 .
=7 / f(x)e "™*dx, n €Z.

Pour T' = 2m, on a

Z C zna}

n=—oo

et lorsque f est développable en série de Fourier, on aura donc

+oo

n=—oo

5.2.4 Egalité de Parseval

Théoréme 5.2.4 Soit f(x) la somme d’une série trigonométrique uniformément conver-
gente de période T. Alors f(z) est de carrée sommable sur tout intervalle I de longueur T

et les coéfficients de Fourier de f(x) vérifient l’égalité dite de Parseval:

|6L0|2 —
/|f )|*dz = +Z|n|2+|b|
ou encore

+oo
T LRSS SEENS

T n=-—00
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5.3 Exercices résolus

Exercicel: Soit f une fonction définie par f(z) = sup(sinz, 0).

1) Déterminer la série de Fourier associée a cette fonction.

2) Montrer que f est développable en série de Fourier, cette série convergeant uniformément
sur R vers f.

3) Calculer

+o0o
(="
S = Z An2—1°
n=1
Solution:

1) La fonction f est évidemment de période 27 et continue Vz € R.

sinz, siz >0,
-}

0, sixz<0.

Ici

Déterminons la série de Fourier associée a cette fonction. On a

a,(f) = %/f(a:)cos(nx)dx

1
= —/sinxcos(nx)dx
77

0
11+ (-1
T R
0, sin=1,
et -
1 )
bo(f) = —/f(x)sm(nx)dx
T
1
= —/smxsm(nx)dx
T
0
0, sin#1,
— I
5 Sin ,
On obtient donc
f() 1+1, 2{C0821‘+COS45L‘+ +c082n1’+ }
s — 4 —ging — — o
Y T T ST T in? — 1

2) Montrons que f est développable en série de Fourier. On a f est réguliere puisque f est
continue pour tout x.

i) Vérifions les conditions de théoreme de Dirichlet, on a
[f@) <1, VzeR
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ii) Considérons maintenant l'intervalle [—m, [ que l'on peut partager en trois intervalles

T T
—m,0[, [0,=<]et |[=, 7|

.0 0.7 (et (5.7 -

Dans chacun des ouverts | — 7, 0[, ]0, 5[ et ]5,7r[, la fonction f est bien continue et
monotone.

D’aprés le théoreme de Dirichlet, cette fonction sera développable en série de Fourier. Donc

f() 1+1 . 2§cos2naz Vi€ R (54)
r)=—+—sinzx — — _— T ) .
T 2 7rn:14n2—1’

De plus f(x) étant continue sur [0, 27|, éxtrémités comprises (puisque elle est continue
pour tout x), on est assuré que la série de Fourier converge uniformément vers sa somme

f(zx) sur [0, 27]. Ceci entraine la convergence uniforme pour tout z.

3) Pour calculer S = Z o 1_)n1 il suffit de faire v = g dans (5.4), on trouve
O —1=iil 258
2 T 2 e 4n? — 1
Ainsi .
s

Exercice2: 1) Montrer que la fonction F': R — R de période 2, définie dans [0, 27| par

r—T

si x €]0, 2],
0 si z=0.

F(x) =

est développable en série de Fourier. Déterminer cette série ainsi que les domaines de
convergence uniforme.

2) Soit f : R — R de période 27, intégrable sur [0, 27, nulle au voisinage de 0 et de 2.
A f on associe sa série de Fourier

ao(f)
2

+ ai(f)cosx + by (f)sinx + ...

/f ”—_tdt

1) La fontion F' est réguliere. En effet, elle n’admet que 0 comme point de discontinuité

Montrer que 1'on a

Solution:

dans [0, 27[, et 'on a




De plus, elle satisfait aux hypotheses du théoreme de Dirichlet, car

_ 7r
) 1P| < T,
ii) F'(x) est monotone et continue dans |0, 27].

donc elle est développable en série de Fourier. On a alors

F(z) = % + Z(an cosnz + b, sinnx), Vi,

n=1
avec a, = 0, car F' est impaire et
1 r 2 r m™T—T
b, = — /F(:U) sin nxdr = —/ sinnzdr = ——
s s 2 n
-7 0

Donc

avec convergence uniforme de la série E
n>1

sur tout fermé [ay, O] inclus dans
12k, (2k + 2)n[, (k € Z).
27

1
2) Soit b, = — / f(x)sinnxdz. Puisque f est nulle au voisinage de 0 et de 27, alors il est
T

0
clair que I'on a

£t

n=1 0 n=1

S

+oo .
. . - sin nx
En raison de convergence uniforme de la série E

sur [ayg, Bol, on aura

n=1

+00 Ao +00
gﬁ:%/f(xmn:lsmnx /f

f étant nul sur [0, ap) et [By, 27|, on peut encore écrire

127T T™T—x
—:}O/f(cc) 5 dx
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Exercice3: Soit f une fonction 2w-périodique définie sur [—m, [ par

f(z) =22

1) Calculer les coéfficients de Fourier de f.

2) Ecrire le developpement en série de Fourier de f.
+oo +oo
o 1 1
3) En déduire la somme de Zl = et Zl I
Solution:

1) La fonction f est paire donc b, =0, Vn > 1. Donc

™

1 2
ay = —/xQd:r;—QW—,
s 3

—T

1 f 2 n
a, = ;/x cos(nz)dr = (—1)"—.

2) Le fait que f est continue Vz, alors elle est réguliere et satisfait aux hypotheses du

théoréme de Dirichlet. Elle est donc développable en série de Fourier.

" cos(nz).

fla) =" +4) L

3) a) S'il on fait x = 7, on obtient

“+00
, T2 1
mo= 3 4 -
n
=1
Donc
+oo
1 w2
— =—.
n
n=1 6

b) La fonction f est intégrable et bornée, on peut donc appliquer I’égalité de Parseval, on
obtient

™

1, o [, 2t 216
z dr = 2 dr = 21
7T/f(ac)x 7T/xac 9—|—E

nt’
0 n=1

Ce qui implique que

T T 1
-2 4138 il
5 9 + ; nt
Ainsi
+o00 1 B 71_4
St 90
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5.4 Exercices non résolus

Exercicel: On considere la fonction f de période 27 et qui est définie dans [—m, 7| par

xr si|z] <m,

e 110 {

0 st x=—m.

1) Montrer que f est développable en série de Fourier et déterminer cette série.

2) a) Montrer que cette série converge uniformément dans tout fermé [«, 5] inclus dans
| —m, 7.

b) Montrer que 'on ne peut avoir la convergence uniforme sur [—m, 7.

Exercice2: On considere la série de terme général

sin® nz

o (x € R).

1) Vérifier que cette série est convergente Vo € R. Soit S sa somme.

Montrer que S est de classe C°.

b) Montrer que S est développable en série de Fourier et trouver son développement.
c) Expliciter S.

Exercice3: Soit « un réel, a € Z et f la fonction de période 27 définie dans [—m, [ par
x— f(x) = cosaux.

1) Vérifier que f est continue pour tout z. Montrer qu’elle est développable en série de
Fourier et déterminer cette série.
2) Montrer que cette série converge uniformément sur R, en utilisant
) Une étude directe.
b) Le théoreme de Dirichlet.
)

3) Vérifier que 'on a

a

+oo

T 1 (—=1)"
LN ) Y 2
sinar  « * z:l a2 —n?

4) Déterminer la somme de la série

“+oo
an . cosnx

E (—smnaz—bn ),
n n

n=1

ou a, et b, sont les coéfficients de Fourier de f, et en donner une représentation graphique.
Exercice4: On considere une fonction définie, continue et a variation bornée sur [0, 7.
1) Montrer que I'on peut trouver de plusieurs fagons deux suites numériques réelles (a, )nen

et (by)nen telles que

+oo
f(z) = % + ;(an cosnx + b, sinnz), Vz € [0,7],
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la série étant uniformément convergente sur [0, 7.

2) Montrer qu’il existe une suite (a,)nen et une seule telle que
ay =
f(z) = 50 + Zancosnx, Vo € [0, 7],
n=1

la série étant uniformément convergente sur [0, 7.

3) Montrer qu’on ne peut, en général, trouver une suite (b, ),en telle que

+oo
fz) = an sinnz, Vz € [0,
n=1

la série étant uniformément convergente sur [0, 7.

Condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi?
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