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Chapitre 1

Topologie de la droite réelle

1.1 Les ensembles ouverts

Définition 1.1.1. Soit A un ensemble de nombres réels. On dit que A est ouvert,
St

pour tout x € A, il existe € > 0, tel que I (x,e) C A,

ot I (z,¢e) est un intervalle ouvert de centre x et de rayon e.

Exemple 1.1.1. Un intervalle ouvert A = |a,b[ est un ensemble ouvert, car pour

tout x € ]a,b[, on peut choisir e = 3min (x — a,b— ), on a I (z,¢) C A.
Exemple 1.1.2. Les ensembles R et () sont des ouverts.

Remarque. Un ensemble A n’est pas ouvert si il existe un point a € A tel que pour

tout e >0, I (a,e) ¢ A.

Exemple 1.1.3. L’ensemble [a,b] n’est pas ouvert, car pour tout e > 0, I (a,e) €

[a, b

Proposition 1.1.1. La réunion d’une famille quelconque d’ensembles ouverts de R

est un ouvert.

Démonstration. Soit (A;),.; d’ensembles ouverts de R. Montrons que | J,.; A; est un
ensemble ouvert de R. Soit x € | J,; A;, alors il existe j € I, tel que x € A;, il existe
g; > 0, tel que I (x,e;) C Aj C ;e Ai, Aot |, Ai est un ensemble ouvert de
R. O

Proposition 1.1.2. L’intersection de toute famille finie d’ouverts est un ouvert.



Chapitre 1 Topologie de la droite réelle

Démonstration. Soient Ap, As,.., A, des ensembles ouverts de R. Montrons que

M= A; est un ensemble ouvert de R. Soit # € ()= A;, alors pour tout i €

{1,2,...,n}, tel que = € A;, il existe g; > 0, tel que I (z,g;) C A;, pour € = ming;,
i=1n

on a

I(z,e) CI(x,&) C A, pour tout i € {1,2,...,n},
donc I (x,e) C (.= Ai, d’ott ()} A; est un ensemble ouvert de R. O
Remarque. Une intersection quelconque d’ouverts n’est pas toujours ouverte et une

réunion quelconque de fermés n’est pas toujours fermée. Pour s’en convaincre, on

retiendra les deux exemples suivants

ﬂ]_nil’nil{_{o} “ p}%ﬂjl[—]oﬁ]-

neN

1.2 Les ensembles fermés

Définition 1.2.1. Soit A un ensemble de nombres réels. On dit que A est fermé si

A€ est un ouvert.

C_

Exemple 1.2.1. Un intervalle fermé [a,b] est un ensemble fermé puisque [a, b]

|—00,al U |b, +o0o[ est un ouvert comme réunion de deux ensembles ouverts.

Exemple 1.2.2. L’ensemble Z est fermé puisque Z° = |J |n,n + 1| est un ouvert
neL
comme réunion infinie d’ensembles ouverts.

Exemple 1.2.3. Les ensembles R et () sont fermés puisque leur complémentaires,

respectivement () et R, sont ouverts.

Corollaire 1.2.1. L’intersection de toute famille quelconque de fermés est un fermé.
Démonstration. Elle se déduit par passage au complémentaire. n
Corollaire 1.2.2. La réunion de toute famille finie de fermés est un fermée.

Démonstration. Elle se déduit par passage au complémentaire. O



Chapitre 2

Espaces topologiques

Dans ce chapitre, nous allons définir le concept de topologie en général, et passer
en revue plusieurs moyens de se donner une topologie sur un ensemble X quelconque.
Nous introduisons dans ce chapitre les notions importants d’espaces topologiques,

I'intérieur, 'adhérence, la frontiere d’'un ensemble, ou les applications continues
) b )

2.1 Concepts de base en topologie

2.1.1 Définitions d’un topologie et ouvert

Soit X un ensemble. On note P (X) 'ensemble des parties de X.
Définition 2.1.1. Soient X un ensemble non vide et T C P (X). On dit que T est
une topologie définie sur X si les axtomes suivants vérifies :
(11) X et 0 sont des éléments de T.
(12) toute réunion d’éléments de T est un élément de T .
(13) toute intersection nie d’éléments de T est un élément de T .
Les éléments de T sont appelés les ouverts de la topologie. Le couple (X,T) est

appelé un espace topologique.

Exemple 2.1.1. La famille de parties d’un ensemble X, donnée par T, = {X,0},

est une topologie sur X appelée topologie grossiére.

Exemple 2.1.2. La famille T; = P (X) de toutes les parties de X est une topologie

sur X appelée la topologie discréte.



Chapitre 2 Espaces topologiques

Exemple 2.1.3. Sur R, l’ensemble formé de (), R et des réunions quelconques d’in-
tervalles de la forme |a,b| est bien une topologie sur R. Sauf mention contraire, R

sera toujours muni de cette topologie T, appelée topologie usuelle.

Exemple 2.1.4. Considérons les familles suivantes de parties de X = {a,b,c,d, e} .
T =1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d,e}},
Ti est une topologie sur X.
To ={X,0.{a} {c,d} ,{a,c,d} ,{bc,d}},

To n’est pas une topologie sur X, car {a,c,d}, {b,c,d} € Tz, mais
{a,c¢,d} U{b,c,d} = {a,b,c,d} & Ts.

Exemple 2.1.5. Soit (X,T) un espace topologique, tel que, pour tout x € X, {x} €
T, alors (X, T) est un topologie discréte.

2.1.2 Voisinage, Fermé

Définition 2.1.2 (Fermé). Soit (X,T) un espace topologique. On appelle fermé,

toute partie de X dont le complémentaire est ouvert.

Exemple 2.1.6. Considérons la topologie T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}

sur X ={a,b,c,d,e}. Les fermés de X sont les ensembles
X7 ®7 {b’ c’ d’ e} Y {a7 b7 e} ) {b’ e} ) {a} °
Proposition 2.1.1. Soit (X, T) un espace topologique. La famille des fermés de X
vérifie les propriétés suivantes :
(F1) X, 0 sont fermés.
(F) L’union d’une famille finie de fermés est un fermé.

(F3) L’intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé.

Démonstration. Elle se déduit par passage au complémentaire a partir de (71), (72)

et (73). O

Définition 2.1.3 (Voisinage). Soit (X,T) un espace topologique et x € X. On dit
qu’une partie V de X est un voisinage de x si elle contient un ouvert qui contient

x.
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Exemple 2.1.7. Par exemple, dans R muni de la topologie usuelle et x € R,

| — 2,2+ 1] est un voisinage de x.

Proposition 2.1.2. Pour qu’une partie d’un espace topologique soit un ouverte, il

faut et il suffit qu’il soit voisinage de chacun de ses points.

Démonstration.
e Soit U un ouverte, c¢’est un voisinage de chacun de ses points.
e Réciproquement, si U est voisinage de chacun de ses points, alors, pour chaque
x € U, il existe un ouvert U, tel que x € U, C U. On a donc
U=\ J{rclyucu
zell zel

Ce qui montre que U est ouvert.

]

Notation. Soit (X, T) un espace topologique. On note V () la famille des voisinages

de x.

Proposition 2.1.3. Pour tout x € X, les familles V () de voisinages de x vérifient

les propriétés suivantes :

a) Pour tout x € X, V (z) # 0, et pour tout V € V (z), on a x € V.

Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.

(

(b) Pour toutV € V(x) et toutd C X, si V CU alorsU €V (x).
(c)

(

d) Pour tout V € V(x), il existe W € V (z) tel que pour tout y € W, on ait
Vevy).

Démonstration.
e On a (a) et (b) sont évidentes.

e Si (Vi),<i<, sont des voisinages de a alors il existe des ouverts (U;),;,, tel

que
rel; CV;, pour tout i € {1,2,..,n}.
i=n i=n

On en déduit que [ UY; est un ouvert contenant x et contenu dans (] V;, d’ou
i=1 =1

i=n

() Vi est un voisinage de z .
i=1
e Soit V € V (z), alors il existe un ouvert U tel que x € U C V, on pose W = U,

alors W € V (z) et pour tout y € W, V € V (y).

10



Chapitre 2 Espaces topologiques

2.1.3 Intérieur, adhérence, frontiere d’une partie

Définition 2.1.4. Soient (X,7T) un espace topologique et A une partie de X.

1. L’intérieur de A et on note A le plus grand ouvert (au sens de l’inclusion)

wmclu dans A. Un point x est dit intérieur a A lorsque € A.

2. L’adhérence de A et on note A le plus petit fermé contenant A. Un point x est

dit adhérent a A lorsque x € A.

3. La frontiere de A est le complémentaire de l'intérieur de A dans l’adhérence
de A, on la note Fr(A) = A\A. Un point x est dit fronticre pour A lorsque
z e Fr(A).

Proposition 2.1.4. Soient (X, T) un espace topologique et A une partie de X. On

a

;l: U U et A= ﬂ F.

UCA, UET ACF, F fermé
Exemple 2.1.8. Considérons la topologie T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}

sur X ={a,b,c,d, e} ot les fermés de X sont

X, 0, {b,c,d,e}, {a,b,e}, {be}, {a}.

Par conséquent

{0} = {be}, {a,c} =X, {b,d} = {b,c,d,e}.
et

{0}" =0, {a,c}"={a}, {b,d} =0.

Exemple 2.1.9. Si X =R est muni de la topologie usuelle et si A = [0,1], alors

A°=100,1[, A=[0,1] et  Fr(A) ={0,1},

et nous avons

7° =10, 7 =17, et  Fr(Z)=17.

Remarque. Par définition, on a immédiatement les équivalences suivantes

(i) A ouvert de X < A=A

(ii) A fermé de X & A= A.

11
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2.1.4 Point isolé, point d’accumulation
Voici d’autres notions habituellement définies au moyen de voisinages.

Définition 2.1.5. Soit A une partie de X.

1. Un point x de A est dit isolé dans A s’il existe un voisinage V de x dans X
tel que
V\{z}nA=0.

2. Un point x de X est dit point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans

X rencontre A en un point autre que x, c’est-a-dire

pour tout V € V (z), V\{z} nA#0.

1
:nGN}.
n—+1

(1) Le point 1 est un point isolé de A, mais n'est pas point d’accumulation.

Exemple 2.1.10. Dans R on considére ’ensemble A = {

(17) Le point O n’appartient pas a A mais il est point d’accumulation de A.

2.1.5 Bases d’ouverts, Bases de voisinages

Les ouverts d’un espace topologique ne sont parfois pas facilement identifiables
et il est souvent plus simple de décrire des ensembles particuliers qui vont générer

la topologie par union quelconque.

Définition 2.1.6. Soient (X, T) un espace topologique et B une famille d’ouverts.
On dit que B est une base d’ouverts de (X,T) si tout ouvert non vide de X est

réunion d’ouverts appartenant a B.
Remarque. En général, il n’y a pas unicité de la base d’ouverts.

Exemple 2.1.11. Si R muni de la topologie par T,. Soit B = {|a,b[,a,b € R} l’en-
semble d’intervalles ouverts, alors B est une base d’ouverts de (R, T,), par exemple,

pour a € R, |a, +oo[ € T, et

]a,+oo[:LJ]aan,a—l—mle[7 Ja+m,a+m+1[ € B.
meN

Proposition 2.1.5. Soient (X,7T) un espace topologique et B C T une famille

d’ouverts. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. B est une base d’ouverts de X.

12
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2. Pour tout ouvert U et tout x € U, il existe B € B tel que x € B C U.

Démonstration.
e Montrons d’abord I'implication (1 = 2). Si B est une base d’ouverts, alors tout
ouvert U peut s’écrire sous la forme
u= J B.
icl, B;eB
Donc quelque soit x € U, il existe © € I tel que z € B; C U.
e Montrons maintenant la réciproque (2 = 1). Soit U un ouvert. Alors pour tout

x € U, il existe un ouvert B, € B tel que x € B, C U. On a alors,

Uu=\J{rclyB. cu

rel xeU

]

Définition 2.1.7. Soient (X,T) un espace topologique et x € X. On appelle base de
voisinages de x toute famille B (x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage

V de x, il existe W € B (x) tel que W C V.

Exemple 2.1.12. §i R est muni de la topologie usuelle et x € R, l’ensemble des
intervalles de la forme

1 1
]:B——,xjt—{, n € N,
n n

constitue une base de voisinages du point x.

Proposition 2.1.6. Soit (X,7T) un espace topologique et B C T . Les propriétés

suivantes sont équivalentes.

1. B est une base d’ouverts de X .

2. Pour tout x € X, la famille {U € B :x € U} est une base de voisinages de x.

Démonstration.
e Montrons d’abord I'implication (1 = 2). On suppose que B est une base d’ou-
verts de X. Soit x € X, et V un voisinage de x. Alors V contient un ouvert
U qui contient z. On peut alors écrire U comme 'union d’éléments de B. Il
existe une famille B;, 1 € I, d’éléments de B telle que

el

13
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Mais alors, il existe ¢ € I tel que x € B;. Donc,
reEB, CUCV.

Donc pour tout x € X, la famille {{/ € B : = € U} est une base de voisinages
de z.

e Montrons maintenant I'implication (2 = 1). Supposons que pour tout z € X,
la famille {/ € B : x € U} soit une base de voisinages de z. Soit & un ouvert
de X, alors U est un voisinage de chacun de ses points, donc pour tout x € U,
il existe B, € B tel que x € B, C U. Alors,

Uu=\J{=rclys. cu

zel zel

Ce qui prouve que B est une base d’ouverts de X.

2.2 Quelques constructions topologiques

2.2.1 Espaces séparés

La notion d’espace séparé que 'on va définir est tres importante dans la suite,

car elle assure notamment ['unicité de la limite d’une fonction lorsqu’elle existe.

Définition 2.2.1. Un espace topologique (X, T) est dit séparé lorsque, pour tous
points distincts x et y de X, il existe des voisinages disjoints V, et V, de x et y

respectivement.

Exemple 2.2.1. Sur X = {0,1}, la topologie T = {0, X,{0}} est non séparée

puisque le seul ouvert contenant 1 est X et que 0 € X.

Exemple 2.2.2. Un espace discret est toujours séparé, un espace grossier 4 au

moins deux éléments n’est jamais séparé.

2.2.2 Topologie plus ou moins fine
Il est naturel de comparer deux topologies données sur un méme ensemble.

Définition 2.2.2. Soient X un ensemble, T et T deux topologies sur X. La to-

pologie T est dite plus fine que T lorsque T' C T et moins fine que T lorsque
TCT.

14
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Exemple 2.2.3. La topologie discrete est la topologie la plus fine que ['on peut

définir sur un ensemble; la topologie grossiere est la topologie la moins fine.

2.2.3 Topologie induite
Soit (X, 7)) un espace topologique et A une partie de X.

Définition 2.2.3. On appelle topologie induite sur A par T la topologie Ta définie
par

Ta={wnNA:weT}.

Exemple 2.2.4. [a topologie induite sur Z par la topologie usuelle sur R est la

topologie discréete car
VneZ:{n}=In—1,n+1NZ.

Comme |n — 1,n + 1] ouvert dans R, alors {n} ouvert de la topologie induite sur Z.
Les singletons sont des ouverts de la topologie induite sur Z donc celle-ci est bien la

topologie discréte sur Z.

Exemple 2.2.5. Considérons la topologie
T=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}}

sur X = {a,b,c,d,e} et le sous ensemble A = {a,d,e} de X, alors la topologie
induite par T sur A est

7?4 = {Av @7 {CL} ) {d} ) {CL, d} ) {d7 6}} .

Remarque. D’apres la définition, les ouverts de A pour la topologie induite sont
les traces sur (intersections avec) A des ouverts de X . Mais les ouverts de A ne sont

pas des ouverts dans X en général.
Notation. (A, T4) est parfois appelé sous-espace topologique de (X, T).

Proposition 2.2.1. Soit (X,T) un espace topologique et A une partie de X, on a

1. (FNA)per (0t F est 'ensemble des fermés de X ) est la famille des fermés

de A pour la topologie induite par celle de X.

2. Soita € A, alors (VN A)y ey, est la famille des voisinages de a dans A pour

la topologie induite (o V (a) est la famille des voisinages de a dans X).

15
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3. Si V' est un base de voisinages de a dans X alors {V NA:V e V'} est une

base de voisinages de a dans A pour la topologie induite.

Démonstration.

1. Fy est un fermé de A pour la topologie induite si et seulement si (F7) est un
ouvert de A pour la topologie induite, i.e. si et seulement si il existe U € T tel
que (F1)5 = ANU. Donc F; est un fermé de A pour la topologie induite si et

seulement si il existe U € T tel que
Fr=A\(A\F) = A\ (AnU)=An(E\U).

i.e. si et seulement si il existe F € F tel que F; = FFNA.

2.51V € V(a) alorsil existe Y € T tel quea e Y C V. Alorsa e UNA C
VN A, et donc VN A est un voisinage de a dans A pour la topologie induite.
Réciproquement, si V; est un voisinage de a dans A pour la topologie induite,
alors il existe un ouvert UNA de A (ie. U € T) tel quea € UNA C V4. Alors

V =UUV] vérifie a € U CV, donc V est un voisinage de a dans X et on a
VNA=UUVI)NA=UNAUVINA) =UNA)UV, =1].

3. Soit V7 = V N A un voisinage de a dans A pour la topologie induite, avec
V voisinage de a dans X. Si V; est un base de voisinages de a dans X alors
il existe W € V; tel que W C Vi et donc W N A C Vi. On en déduit que
{VNA:V eV} est un base de voisinages de a dans A pour la topologie

induite.

Proposition 2.2.2. Soit (X,7T) un espace topologique et A € T, alors
UeT e UCASUET,.

Exemple 2.2.6. L’intervalle [0, 1] est un ouvert de [0, 2] muni de la topologie induite
par T, car

0,1 =]-1,1[ N0, 2] et |-1,1] € Ta.
Noter que [0, 1] est aussi un fermé de [—1, 1] muni de la topologie induite par T, car
0,1 =1[0,4] N [-1,1], avec [0,4] fermé de (R,T,).
En revanche, [0, 1] n'est ni ouvert ni fermé dans (R, Ty).

16
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Définition 2.2.4 (Partie discrete). Une partie A de X est dite discréte lorsque la

topologie induite sur A est la topologie discréte, c’est-a-dire lorsque Ty = P (A).

2.3 Continuité dans un espace topologie

Une notion essentielle que 'on définit au moyen d’ouverts est celle de continuité

d’une application d’un espace topologique dans un autre.

2.3.1 Continuité en un point

Définition 2.3.1. Soient X Y deux espaces topologiques, a € X et f: X — Y une
application. On dit que f est continue en a si pour tout voisinage W de f (a) dans

Y, il existe un voisinage V' de a dans X tel que f (V) C W. Cela s’écrit
YW eTy, fla)eW, IUeTx, acl, f(U)CW.

De maniére équivalente, [ est continue en a si pour tout voisinage W de f (a) dans

Y, f7H (W) est un voisinage de a dans X. Cela s’écrit
YW eV(fa), fTW)eV(a).

Proposition 2.3.1. Soient X,Y, Z trois espaces topologiques, f : X =Y, g:Y —
Z deuz applications. Soit a € X. Si f est continue en a et si g est continue en f (a),

alors g o f est continue en a.

Démonstration. Soit W un voisinage de g (f (a)) dans Z. Par définition de la conti-
nuité de g en f(a), g~' (W) un voisinage de f (a) et par définition de la conti-
nuité de f en a, f~' (¢~ (W)) un voisinage de g (f (a)) un voisinage de a, comme

(go )" (W)= f"(g7 (W)), donc g o f est continue en a. O

2.3.2 Continuité globale

Définition 2.3.2. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y wune ap-
plication. On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque point de

X.

Proposition 2.3.2. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une

application. Alors f est continue si et seulement si pour tout ouvert U de'Y, f=1 (U)
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est un ouvert de X. C’est-a-dire,
YU € Ty, f71 (U) € Tx.

Démonstration.

(=) Puisque U est un ouvert de Y, alors U est voisinage de chacun de ses points.
Donc pour tout x € f~1 (), U est voisinage de f (), donc par définition de

la continuité, f~! (i) est un voisinage de x. Donc f~! (U) est un ouvert de X.

(«<=) Soit z € X et soit W un voisinage de f (). Alors VW contient un ouvert & qui
contient f (x). Alors f~! (W) contient f~! (U) qui est un ouvert qui contient

z. Donc f~' (W)) est un voisinage de z.

]

Exemple 2.3.1. Si X est un espace topologie discret, tous les applications de X

dans un espace topologique Y sont continues.

Exemple 2.3.2. Si N muni de la toplogie discréte i.e. Ty = P (N) et R muni de la

topologie usuelle. Alors tous les applications de (N, Ty) dans (R, 7T,) sont continues.
Exemple 2.3.3. Soit (N, Ty) est un espace toplogie, tel que
Tn=0U{ACN: A est fini}.

Soit f: (N, Ty) — (R, Ty) une application donnée par f(x) = exp(x), on a ]1,4] €
Tu, mais f71(]1,4])

{1} ¢ Tn. Donc f n’est pas continue sur N.

Proposition 2.3.3. Soient (X, Tx) et (Y,Ty) deux espaces topologiques et f une

application de X dans Y. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue.

2. L’image réciproque par f de tout fermé de Y est un fermé de X.

3. Pour toute partic A de X, f (A) C f(A).

Démonstration.
e Montrons que I’assertion 1 entraine l’assertion 3. Soient A C E et a € A. Soit U
un ouvert de Y contenant f(a). f~1 (U) est un ouvert de X qui contient a € A,
donc il existe z € f~H (U)N A et donc f(z) e UN f (A). AinsiUd N f (A) # 0,
donc f (a) € f (A) et finalement f (A) C f(A).
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e On montre que 'assertion 3 implique ’assertion 2. Soient B un fermé de F
et A= f~1(B). Comme f(A) C B,on a f(A) C f(A) C B = B et donc
A= f"1(B) = Aet A est fermé.

e On a immédiatement que 'assertion 2 implique ’assertion 1, car
pour tout B C F, (fH(B) =1 (By),

ce qui termine la preuve. O

2.4 Notion de Connexité

2.4.1 Espaces topologiques connexes

Définition 2.4.1. On dit qu’un espace topologique (X, T) est connezxe si les seules

parties de X a la fois ouvertes et fermées sont X et ().

Exemple 2.4.1. Considérons la topologie suivantes sur X = {a,b,c,d},

T={X,0,{a,b,c},{c,d e}, {e}},

lespace topologique (X, T) n’est pas conneze, car [’ensemble {e} est ouvert complémentaire

l’ensemble {c,d, e} est ouvert, alors l’ensemble {e} est ouverte et fermée.

Proposition 2.4.1. Un espace topologique X est connexe si et seulement si X n’est

pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints.

Démonstration.
e Si X est connexe, supposons qu’il existe U; et Us deux ouverts disjoints de

(X,T), tels que X = Uy UlUs, alors
U =U; et U =Us,

donc U, et Uy sont des ensembles fermés dans (X, 7T), contradiction.

e Réciproquement, si X n’est pas connexe, alors il existe deux ensembles U et
U° sont ouverts et fermés, donc X est la réunion de deux ouverts non vides
disjoints.

]

Corollaire 2.4.1. Un espace topologique X est connexe si et seulement si X n’est

pas la réunion de deux fermés non vides disjoints.
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2.4.2 Ensembles connexes

Définition 2.4.2. On dit qu’une partie A de X est connexe si (A, Ta) est conneze
(Ta topologie induite).

Proposition 2.4.2. Une partie A de X est connexe si et seulement si [’existence
de deux ouverts disjoints Uy et Uy de (X, T) tels que A C Uy UUs entraine A C U
ou A C Us.

Démonstration. 1’existence de U et Us, ouverts disjoints de (X, T) tels que A C Uy U
Us, revient a dire que (A, T4) admet la partition d’ouverts Uy N A, Us N A (définition
de la topologie induite). La partie A est connexe si et seulement si A = U; N A ou

A=UNA. O
Exemple 2.4.2. Considérons la topologie suivantes sur X = {a,b,c,d, e},
T =1{0,X,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}},
lensemble A = {a,c,d} n’est pas connexe, car
{a,c,d} = {a} U{c,d}.

Les ensembles {a} , {c,d} sont des ouverts disjoints et {a} # A , {c,d} # A.

2.4.3 Quelques des propriétés

Théoréme 2.4.1. Soit X un espace topologique. Soit (A;),.; une famille de parties
connexes de X. Si pour i,j € I, avec i # j, on a A;NA; # 0, alors |J;c; Ai est

conneze.
Démonstration. Soit U et V deux ouverts de X tels que
U _ Aicuuy et (U A,)mLmV:@.
el el

Alors
pour tout 7 € I, A, CUUY.

Puisque A; est connexe, on a
A, CcU ou A; CV, pour tout 7 € I.
Puisque A; N A; # (), en déduit que

Uie[ Al cu ou U'L’EI Al C V,
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c’est a dire
U_4anu=0 ou ] Ainv=l

c’est a dire que | J,.; A; est connexe. ]

i€l
Corollaire 2.4.2. Soit X un espace topologique. Soit (A;),.; une famille de parties
connexes de X. Si (,c; Ai # 0, alors J,c; Ai est conneze.

Corollaire 2.4.3. Si (A,), .y est une famille de parties conneves de X telle que

pour tout n € N on ait A, N A,y =0, alors UneN A, est conneze.

Proposition 2.4.3. Soient X espace topologique et A C X. Si A est connexe alors

A est connezxe.

Démonstration. Supposons qu’il existe deux ouverts U et V de X tels que
ACUUY et ANUNY =).

Alors,
ACUUY et ANnUNY =).

Supposons que ANU # 0, ANV # (. Soit x € ANU . Alors U est un voisinage de
x et donc ANU # (). De méme, si ANV # (), alors ANV # (. Ce qui contredit le

fait que A est connexe. n

Proposition 2.4.4. Soit A une partie d’un espace topologique X. Si B est une
partie conneze de X telle que ANB # 0 et A°N B # 0 alors F,. (A)N B # 0.

Démonstration. Si

Fo(A)NB=BNAN A=),

alors A et A¢ sont deux fermés dont 'union contient B et donc lintersection avec

B est vide. Ceci contredit le fait que B est connexe. n

Corollaire 2.4.4. Soient X un espace topologique connexe et A une partie de X

telle que A # 0 et A # X alors F,. (A) # 0.
Démonstration. C’est la proposition précédente avec B = X. O

Théoréme 2.4.2 (Connexité sur R). Soit A une partie de R. Les propriétés sui-

vantes son équivalentes.

1. A est conneze.
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2. A est un intervalle.

Théoréme 2.4.3 (Continuité et connexité). Soient X,Y des espaces topologiques

et f: X =Y une application continue. Si X est connexe alors f(X) est connexe.

Démonstration. Supposons que f (X) ne soit pas connexe. Alors il existe U, V ou-

verts de Y tels que
f(X)ycuuy, fxX)ynuny =0, f(X)ycu e  f(X)CV.

Alors, £~ (U) et f~' (V) forment une partition d’ouverts disjoints non vides de X.

Ce qui est une contradiction, car X est connexe. O

Corollaire 2.4.5 (Théoreme de la valeur intermédiaire). Soient X un espace to-
pologique conneze et f une application continue de X dans R alors f(X) est un

intervalle.

2.5 Notion de Compacité

2.5.1 Notions de base

Notation. I désignera un ensemble quelconque (fini, dénombrable ou indénombrable).

Définition 2.5.1. Soit (X,T) un espace topologique. On dira que (U;),.; est un

recouvrement ouvert de X si pour tout i € I, U; € T et que

X = U;.

iel
Remarque. On parlera de recouvrement fini (resp. dénombrable, quelconque...) si

I est fini (resp. dénombrable, quelconque...).

2.5.2 Espaces topologiques compacts

Définition 2.5.2 (Borel-Lebesgue). On dira que (X,7T) est un espace topologique

compact, si il est vérifier les conditions suivantes
1. (X, T) est séparé.

2. De tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini, c’est-
a-dire, i

X = EIUi, pour tout i € I, U; € T,
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alors il existe Iy C I de cardinal fini tel que

i€lp

Par passage au complémentaire on a une définition équivalente avec les fermés

que nous donnons ici comme propriété.

Proposition 2.5.1. Soit (X, T) est un espace topologique, si il est vérifier les condi-

tions suivantes
1. (X, T) est séparé.
2. De tout famille (F;),., de fermé vérifiant
(E =0
iel
on peut extraire une sous famille finie d’intersection vide, c’est-a-dire, que l’on

peut trowver Iy C I de cardinal fini, tel que
Nr-o
i€lp

Alors (X, T) est un espace topologique compact.

Démonstration. Soit (F;),.; une suite de fermé d’intersection vide. Alors, on a

(ﬂéy_UELX.

il il
(F¥);e; est un recouvrement ouvert de X. On peut alors en extraire un recouvrement
fini. Soit donc Iy C I de cardinal fini tel que
U F=x
i€ly
En repassant au complémentaire, on trouve
Nr=o
i€lp

]

Exemple 2.5.1. L’ensemble réel R muni la topologie usuelle de n’est pas compacte,
remarquons que R = J |n,n + 2[, alors {|n,n + 2[: n € N} est un recouvrement

neN
ouvert de R, mais ne contient pas de sous-recouvrement fini.
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Proposition 2.5.2. Si (X, T) est un espace compact, toute suite décroissante de

fermés non vides, (Fy),cn, Fni1 C Fu, Fn # 0 @ une intersection non vide.

Démonstration. Par contraposée, si (| F,, = 0, il existe ny,na,...,nx € N tels que
neN
F,, N F,,N...N Fng ={. Dans ce cas

Fnl N Fnz n...N Fnk = Fmax{n1,n2,...,nk} = ®7

contredit I’hypothese. O

2.5.3 Ensemble compacts

Définition 2.5.3. Une partie A d’un espace topologique sépare (X,T) est dite com-

pacte si (A, Ta) avec la topologie induite est compact.

Remarque. La propriété de Borel-Lebesque dans (A, Ta) s’écrit alors avec les ou-

verts de (X, T),
AC UL[Z- implique dJ C I, J fini, A C UL[Z»,
iel icJ

et la définition avec les fermés de (X, T),

AN (ﬂE) =0 implique J I, J fini, AN (ﬂE) = ().

i€l ieJ

Exemple 2.5.2. L’ensemble vide () est compact.

Exemple 2.5.3. Soit A une partie finie quelconque d’un espace topologique sépare
X, c’est-a-dire A = {ay, ay, ..., am }, alors A est compact, car si (U;),.; est un recou-
vrement ouvert de A, alors pour tout ay, il existeU;, tel que ay, € U;,. Par conséquent

k=n
AcC U U,.
k=1

2.5.4 Quelques des propriétés

Théoréme 2.5.1 (Compacts et fermés). Toute partie fermée d’un espace compact

est compacte.

Démonstration. Si X est compact, X est en particulier séparé, et toute partie A C X
est séparée. Il suffit donc de montrer que A satisfait la propriété de Borel-Lebesgue

si A est fermé.
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Supposons donc qu’il existe un recouvrement (U;), ., de A par des ouverts U; de X.

iel
Nous déduisons de cela un recouvrement de X
X = AL UA = A5 U (Uui),
el
qui est un recouvrement de X par des ouverts, car A est fermé. Puisque X est

compact, nous pouvons en extraire un recouvrement fini

X = A% Ul Ulhy,, ... U

n*

Par conséquent,

AcCcU;, Ul,,,....U;,
donc, A vérifie donc la propriété de Borel-Lebesgue. m

Théoréme 2.5.2 (Heine, compacité sur R). Tout intervalle fermé et borné de R

est compact.

Démonstration. Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R. Si b = a, alors [a, b] est
compact.
Supposons b > a. Soit (U;),.,; une famille d’ouverts recouvrant [a, b|.

Soit E l’ensemble des = € [a, b] pour lesquels il existe J C I fini tel que
la,z] C U;, i€ J

Soit ¢ = sup E. On va montrer que ¢ € F et que ¢ = b.

Soit i, € I, tel que ¢ € U;, . Alors il existe € > 0 tel que

c€lc—e,ct+e[Cl;

c*

Par définition de la borne supérieure il existe « € J¢ — ¢, ¢/ N E. Donc il existe J C [
fini tel que

la, z] C U; 1€ J

Alors
[CL,C] clU; ulY;,, 1€ J.

Donc ¢ € E. On montre maintenant que ¢ = b. Supposons que ¢ < b, soit d €
le,c+¢e[N]a,b]. Alors
[a,d] CZ/{Z'UZ/[Z‘C, 1€ J.

Ce qui montre que d € E, ce qui est une contradiction. O
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Corollaire 2.5.1. Les compacts de R sont les ensembles fermés et bornés.

Théoreme 2.5.3 (Continuité et compacité). L’image d’un compact par une appli-

cation continue est compacte.

Démonstration. Soient K un compact de (X, Tx), (Y, Ty) un espace topologique et
f+ X — Y une application continue de X dans Y. Soit (i4;),.,; un recouvrement

ouvert de f (K) (pour la topologie induite sur f (K)). On a donc
F(E) | .
el

Rappelons que si A et B désignent deux ensembles quelconques de Y alors
fT(AuB)C f-(AUf (B).

Alors
Kcf (fk)cf (Uuz) clJr @)

il il
Mais f étant continue, chaque ¢ € I, f~ (U;) N K est un ouvert de K (pour la
topologie induite de X sur K). Comme K est compact, on peut extraire de la

famille (f~ (U;) N K),.; recouvrement fini de (f~ (U;) N K)

ic1, (0l Iy est une sous

partie finie de 7). Comme,
f(AUB) = f(A)Uf(B),

alors,

Et donc, du recouvrement initial de f (K'), on a extrait un recouvrement fini, ce qui

prouve que f (K) est compact. ]
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Espaces métriques

3.1 Quelques généralités

3.1.1 Définitions, Exemples

La définition suivante généralise la notion de distance dans R et R"™.

Définition 3.1.1 (Espace métrique). Une espace métrique (X, d) est un ensemble
X muni d’une application d : X x X — R*, appelée distance ou métrique, qui

satisfait les propriétés suivantes :

(dy) Vo,y € X :d(z,y) =0 si et seulement si x = y.

(dy) Va,y € X 1 d(z,y) =d(y,x), (symétrie).

(d3) Vo,y,z € X :d(z,y) < d(x,z)+d(zy), (inégalité triangulaire).
Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.

Exemple 3.1.1. L’application d définir par d,, (x,y) = |x — y|, ot z,y € R est une

distance et est appelée la distance usuelle de R.

Exemple 3.1.2. L’application & définir par 6 (z,y) = |23 — 3|, 2,y € R, ov z,y €

R est une distance sur R

Exemple 3.1.3 (Distance discrete). Soit E un ensemble quelconque. L’application

d définie sur E x E par

L, siz#vy,
d(z,y) = ,
0 stx=y,

est une distance appelée distance discrete sur E.
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Exemple 3.1.4. Sur R" on définit les distances

i=1,n

dq (x y) = Z 1w =il
\/Z |xl z

ot x = (T1,...,2,), y= (Y1,...,yn) € R".

Exemple 3.1.5. Soit C([a,b]) ensemble des fonctions continues sur l'intervalle

fermé [a,b]. On définit une distance sur l’ensemble C ([a, b)) de la maniérer suivantes

di (f,9) :/ |f () — g (z)| dx.

Exemple 3.1.6. On définit une autre distance sur l’ensemble C ([a, b]) de la maniérer

suivantes
di (f,9) = sup |f (z)—g ().

x€la,b]

3.1.2 Propriétés de la distance

Proposition 3.1.1. Pour tous x,y, z des points d’un espace métrique (X,d), on a
|d(x,y) —d(z,2)| < d(y,2).

Démonstration. La condition (dy) que vérifie la distance d nous donne
d(z,z)—d(z,y) <d(y,z).

En utilisant la symétrie, on obtient

d(z,y) —d(z,2) <d(z,y) =d(y,2).

De ces deux inéquations, on en déduit que

|d(z,y) —d(z,2)| <d(2),

ce qui termine la preuve. O

3.1.3 Boule ouverte, Boule fermée
Considérons un espace métrique (X, d).
Définition 3.1.2. Soient a € X et r € RT.
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1. La Boule ouverte de centre a et de rayon r est
B(a,r)={z € X :d(z,a) <r}.

2. La Boule fermée de centre a et de rayon r est

B(a,r)={r € X :d(z,a) <r}.
3. La Sphere de centre a et de rayon r est
S(a,r)={reX:d(z,a)=r}.

Exemple 3.1.7. Soit d la distance usuelle définit sur R, alors pour a € R, r €

10, +00[, on a

B(a,r)=]a—r,a+r| et  Bla,r)=la—ra+71].

Exemple 3.1.8. Soit d la distance discret définit sur un ensemble X, alors pour

r€E, rel0,+o0[, on a

), sir<l1,
Bn={
E str > 1.

3.1.4 Parties bornées, fonctions bornées
Dans toute la suite on suppose que (X, d) est un espace métrique.

Définition 3.1.3. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est

bornée s’il existe une boule fermée B (xg,r) telle que A C B (w,7), i.c.
pour tout x € A, d(zg,x) <.

Définition 3.1.4. Soit X un ensemble et (Y,d) un espace métrique. Si X est un
ensemble on dit qu’une fonction f : X — Y est bornée si son image f(X) est

bornée.

3.1.5 Distance entre deux parties, diametre

Définition 3.1.5. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A et B deux parties de X

on appelle distance entre A et B la quantité
d(A,B) :=inf{d(z,y):x € A,y € B}.
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Exemple 3.1.9. Soit d la distance usuelle définit sur R, si on prend A = {0} et
1
B:{ :nEN},alorsd(A,B):
n—+1

Exemple 3.1.10. Soit d la distance discret définit sur un ensemble X, alors pour
A,BCX,
1, si ANB =1,
d(A,B) =
0 siANB#0.
Définition 3.1.6. On appelle diamétre d’une partie A de X et on note 6 (A) la

quantité

0(A) :==sup{d(z,y) : z,y € A}.

Remarque. On vérifie immédiatement qu’une partie A de X est bornée si et seule-

ment si son diametre est fini.

Exemple 3.1.11. Soit d la distance usuelle définit sur R, pour a,b € R, tel que

b>a, ona

5 ([a,b]) =b—a.

3.2 Topologie associée a une distance
Définition 3.2.1. On appelle ouvert de (X,d) toute partie U de X qui est vide ou
qui vérifie

Veel, dr>0, B (z,e) CU.

Remarque. On vérifie facilement les axiomes (11) (72) et (73). Ainsi une distance

définit une topologie.
Proposition 3.2.1. Une boule ouverte est un ouvert.

Démonstration. Soit B (xg,r9) une boule ouverte de (X, d). Soit x € B (zg,79). On
1
a d(x,x9) < 19 et on pose p = 3 (ro — d (z,2)). Alors la boule B (z, p) est incluse

dans B (xg,70). En effet pour y € B (z,p) on a

d(zo,y) < d(zo,z)+d(z,y)
< dlm, >+%<wo>
_ r0+d(x,x0) <

2

30



Chapitre 3 Espaces Métriques

Corollaire 3.2.1. Un ouvert de (X, d) est une union quelconque de boules ouvertes.
Démonstration. Soit U un ouvert de (X, d). Pour tout z € U, il existe r, > 0 tel
que B (z,r,) CU, alors

U=\J{=}cyBar)cu

xeU zeU
O]
Proposition 3.2.2. Dans un espace métrique (X,d), toute boule fermée est un

fermé.

Démonstration. Soit B (z¢,7) une boule fermée de (X, d). Il s’agit de montrer que
@(mo,ro)]i est un ouvert. Soit z ¢ B (zg,70). On a d(x,z0) > 7o et on pose
1 — ¢

p == (d(x,z0) —r9) > 0. Alors la boule B (z, p) est incluse dans (B (20,70)) -

2
En effet pour y € B (x,p), on a

d('IOv:E) _d(x07y) S |d($0,$) _d($07y)|
< d(z,y) <p,
d’ou l'on tire
d(x,zo) + 10
To -
2
d _
= d(z,z0) — d(@,x0) =1
2
< d (mo, y) .
Cette derniere inégalité dit explicitement y € (E (o, ro))f(. ]

Proposition 3.2.3. Soient (X, d) un espace m etrique et A une partie de E. On a
1.x€e A< Ir>0, B(x,r) C A
2. x€ A Vr>0,B(xr,r)NA#.

Démonstration.

1. (=) Siz € A° (qui est un ouvert), il existe un r > 0, tel que B (z,r) C A° C A.
(<) B (z,r) est un ouvert contenu dans A, et donc B (x,r) C A°. Comme
r € B(z,r),onax e A°.
2. On a, d’apres (1),
reAd wag¢(A) =4
& Vr>0,B(z,r) C A°
< Vr>0,B(z,r)NA#0D.
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]

Proposition 3.2.4. Si (X,d) est un espace métrique alors on a

(1) Tout point x € X admet une base dénombrable de voisinages

V(x):{B(x,n;H) :neN}.

(17) lespace métrique (X, d) admet une base d’ouverts donné par

Bz{B(m, L ):nEN,xGX}.
n+1

Définition 3.2.2 (Sous-espace métrique). Si (X, d) est un espace métrique et si

A C X. On dit que le couple (A,dy) est un sous-espace métrique de (X,d) si dg =
djaxa (i-e. pour tout x,y € A on a d(x,y) =d(z,y)).

Il est clair que la restriction d4 de d a A x A définit une distance sur A. Le lien

avec la notion topologique est donnée par
Proposition 3.2.5. Un sous-espace métrique est un sous-espace topologique.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que les ouverts de (A,d4) sont les traces des
ouverts de (X, d) et méme il suffit de le faire avec les bases d’ouverts que sont les

ensembles de boules ouvertes. En fait il est clair que pour z € A et r > 0, on a

By, (z,r) = By (z,r) N A.

3.3 Les suites dans un espace métrique

3.3.1 Suite convergente

Définition 3.3.1 (Suites convergentes). Soit (X, d) un espace métrique. On dit

qu’une suite (Ty,), oy d’éléments de X converge dans X s’il existe v € X telle que

lim d(z,,z) =0.

n—+400

c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
n>mng implique d(x,,x) <e.

On écrit alors x, — x ou lim z, = x.
n—-+o0o

Une suite (Tn,), oy diverge si elle ne converge pas.
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Exemple 3.3.1. Soit d la distance discret définit sur R.

Si (Tn),en converge vers x dans (R, d) , alors
dng € Non > ng @ x,, = .

Par exemple, la suite (27"), .y ne converge pas dans [’espace métrique discrete, mais

(27"),,en converge vers 0 dans l'espace métrique usuelle.
Proposition 3.3.1. La limite d’une suite, si elle existe, est unique.

Démonstration.

Six, — x et x, —> Ty, ona
0 <d(z1,29) < d(x1,2,) + d(Tp,22).

En faisant tendre n vers I'infini, on en déduit que d (z1,x2) = 0, c’est-a-dire x; =

To. ]

Proposition 3.3.2 (Caractérisation des ensembles & 1’aide des suites). Soient (X, d)
un espace m etrique et F' une partie de . On a

F:{xGE:EI(xn)nEFtelle que lim xn:x}.

n—-+00

Démonstration.

(D) On considére un z appartenant a l’ensemble de droite. Soit r > 0, il existe
no € N tel que

d(zp,x) <, pour tout n > ng.
En particulier, z,,, € B (x,7) N F, donc B (x,r)NF # (), dot x € F.
(C) Soit z € F, pour n € N, on considére un z,, € FN B (x, n+r1), Alors (z,,), € F,

1

d(ry,r) < —7F,
(T, x) =

pour tout n € N,

donc lim =z, = .
n—-+00

]

Corollaire 3.3.1. Soient (X, d) un espace m etrique et F' une partie de E. On a F

est un fermé, pour toute suite convergente (x,), € F on a lim z, = z.
n—+o0o

Démonstration.
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(=) Si z est tel qu'il existe une suite (z,), € F telle que lim z, = =z, alors

n——+0o0o
relF'=F.

(«) Siz € F, il existe une suite (z,,), € F telle que lirf x, = z. Par conséquent,
n——+0oo

x € F, et donc F C F. Comme on a toujours F C F, on trouve F = F, et

donc F' est fermé.

3.3.2 Suites de Cauchy

Définition 3.3.2 (Suites de Cauchy). Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une
suite (Tn), ey d'€léments de X est une suite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe
ng € N tel que

m,n >ng impliqgue d(T,, ;) <E.
Proposition 3.3.3. Dans un espace métrique (X,d).
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

Exemple 3.3.2. Soit X = ]0,1[ muni de la distance usuelle d,, alors (1) _, est

une suite de X qui est de Cauchy mais ne converge pas dans X.

3.4 Notion de densité dans un espace métrique

Définition 3.4.1. Une partie D d’un espace métrique X est dite dense dans X st
D=X.

Proposition 3.4.1. Soit D une partie d’un espace métrique X . Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes

1. D est dense dans X.
2. Pour tout x € X, il existe une suite (x,), dans D qui converge vers x.

3. Pour tout ouvert non vide U de X, on ald N D # .

Exemple 3.4.1. Soit d la distance usuelle définit sur R, alors ’ensemble Q et Q°

sont denses dans R.
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Exemple 3.4.2. On considére pour x,y € R™, dy (z,y) = S.=7 |z, — yil, alors
I’ensemble Q™ est denses dans R™. En effet, soit x € R™, comme Q est denses dans
R, alors, pour touti € {1,2,...,m}, il existe une suite (z}), dans Q qui converge vers

z; dans R, pour (x,), = ((z7, 25, ...,x%)), € Q™ et converge vers x dans (R™, dy).

cey m

3.5 Notion de complétude dans un espace métrique

Définition 3.5.1. Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy

X converge dans X.
Proposition 3.5.1. L’espace (R,d,) est un espace métrique complet.

Exemple 3.5.1. Soit § la distance définit sur R par § (x,y) = |23 — 33|, ov z,y € R.
L’espace (R, ) est un espace métrique complet.

En effet, soit (x,), une suite de Cauchy pour ¢, alors
Ve > 0,3n. € NVp,g > n. : 6 (2, 24) = |:1c13, — y;” <e.

Done la suite (x3),, est une suite de Cauchy lespace métrique usuelle qu’est complet,

alors, il existe y € R, tel que

. T 3 _

Notons x = ¥y, nous avons

lim 6 (z,,z) = lim 6 (z,, Jy) = lim ’xi —y‘ =0.

n—-+o0o n—-+oo n—-+o0o

donc (xy,), converge vers x pour la distance 6. Donc R est complet pour 0.

3.6 Continuité dans un espace métrique

3.6.1 Application continue

Théoréme 3.6.1. Si (X,d) et (Y,§) sont des espaces métriques, soient a € X et
f: X =Y, alors f est continue au point a si et seulement si, pour tout ¢ > 0, il

eriste a > 0, pour x € X,
d(z,a) < « implique 0(f(x),f(a)) <e.
Démonstration.
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(=) Soit € >0,0n a f(a) € Bs(f(a),e) € V(f(a)), alors

7 (Bs(f(a),e)) ={z € X: f(x) € Bs(f(a),e)} € V(a),

Comme By (a) = {Bg (a,r) : 7 > 0} une base de voisinages de a, alors il existe

a > 0, tel que
Bi(a,a) € f71(B5 (f (a),€)),
donc, si x € By (a, «) implique f (x) € Bs (f (a),€), c’est-a-dire

d(z,a) < « implique d(f(z),f(a)) <e.

(<) Soit U € V(f(a)), comme Bs(f(a)) = {Bs(f(a),r):r >0} une base
de voisinages de f(a), alors il existe ¢ > 0, tel que B;s(f (a),e) C U, par

I’hypothese, en déduire qu’il existe a > 0, tel que

Bd (av Oé) - f_l (B5 (f (CL) 75)) )

alors

By(a,a) C fH(U) €V (a),

d’ou f est continue au point a.

3.6.2 Application uniformément continue

Définition 3.6.1. Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces métriques. Une application
f X =Y est dite uniformément continue si, pour tout € > 0, il existe a > 0 tel

que pour tout x et y € X,

d(z,y) <a implique S(f(x),f(y) <e.

Proposition 3.6.1. Toute application uniformément continue est continue.

3.6.3 Application Lipschitzienne

Définition 3.6.2. Soient (X, d) et (Y, ) deuz espaces métriques et k un réel positif.
On dit que f: X — Y est k—lipschitzienne si, pour tout x et tout y de X,

0 (f(x), f(y) < kd(z,y).

Lorsque k < 1, on dira que f est contractante.
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Proposition 3.6.2. Une application k-lipschitzienne est uniformément continue.

Exemple 3.6.1. Soit 0 la distance définit sur R par § (x,y) = |2* — 33|, ot z,y € R.
Soit f: (R,0) = (R,d,), * — f(x) = 23, ot d, la distance usuelle, pour z,y € R,

dy (f (), f(y)) =0 (x,y).

Alors f est Lpschitzienne.

Pour k >0, on choisit xi, =k, yp = k+1, on a

dy (f (zp), f (yr)) = 3k* +3k + 1 et dy(zr,yr) = 1,

Remarquons que
dy (f (wr), f () > kdu (Th, ) -

Si f:(R,d,) — (R,dy), alors f n'est pas Lipschitzienne.

3.7 Théoreme du point fixe

Théoréeme 3.7.1 (Picard). Soit (X, d) un espace métrique complet. Si l'application

f: X — X est une application contractante
Ve,ye X d(f(z),f(y) Sad(zy), a<l,

lors elle admet un unique point x € X, tel que f (z) = x.

De plus toute suite récurrente donnée par
Tt = [ (x) et xg € X,
est converge vers ¥ et nous avons
Vn € N, d(zp,z) < a™d(xg, ).

Démonstration.

1. Unicités : Supposons que x1, x5 € X soient deux points fixes de f. On a alors

d(z1,22) = d(f (21), f (22)) < ad (z1,22).

L’inégalité (1 — a) d (w1, 22) < 0 avec o < 1 entraine x; = xs.
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2. Existence : On va construire x par une méthode d’approximation successive.

On considéere une suite récurrente donnée par z,, 11 = f (z,) avec zy € X. Pour

m,n € N on a en supposant n > m,

k=n—1

d(2n, 2m) < D d(zs1,20)
k=m
La propriété de contraction avec a < 1 donne

d(zre, o) = d(f(vg), f(zr1))

ad (g, Tr_1)

= ad(f (iUk—l) s Th—2)

o?d (T2, Tp_3)

IA

IN

IN

o”d (21, 20) .

Puis
k=n—1
k
E a”d (xy1, o)
k=m
am

d(xn, Tm)

IN

< d (z1,x0) .

-«
eln(l —a)

Pour € > 0, on prend N, >
d(x1,z0) Ina

, alors
pour tout m,n > N, d(zp,, Tm) <e.

La suite (), oy est de Cauchy dans (X, d). Elle admet une limite » € X qui
doit vérifier puisque f est continue f(z) = x.
. Convergence : Pour une suite récurrente donnée par z,+1 = f (z,,) et xp € X
on a

pour tout n € N, d(zp,x) =d(f (xp-1), f(v)) < a"d(x, ),
et la convergence vers z.

[]

Exemple 3.7.1. Soit f € C' (R, R), tel que k := sup {|f’ (m)‘ S R} < 1. D’apres

le théoreme des accroissements finis implique

F@) —fWl <klz—yl,  pourtous z,y € R

Comme (R,d,) est un espace métrique complet, par le théoréme du point fize im-

plique que ’équation f (z) = x admet une solution unique dans R.
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Introduction a ’espace vectoriel

norme

Un exemple important d’espace métrique sur lequel nous reviendrons plus loin

est le cas des espaces vectoriels normés. On considere un K-espace vectoriel E avec

K=R ouC.

4.1 Définitions et exemples

4.1.1 Norme

Définition 4.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle une norme sur E

tout application N : E — R* telle que
(N1) N(z) =0« x=0.
(N2) Ve € EZVA € K: N (Ax) = [A| N (z).
(N3) Ve,y e E: N (z+y) < N(z)+ N (y).
Une norme est généralement notée ||.|| et la couple (E, ||.||) est dit espace vectoriel

normeé.

Exemple 4.1.1. Sur R" on définit les normes

lzlloo =, x| {lail}
lelly = 22520 il

= 2
[l = /2252 |l

o x = (r1,...,2,), y= (y1,...,yn) € R™.
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Exemple 4.1.2. On définit une norme sur l’espace vectoriel C (|a, b)) de la maniérer

sutvantes

[flle = sup |f ()]

z€[a,b]
Définition 4.1.2 (Distance associée a une norme). Soit (E, ||.|) un espace vectoriel

normé. L’application

d: ExE—RT

est appelée distance associée a la norme ||.|| .

Remarque. [l est immédiat de vérifier que la distance ainsi définie vérifie bien les

propriétés d’une distance.

Remarque. Toutes les propriétés des distances données plus haut ont une traduc-

tion en termes de norme dans les espaces vectoriels normeés.

4.1.2 Normes équivalentes

Définition 4.1.3 (Normes équivalentes). Deuz normes |||, et ||.||, sur un espace

vectoriel E sont équivalentes s’il existe des constantes Cy > 0 et Cy > 0 telles que
Cilzlly < llzlly, < Coll=lly,  pour tout x € E

Exemple 4.1.3. Sur R", les normes ||.|| ., ||-|l; et |||, sont équivalentes.

Plus précisément, on a

l7lloe < ll2lly < Vrllely < nllzlly,  pour tout x € R™.

4.1.3 Espaces de Banach

Définition 4.1.4 (Espaces de Banach). Un espace vectoriel normé (E,|.||) est ap-
pelé espace de Banach si E, muni de la distance canonique associée a ||.|| est un

espace métrique complet.

Proposition 4.1.1. Soient ||.||, et ||.||, deux normes sur un espace vectoriel E sont
équivalentes, alors (E, |.||,) est un espace de Banach si et seulement si (E, ||.|,) est

un espace de Banach.
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4.2 Applications linéaires continues

Théoreme 4.2.1. Soient (Ey,|.||,) et (Ea,|.||;) deuz espaces vectoriels normés et

A E1 — E5 une application linéaire. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes
(1) A est continue.
(i1) A est continue en 0.

(1ii) Il existe un constante C telle que
|Az|, < C'||z]|,, pour tout x € Ej.

Démonstration.
(1) L’implication (i) = (ii) est évidente.
(#7) Montrons I'implication (i7) = (¢ii). Par continuité de A en 0, il existe 6 > 0 tel

que

A(B(0,8)) € B(0,1).

Soit x € E, x # 0. Posons y = alors y € B(0,0) et par conséquent

x
26 |||,
Ay € B(0,1). Ceci signifie que

2
[Az]l, < < llzfl;
)

2
Cette inégalité étant également vraie pour x = 0, (i) est vérifié avec C' = 5
(731) Supposons que (i7) est vérifié. Alors, pour tous x,y € Ej, on a
[A(z) =AW, = A=y,
< Cllz =yl

Donc A est lipschitzienne et par conséquent continue. Ceci montre que (7ii) =
OF
O

Exemple 4.2.1. On note E = C([0,1],R) muni du norme ||.||,. On considére
Uapplication A : E — E donnée par

Af (t) = /Ot f(t)dt, pour tout t € [0,1].

L’application A est clairement linéaire, puisque

1
AFOI< [ Ir@la <. pour toutte 0.1]

Alors ||Af|l < | fllo, d’ot Uapplication A est continue.
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A-Enoncés

A.1 Espaces topologiques

Soit X un espace topologique, A, B des sous-ensembles de X, on notera A =

X\ A son complémentaire.

Exercice 1. Soit l’ensemble X = {a,b,c}, muni d’une topologie. Montrer que si les

singletons {a}, {b}, {c} sont ouverts dans X, la topologie X est discréte.

Exercice 2. Soit X un ensemble non vide. On pose T = {0, A C X tel que A® est fini}.

1. T est-elle une topologie sur X.

2. 81 X est fini, quels sont les ensembles fermés pour cette topologie.

Exercice 3. Montrer les propriétés suivantes :

1. Si AC B, alorszcget;lc]%.

2. A=A, AUB=AUB, ANBCANB.

3. Ac= (A°)°, (A) = (49", (ANB)’=A°NB°, A°UB°C (AUB)".

Exercice 4. On dit qu’un point x € A est intérieur a A si il existe un ouvert U,
contenant x et inclus dans A. on dit qu’'un point x € X est adhérent a A si tout
ouvert U contenant x rencontre A ( c’est a dire U N A # () pour tout ouvert U

contenant x ).
1. Montrer que ;1 ={z € A: x est intérieur a A}.
2. Montrer que A = {x € X : = est adhérent a A}.

Exercice 5. On rappelle que la frontiére de A dans X est Fr(A) = A\A°.
1. Montrer que Fr(A) = AN Ac.

2. Montrer que x € Fr(A) <= pour tout voisinage V de x, VN A # () et
VN A© £,
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3. Montrer que Fr (A°) C Fr(A) et Fr(A) C Fr(A).

4. Montrer que Fr (AU B) C Fr(A)UFr(B).

o

Exercice 6. On note u(A) = A et v (A) = A.
1. Calculer w(A) et v (A) pour X =R (avec la topologie usuelle)et A = 10,1] U
{2} U3, 5].
2. Comparer A, ;1, u(A) etv(A).

2

3. Montrer que u®> = u et v* = v.

Exercice 7. Montrer que si A est un ouvert de l’espace topologique X et ANB = (),

alors AN B = 0. Mais que AN B n’est pas nécessairement vide.

Exercice 8. Soient A et B deux partie d’un espace topologique X. Montrer les

Propriétés suivantes :
1. A= AUFr(A).
2. Six ¢ A, alors U, € V() tel que ANU, = 0.

3. Six ¢ AN B, alors U, € V (x) tel que?lﬂ?ﬂux:ﬂ

}o

4. Si Fr(A)NFr(B) =0, alors ANB=ANB et AUB = AUB.

Exercice 9. Soit A une partie d’un espace topologique X .

1. Montrer que ANFr (A)=10.

2. Montrer que Fr (A) = Fr(A°).

. ) ——
3. Montrer que si A est ouverte ou fermé, Fr(A) = (.

Exercice 10. Soient f et g deuzr fonctions continues sur un espace topologique X

et a valeurs dans R.

1. Montrer que l’ensemble A= {x € X : 1 < f(x) < 2} est ouvert.

2. Montrer que Uensemble B ={x € X : f(x) < g(x)} est fermé.

Exercice 11. Soit f : X — Y wune application. On suppose que Y est un espace

topologique.
1. Montrer que {f~' (B) : B € Ty'} est une topologie.

2. Montrer que Uapplication f est continue.
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Exercice 12. Soit X et Y deux ensembles, et f: X — Y. Etablir les propositions

sutvantes :

1. Pour toute partie A de X : AC f~1(f (A)).

2. Pour toute partie B de Y : f (f~'(B)) C B.

Exercice 13. Soit f: X =Y, X etY étant deuzr espaces topologiques. Démontrer
[’équivalence des propriétés suivantes :
(a) f~! (ouvert) =ouvert.
(b) f~1 (fermé) =fermé.
(¢) Pour toute partie B de Y : f~1(B°) C (f~1(B))°.
(d) Pour toute partie B de Y : f~1(B) C f~(B).
(e) Pour toute partie A de X : f (Z) c f(A).
(f) Pour toute partie B de Y : Fr(f~'(B)) C f~' (Fr(B)).

Exercice 14. Soit x4 : X — {0, 1} la fonction caractéristique de A C X :

1, sixeA,
0, siz¢ A

Xa(z) =

On munit {0,1} de la topologie discréte.

1. Montrer que x4 est continue en x si et seulement si x ¢ F, (A).
2. Donner une condition pour que X4 Soit continue sur X.

3. Donner un exemple que la fonction x4 n’est continue en aucun point de X.

Exercice 15. Soit X un espace topologique séparé et soit v € X. Montrer que

ﬂ V={z}.

veV(xz)
Exercice 16. Soient f et g deux fonctions continues sur un espace topologique X

et a valeurs dans un espace topologique séparé Y. Vérifier que l’ensemble

A={zeX:f(z)=g(x)},
est un fermé de X.

Exercice 17. Soit X un espace topologique, Y un sous-espace de X muni de la

topologie induite et A CY.
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1. On note A ladhérence de A dans X et EY lUadhérence de A dansY . Montrer
que A=A nyY.

oY
2. On note aussi A°, A les intérieurs de A dans X etY respectivement. Montrer
oY
que A° C A .

Exercice 18. Soient X, Y deux espaces topologiques et f une application de X

dans Y. Supposons que X = AU B.

1. Montrer que si f est continue, alors fia et fig sont continues (A et B sont

munis de la topologie induite).
2. Montrer que la réciproque n’est pas vraie en général.
3. Montrer que si A et B sont ouverts (ou fermés) alors la réciproque est vraie,

i.e. s1 fla et fip sont continues alors f est continue.

Exercice 19. Soit X un espace topologique, Montrer que les assertions suivantes

sont équivalentes

1. X est dit conneze
2. Toute fonction continue de X wvers {0,1} muni de la topologie discréte est

constante.

Exercice 20. Soit X un espace topologique. Soient A et'Y deux parties de X telles
que ACY.
e Montrer que si A est connexe dans Y alors A est connexe dans X.

Exercice 21. Soit X un espace topologique séparé.

1. Montrer que, si K1, K», ..., K, sont des parties compactes de X, alors L_J K,
m=1

est compacte.

2. Montrer que, si (K;),.; est une famille de parties compactes de X, alors (| K;
icl
est compacte.

A.2 Espaces métriques

Exercice 22. Soit (X,d) un espace métrique et p : Rt — RT une application

strictement croissante vérifiant :
platd) <¢(a)+¢®), VabeR"
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1. Montrer que ¢ o d est une distance sur X.

2. Montrer que d; = et dy = In (1 + d) sont des distances sur X.

d
1+d
Exercice 23. Soit RN l'ensemble des suites réelles, RN = {(z,,),, : (zn), une suite réelles}.

Pour (z,,), et (y,), dans RN, on pose

1 xn_yn
d(ry) =3 & =

n>0 2" |2y — Y| + 1
1. Montrer que d est une distance sur RY.

2. Montrer que (RN,d) est borné.

Exercice 24. Soyient dy et dy deux métriques sur X . Supposons que pour tout By,
boule ouverte, il existe une autre boule ouverte By, telle que By, C By, et By, et By,

ont le méme centre. Alors Ta, C Ta,.

Exercice 25. Soit X =)0, +00[. Pour x ety dans X, on pose
d(x,y) =|lnz —Inyl.

1. Vérifier que 0 est une distance sur X.

2. Soit d la distance usuelle sur X. Montrer que d et 6 sont deux distances topo-

logiquement équivalentes (Tq = Ts) .
3. Montrer que (X, d) n’est pas complet.

4. La suite (%)n>l’ est-elle convergente dans l’espace métrique (X,0). Est-elle de

une suite de Cauchy dans (X,0).

5. Montrer que l'espace métrique (X, d) est complet.

Exercice 26. Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie dans X. Montrer

que A est bornée si et seulement si, pour tout a € X, il existe r > 0, tel que

AC B(a,r).
Exercice 27. On considere ’espace métrique (R,|.]). On pose
D= {p—i—qﬂ:p,qu}.

1. Montrer que D est stable par addition et multiplication.

2. Posons u = /2 — 1. Montrer que : Ya,b € R, a < b, In € N*, Im € N tel que
O<u"<b—a et a < mu" <b.
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3. Déduire que D = R.

Exercice 28. Soit (X,d) un espace métrique et (z,), une suite d’éléments de X
qui converge vers une limite x.

Montrer que l'ensemble A = {z,, : n € N*} U{z} est compact.

A.3 Espaces vectoriels normés

Exercice 29. Pour tout x = (x1,z3) de R%, on pose

N (z) = \/x% + 22129 + 523,
Montrer que N est une norme sur R?.

Exercice 30. Soit n un entier naturel et ag,aq,...,a; des réels deur a deux dis-

tincts. On considére Uapplication ||||, : R, [X] — R définie par

i=k
Iplly =D Ip (a)] -
=0

A quelle condition cette application définit-elle une norme sur R, [X].

Exercice 31. On considére sur E = C ([0,1],R) les deux normes définies par

1
W= sw |F@)] et |Ifll, = / @) de.

te(0,1]

Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 32. Pour (z,y) € R?, on pose

N<I7y) = max(|x| ) |y| ) |Z‘ _y|)

(i) Montrer que N est une norme sur R?.

(17) Dessiner la boule fermé de centre (0,0) et de rayon 1.

Exercice 33. Soit (E,d) un espace vectoriel muni d’une distance vérifiant
(i) Pour tous z,y € E et A € R, d(Az, \y) = |A|d (z,y).
(17) Pour tous x,y,z € E ,d(x + z,y+ 2) =d(x,y).

Montrer que d provient d’une norme, c’est-a-dire qu’il existe une norme N sur F

telle que pour tous x,y € E, d(z,y) = N (z —y).
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B.1 Espaces topologiques

Solution 1.
Il faut montrer que tout sous-ensemble de X est ouvert. Or un tel sous-ensemble A
est réunion de ses singletons. Comme une réunion d’ouvert est ouvert, A est ouvert.

Par ezemple A = {a,b} = {a} U {b}.

Solution 2.
1. On vérifie les conditions (11), (12), (73).

(11) 1l est clair que 0, X € T.
(19) Soit Ay, As,..., A, €T, alors AS, AS, ..., AS sont finis, donc h A €T,
i=1
car

(ﬂ Ai> = U AS et card U A7 < Z cardA; < oo.
i=1 i=1 i=1 i=1
(13) Soit (A;),c; € T, alors, pour tout i € I, AS est fini, donc |J A; € T, car
i€l
(U Ai> = ﬂ Aj et pour tout ig € I, cardﬂ Af < cardAj, < .
i€l iel iel
Ainsi, (X,T) est un espace topologie.

2. Si X est fini, tout partie A dans X est ouvert, car A€ est fini, donc la topologie

X est discrete.

Solution 3.

1. Comme B C B, linclusion A C B, implique A C B, donc A C B.

De méme on a toujours A C A, donc A C B, d’ou A C B.
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2. Comme A est un fermé, alors A=A
OnaACAUB et B C AUB, alors AC AUB et B C AUB, donc est
un fermé AUB C AUB. On a aussi AUB C AU B qui est un fermé, donc
AUBCAUB, dot AUB=AUB.
De méme on a ANB C Aet ANB C B, alors ANB C A et ANB C B,
donc AN B C AN B, d’ou l’égalité cherchée.

3. Les inclusions ;1 C A C A donnent, en passant complémentaire (Z)C C A° C

(A°)°, comme (A)" est ouvert et (A°)° est fermé, on a

(A)° C (A%)° C A° C Ae C (A°)°.
On a donc aussi en passant complémentaire

Ac (A9)° C AC ((A9)°)° C A (*)
En remplacant dans (x) A par A°,

(A9)° C (A)° C A° C (A°)° C Ae.
On a donc

(A CAcC (A et (A) c (A9 c (A)".
1l en résulte les deux égalités cherchées
(A=A et (A) =(49".
On a AcU B¢ = AcU B¢, en passant complémentaire
(AU B) = (&) (B7)°
On a aussi
() = A (B =B e (AUB) =(ANB),
donc (AN B)° = A° N B°, d’ou [’égalité cherchée.
De méme on a A°N B¢ C A¢N B¢, en passant complémentaire
(49U (B) c (AN Be)’,
donc
A°UB° = (A°) U (B9 C (A°NB°)" = (AUB)°,

d’otu ’égalité cherchée.
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Solution 4.

1. Par définition, si x est intérieur, il existe un ouvert x € U, C A, et comme
U, C A° alors x € A°. D’autre part, si v € A°, on peut choisit U, = A° C A,

donx x est intérieur o A.

2. D’apres 1, par passage au complémentaire, il suit de montrer que l'on a

{x € X : x est adhérent a A}* = (A°)°.

{z € X :x est adhérent 0 A}* = {x e X : YU, €T, ANU, # D}°
= {eeX: WU, T, AnU, =0}
= {zeX: U, €T, U, C A%
= {x € A°: x est intérieur a A°}
= (A%°.
Solution 5.
1. Par définition, Fr (A) = Z\;l, d’apres Uezercice 5, on a Fr (A) = AN(A°)° =
AN Ae.
2. Soitw € Fr(A) <= x € Aetx € A° <= x est adhérent a A et A <= VV €
V(z), VNA#D et VN A“H#0.

3. Par définition, Fr (A°) = A° N (A°)°, on a (A°)° = Ac et A° C A, donc

De méme Fr(A) = An (ﬁ)c = AN (X)C, on a (Z)C = (A9)° C A°, alors
(Z)C C Ac, donc
Fr(A) c AnAc = Fr(A).

4. Par définition,

Fr(AUuB) = AUBN(AUB)"=AUBNA°NBcC (AUB)N (A°NB°)
C (ANA°NB)U(BNA°NB) = (Fr(A)NB°) U (Fr(B)NAe)
c Fr(A)UFr(B).

Solution 6.
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1. Onau(A)=[0,1]U{2} U[3,5] et v (A) =1[0,1]U[3,5].
2. On A C A, alors A° C (Z)O et comme (z)" est un owvert dans A, donc
A° cu(A) C A
De méme on a A° C A, alors A° C A et on a A° C A°, donc A° C v(A) C A.
3. On au(A) C A, alors (@)O C u(A), donc u* (A) C u(A). Comme v (A)

est fermé, il suit que

Or
u(4%) = (4%)° = ((4°))" = (&) = (v (4))".
Dons aussiu? (A°) C u (A°), u® (A°) = u ((v (A))°) = (v? (A))", alors (v? (A))° C
(v (A)), donc v(A) Cv?(A), dotv(A) =v*(A) et u(A) = u?(A) en pas-
sant au complémentaire
Solution 7.
Supposons Uinverse, AN B # 0 c’est-a-dire, il existe v € A et x € B, comme A
est un ouvert, alors A € V (x), puis x est point adhérent a B, par définition, on a
AN B #0, dou la contradiction.
Solution 8.
1. On a, par définition de la fronticre, Fr (A) = AN (A°)°, alors
Fr(A)UA® = (AN(A°))UA°
= (ANA°)U((A°)°NA°)
= (ANA°)UP=ANnA°=A

2. Six ¢ A, donc € (2)C = (A°)°, c’est-a-dire x est point intérieur a A°. par
définition AU, € V (z) tel que ANU, = 0.

3. Sixz¢ AN B, par (2), WU, € V() tel que ANBNU, =0, donc ANU, C BC,
d’ou A°NU, C (B°)° = (B)". Si bien que A°NU, N B = 0.

4. On a sait déja que AN B C AN B. Montrons que AN B C AN B, en effet,
soit v ¢ AN DB, alors U, € V (x) tel que A°NU,NB =0 et B°NU,NA =0,
comme A= AU Fr (A), donc

U,NBNA = (U,NB)N (AU Fr(A))
= (U,NBNA°)U (U, NBNFr(A))
= U,NBNFr(A).
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De meéme,

UNBNA=UNANFr(B).
Comme Fr (A)NFr(B) =0, alors
UNBNA = (U,NANFr(B))NU, NBNFr(A)

= (U, NANDB) N (Fr(A)nFr(B))
— UNANB)N0=0.

Doncx ¢ ANB, dow ANBC ANB.
Solution 9.

1. Par définition de la frontiere, on a,
Fr(A)NA°=An(A°)°NA =ANnD=0.

2. On a

Fr(A°) = A¢ 0 (A = Ae 0 A° = Fr (A).

3. Si A est un fermé, alors
(Fr(A))° = (Zﬂ (A")C)O = (AN (A°)9)° = A°N((A°))° Cc A°N(A°) = 0.

Si A est un ouverte, A° est un fermé, et Fr (A) = Fr (A°), donne la conclusion

cherchée.

Solution 10.

1. Comme f est continue et que l'intervalle |1,2[ est ouvert, il suit que A =

F7H(1,2]) est ouvert.

2. On a clairement B = {x € X : f(z) — g(z) € |—00,0]} = (f — g) " (J—00,0]).
Or f, g continues implique que f — g est continue. Comme |—00,0] est fermé

dans R, il suit que B est fermé dans X.
Solution 11.
1. Posons Tx = {f~*(B): B € Ty}, on vérifie les conditions (11), (12), (73) .

(1) Il est clair que 0, X € Tx.
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(19) Soit Ay, Ay, ..., A, € Tx, alors il existe By, By, ..., B, € Ty, tels que
A; = f~1(By), pour 1 <i<mn, donc
Na=NF"B)=5" (ﬂ Bi) € T, car [ Bi€Tr.
i=1 i=1 i=1 i=1
(13) Soit (A;);e; € Tx, alors il existe, (B;),c; € Ty, tels que A; = f~1(B;),

pour tout i € I, donc

YUa=r'®B)=r" (U Bi> €Tx, car | B € Ty.

iel icl iel iel
Ainst, (X, T) est un espace topologie.

2. 1l est clair que Uapplication f est continue.

Solution 12.

1. Siz e A f(z) € f(A), ce qui signifie que x € f~1(f(A4)), dou A C
f7Hf(A)).

2. On pose A = f~1(B), alors y € f(A) signifie qu’il eriste v € A tel que
y=f(2), et comme A= f~(B), onaye B, doi f(f(B)) C B.

Solution 13.
o Les propriétés (a) et (b) sont évidemment équivalentes par passage au complémentaire.
e Montrons que (b) = (c), on a B> C B, alors f~'(B°) C f~'(B), comme
f~H(B°) est un ouvert, car B° est ouvert, donc f~'(B°) C (f~1(B))°, d’ou
(c).
e La propriété (d) est équivalente (c) par passage au complémentaire.
e Montrons que (¢) = (e), soit A une partie de X et B = f(A), on a A C

f7(B). done AC J(B) € f7 (B). d'oi

FA) cr(f(B) cB=/f(4)
ce qui la propriété (e).
e Montrons que (€) = (f), soit B une partie de Y et A= f~1(B). On a donc

f(A) C f(A)=f(f"1(B)) C B et de méme f (A°) C f(A°) C B¢, alors

f(Fr(A)=f(AnAe) c f(A)Nf(A) =BnB°=Fr(B),

donc

Fr(A) C [T (Fr(A) = (Fr(B)),
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d’ot
Fr(f~(B)) c [ (Fr(B)).
e Montrons que (f) = (e), si B est un fermé de'Y, on sait que Fr (B) C B = B,
donc f~(Fr(B)) c f~Y(B), par (f) donne Fr(f~*(B)) c f~1(B), dou
f1(B) fermé.

Solution 14.

1. Tout d’abord, pour la topologie discréte de {0,1},{0} et {1} sont des voisinages
de 0 et 1 respectivement. Donc si f : X — {0,1} est continue en x, il existe
un voisinage U de x tel que f(U) C {f (x)}, i.e. que f est constante sur U.
La réciproque est bien sur vraie. Par conséquent, f n’est pas continue en x
st et seulement si quel que soit le voisinage U de x, il existe y et z dans U
tels que f(y) =1 et f(z) =0. Si f est la fonction caractéristique de A, cela
revient a dire que tout voisinage de x rencontre A et son complémentaire, donc
z e F. (A).

2. Si A est a la fois ouvert et fermé dans X, alors la frontiére de A est vide, par

conséquent x4 est continue.

3. S1 X =R et A= Q l’ensemble des nombres rationnels, alors x 4 n’est continue,

car F. (Q) = 0.

Solution 15.
Supposons linverse, c’est-a-dire (| V # {x}, alors, il existe y # x, tel que y €
vev(z)
(V. Comme X un espace topologique séparé, il existe V, € V (z) et V, € V (y),
veVv(z)
tel que V., NV, =0, doncy ¢ V,, d’ot la contradiction.
Solution 16.

Montrons que le complémentaire de

A={zeX:f(z)=g(2)},

est ouvert. Sia € A°, alors a ¢ A, donc f (a) # g (a). Comme Y est séparé, il existe
un voisinage ouvert U de f (a) et un voisinage ouvertV de g (a) tels que UNV = ().

La continuité de f et g implique que

W= f"Ung V),
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est un voisinage ouvert de a. Sty € W, on a f(y) €U et g(y) € V. Comme U et
V sont disjoints, [ (y) # g (y), donc WN A =1. Donc le complémentaire de A est

ouvert.

Solution 17.

1. L’ensemble ANY est fermé dansY en tant que trace d’un fermé de X . Il faut
montrer que c¢’est le plus petit fermé de Y contenant A. Soit G un fermé du
sous-espace Y contenant A. Par définition de la topologie de Y, G est de la
forme Y N F ou F est fermé dans X. Comme A C G, il vient A C F, alors
A C F. Par conséquent

ANY CFNY CG.

2. Ona A° C ACY ouvert, donc A° = A°NY est ouvert dans Y et il suit que
A° C AY.
Prenons Y = [0,1[ U [2,3], A = [0,1] et X = R. Alors A° = ]0,1[ mais,
A=Y N]-1,1] est ouvert dans Y, donc A°Y = A.

Solution 18.

1. Pour tout ouvert U de Y, puisque f est continue, f~1 (U) est un ouvert de X,
alors f‘gl U) = fHU)N A est un owvert de A, donc fla est continue sur A.
De méme pour fp.

2. 851t A=10,1] et B = [1,2], la fonction caractéristique f de A est évidement

continue sur A, ainsi que sur B, mais n’est pas continue sur X = |0,2].

3. Si A et B sont fermés, pour tout fermé F deY, f@l (F) = f7Y(F)N A est
un fermé de A, puisque A est un fermé de X, alors f|j41 (F) est un fermé
de X. De méme pour fﬁ; (F). Comme f~'(F) = f@l (F)U f|731 (F), alors
[fYUF) = f|;11 (F) U fﬁ;l (F) est un fermé de X, donc f est continue. De

meéme st A et B sont ouverts.

Solution 19.

(1=2) Soit f : X — {0,1} est continue avec {0,1} muni de la topologie
discréte. Par conséquent, {0} est a la fois ouvert et fermée dans {0,1}. Par
continuité, f~1({0}) est a la fois ouvert et fermé dans X. Par conséquent
F71({0}) est égal & X ou bien 0.

Dans le premier cas, f est constante égale a 0 et dans le second cas f est

constante égale a 1.
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(2 = 1) Montrons que X est conneze X, supposons l'inverse, alors il existe deux
ouverts U et V sont disjoints de X tels que X =U U V. Soit f: X — {0,1}

une fonction donnée par

0, stxel,
flx) =

1, sixeV.

Alors f est une fonction continue (avec {0,1} muni de la topologie discréte).
Par hypothese, f est constante ce qui montre que U ou V est égal a X ou

encore que U ou V est vide, contradiction.

Solution 20.
Soit A est connexe dans 'Y et A muni de la topologie induite par Y. Montrons que
A est connexe dans X, supposons linverse, c’est-a-dire il existe deux ouverts U et

V de A pour la topologie induite par X, tels que
A=UUYV, uny=»1,
Par définition de la topologie induite, il existe deux ouverts Uy, et V; de X tels que
U=Anu et Y=ANYV;.
Comme ACY, alors A= ANY. Par conséquent,
U=ANY NU) et  V=An({Y nNnN»).

Comme Y NU; et Y NV; sont des ouverts dans Y, alors A est la réunion de deux

ouverts pour la topologie induite par'Y qui sont disjoints, contradiction.

Solution 21.

1. L’intersection de compacts est fermée. Donc compacte, car incluse dans un

compact.
=N

2. Soit (Us),c; une famille d’ouverts recouvrant L_J K,, . Alors pourm € {1,2,...,n},
m=1
K., C UU. Donc, il existe J,, tel que K, C |J U;.. Alors

el 1€Jm

Ur-<U(ye)

= ’LE]m
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B.2 Espaces métriques

Solution 22.

Posons § = ¢ od.

1. On a
e d(2,y) =0 p(d(z,y)=0dxy) =0 1=y.

° d(r,y) = ¢(d(z,y)) = p(d(y, ) =0 (z,y).
o Puisque d(z,y) < d(x,z)+d(x,y), on en déduit facilement que

d(z,y) <0 (x,z)+0(x,y).

Ainsi, 0 est une distance sur X.

t
2. dy = ¢y 0d, avec py (t) = s On vérifie facilement que

w1 (a+b) < 1(a)+ @i ().

De plus, @1 est strictement croissante. La question 1 montre alors que dy est
une distance.
De méme, dy = pg 0 d, avec pq (t) = In(1+t). On vérifie facilement que o

est strictement croissante et que

p2(a+0) < pa(a)+ w2 (b).
D’apres la premiére question, dy est aussi une distance sur X.

Solution 23.

x J—
1. Soit z,y,z € RY, posons u, = M, pour tout n € N, alors 0 < u,, <

|Tn = Yul +1
1, pour tout n € N,

donc, Uapplication d : RN x RN — RT est bien définir.
Il est clair que d (z,y) = d (y,z) et d(z,y) =0 si et seulement si x = y.
t
Posons ¢ (t) = ——, pour tout t € [0,00[, on vérifie facilement que ¢ est

t+1
strictement croissante et que

ot+s)<et)+¢(s), pour tout t,s € [0,00],
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alors

U
)
s

I

M

_yn‘)

B
S

o (

IN
(]
02| —

@ (|Tn — 2| + |Tn — 2al)

n

1
2 (1 = ) + Y 20 (17 = 2]

n>0 n>0

= d(xz,z)+d(z,y),

VAN
[
02| —

done, d est aussi une distance sur RY.

2. Soitz € RY, on a

1
d(z,00=>" [l g

= 2 |z, +1 —
alors x € B4 (0,1), d’ou (RN, d) est borné.
Solution 24. Soit A ouvert par rapport Tg,, alors pour chaque x € A il existe
By, (z,7) boule ouverte telle que By, (x,71) C A. Par hypotheése, il existe une boule

ouverte Bg, (x,r2) tel que Bg, (x,1r2) C By, (x,71) C A. Donc A est un ouvert par

rapport Tq, .

Solution 25.

1. Il est facile de voir que 0 est une distance.

2. Par continuité de la fonction © — Inz sur |0,+oo[, montre que, pout tout

e >0, il existe a > 0 tel que
pour tout x € |0, 400, |z — xo] < a implique |Inz —Inxzy| < &,
c’est-a-dire
By (7o, ) C Bs (w0, ¢€),

donc Ts C Ty.
Inversement, par continuité de la fonction x — exp (x) sur]0, +oo[montre que,

pout tout € > 0, il existe a > 0 tel que
pour tout x € |0, 400, lnz —Inzg| < a implique |z — xo| < &,

c’est-a-dire

B§ (I'(), Oé) C Bd ({L’O,é‘) )
donc Tg C Ts, d’ou Tg = Ts.
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3. La suite (%)n>1 est une suite de Cauchy dans (X,d) mais ne converge pas

dans (X,d), donc (X,d) n’est pas complet.

4. Supposons que la suite (%) converge dans (X, 0). Il existerait | € X tel que

n>1

lnl—lnl
n

= |lnn+Inl| = 0, lorsque n — +oo.

Ce qui est impossible. La suite (%)n>1 diverge donc dans (X,0). Supposons

que (%)n>1 soit une suite de Cauchy dans (X, 9), il vient

1 1
In— —Iln—| =|lnn—Inm| — 0, lorsque n, m — +o0.
n m

Cela veut dire que la suite (In ”)@1 est de Cauchy dans R et donc converge,

ce qui est absurde.

5. Soit (xy), ey une suite de Cauchy de (X,0). On a
lnz, — Inz,| — 0, lorsque n,m — +oc.
Cela montre que la suite (Inxy,), .y est de Cauchy dans R ; sil est sa limie,
llnx, — ] — 0, lorsque n — +oc.

¢’est-a-dire que (), converge vers €' dans (X, 9).

Solution 26.

Tout d’abord, il est clair que si, pour tout a € X, il existe r > 0 tel que A C B (a,r),
alors A est bornée.

Réciproquement, soit A une partie bornée. Par définition, il existe x € X et r > 0,
tel que A C B (z,7).

Soit a € X. Montrons que, si R =r+d(a,x), alors A C B(a, R).

En effet, siy € A, on ay € B(x,r) et donc d(y,x) < r. En particulier,
d(a,y) < d(a,z)+d(z,y)
< d(a,z)+r =R,
et doncy € B(a,R). On a bien prouvé que A C B (a, R).
Solution 27.

1. Soient di = py + V2 et dy = py + @2V/2 deux éléments de D. Alors dy +
dy = (p1+p2) + (1 + q2) V2 est un élément de D et dy.dy = (p1p2 + 2p1p2) +
(paqi + q2p2) V2 aussi.

60



Espaces vectoriels normés Correction des Ezercices

2. On au <1 donc u¥ tend vers 0 quand k tend vers +o00. Donc pour e = b— a,

il existe n € N tel que si k> n on a

u <b—a.

Posons m = [%] + 1. Alors

u

a
m—1<— < m.
un

Linégalité de droite donne a < mu™. L’ inégalité de gauche s’écrit ausst mu'™ —

u™ < a, ce qui implique
mu" <u'+a<b—a+a

d’o

a < mu"™ <b.

3. Déduisons que D = R, on a Va,b € R, a < b, 3m,n € N tels que mu" € |a, b]

et mu™ € D, car u € D et par (1) en déduire que u™ € D.

Solution 28.
Soit (U;),c; un recouvrement de A par une famille quelconque d’ouverts
AclJu.
iel
On veut montrer qu’on peut en extraire un sous-recouvrement fini. Comme x € A, il
existe un indice 1y € I tel que x € U;,. Par ailleurs, comme U;, est un ouvert, nous

pouvons trouver € > 0 tel que

B (z,e) C U;,.

Par définition de la convergence de la suite (z,,),,, il existe ng € N tel que
Vn > nyg, d(z,,x) <e,

ce qui implique,

Vn > ng, x, € B(x,e) CU,,.

Ainsi, pour tout n € {1,..,n9 — 1}, il eziste i, € I, tel que x,, € U;,,.
Au final nous avons bien montré

k=np—1

Ac | t,.

k=0
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B.3 Espaces vectoriels normés

Solution 29.

Pour tout © = (x1,22) € R? on a

N () = (o 4 2+ a3 = o+ 22, 20)],
1l est facile de voir que N est une norme.

Solution 30.

Il est clair que, pour tout p et q dans R, [X] et tout o dans R,

laplly, = lelliple, e+ alle < lpll + llall, -

On vérifie que ||p||, = 0 si et seulement si p(a;) =0 pour 0 < i < k, par suite :

e Si k > n, cela implique p = 0 car un polynéme non nul de R, [X]| ne peut

avoir plus de n racines distinctes.

o Sik < n, ||, nest pas une norme dans R, [X] car le polynome donné par

p(z) = (x —ap) (x —ar)...(x — ag) est non nul et ||p||, = 0.

Ainsi, ||.||, est une norme dans R,, [X] si et seulement si k > n.

Solution 31.

Pour tout f € E, on a ||f|l; < [[fll.- Supposons que les deuxr normes soient

équivalentes, il existe alors a > 0 tel que

VfeE, 1l < allfIl; -

Soit n € N et f, la fonction définie sur [0,1] par f, (t) =t". On a

1
[ folloo =1, [Faln :n——l-l’ pour tout n € N,

et linégalité

1< @

_ our tout n € N|
=T p

ne peut étre satisfaite pour tout n € N.

Solution 32.

(N1) pour tout (z,y) € R?, N (x,y) >0 et

N(z,y) =0 [z =yl = [z —y[ =0 = (z,9) = (0,0).
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(N2) pour tout (z,y) € R? et X € R,

NO\(ry) = NOady)=max Azl Mgl e = Ay])
— max (] ||, I\l lgl . [A] 2 = y])
— Wmax (Je] ]yl |z — y)

= AN (z,y).

(N3) Soit (z,y),(2,t) € R%, on a

N{(zy)+(z0)] = N(z+zy+t)=max(fz+z], [y +t],[z+2—-y—1)

< max (|z] + [2], |yl + [t [z =yl + |z — ¢])
< max(|x|7|y|,|x—y|)+max(|z|,|t|,|z—t|)
< N(z,y)+ N (z1),

ce qui prouve le résultat.

Pour dessiner la boule fermé de centre (0,0) et de rayon 1, on remarque que

IN
IA

1

Y

IN

x
y<1,

-1

IN

et l’on représente donc facilement la boule unité pour N.

Solution 33.

Si une telle norme existe, elle est nécessairement définie par
N(z)=N(z—0)=d(z,0).
Montrons donc que N : x — d(x,0) est une norme sur E telle que
pour tous x,y € F, d(z,y)=N(z—y).

Tout d’aborde cette derniére propriété est vérifice car pour tous x,y € E, en utilisant

(17) on obtient

N(z—y)=d@—-y0)=d@-y+yy) =d(zy).
1l reste seulement a vérifier que N est une norme

(Ny) Pour tout x € E, N (x) =d(x,0) >0 et
N(z)=0&d(2,0)=0< 2 =0,
car d est une distance.
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(N2) Pour tout x € E et A € R,
N (Az) = d (Az,0) = d(Ax,\0) = |A|d(x,0) = |A| N ().
(N3) Soit x,y € E, d’aprés (ii) on a

N@+y) = dxz+y,0) <d(z+y,y)+d(y,0)
= d(z,0)+d(y,0)
= N(z)+N(y),

ce qui prouve le résultat. N est donc bien une norme qui a les propriétés

demandées.
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