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Introduction

Ce mémoire est consacré a I'étude d'un modele mathématique pour une population
constituée de deux especes, pour cela on considére un modele proie-prédateur de Lotka-
Volterra, présentant I'effet impulsif sur les proies, ces impulsions représentent la protection
des proies par la récolte au moment fixé qui mene a I'étude des régions d’extinction et
d’autres sans extinction.

La science qui s’intéresse a comprendre les événements environnementaux et a connaitre
les accroissements et les diminutions des effectifs d’individus qui la composent est la
modélisation des dynamiques des populations, les premiers pas de la modélisation sont basés
sur les équations différentielles ordinaires (EDO) ou des équations au dérivées partielles
(EDP) dont on étudie I'évolution d’'une population au cours du temps, elle n’étudie pas
seulement 1’évolution des populations animales, végétales ou bactériennes, mais concerne
aussi la génomique au niveau cellulaire, elle consiste non seulement a décrire la taille de la
population étudiée au cours du temps mais aussi a expliquer les comportements évolutifs

observés ainsi que les interactions entre les especes vivantes et leur milieu.

Un modele mathématique est une explication d’état réel a 'aide d’outils mathématiques,
le principe d’'un modele est de remplacer un objet ou opérateur complexe par un systeme
simple (exp : un modeéle minimisé, modéle mathématique,....).

D’une maniere générale, I'existence d’un modele mathématique permet de pouvoir détermi-
ner numériquement certains phénomenes du monde réel comme : la biologie, I'écologie, la
physique, 'économie et la chimie .... etc (Voir [[12] 19} 20} [24]) et de pouvoir prédire certains

comportements, on ne devrait jamais perdre de vue le caractere interprétatif.

L'un des premiers modéles mathématiques en biologie remonte au 13°™¢ siécle dit
"probléme de Fibonacci"(1202), a partir d’'une suite récurrence, il modélise une population
de lapins, a la fin du 18°™¢ siécle et 19°™ siécle les premiers auteurs ont commencés par

la modélisation d’une seule population : le modele de Malthus (1798) puis le modele de
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Verhulst (1838), la différence entre ces modeles est basée sur la modification de la fonction
de croissance c’est-a-dire I'interaction entre les individus est linéaire malthusienne dans le
premier modele et logistique dans le deuxieme, et les premiers modeles de la dynamique
de plusieurs espéces en interaction sont de type proie-prédateur, Alfred Lotka (1925)
et Vito Volterra (1926) sont les premiers qui ont proposé indépendamment un modele
mathématique de deux populations en interaction, on représente cette interaction par des
fonctions appelées fonctions de réponses ou réponses fonctionnelles (Voir [1, (18, 25]).

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre de ce mémoire porte sur des préliminaires ot on rappel quelques
définitions et théoremes nécessaires pour le développement de notre travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a I'étude de certains modeéles de base en dynamique
de population, ainsi une représentation sur les équations différentielles impulsives qui
apparaissent comme une description naturelle de nombreux phénomeénes d’évolution dans le
monde réel.

Le troisieme chapitre de ce mémoire, constitue une étude de la dynamique d’'un systeme
proie-prédateur de type interaction ol on suppose que les proies ont été récoltées, on étudie
l'effet de I'impulsion sur la dynamique globale des deux populations, on termine ce mémoire
par une conclusion et une bibliographie.



CHAPITRE 1

Préliminaires
Sommaire
[1.1 Equation différentielle ordinaire| ... .................... 1
(1.2 Pointd’équilibre] . . . . . . . . . . . .. e e e e e 4
(1.3 Notions sur la stabilité des points d’équilibre] . . ... ... ........ 5
11.3.1 Etude qualitative des systémes linéaires| . . . ... ........... 5
[1.3.2 Lineéarisation au voisinage d’un point d’équilibre]. . . . . . ... .. .. 10
[1.3.3 Classification d’un point d’équilibre| . . . . . . ... ... ... ..... 11
[1.3.4 Stabilit¢ ausensdelyapunov] . . . ... ... ... . ..., . ..... 13

Nous allons consacrer ce premier chapitre a rappeler quelques notions nécessaires et préa-
lables.

1.1 Equation différentielle ordinaire

Les équations différentielles décrivent I'évolution de nombreux phénomenes dans des
domaines variés. Une équation différentielle est une relation entre une ou plusieurs fonctions
inconnues et leurs dérivées de degrés "n", si toutes les dérivées sont prises par rapport a une
seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire (Voir : [7,[14] ).

La forme la plus générale d’une équation différentielle ordinaire est :
Ft,x,x,...,x") =0,

ou x est une fonction inconnue.

Définition 1.1.1. (Le probléme de Cauchy) [7]

Soit I un ouvert de R et U un ouvert de R", f : I x U — R”" est une fonction continue.
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On considere le probléeme de Cauchy du premier ordre sous la forme suivante :

{ * =10, (1.1)

x(ty) = xo.
ott (tg, xp) € I X U.

Définition 1.1.2. [7]

Soit I un intervalle ouvert de R, une fonction x : I — R" avec la condition initiale (ty, xo) €
I X U est une solution du probléme de Cauchy (1.1]) si :

i) xeC'(1,U),

ii) x = f(t,x(), Vtel
iii) x(tg) = xo9, 1o €I
Théoreme 1.1.1. [[14]

Soit f : I x U — R" une application continue, une fonction x : I — R" est une solution du
probléme de Cauchy (1.1)) si et seulement si :

i) La fonction x est continue et VYt € I, (t,x(¢)) € I x U.

ii) VieLLona:

x(t) = xo + f f(s, x(s))ds.

Preuve. Soit x : I — R”" une fonction continue sur un intervalle ouvert I qui contient t,.
* Supposons que x est une solution du probléme de Cauchy (1.1)), alors x dérivable sur I et
Vvérifie :
{ i) = £, x(1),

x(tp) = xg.

par intégration, on obtient pour tour t € I,

! " dx(s)
jt;f(s,x(s))ds —ft; 7 ds

= (X1,
= x(t) — x(to)
= x(1) — X,

Donc

x(t) = xo + f f(s, x(s))ds.
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* Inversement, supposons que ¥t € I, x vérifie :

t
x(f) = xo + f f(s, x(s))ds.
To
alors d’apreés la continuité de x et f, donc :
X(1) = f@t, x(1)), Viel,

de plus x vérifie

x(%p) = xp.

ce qui signifie que x est la solution du probléme de Cauchy (1.1).

Définition 1.1.3. (formule de Taylor-Young) [5]

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction de classe C" sur I, le développement de
Taylor de degré n de la fonction f autour d’un point x, € I est définie par :

— x0)? — )
100 = 10 + =)+ F20 Sk ) S
0
f) = Z PO =2 R ().
e k! ——

le reste

ol : R,(x) tend vers zéro lorsque x = xy.

Définition 1.1.4. (Portrait de phase) [5]

Un portrait de phase d’un systéme dynamique est une partition de Uespace d’état en orbites
(on appelle orbite d’'un point u ou trajectoire passant par u).
Dans la pratique, tracer le portrait de phase d’un systéme de dimension deux, c’est tracer dans le

plan (x,y), suffisamment de trajectoires pour que l'on puisse les imaginer toutes.

Soit le systeme suivant :

x = fx,y),
f(x.y) (1.2)
y=g(x,y).
avec (x,y) un point d’équilibre pour ce systeme.
On définit les ensembles des isoclines dans R? sur lesquels s’annulent les composantes % et y

du systeme (1.2) .

Définition 1.1.5. (Isocline verticale)

Soit (x,y) un point de J, on appelle isocline verticale 'ensemble J des points tels que f(x,y) = 0.
La trajectoire passant par (x,y) a une tangente verticale, elle est parcourue de bas en haut si
g(x,y) > 0, de haut en bas si g(x,y) < 0.
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L’ensemble J est constitué en général d’'une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en
régions.

Définition 1.1.6. (Isoclines horizontale)

Soit (x,y) un point de I, on appelle isocline horizontale 'ensemble 1 des points tels que g(x,y) =
0.
La trajectoire passant par (x,y) a une tangente horizontale, elle est parcourue de gauche a droite
si f(x,y) > 0, de droite a gauche si f(x,y) <O.
L’ensemble 1 est constitué en général d’'une ou de plusieurs courbes, qui partagent le plan en

régions.
Remarque 1.1.1. Les points d’équilibre de (1.2) se trouvent a lUintersection de I et de J.

Définition 1.1.7. [I5]

Une fonction différentiable H(x,y) est une intégrale premiere du systeme différentiel (1.2)),
s’ils existent deux fonctions f et g de classe C' sur un ouvert U de R" et si :

OH oH
foy)—— + g(x,y)—— =0.
0x ay

Un systéeme différentiel défini sur un domaine du plan est dit conservatif s’il posséde une intégrale
premiére sur ce domaine. Dans le cas ot il ne posséde pas d’intégrale premiére, il est dit dissipatif.
On peut utiliser le terme intégrable au lieu de conservatif. Il peut étre difficile dans certaines
circonstances de montrer qu’un systéme donné n’est pas conservatif surtout si on ne précise pas

plus la régularité de lintégrale premiére.

1.2 Point d’équilibre

Une notion qui est fondamentale dans I'étude de la stabilité est la notion de point d’équi-
libre.
Soit 'équation différentielle autonome du premier ordre est la suivante :

x = f(x), (1.3)

ol : f: D — R" est une fonction continue sur un domaine 9 c R".

Définition 1.2.1. [I10]

Un point x* € D est appelé point d’équilibre (ou : point stationnaire, solution stationnaire,
point critique) de I'équation (1.3) si f(x*) = 0.
autrement dit x* est une solution constante de l'équation ((1.3).
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1.3 Notions sur la stabilité des points d’équilibre

Définition 1.3.1. [2]

* Un point équilibre x* de (1.3)) est dit stable si pour tout € positif, il existe § positif tel que pour
toute solution x(t) de (1.3), on a :

lxo — x|l <6 = VYt >0, ||x(¢) — x"|| < &.

» Si x* n’est pas stable, alors il est instable.

* Un point équilibre x* de (1.3)) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et s’il existe &
positif avec 0 < &, < ¢ tel que pour toute solution x(r) de (1.3), on a :

lxo — x*|| < 6 = lim ||x(¢) — x*|| = 0.
t—00

Théoréme 1.3.1. [10]

Soient f est une fonction de classe C' et x* est un point d’équilibre de U'équation avec
f(x)=0et f'(x*)#0, alors :
i) Le point d’équilibre x* est asymptotiquement stable si f’(x*) < 0.

ii) Le point d’équilibre x* est instable si f'(x*) > 0.

1.3.1 Etude qualitative des systémes linéaires

Soit la notation matricielle suivante (Voir [[16]) :
X = 0(X),

X = (x,y) est un vecteur de R? et ®(X) = (f(x,y), g(x,y)) une fonction de R?> dans R?.
On considere ici le cas ou f et g sont des fonctions linéaires de x et de y, alors on obtient :

{ X =anx+apy

. ap ap
' X=AX avec A= ( ]
y = anx +any

az A

On se limite ici au cas ou A est inversible c’est a dire : det(A) # 0 et on n’a pas de valeurs
propres nulles puisque det(A) = 2, 4,.

L'unique solution de AX = 0 est alors X = 0 et le systeme admet un seul point d’équilibre a
I'origine du plan de phase.

* Deux valeurs propres réelles distinctes : 1; et A,
Le systétme X = AX se transforme alors en son systéme canonique Y = JY avec Y = (w, z)

Jopiap=|t O] ou 1WEAW o [ wO=Cet
0 A 7=z 2(t) = Cre'.
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avec C;, C, sont deux constantes positives.

— Si A, et A, sont deux valeurs propres réelles distinctes strictement positives, alors

lim w(t) = +00 et lim z(t) = +oo.

t—+00 t—+00

Le point d’équilibre a l'origine du portrait de phase est appelé un noeud instable et le
portrait de phase dans le plan (w, z) est le suivant :

z(i)

F wii)

FIGURE 1.1: Un noeud instable.

— Si A et A, sont deux valeurs propres réelles distinctes strictement négatives, alors

lim w(r) =0 et lim z(¢) = 0.
t—+00

t—+00

Le point d’équilibre a l'origine du portrait de phase est appelé un nceud stable et le
portrait de phase dans le plan (w, z) est le suivant :

(1)

wir)

FIGURE 1.2; Un neceud stable.

— Si A; et A, sont de signe opposéie: A; >0et A, <0oud; <0etA, >0, alors

lim w(f) = +o0 et lim z(r) =0, (4, >0etd, <O0).
t—+00

t—+00

Le point d’équilibre a I'origine du portrait de phase est appelé point selle, et le portrait
de phase dans le plan (w, z) est le suivant :
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z(f)

}

=

Nz

Z
N

FIGURE 1.3: Un point selle (col).

wir)

* Une valeur propre double : 1, =1, =2, #0
Dans le cas ou A est diagonalisable, le systéme canonique s’écrit :

Ay O . w = Adgw w(t) = Clelot,
J = ou =
0 /l() z= /l()Z Z(l) = Czei"t.

lim w(r) = +c0 et lim z(r) = +o0.
t—+00

t—+00

— Si Ay > 0, alors

Le point d’équilibre a I'origine du portrait de phase est une étoile instable et le portrait
de phase dans le plan (w, 7) est le suivant :

z(i)

— —— w1}

FIGURE 1.4: Une étoile instable.

— Si Ay <0, alors
lim w(#r) =0 et lim z(z) = 0.
t—+00

t—+00
Le point d’équilibre a I'origine du portrait de phase est une étoile stable et le portrait
de phase dans le plan (w, z) est le suivant :
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(1)

wi{f)

FIGURE 1.5: Une étoile stable.

Dans le cas ou A n’est pas diagonalisable, le systeme canonique s’écrit :

Ao 1 . w=Adgw+ 2 W(l’) = (C] + tCz)e/IO’,
J = ou S
0 /10 = /1()Z Z(t) = Cze/lot.

— Si Ay > 0, alors

Iim w(t) = +c0 et lim z(f) = +oo.

400 1—+00
I'origine est dans ce cas un nceud dégénéré instable et le portrait de phase dans le
plan (w, z) est le suivant :

(1)

5

FIGURE 1.6: Un nceud dégénéré instable.

wiI)

- Si Ay <0, alors
lim w(r) =0 et lim z(z) = 0.
—+00

1—+00
I'origine est un noeud dégénéré stable et le portrait de phase dans le plan (w, z) est le
suivant :
(1)

A

FIGURE 1.7: Un nceud dégénéré stable.

wir)
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* Deux valeurs propres complexes conjuguées : 1, = @ + i
D’apres I'expression de la forme de Jordan dans le cas de valeurs propres complexes
conjuguées, le systeme canonique est :

J:[a —,8) oil {w:aw—ﬁz,

a z=pw+az.

Ce type de systeme se résout en utilisant les coordonnées polaires :

w=rcosf P =w?+7z ri = ww + 22,
_ o =
z=rsinf

tanf = £ 9:c0s29(—§w+$2).

Donc
i=ar r(t) = roe®,
, &
0=p o(r) = Bt + 6.
— 1" Cas : @ > 0 et B8 > 0, l'origine est un foyer répulsif et le portrait de phase dans le
plan (w, z) est le suivant :

()

wii)

FIGURE 1.8: Un foyer répulsif.

— 2%me Cas : @ = 0 et 8 > 0, l'origine est un centre et le portrait de phase dans le plan

E\¥

AN Z

(w, z) est le suivant :

FIGURE 1.9: Un centre.

- 3%me Cas: a < 0 et 8> 0, lorigine est un foyer attractif et le portrait de phase dans le
plan (w, z) est le suivant :
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=(1)

Wi )

FIGURE 1.10: Un foyer attractif.

1.3.2 Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

On considere la méthode la plus utilisée en pratique dans le cas des systémes non linéaires
(Voir [4]).
Soit le systeme :

x=f(x,y), (1.4)
v =g(x,y).

ol f et g deux fonctions de classe C?, définies sur R? & valeurs dans R. Soit (x*,y*) un point
d’équilibre pour ce systeme.
En faisant le développement de Taylor en deux variables pour chacune des deux fonctions
autour de (x*, y*) et on obtient :
2 #\2
F9) = FO)+ G =)+ G =)+ N T

Pfo. =YY &f
+_;T(x’))) 2! +axay

(X, y)(x = x)(y = ¥ + o(x® +y7),

g(ny) = g(x')) + o3k = x) + o (¥ = )+ (6, YY)
0x ay 0x 2!
’g . L -y) g

* ok Lk ok o 2 2
YY) 5] +axay(x,y)(x XNy =y) +o(x” +y).

On suppose que :

Alors, le développement de Taylor devient :

f of

0
flu+xv+y)=f(x"y)+ I Xy =x) + =Yy -y + R,
X ay

g<u+x,v+y):g(x-,y)+a—i(x,y><x—x>+a—§(x,y)(y—y)+7<.
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Il suffit de négliger les termes d’ordre supérieur et d’écrire :

0 0
= 0—£(X*,y*)u + 8—;C(x*,y*)v,

0 0
v=£wy%+£wyw

Ou encore sous forme matricielle :

V}_%ﬁf)%wJﬂV] (15)
v %(x*,y*) g—i(x*,y*) %
Définition 1.3.2. (La méthode de linéarisation) [[17]

Soit (x*,y*) est un point d’équilibre du systéme (1.4) et soit J.,, la matrice Jacobienne

associée a ce systeme, la linéarisation de ce systéeme en ce point d’équilibre est définie par :
T = (XY (LY
(x*,y%) 6_g(x* *) 6_g(x* *) .
ox Y ady Y
ott :J(,+ y est appelée la matrice Jacobienne calculée au point (x*,y").
Remarque 1.3.1. La linéarisation d’'un systeme nous amene a Uétude de la nature des points

d’équilibre.

1.3.3 Classification d’un point d’équilibre

La stabilité d’'un point d’équilibre (x*, y*) est classée selon les valeurs propres qui jouent un
role important dans I'analyse de la stabilité des points d’équilibre de la matrice Jacobienne
J y+, aussi bien que son déterminant et sa trace ( Voir [15] ), tel que :

det(Joeyy) = Midy et tr(Jeym) = A1 + A

Les valeurs propres de J(,-,+) sont des solutions de I'équation caractéristique :

1 -t (J(x*,y*)) A+ det (J(x*,y*)) =0,

ou:
tr + Vtr?2 — 4det tr — Vtr? — 4det
1= ) et A, = > .

la nature des points d’équilibre dépend essentiellement du signe du discriminant qui est
donné par :
A = (tr)* — 4det,

Trois cas existent :
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Cas1:A=0
On trouve 1; = A, = A, alors :

detJ(x*,y*) = /12,
II"J(X*,y*) =2A.
Donc
* Sila trace est positive c’est-a-dire A > 0, on a un nceud dégénéré instable.

* Sila trace est négative c’est-a-dire A < 0, on a un nceud dégénéré stable.

Cas2:A>0
On trouve deux valeurs propres réelles A, et A, distinctes, alors :

e SidetJ+y < 0 et A et A, sont de signe oppos€, alors le point d’équilibre est un point selle
(col).

o SidetJ, > 0ettr], ) <0 et A, sont de signe négatif, alors le point d’équilibre est un
neceud stable.

o SidetJyy > 0ettrJ,, > 0 et A, A, sont de signe positif, alors le point d’équilibre est un
nceud instable.

Cas3:A <0
On trouve deux valeurs propres complexes conjuguées

/7.1’2 =ax l,B
Donc

detJ(x*,y*) =a’ +,82 > 0,
l‘l".](x*,y*) =2a.
e SitrJ,, =0, alors le point d’équilibre est un centre.

e Si trJiy > 0 Cest-a-dire la partie réelle des valeurs propres est positive, alors le point
d’équilibre est un foyer instable.

e SitrJ,, < 0 Cest-a-dire la partie réelle des valeurs propres est négative, alors le point
d’équilibre est un foyer stable.

Classification des équilibres en fonction de la trace et du déterminant de la matrice J,

est résumée comme suit :
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FIGURE 1.11: portrait de phase du systeme (1.4).

Remarque 1.3.2. On suppose pour le systeme (1.5]) que :

detJ ey, # 0,
{ (trd e yo)* — 4detd ) > 0.
Nous concluons ce qui suit :
* SidetJ -, <0 alors le point d’équilibre est un point selle (col).
o SidetJy >0 et trJy > 0, alors le point d’équilibre est instable.

* SidetJ-y > 0 et trJy < 0, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

1.3.4 Stabilité au sens de lyapunov

Les fonctions de Lyapunov nommées d’apres le mathématicien russe Alexandre Mikhai-
lovitch Lyapunov, sont des fonctions qui peuvent étre utilisées pour prouver la stabilité glo-
bale et non seulement locale d’un point critique (ou équilibre) d’'un systeme dynamique ou
équation différentielle, on construisant les fonctions de Lyapunov avec un certain nombre de
conditions qui doivent étre réunies.

Malheureusement, il n’y a pas de facon systématique pour trouver ces fonctions.

Définition 1.3.3. [[10]

Soient D un ouvert de R? contient le point d’équilibre (x*,y*), V : D — R est une fonction

de classe C! est dite définie positive si :
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* V(x*,y)=0.
* V(x,y) > 0 pour tout (x,y) € D avec (x,y) # (x*,y").

V est dite définie négative si —V est définie positive.

Théoreme 1.3.2. (Lyapunov) [22]

Soit le systéme suivant :

{X = f(x,y), (1.6)

y = g(x,y).

Soit (x*,y*) un point d’équilibre de ce systéme et soit D un voisinage de (x*,y") inclus dans
R? et V : D — R une fonction de classe C' tel que :

. 5% ov
V(x,y) = ax + Ey

* V définie positive.

* SiV <0, VY(x,y) € D-{(x*,y)} alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.
¢ SiV <0, VY(x,y) € D—{(x*,y)} alors le point d’équilibre est stable.

* SiV>0,V(x,y) € D-{(x*,y)} alors le point d’équilibre est instable.

La théorie de Lyapunov joue un role important dans ’étude théorique de la stabilité des

systemes non linéaires.
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Notons par x(¢) la population d’une espece donnée a l'instant ¢, la loi d’évolution de cette
population peut se mettre sous la forme de I'’équation différentielle suivante :

dx . . ) )
— = naissance — déces + migration.

dt

Pour plus de détails le lecteur peut consulter [8,[9][13]18]].
2.1 Modele de dynamique d’une seule population
La forme générale de la loi de croissance de la population est la suivante :
dx
i Sx).

avec la condition initiale x(0) = xo.
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2.1.1 Modele de Malthus

En 1798, le mathématicien britannique Thomas Malthus a proposé le premier modele
de la dynamique de population, qui repose sur I'idée d’une croissance géométrique de la
population, tandis que les ressources sont illimitées. Il a supposé que dans une zone isolée
(sans migration) une population a I'instant ¢ possede une densité x(z), et que les naissances
et les déces sont proportionnels a la population a l'instant ¢.

Malthus a proposé le modele linéaire suivant :

dx

T = nx — mx. 2.1

avec la condition initiale x(0) = x,.
ol n et m sont des constantes positives représentant respectivement, les taux de natalité et
de mortalité, la solution de cette équation est :

x(1) = xpe”,

ol r = n—m : est une constante représentant le taux de croissance intrinseéque.
x(0) = xo : est 'effectif initial de la population au temps 7, = 0.

Un apercu du modele

* Points d’équilibre

Le modele admet un seul point d’équilibre x* = 0.

* Stabilité

On pose
f(x) = rx,
par dérivation on obtient
f'x)=r,
au point x*
S0 =r>0,

donc le point d’équilibre x* = 0 est un point d’équilibre instable.

Par conséquent, ce modele prévoit trois types de comportement :
— Si r > 0 la population croit exponentiellement vers une densité infinie (explosion de la
population), c’est-a-dire : x(f) — +oo.
—+o00
— Si r < 0 la population décroit exponentiellement vers une densité nulle (extinction de
la population), c’est-a-dire : x(r) — 0.

t—+00
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— Si r = 0 la population reste a une densité constante ('évolution de la population est
stationnaire pour n’importe quelle condition initiale), c’est-a-dire : x(¢) = x, V¢ > 0.

La figure suivante résume les résultats ci-dessus :

30 T T T T T T T T T

r=0
r=>0
25 r=0 H

201 -

10+ -

U 1 1 1 1 1 1 L 1 L
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 120 200

t

FIGURE 2.1: Dynamique du modele malthusien.

* Portrait de phase

Le portrait de phase du modele de Malthus est le suivant :

— Pourr>0
- . 2 -
0
— Pourr <0
——y————l}—
0

L’hypothese sur laquelle s’est basé Malthus dans son modele proposé (rien ne limite la
croissance) peut étre valable pendant une courte période, mais elle est irréaliste a long terme,
car le milieu ne peut pas supporter un nombre d’individus supérieur a un certain seuil, afin

d’éviter ce probléme et le remédier, Verhulst propose son modele :

2.1.2 Modele de Verhulst

En 1838, le mathématicien belge Pierre-Francois Verhulst a proposé un nouveau modele
s'inspirant du modéle de Malthus et qui prend en compte les ressources du milieu qui étant
limitées, ou le taux de croissance de la population dépendait de la densité et d’'une capacité
limite, représentent un frein a la croissance de la population, puisque nous savons de facon
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réaliste que les individus ne peuvent pas se propager indéfiniment dans un espace défini, ce

qui peut se traduire par une baisse de la natalité

n(x) = a — Bx, (2.2)
et une augmentation de la mortalité

m(x) =y + ox, (2.3)

ou a, 3,y et § sont des constantes positives.
En remplacant (2.2)) et (2.3) dans (2.1I)), on aboutit a 'équation différentielle suivante :

dx ( X
— =rx 1——). (2.4)
dt k

avec r = @ —y > 0 c’est a dire que a > vy, est une constante représentant le taux de croissance
intrinseéque de la population.

k= 2’% : représente la capacité limite du milieu.

Par la méthode de séparation des variables pour '’équation (2.4)) on obtient :

rt

rke

k+ xo(e" = 1) @)

x(t) =

Un apercu du modele

On pose
F(x) = rx(l - %)

* Points d’équilibre

Donc on a deux points d’équilibre :
xi=0 et x5=k

 Stabilité
Par dérivation, on trouve :

£ = r(l _ 2—;)
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au point x; on obtient

J&x) = f(0)

r>0,

donc le point x| = 0 est un point instable.
Au point x; on obtient :

f(x) = fk)
=-r<0,

donc le point x; = k est un point stable.

Ce modele prévoit les comportements suivants :
— Si xo < k : La population croit et s’approche asymptotiquement de k quand t — +co.

. ko . . 9s . . _k . . el
— Si xp = 5 il existe alors un point d’inflexion au point x = 5 ce qui signifie que quand

la population est égale a la moitié de sa capacité limite que sa croissance est le plus forte.

— Si xyp > k, la population décroit et elle s’approche asymptotiquement de k quand

t — 400,
— Si xo = k la population reste constante pour tout ¢ > 0.

La figure suivante résume les résultats ci-dessus :

fx)

A

\ 4
~

0 k/2 k

FIGURE 2.2: Représentation graphique du modele logistique.
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x(t)y 4 .

(8] 10 20 30 10 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.3: Représentation de 'approche asymptotique de la population vers le coefficient
k=5.

* Portrait de phase

Le portrait de phase du modele de Verhulst est le suivant :

—t———————
0 k

2.2 Modele avec deux populations

2.2.1 Modele de Lotka-Volterra

Le modele que nous étudions a été proposé par Volterra (et indépendamment par Lotka)
en 1926 dans un ouvrage intitulé " Théorie mathématique de la lutte pour la vie ", qui est
probablement le premier traité d’écologie mathématique.

Juste apres la premiere guerre mondiale (période durant laquelle la péche avait été net-
tement réduite) ils ont remarqué que le nombre de sardines avait diminué, tandis que le
nombre de requins avait augmenté.

IIs ont proposé indépendamment et a peu pres simultanément le premier modele mathéma-
tique pour tenter de décrire I'interaction entre une population de proies et une population
de prédateurs.

Représentation du modele proie-prédateur

Ce modele a été largement étudié car il est d’'une part relativement simple et d’autre part
il est considéré comme la base des systémes d’interaction proie-prédateur.
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Le systeme de Lotka-Volterra est donné par :

{ X = x(ry — apy), (2.6)

y = y(=r; + az x).

ol : ry,ap, r; et ay; sont des constantes strictement positives.

On note :

x : Peffectif de la population de proie et y celui de la population de prédateur.

r1 : le taux de croissance de la proie en I'absence du prédateur.

ap, : le taux de prédation du prédateur sur la proie.

ay; : le taux de croissance du prédateur du fait de sa prédation (ou le taux de conversion a la
biomasse prédateur).

r, : le taux de mortalité (ou déces) du prédateur en I'absence de proie.

Interprétation globale [13]

Les hypotheses du modele sont les suivantes :

— La proie en 'absence de prédation grandit de maniere Malthusienne, c’est le terme rx.

— Leffet de prédation consiste a réduire le taux de croissance de la proie par habitant
selon un terme proportionnel a la population de proies et de prédateurs, c’est le terme
—apXy.

— En l'absence de proie pour assurer la subsistance, le taux de mortalité des prédateurs
entraine une décroissance exponentielle, c’est le terme —r,y.

— La contribution de la proie au taux de croissance des prédateurs est le terme a,,xy, est
proportionnelle a la proie disponible et a la taille de la population de prédateurs.

— Les termes xy peuvent étre considérés comme représentant la conversion de I'énergie

d’une source a une autre.

Points d’équilibre

On note
fx,y) = x(r1 — any),
g(x,y) = y(=ry + az x).

Soit
feyy=0 ] x(r—any) =0,
g(x’ y) =0 y(—rz + azlx) =0.
Donc on a deux points d’équilibre le premier point trivial (0,0) et le deuxiéme point

non-trivial (x*,y*) = (r—z, r—‘) :

azy " ap
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Etude de la stabilité des points d’équilibre

Stabilité locale des points d’équilibre

Maintenant on va étudier la stabilité locale des points d’équilibre par la méthode de la
matrice Jacobienne qui est basée sur la linéarisation du systeme (2.6).
Soit la matrice Jacobienne associée a ce systéme est :

_ |1 —any —apx
J(x,y) - .
ay —ry+dayx

— Le premier point d’équilibre (0, 0) :
La matrice Jacobienne au point (0, 0) est donnée par :

r 0
Joo) = [01 J (2.7)

La matrice (2.7)) étant diagonale, on a deux valeurs propres :

/11:I”]>0 et /12:—7'2<O.

Alors, puisque ces deux valeurs propres sont de signe opposé cela implique que le point
(0,0) est un point selle.

— Le deuxieme point d’équilibre (’—2, ’—') :

az)” apz

La matrice Jacobienne au point (a% a%) est donnée par :

0 i &)
Jir n\ = , 2.8
(2.) [ ) (28)

a1 ’ayy r 0
La trace et le déterminant de la matrice (2.8)) :

az|’ap

det](;z ;1) =rir; >0,

trd; ., ,\=0.
(&25)
Donc on prévoit un centre pour le systeme linéarisé, mais on peut rien dire pour le
systéme non linéaire, la linéarisation ne nous permet pas de conclure.

Pour cela nous calculons I'intégrale premiere :

x _ x(ry — azy)
y  y(=r+aynx)

par séparation des variables, on trouve :
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(=r + azlx)dx _ (r — 012)’)d
X y

b

Par intégration, on obtient :
-nInx+a1x—rIny+apy=c= H(x,y) =c,

H(x,y) est une intégrale premiere si

OH(x(1), y(1)) _

0.
ot

Ona:

OH(x(1),y(1)) _ OHOx _O0H dy
ot C Ox At Oy ot

_rz —1”1
= (7 + azl)(i”lx —apxy) + 7 +an | (r2y + a xy)

= —rry + napy t+ax)rix — aapXy + rirp — ridx X — rapy + apd Xy
= (),

Donc H(x(1), y(t)) est bien une intégrale premiere

0H 0H
VH(x(1),y(1)) = (— —)

dx’ Oy
SRES A
=\— tax, — +an|,
X y
Au point (x*,y*)on a :

VH(X',y") =vH(2,i)
az ap

- -
= t+ay, ——— tan
r2/as) ri/ai
= (=az + az,—ap +a)
=(0,0),

Soit le développement de Taylor suivant :
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(x —x)? 0*H

H(x,y) =H(X",y)+(x - X)—(x y)+ - y)—(x D TR

— ("))

G-yPPH ., | N
+E S (@) + (= X0 )

H * * * *
(X, ¥7) 4+ o(x", y%),
xdy

Calculons les dérivés second

62H
(x y)=— >0,
62H
(x y) = 7 > 0, (2.9)
O’H
0 (x y) =

Donc le développement de Taylor devient :

(x - X)2<92 OH v+ - y)232H
2! 2!

H(x,y) = H(x",y") + -5 (7 0).

Puisque
H(x,y)— H(x",y") > 0. (2.10)

Alors la fonction H admet un minimum au point (a% a%) il en résulte que les trajectoires
sont fermées autour des points d’équilibre et le centre est conservé.

* Stabilité globale

Maintenant on va étudier la stabilité globale du point d’équilibre (a% a%), ceci est fait
en utilisant le théoréme de Lyapunov
les valeurs propres de la matrice (2.8)) :

a’et(]— /11) =0= /1172 = +i\rn.

On a deux valeurs propres imaginaires pures et le principe de linéarisation ne s’applique
pas, pour cela on pose la fonction suivante :

V(x,y) = H(x,y) - H@—lﬂ
az dpz
est une fonction de Lyaponov, H est I'intégrale premiere du systeme (2.6)).
Vérifions si V est définie positive :
ona V( ) 0 et V > 0 d’apres (2.10), pour tout (x,y) € D avec (x,y) # (021 , alz)
Ona:

o

azl’” ax
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_ az’ apn X + ay’ E
0x ay

oy - H (G )] | AlHen - HE )|

OH(x,y) . O0H(x,y)
= X+ y
0x ady

=0,

Ce qui implique que V(x,y) =0

D’apres le théoreme de Lyapunov|1.3.2|on conclut que I'équilibre (a% ) est stable.

"
a2

45
prois
4l predateurs [
351 \ \ .
3+ i
o
R=
= 25 -
o
(=1
o
2 i
15 %
W/ '

0_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FIGURE 2.4: La dynamique du systeme proie-prédateur de Lotka-Volterra.

* Portrait de phase

— Isocline verticale : (x =0 et y#0)

xX=0=>x=0 vV y:i.
apn

— Isocline horizontale: (y=0 et x#0)
rn

y=0=y=0 VvV x=—.
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251

prédateur(y)

. . . . . . .
05 1 15 2 25 3 35 4 45
prois(x)

FIGURE 2.5: Portrait de phase du systéeme proie-prédateur de Lotka-Volterra dont la courbe
entoure le point d’équilibre non trivial.

2.3 Equation différentielle impulsive

Les équations différentielles impulsives apparaissent comme une description naturelle de
nombreux phénomenes d’évolution dans le monde réel.
la dynamique de nombreux processus en évolution est sujette a un brusque changement
comme : chocs, récoltes, catastrophes naturelles.
Souvent ces perturbations a court terme sont traitées comme ayant agi instantanément, ou
sous la forme " d’impulsion "(Pour plus de détails le lecteur peut consulter [3} 16, 21}, 23]).

Nous considérons les équations différentielles ordinaires impulsives du premier ordre :
y(t) = ft,y(t)) t#t telJ, avecJ = [ty,top+T], T >0,

et une valeur initiale

y(to) = Yo,
ol : f: R, xR" — R" est une fonction donnée soumise a une équation aux différences qui
représentent la condition impulsive I, € C(R",R"), tel que :

Ay(t) = I(t,y(1)) t =1,

Ay(t) = y(t;) = y(t) k=1,...,n,
Y& =limy(r) et y(f) = limy(),
l‘—)tk t—)tk

avec
h=0<tH<h<..<K.



2.3 Equation différentielle impulsive 27

Définition 2.3.1. [3]

Soit le probléme impulsif du premier ordre suivant :

Y@ = ft, 1), teJ =J\{t,h,...},
y(t;) = y(l‘];) + L), k=1,...,n, (2.11D)
y(t) =yo0, Yo €R.

ol: f:R, xR"— R" et I, : R" — R" pour tout k = 1,2,...n.
Tel que f, I, sont des fonctions données.

Définition 2.3.2. [21]

Soit Q un ouvert de R", D = R, x Q, une fonction réelle y(t) est appelée une solution du

probleme (2.11)) sur J si :
i) (t,y(t)) e Dpourte J = [ty to+ T]
ii) y(7) est continument différentiable et satisfait y'(t) = f(t, y(t)) sur J.

iii) y(t7) = y(t;) + L(y(t) pour t € [ty, 1o + T] avec y(t;) = y(t).

Lemme 2.3.1. [3]
Une fonction y est une solution du probléme (2.11]) si et seulement si :

20 =30+ [ s+ Y ko).

Io<ty<t
pourte€ J.

Preuve. En effet, supposons que y est une solution de (2.11]).
Soit Jo = [to, 1] = [0, 111, Jy =]ti, 2], . . . Tk =1te, tisn ).
Pourt €[0,t] on aura :

Y@ = f(5,y(1) :Ly’(S)ds=fof(S,y(S))ds

— () = yo + fo F(s,y(s))ds,

donc

y(t) = yo + f f(s,y(s)ds pour te[0,t]. (2.12)
0
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Pour t €]t;, 1] on aura :
Y@ = ft,y@®) = f Y (s)ds = f S(s,y(s))ds
— 3031 = [ S5
D’aprés (2.11), ona :
Y& = y(#) = L(1)),
donc
0 =56+ 10) + [ . 3(o)ds.
et puisque y(t;) = y(t]) et si on la remplace dans (2.12) on trouve :
y(f) =yo + f J(s,y(s))ds.
0
Donc
y@) =yo+ f fGs,y(s)ds + ,(y(11)) + f (s, y(s))ds
0 13
=yo+11(y(t1))+ff(S,y(S))ds,
0
Alors
y0 =30+ h0@)+ [ fs.x(6Nds pour 1€l (2.13)
0

Pour t €]t,, 3] on aura :

VO = fl D) — f ¥ (s)ds = f Fls,y(s)ds

() = (1)) = f Fls, ()ds,

D’apres (2.11), ona :
() = y(85) = L((1)),
donc

Y1) = y(1y) + L(y(t2)) + f f(s, y(s))ds,

et puisque y(t;) = y(t;) et si on la remplace dans (2.13) on trouve :
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3(12) = yo + L) + fo £(5,y(5))ds.

Donc
() =yo+11(y(t1))+fo f(S,y(S))dS+12(y(tz_))+ff(S,y(S))dS
= 3o+ LO(0) + L) + f F(s.y(8))ds
0
2 t
=Y+ Z Li(y(t) + fo (s, y(s))ds,
k=1
Dol

2 t
YO = Yo+ ) R(p(n) + f fls,)(s)ds  pour 1 €ln, 13]. (2.14)
k=1 0

Pour t €]t3,1,] on aura :

y' (@) = ft,y(0) =fy'(8)ds=ff(s,y(S))dS

() = (1) = f Fls, (),

D’apres (2.11), ona :
¥(53) = ¥(53) = L((53)),

Alors

Y = ¥(5) + L) + f Fls,¥())ds,

et puisque y(t3) = y(t;) et si on la remplace dans (2.14) on trouve :

2 "
y(#3) = yo + Z L(y()) + j(: F(s,y(s))ds.
=1

Donc



2.3 Equation différentielle impulsive 30

2 13 t
20 =30+ YO0+ [ s + R + [ fs s
k=1 3
2 t
=30+ Y R0 + o) + [ fs s
k=1
3 1
SEED W OIS
k=1
D’otl
3 t
90 =30+ Y 500 + [ fsyds pour et (2.15)
k=1

Jusqu’a t €]t;, t;11], on aura :

YO = y0+ Y RO() + fo F(s.y()ds.
k=1

Donc on peut généraliser la solution par :

YO = Yo+ > L) + f f(s,y(s))ds  pour tout 1€ J.
k=1 0

|
Exemple 2.3.1. Soit le systéme suivant :
k=142, 12k k=12,
Ax=-1, =¥ (2.16)

x(0) =0.

Par intégration sur Uintervalle [0, f{], on aura

dx ! !
— =1+ :fdx(s):f1+x2(s)ds

"odx(s) (T
:’fo 1+x2<s>‘fods’

arctg(x(t)) = t,

ce qui implique que

Dot

x(t) = tg(1).
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Donc la solution est :

x(t) = tg(t) pour tout t € [O, g] . (2.17)
Par intégration sur Uintervalle ]j{ g], on aura

dx tdx(s) !
=1+ — = | 4
a ::J;1+x%ﬂ ‘ﬁ >
i T
arctg(x(t)) — arctg (x(—)) =t- T

x(t)—x(%r) = tg(t— ;—T)

Ce qui donne

Alors, on trouve :
D’apres (2.16) on a :

Dot

x(1) =x(7;—_)— 1 +tg(t— g),

De plus x(%) = (%) et puisque tg (%) = 1, alors si on les remplace dans (2.17)) on aura :

ﬂﬂ=1—1+g0—g)

g 1 p :I > 2 ° ¢

Par intégration sur Uintervalle ]g %’], on aura
dx d !
f _dx(s) f ds.
dt 1 + x2(s) :
1g(x(1)) t i (- =
arc X — arc X|— =1I— =
8 8 3 ok

x(t)—x(%r) = tg(t— g)

d’ou

en suite

d’apres (2.16) on a :
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alors B
T T
1) = — -1+t (t - —).
x(t) x( > ) +1g >
De plus x(%) = x(%), alors si on la remplace dans (2.18)) on aura :
T T T T
x(r) = lg(z - Z)_ 1 +lg(t— 5) = x(¢) = tg(t— 5).
Donc la solution est : ;
x(t) =tg (t - 7—2r) pour tout t € ]Z —ﬂ} ) (2.19)

2" 4

Par intégration sur Uintervalle ]%Tﬂ n], on aura
dx " dx(s !
—:1+x2:f —():fds,
dt w1+ x%(s) a

arctg(x(t)) — arctg (x (3:771)) =t-

3r 3n
X(f)—X(Z):tg(t—Z).

37r+)_ (37T_)_1

() o)
3~ 3n
X(t):X(T)—l‘th(t—Z).

De plus x(%_) = x(%”), alors si on la remplace dans (2.19) on aura :

ce qui implique que
1

alors

D’apres (2.16) on a :

d’ou

4 2 4

x(t):tg(3_ﬂ_7_r)_1+tg(t—¥)=x(t):tg(t_3£ )

Donc la solution est :
3 3
x(t)=1tg|t- T pour tout t € Z’ﬂ .

Donc on peut généraliser la solution par :

kr (k+ Dr
4° 4

km
x(1) = tg(t - Z) pourte ]

etk=1,2,...
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Nous avons vu dans le chapitre 2 une présentation du modele proie-prédateur ainsi qu'une
analyse compléte de la stabilité des points d’équilibre.

Dans ce chapitre, on étudie un modele qui prend en compte la présence d’'une récolte
constante de la proie en des instants fixes.

On considere le modele proie-prédateur du systeme autonome de Lotka-Volterra suivant :

X =x(r —anx—any),

(3.1)
Y =y(=r + a1 x — axny).

ol tous les parametres sont positifs.

L’interaction des écosystémesE] est toujours influencée par les activités humaines, qui
apportent des changements au comportement dynamique des populations.
Par conséquent, la question qui se pose est : quel est le comportement dynamique de la
population représentée par le systeme (3.1)), lorsque la proie est capturée ou stockée par un
taux constant ?

1. Un écosystéme est un ensemble formé par une communauté d’étres vivants en interrelation avec son
environnement.
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Nous allons nous concentrer sur le systéme proie-prédateur (3.1) avec récolte constante

est donné par le systéme des équations différentielles impulsives suivant :

X =x(r —anx—apny)
t # nt,
Y =y(=r + a1 x — axy)

Ax = —h, t=nrt.

(3.2)

ol : x(r) désigne I'effectif de la population de proie et y(¢) celui de la population de prédateur

au temps t, respectivement les parametres (r;(i = 1,2), a;;(i, j = 1,2))

T représente la période de la récolte impulsive, et 4 représente la quantité récoltée des proies

au temps t = nr.
avec

Ax(nt) = x(nt*) — x(n7),

et

x(nt™) = hlir51+ x(nt + h).

Interprétation du modéle
Le systeme (3.1)) est équivalent au systéme suivant :
r

X = i’lX(l - %) —apxy avec K=--

aj’

Y = y(=r; + a x — axny).

\

ou :
x : Teffectif de la population de proie.

y : Teffectif de la population de prédateur.

rix (1 - %) : la population de proie suit une loi logistique.

r1 : le taux de croissance de la proie en 'absence du prédateur.

K : la capacité limite du milieu pour la population de proie.

appxy : interaction entre les deux populations proie et prédateur.
ap, : le taux de conversion de la biomasse de la proie a prédateur .

r, : le taux de mortalité (ou déces) du prédateur en I'absence de proie.

axyy : interaction entre les prédateurs.

a» : le taux de conversion de la biomasse du prédateur a un autre prédateur .

a1 xy : interaction entre les deux populations proie et prédateur.
ay; : le taux de conversion de la biomasse du prédateur a la proie .

3.1 Etude qualitative du systéme

* Points d’équilibre

Pour déterminer les points d’équilibre du systeme (3.1)), on considére le systéme :

(3.3)

(3.4)
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x(ry —anx —apy) =0,
Y(=ry + azx — axny) = 0.

ce qui donne :

x=0 V r—apx—apy=0,

y:O Vv —I”2+6121)C—6122y:0.

et on obtient :

— _ n-—anx
x=0 Vv y="05
rtany

y=0 v x==5
Donc ce systeme possede quatre points équilibre (0, 0) et (a% 0), (0, ;—2’22) qui est réfusé et

raiptaxnri riazi—ainr
ajjan+azan’ anaxn+aan

le point (x*,y*) = ( ) avec la condition

r r;
riaz > aprn & — > —.
aj as)

* Etude de la stabilité des points d’équilibre

Maintenant on va étudier la stabilité locale des points d’équilibre par la méthode de la
matrice Jacobienne qui est basée sur la linéarisation du systeme (3.1)).

La matrice Jacobienne associée a ce systeme est donnée par :
Joo = [”1 = 2ayx — any —apx J
(xy) = :
ay =1y + ayx — 2any

— Le premier point d’équilibre (0,0) : ( trivial ).

J _ I 0
0,00 — 0 —r) >

La matrice étant diagonale, on a deux valeurs propres :
/11:r1>0 et /12:—1”2<0.

Alors, puisque ces deux valeurs propres sont de signe opposé, cela implique que le point
(0,0) est un point selle.
— Le deuxieme point d’équilibre (a% O) :

_p  —fen
Ji = ar
e D
(#-0) 0 —ry+%n

ar

On a deux valeurs propres :

ar

Ai=-r<0 et AH=-n+ .
ar
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Si—r,+ ";#" >0 L > 2 = 1 <0etd, >0 donc le point d’équilibre (a’—I'IO) est un

ai azy

point selle.
Si—-n+2l <0 L <2 =2 <0etd <0donc le point d’équilibre (i,O) est un
a ar

ary azy

nceud stable.

_ LS : ’ 4 13 kR — _F2a12+anri raz —apry .
Le troisieme point d’équilibre (x*, y*) (dnamamlz, al.a22+a21a12)
7 [ = 2anx" —any —apx’
(X*’y*) - % k * ’
axy —ry + ay X’ = 2ayy

(x*,y*) réalise le systéme suivant :
ry—anx’ —apy =0,
-1 + a21x* - agzy* =0.

La matrice Jacobienne au point (x*, y*) devient :

—ap x* —apx*
J(x*,m:( B . ] (3.5)

% *
ay —any

La trace et le déterminant de la matrice (3.5)) sont données par :

{ trdieyy = —(anx" +any’) <0,

dEl‘J(x*,y*) = all)C*azzy* + a12X*a21y* > 0.

Donc le pOiI‘lt d’équilibre (x*,y%) = ( rpappt+anry  _rid)—anr ) est un pOiI‘lt stable.

ajjaptazan’ anaptaan

3.2 Systéme proie-prédateur avec une récolte impulsive

Premierement, nous considérons le systéme dune espéce avec une récolte impulsive

suivant :

X =x(ry —anx) t+nrt,

(3.6)
Ax = —h t=nt.

Lemme 3.2.1. [11]
. r =1 __ px
Sth< gt Vo = h*, alors
1. Le systéme a deux solutions positives t-périodiques x;(t)(i = 1,2)

i X;-k erl (t—nT)

X (1) = pour te€ (nt,(n+ 1)7],

r = anX; +apxient=o

et

X = (rl - hall) + \/(rl - ha“)z - 4r1ha“/(erl7' — 1)
=

b

2(111

X5 = (ri — hay) — (i — ha\)? — 4rihay /(€7 — 1)
2 - .

26111
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2. Si la condition initiale x(0) = xy € {xo | xo > x3}, alors
x(t) — xi(t) quand t — oo.
Si la condition initiale x(0) = xo € {xo | 0 < x < x5}, alors il existe Ny € N tel que :
x(Noth) = x(No1) — h < 0.

3. x: <xi() < xi+h(i=1,2)pourt e (0,+0c0).

( )

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :

B _ary + x(B— aar)
x (r—anx) x(ry —apx)

Par conséquent :

ar; =1 a = ri
= a
B—aa =0 B= T
ce qui implique que :
1 1/ N an/n

x(ry — a1 x) X (r—apx)

Par suite, on intégre et on obtient :

t 1 t !
ﬂdx(s)+ a“—/rldx(s): f ds,

nt X(S) nr (rl - allx(s)) T

donc

L <), - = [In(ry = anx(sHT,, = 1 - nr,
r r

ce qui implique

x(t) I (r1 — anx(1))

— — t—
x(nt*) (r1 — ap x(ntt)) rit = na),
Apreés un calcule simple, on obtient :
x(1) (r1 —ayx(nt™)) _ =)

2

(r1 — anx(t)) x(nt*)

et donc on trouve
rie" = x(nt™)

) 3.
ry + ap(ent"0 — Dx(ntt) 37

x(t) =

D’apres (3.3)) on obtient :

—h + x(nt) = x(nt").
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On note x,, = x(nt), x,,1 = x((n+ DtH et x(n+ 1)) = x((n+ 1)7) —h
d’oul
rie’'’x,
+ D) = ,
o+ Do r+an (et — x,
et
rie'’x,
+ 1 + =X, = - h, 3-8
K T =y = (3.8)
Soit x,.1 = x, = x, alors on trouve :
rtT
x= ne X “h=f(), (3.9)

r1+ap(en™—1)x
Cherchons les solution de (3.9) :

rie"x

x= —h = G&+h)(r+a;(e" —Dx)=re"x

r+ap(en” —1)x

h}"l

- a11x2 - (I’l - 6111]’1)X+ m =

Calculons le discriminant :

hl"]
A = (r; —aph)? - 4a;, ———.
(r —anh) aipl e —1)

Si A > 0 alors il existe deux racines positives données par :

k

—(anh —r) £ \J(r) — hay)? — 4rihay /(e — 1)

2T 2a;,
donc
£ = (ri — hayy) £ \/(h — hap)? —4rha;, /(ent = 1)
v 2ay '
Pour A > 0ona (ay h—r)* > 4a“L donc on a

@1

(rf + a%lh2 =2riaph) (e = 1) > 4ay 1 hry,

ce qui donne
1@ = 1) +aj, P (" = 1) = 2ria; (e = 1) > 4ay hry,

ce qui implique
Rai,(e"" = 1) = 2hria; (e + 1) + ri(e"" = 1) > 0.

Calculons le discriminant :

0
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A =4riaj (€' + 1) — 4aj,ri(e"" - 1)
= 4ria, ("™ + 1) = ("7~ 1)?]
=driaf [T+ 1+ = D"+ 1= e+ )]
= 4riaj; [(2¢"")(2)]
= 4r2a? 4e"™ > 0,

Alors il existe deux racines :

T 2.2
2ria; (e + 1) + ,/4r1a114e’17

2ak (enT—1)

h1,2

_ 2rian (e + 1) = 2ra;2 Ve''r
- 2a3,(en — 1)

riai [(e”’ + 1) +2 \/6’7]

afl(e’” -1

(@) 2T

T oay (en*—1)

o (Verx1y
Can (Ve + (Ve — 1)’

alors :
b= rr Ve +1
! an’ Vet — 1
et
L _n NI
? an’ Vet + 1
Par hypothése :
_n N1
a’ Ve + 1

Dans ce cas en peut noter A = h* — h, d’ou1 U'équation (3.9) posséde :
- Sih < h* = A > 0 = il existe deux solutions positives xj et x.

- Sih>h" = A <0 = il n’existe pas de solutions réelles.

Il —ha11
2a11 °

— Sih=h"= A =0 = il existe deux solutions égales x;, =
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2. Si h < h*, nous considérons la fonction :

rie""’x

ry +ap(en” —1)x

h.

f(x) =

Onax>0etx— f(x)=(x—x})(x—x5), donc :
Si
x> f(x) = x—f(x)>0

= (x—x)(x—x5) >0,

Donc 0 < x < xj et x > xj.
Si
x< f(x) = x—-f(x)<0

= (x—x)(x—x5) <0,

Alors x5 < x < x].
Donc
1¢" Cas :

Si la condition initiale xy € {xy | x] > xo > x;} alors :
X = f(xo) >xp et x; <xj.

Nous avons

Xop<Xx<x<---<x; et limx,=A.

n—oo

puisque A est une racine de Uéquation (3.8)) et A = xj, alors :

. * *
lim x, = x] pour xy> x,.

n—oo

par conse'quent, nous avons
x(t) — x](t) quand t — oo pour xj € {xg | xo > X3}.

2™ cas :

Si la condition initiale x, satisfait 0 < x, < x5, nous avons
<X < Xp < Xo < X5

c’est-a-dire que la suite {x,} est décroissante monotone, mais n’est pas minorée.
Si elle est minorée

lim x, = A < x5.

n—oo
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avec, A est une racine de Uéquation (3.9), mais il n’y a pas d’autre racine réelle pour (3.9)
sauf x;(i = 1,2).
Cette contradiction indique que {x,} n’est pas minorée, cela montre qu’il existe Ny € N tel
que x(Not™) < 0.

3. Ona

r )C;-k erl (t—nT1)

x; (1) =

our te€(nr,(n+ 1)7],
r—anx; +apx;ent p

par dérivation, on trouve :

2 *\ ,r(t—nt
rix:(ry —apnx;)e" )

()@ =

our te(nr,(n+ 1)r],
(ry — anx; +ay x;ent=no)? P . 7]
donc x(t) est croissante monotone pour t € (nt, (n + 1)7] si x} < a%(i =1,2),
ce qui montre que

xi(nt) < X1 (1) < X ((n+ D7),

Alors

x; < x;(t) <xi +hpourte(nt,(n+ 1)r],neN.

Lemme 3.2.2. [11]

Si h > h* alors il existe Ny € N tel que :

x(N\ ) = x(N;7) = h < 0.

En effet, si h > h* U'équation (3.9) n‘admet pas de solution réelle, alors il n’existe pas de point
d’équilibre pour (3.8), similaire a la preuve (2) du lemme pour xo < xj .

Les lemmes ci-dessus montrent que :
h = h* est le niveau critique de la récolte pour le systeme (3.6).
Si h > h*, on obtient 'extinction de la population car il y a un effort assez grand dans la
récolte.
Si h < h*, le comportement asymptotique dépend de la condition initiale (ou bien état initial)
de la population. Donc si le niveau initial de la population est assez grand, alors le systeme
garde sa stabilité, par contre si le niveau initial de la population est tres petit, alors on
obtient I'extinction de la population.

Soit R =] — oo, +oo[, R, = [0, +oo[.
Soit V : R, x R? — R, V appartient a la classe Vj si et seulement si :
1. V est continue sur (nt, (n + 1)7] x R? et pour tout X = (x,y) € R?,

lim V(@Y =V, X) < .
(t,Y)—(ntt,X) ( ) ( )
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2. V est localement lipchizienne par rapport a X.

Lemme 3.2.3. [11]
On suppose que V € V, et

D*V(t,X) < g(t, V(t, X)), t # nr,
(t, X) < g(t, V(1, X)) (3.10)
V(nt, X(nt*)) < ¢,(V(nt, X(n1))).
ou : .
D'V, X) = hlirg[)l+ sup E(V(t +h, X+ hf(t, X)) - V(t, X)),
et
f(&,X) = (x(r1 — anx — any), y(—r2 + az x — any)).
g Ry xR, — R est continu sur (nt,(n+ 1)t] xR, pouru e R, ona:
lim g(t,y) = g(nt*,u) < 0.

(t.y)=(nt* 1)
et Y, : R, — R, nest pas décroissante.
soit r(t) la solution maximale de Uéquation différentielle impulsive suivante :

u(r) = g(t, u(?)), 1 # n,

u(nt®) = Y, (u(nt)), (3.11)

u(0%) = uy.

existe sur [0, +o0). V(0*, Xo) < uy implique que
V(t,X(1)) < r(t) pour t > 0.

ot X(¢) est la solution de (3.2)) avec la condition X(0) = X.

3.3 Comportement asymptotique des solutions

Dans cette section, on parlera des solutions qui tendent vers zéro et des zones d’extinc-
tion, en suite, on s’'intéresse par I'étude des régions ol on n’a pas d’extinction et leurs limites
positives (supérieurs et inférieurs).

. ., . . ., . 2
On note par (x(7), y(7)) la solution de (3.2 avec la condition initiale (xo, yo) € R3.
Théoreme 3.3.1. [11]]

Si h > h* et la condition initiale (xo,y,) € R? , ou h < h* et la condition initiale

(x0,¥0) € Dy = {(x0,¥0) | 0 < xp < x3,¥0 > O}.
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Alors nous avons

lim y(r) = 0.
>0
Preuve. Si h > h* et la condition initiale (x,,yo) € R2, alors d’aprés le lemme ona:
x(t) < 0 pour t assez grand.
ce qui conduit a
y<-—ny car y=y(-r;+a)x—any),
et puisque les constantes sont positives alors

Q < —-ny,

dt

en intégrant cette équation, on trouve :
In|y(@) |< —-nt+c,

enfin on obtient
(1) < ke™™,

d’ou

lim y(¢) = 0.
t—00

De la méme maniére, si h < h* et 0 < xy < x; par le lemme ona:
x(t) < 0 pour t assez grand.

Donc on conclut que R? c’est une région d’extinction des prédateurs si & > h* et D; une
région d’extinction des prédateurs si & < h*.

Maintenant, nous sommes en mesure d’étudier le comportement asymptotique de la solu-

tion avec la condition initiale :
(x0,¥0) € Dy = {(x0,¥0) | X0 > x5,y0 > 0} pour h < h*.

Théoreme 3.3.2. [11]

Sih<het %r27'> In

ri—ap xj+ap xje’’

, alors :
lim y(¢) = 0.
—o0

ot (x(2),y(t)) est la solution avec la valeur initiale (xo,yo) € D, et x| est définie dans le

lemme 3.2.1]
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Preuve. Supposons que (x(1), y(t)) est la solution avec la condition initiale (xy, yy) € D, puis

x(t) < x(ry —aynx), t+nr,
Ax = —h, t = nr, (3.12)
x(0%) = x.

D’apreés le lemme nous avons
x(t) < x,(¢) pour tout t > 0.

oll x1(t) est une solution avec la condition initiale x;(0") = x(0*) = xy du systéme suivant :

xX1(1) = x1(ry —anxy), t#nr, (3.13)
Ax; = —h, t=nrt.

A partir du lemme nous avons
x1(t) — xj(t) quand t — oo.

ou x;(t) est une solution positive stable périodique de (3.13)) et x;(t) et x| sont données dans le
lemme

par conséquent, pour tout & > 0 il existe N, > 0 tel que x,(¢) < x{(t) + & si t > N,7 ce qui donne

Y(@) < y(=r2 + axn(xj (1) + &),
Par intégration on trouve :
3

[ < [ cnraniorends = ol < [ Cnantio e

Not }’(S) B Not Not

ce qui implique que
(1) < Y(Nyt)e Sy Crotan G (0 +ends

Alors sit € (nt,(n+ 1)7] et n > N, et d’aprés la propriété 3 du lemme nous avons :

Y1) < YNy et ron o o i

< y( N2T+) el (x+h+e)lt ,(n=No)tl(=r2+az e)+az x} (1]

(n—N2)
< Me

(~ra+az )T+ ayyrr 107 ]
—Nt+a)nE)T+—————

rq (t—nt)

rlfallxﬁ{+a11.\'ﬁfe

(n—N3)
< Me

* % FT
ry—ap Xy +ap xie’lt g
(=ry+az1&)t+In 71” ] —aﬂ
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par Uhypothése, nous pouvons choisir & > 0 suffisamment petit pour que :

* N T

K
ag 1 ry—apnx, +apxe
—(r,T —aye7) > 1n ,
(253 r

ce qui conduit lim y() = 0,
—o0
ol
M — y(N2T+)€[a21(xT+h+€)]T.

Par les deux théorémes on a :

ap

. _an rT_,ay 27 \ ;. . .
Sih<h eh> 2 (1 —e @ m) e e = h¢, dou R? est une région d’extinction pour le

ar -1

prédateur.

Lemme 3.3.1. [11]

Sih < h* et ax (x; + h) > ry, alors x(t) < x] +h+ ¢ et

-1 + Clz]()C’iF + h)

() < + &, pour t assez grand ,

an
Avec g; > 0 (i = 1,2) assez petits et (x(0), y(0)) = (xo,yo) € D>.

Preuve. Pour &, > 0 il existe N5 > 0 tel que :
x(t) < x(t) + & pour t > NsT,

Par le lemme ona:

x(t) < x{+h+¢& = M, pour t > Nst.

Ona

(1) = y(=r2 + aznx — any),

donc

V() < y(=ry + ax(x] + h + &) — any),

ce qui donne

d 3
d—); < y(—r + Clzl(xi +h+¢g) - any),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :
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B _ Tha+t aay (x] +h + g)) — aaxny + By

y —n+an(xi+h+e)—any  y(—r+anx +h+e) - any)

—ra + aay (x] + h + &) + y(B — aay)

Y(=r2 + ax(x] + h + &) — any)

Par conséquent :

— az
B - aazf =0 ; B= azl(xﬁhl*'(‘?l)—rz
alay(x] +h+e)—r)=1 @ = e

ce qui implique :

1 - 1/(an(x] + h+ &) —r) N an/(ay (x| + h+ &) —r)

(=12 + an (X} + h+ &) —any) ~ y —ry+ an (X} + h+ &) —any

Par la suite, on intégre et on obtient :
1 d d
" [f—y+azzf " Y ]Sfdt,
a)(xj+h+e)-—n y —ry +ay (x] + h+ &) — any

(—l"g -i-6121()6>1k +h+¢&)
y<

Alors

_ y aZZe(GZI(XT +h+81)—r2)l‘K’
az

Apres un calcul simple, on trouve :

[—}"2 + azl()CT +h+ 81)]K
- ank + 1/[e(a21(x”l‘+h+sl)—r2)t] ?

puisqu’on a a (x] + h) > r, et t assez grand, alors

y(l’) < -1 + a21(x’1‘ +h+ £1)
Bl an ’

donc pour chaque n, > 0, il existe T;(> N;7) tel que :

—ry + 6121()61k +h+ 81)

y(@) < +m t>Th.
an
D’ou
-1 + Clzl(.x* + h) a1 &
y(t) < ! +& =M, avec & = + 7.
ax an

Donc les solutions qui appartiennent a D, sont asymptotiquement positives et majorées si h < h*

avec ay (x; + h) > r, tel que

limy(r) =0si h < h” et ay(x] +h) <r,.
—o0
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[
Soit le systeme :
x(t) = x(r) — apnMs — ay1x), t # nr,
_ (3.14)
Ax = —h, t=nrt.
Si r—apM, > Oet
b < ry — apM, Veln-azMyr _ ] e
ap ’ Velri—anM)r 4 1 S
De plus
x1(f) — x1(r) quand t —> oo si x(0) > x».
}F,»(t) > ~x*,- (i=1,2)pourt>0.
En effet, soit x(¢) solution du systéme (3.14) avec une condition initiale x;(0) = xo(i = 1,2)
Alorsona: N
dx ~( M 9
— =x(r—a —anx),
T 1 —anpM; —an
Par la méthode de séparation des variables, on trouve :
1 _ 1/’”1—6112M2+ ay/ry —apM,
;C(l’l —apM; — au;C) X (ry —apM, - 6111;6)
Par la suite, on intégre et on obtient
! 1 _ M N ! _ M N !
f /”1~ aps 2dx(s)+f ap/ri —an E dx(s):fds,
nt X(S) nt (I’l - a12M2 - allx(s)) nt
donc
[ln )Nc(s)]t - ; [ln(rl —apM; — all;c(s))]t =t-nt,
ry —apM, nor—apM nr
ce qui implique
x(t —apM, —ayx(t
In ~X() I (ry —anpM; aljx( ) _ (11 — apMa)(t — o),
x(nt*) (r1 — appM; — ay x(nt+))
D’ou ~ N
x(1) (r1 — ainM, — a1 x(nt™)) — r—anMy)(i-nm)
(r1 — anMs — ay (1)) x(ntt)
et donc on trouve
N _ M) e —@12Ma(t—n7) Y +
) = (ry — ainMy)e x(nt™) (3.15)

ri = anMy + ayy (e =M — 1)x(ntt)

D’apres (3.3) on obtient :

—h + x(n7) = x(nt").
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On note x, = x(n7*), Xpe1 = x((n + D) et x((n + D7) = x((n + 1)7) — h
D’ou

N _ M rnt’.
M+ D) = (r1 —anpMy)e" " x,

~ b
r—apM, + a”(e’” - l)x,,
et
rle(” —alez)Txn

X((n+ D7*) = x01 = — —h. (3.16)
r = apMy + ap(elnmaM)T — 1)x,

Posons x,,; = x, = x, alorson a :

~ 11— ajpMy)en =My
3= — - anMy) — —h. (3.17)
r - a12M2 + Clll(e(rl_aleZ)T - 1)X

A partir de 'équation précédente, on obtient

~2 ~ . Wy —anMy)
anx —(n —apM, —anh)x + (erantr — 1) 0,
le discriminant de ce polynéme est donné par la formule suivante :

h(ry — apxMy)
(elri-anMr _ 1)’

A= (r—anpM, - allh)2 —4ay,

Si A > 0 alors il existe deux solutions :

s 1
Xip = 2—((”1 —apM, — hayy)
ag

. V(1 = aiaMy — hayy)X(er=anMr — 1) — 4ay h(r) — a;,My)

Velrn—anMyr _ 1

h(ri—ai2M)

m dOIlC on a

Alors A > 0, ceci implique (ay i — (r; — a;sM,))? > 4ay;

((ri = 012M2)2 + aihz —2(r - alez)allh)(e(rl_aleZ)T = 1) > 4a; 1 h(ry — anM>),

d’ou on obtient I’équation :

(ri—apMy)* (e =M 1) taf, B2 (e M- 1) =2(r —aa My)ay h(e" M -1) > day h(r —a1nMa),
ce qui implique
hza%l(e(”_mMZ)T — 1) = 2h(ry — apaMa)ay (€M 4 1) + (1) — apaMa) (e M — 1) > 0,

Ona:
A = 4(ry — annMy)’a; 4e” M7 > 0,
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Alors il existe deux racines :

r— appM; Veln—anM)r 4 ]

h] = s
an Velrn—anMyr _ |
et
h ry - a12M2 Ve(r]_QIZMZ)T — 1
2 = . )
ai Velri—anMyr 4 1
D’ou
o r = a12M2 Ve(rl_al2M2)T — 1
h°=hy = . > h.
a Veln—anM)r 4 1
Théoreme 3.3.3. [11]]
Sih< h°,—ry + azp?; >Q0etr —apM, > 0, alors
~ —ry + 021;{
x(t) > x; — 6y et y(t) > ———— — &, pour t assez grand,
a

ot (x(t), y(1)) est la solution de (3.2) avec la condition initiale
(x0,Y0) € D3 = {(x0,y0) | My > xo > max{x}, 12}, My > yo > O},
et 1,0, > 0 assez petits tels que

~%

~k —r + anx;

X1 —61 >0€t——(52>0.
an

Preuve. Si h < h°, alors h < h* et x| > X, etona (x0,Y0) € D3 C D,, alors toutes les conditions

du lemme sont satisfaites.

Par conséquent, on a y(t) < M, pour tout t > 0, ce qui conduit a :

X(t) 2 x(r) — apMy —anx), t#nr, (3.18)
A.x = _h7 {=nt.

Avec x(t) > x,(t) pour t > 0 ou x,(f) est une solution du systéme ([3.14) avec une condition initiale
x1(0) = x,.
Par Uhypothése xy > x», on sait que
x1(t) — x1(t) si t —> oo.
Donc pour tout 6, > 0, il existe T, > 0 tel que :

x1(t) > x1(t) = 61 > x; — 6, > 0 pour t > T,

Ainsi, on obtient

(1) 2 Y(=ry + az (X) = 61) — azny),
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Alors, on a
dy ~
P > y(=ry + az (x; — 1) — axny),

Par la méthode de séparation des variables, on trouve :

1 S 1/(az(x) = 6)) = r2) N an/(an (x| — 6) = r2)

Y(=r2 + ax(x; — 61) — any) Y —ry + ax(x1 — 61) — axny
Par suite, on integre et on obtient :

~k
s —ry + ax(x) — 61) —any lype @ =0 g
arn

[-r + 021(;; - 01IK
anK + 1/[el@G-s0-r]’

. ~% .
Puisqu’on a —r, + a;x; > 0 et t assez grand, on obtient

~%
—ry + ax (x; — 0y)

y(@) 2
a

. ~%k . . . ~%
en raison de —r, + a x; > 0, on peut choisir 6, > 0 assez petit pour que —r; + a» (x; — 61) > 0.

Donc .
—r + -0
y(t) > r+ dnn D —1, >0 quand t — oo.
an
|
3.4 Application
Dans cette partie on va donner quelques exemples pour illustrer nos résultats.
Exemple 3.4.1. On consideére le systéme suivant :
X=x2-x-y)
t#£n,
y=y(-14+2x-y) (3.19)
Ax = -1 t=n.
VieR,onah=1,rn=2,a;=1ett=1
Premiérement on calcule le h* :
oy Ve —1

h* _—
ar Ve'm + 1
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d’ou
2 Ve -1
1 Ve2 41

_, V7389 -1
V7.389 + 1

W=

=0.9242,

Donc h* = 0.9242 < 1 qui implique que h* < h.
Si on choisit la condition initiale (xo, yo) = (1000, 200),
D’aprés le théoréme pour tout condition initiale (xo,yo) € R2, on a :

y(t) — 0 quand t — oo.
Exemple 3.4.2. Soit le systéme suivant :

X=x2-x-y)
y=y(-1+2x-y) (3.20)
Ax =-0.8 t=n.

Yt € R,, calculons le h* :

Ve -1

W = —
ar Vem +1

d’ou
2V -1
I ve2+1

V7389 -1
V7.389 + 1

h*

= 0.9242,

Calculons le k¢ :

a11

nt a; 12T
, ri _an, 2\ et — e
W =—I|l—-e @2 ) ———
al ent —1
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d’otl

52

1 62—6%
he = 2(1 —e‘f)

e -1

7.389 — 1.6487
= 2(1 - 0.6065) 7380 1

= 0.7070,
Puisque h = 0.8 ce qui implique h < h* et h > h-,

théoréme[3.3.2lon obtient :

Pour une condition initiale positive (xy,yo) = (20,20) € R2 et d’aprés le théoréme et le

y(t) — 0 quand t — oo,



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire on a étudié un systeme de Lotka-Volterra de type proie-prédateur.
On a commencé par I’étude de la stabilité des points d’équilibre, puis on a considéré le cas
d’impulsion dans une espece, représentant une récolte instantanée (i.e impulsive) dans la
proie.
Dans le futur, on prévoit d’étudier des modeles plus généraux avec impulsions non constantes.
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Résumé

L’objectif principal de cette étude consiste a examiner un systeme proie-prédateur

de type interaction de Lotka-Volterra, on s’intéresse a étudier I'effet de la récolte
sur la dynamique globale des deux especes, nous présentons des régions diffé-
rentes d’extinction et d’autres sans extinction.

Mots-clés: Modeles de dynamique de population, équation différentielle impulsive,
stabilité, récolte, Point d’équilibre.

Abstract

The principal objective of this study is to examine a Lotka-Volterra interaction-

type prey-predator system, we are interested in studying the effect of the harvest
on the global dynamics of the two species, we present different regions of extinct
and non-extinct.

Keywords: Population Dynamic Models, Impulsive Differential Equation,
Stability, Harvesting, Equilibrium Point.
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