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Notations et Symboles

Ensembles

R Ensemble des nombres réels.

N Ensemble des entiers naturels.

N* Ensemble des entiers naturels non nuls.

C(]0, +oo[) Ensemble des fonctions continues sur |0, +00] & valeurs réelles.
C([a,b],R) Ensemble des fonctions réelles continues sur [a, b] de R.

Fonctions

I'(z) Fonction Gamma.

B(z,2") Fonction Béta.

E., (=) Fonction de Mittag-Leffler.

I f Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonc-
tion f.

D¢ f Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a de la fonction
f

¢D¢ f Dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « de la fonction f.

D"f = d’;{,ﬁ“ Dérivée ordinaire d’ordre n par rapport a t de la fonction

E[ f (t)} Transformée de Laplace de la fonction f.

L1 {F (p)} Transformée de Laplace inverse de la fonction F'.

E[OD;"’ f (t)} Transformée de Laplace de l'opérateur de dérivation de
Riemann-Liouville.

L[5D; f(t)] Transformée de Laplace de l'opérateur de dérivation de Ca-
puto.

Abréviations

EDO Equations différentielles ordinaires.
EDF Equations différentielles fractionnaires.
R-L Riemann-Liouville.



Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de pri-
mitive et dérivation d’ordre entier non nul a tout ordre réel. Malgré que la
dérivation fractionnaire a été définie par plusieurs approches aux noms de
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville et Caputo, cette notion a été intro-
duite en XV III¢ siecle lorsque Gottfried Leibniz a défini le symbole de la
dérivation d’ordre entier positif, Guillaume 1’'Hospital I’a interrogé sur la pos-
sibilité d’avoir une dérivée d’ordre % Cette question a attiré ’'attention des
mathématiciens dont Euler ou Lagrange au XV I11¢ siecle suivi par Liouville
en 1837, Riemann en 1847 ainsi que Grinwald 1867 et Letnikov en 1868. Pour
plus de détail historique, on peut consulter [19].

La transformation de Laplace est I'une des plus importantes transforma-
tions intégrales. Elle intervient dans des nombreux problémes de physique ma-
thématique, de calcul de probabilités, d’automatique..., et elle joue aussi un
grand role en analyse classique. Elle porte tres légitiment le nom de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827). En effet, Laplace a souligné U'interét de présenter
la plupart des fonctions, des suites, des sommes partielles et des restes des
séries usuelles sous forme intégrale, afin d’en obtenir des développements. Plus
tard, l'ingénieur britannique Oliver Heaviside (1850-1925) a inventé le calcul
symbolique afin de résoudre des équations différentielles et intégrales.

L’objectif de ce mémoire est d’utiliser la transformée de Laplace pour ré-
soudre plusieurs types des équations différentielles linéaires et méme de ré-
soudre des équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Le premier chapitre est précisément consacré a quelques éléments du calcul
fractionnaire tout en rappelant les fonctions spéciales mises en jeu, a savoir
la fonction Gamma d’Euler, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler.
Ensuite, on présente les opérateurs de base du calcul fractionnaire ainsi que
leurs propriétés et qui sont : I'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de
Riemann-Liouville ensuite au sens de Caputo.

Le deuxieme chapitre est destiné aux définitions et propriétés de la transfor-
mation de Laplace et la transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles,
en donnant des exemples simples de résolutions de quelques fonctions par la
transformée de Laplace et son inverse. Puis, on représente les définitions de la
transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et
de Caputo qu’on aura besoin dans la suite du travail.
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Dans le troisieme chapitre on s’intéresse a la résolution de quelques équa-
tions différentielles ordinaires d’ordre 1 treés simple, d’ordre 2, d’ordre 2 a coef-
ficient algébrique, d’ordre 3 et enfin le cas général d’ordre n. Ensuite, la réso-
lution des équations différentielles fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
et de Caputo, la résolution des équations différentielles sera faite par la trans-
formée de Laplace.



Chapitre 1

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et les résultats fondamen-
taux du calcul fractionnaire. Nous présentons d’abord trois fonctions impor-
tantes dans la théorie du calcul fractionnaire (la fonction Gamma, la fonction
Béta et la fonction de Mittag-LefHler), on donne ensuite les définitions néces-
saires sur l'intégration et la dérivation au sens de Riemann-Liouville et au sens
de Caputo avec leurs propriétés, pour plus de détails voir ([17, 14, 15, 1, 16,
12, 3, 18, 11, 2, 4, 8, 6]).

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et la fonc-
tion de Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un role important dans la théorie
du calcul fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonc-
tion Gamma d’Euler. Cette fonction généralise le factoriel n!, et permet a n!
de prendre des valeurs réelles ou complexes.

Définition 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction complezxe qui prolonge
naturellement la factorielle auxr nombres réels, et méme auxr nombres com-
plexes. Elle est définie pour tout z € C par 'intégrale suivante :

re) = | Tty Re(z) > 0. (1.1)

1
Exemple 1.1.1 Prenons l’exemple de z = 3 et montrons que : F() = /.

D’aprés la définition 1.1.1, nous avons

1 +o0o
P() — / t~2e7tdt.
2 0
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En effet, on pose le changement de variable suivant
T =Vt=t=2%= dt = 2uzdz,

et on obtient

+o0 1 ptoo
sachant que : / e dr = 5/ e dr = \/2% (Intégrale de Gauss).
0 —

o0

L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle satisfait
a I’équation fonctionnelle suivante

Proposition 1.1.1
I'(z+1) =zT(2), Re(z) > 0. (1.2)
En particulier :
'n+1)=n! VneN*-.

Preuve. On démontre cette proposition par une intégration par partie :
Soit z € C avec Re(z) > 0, alors

“+00
T(z+1) = /o pAD) =1 =t gy
+00
= / te tdt
0

+oo +oo )
= — et + z/ t*le7tdt .
0 0
I(z)

Donc
['(z+1)==zI(z).
En particulier, on a
+0o0
(1) = / el = 1,
0
et en utilisant (1.2), on obtient pour z € N*

rQ) = 1T(1)=11=1
I'(3) = 20(2) =211=2
T'(4) = 3I(3)=3.2 =3

I(n+1) : n.I'(n) =n(n—1)! =nl

Par conséquent
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Proposition 1.1.2 Pour tout n € N*, on a

F<n+1) _ Coivm (1.3)

2 4qnn)

avec

) - -

Preuve. On a

r(l) - Vx

2

Calculons maintenant (1.3) pour tout n € N*,

r(n+) = o(n-3+1)

En multipliant et divisant par (2n — 2)(2n —4)...2, on a
F<n+ 1) _ @n-1)@En-2).3x2x1
2 on(2n — 2)(2n — 4)..2
(2n — D)l\/7
onon=1(pn — 1)]
(2n — 1)/

22n=1(p — 1)’

S

En multipliant et divisant par 2n, on obtient

1 2n(2n — 1)I/7
r -) =
<" * 2) 221 5 on(n — 1)
(2n)I/T
4nn!

Par conséquent (1.3) est prouvée.
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Théoréme 1.1.1 La fonction Gamma est définie et de classe C* sur |0, +o0],
ses dérivées successives sont données par la formule

+o0
r®(z) = / e~ (It dt.
0

1.1.2 Fonction Béta

Parmi les fonctions de base du calcul fractionnaire la fonction Béta. Cette
fonction joue un role important spécialement dans certaine combinaison avec
la fonction Gamma.

Définition 1.1.2 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Fuler définie pour
tous nombres complexes z et w strictement positifs, notée B(z,w). Elle est
définie par lintégrale suivante

(z,w) / #7111 — ). (1.4)

pour tout (z,w) € C? tels que Re(z) > 0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.1.3 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la re-
lation suivante

B(z,w) = 7), Re(z) >0 et Re(w) > 0. (1.5)

Preuve. Pour tout (z,w) € C? tel que : Re(z) > 0 et Re(w) > 0. En utilisant
le théoreme de Fubini, on obtient

Fz)r(w) = /+OO /+oo t* e trv e " dtdx
o Jo o '

On effectue le changement de variable : r =t +x et t =rs donc 0 <r < +o0
et 0 < s < 1. Ainsi dr = dt + dx, dt = sdr + rds, dr = (1 — s)dr — rds alors
dtdxr = rdsdr.

Il s’en suit

+oo 1
I'z)M'w) = /0 /Oe r(1—s) I s 2 s dr

+o00 1
— / -r z+w ldT/ (1 . S)wflszflds
0 0

+
= e TpFtw 1drB(z: w)
0

= I'(z4+w)B(z,w).

8

D’ou
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Exemple 1.1.2 Calculons B(;, ;)
l3<1,1) _rE)ri)
2°2

Proposition 1.1.4 Pour tout p,q € C; Re(p) > 0 et Re(q) > 0 on a les
propriétés suivantes

1. B(p,q) = B(q,p),

2. B(p,q) =B(p+1,q9)+ B(p.qg+1),
q

3uﬂnq+D=53@+L®-

Preuve.

1. On a pour tout p,q € C,

1
Blp.a) = [ 7 (1=t d.

Par le changement de variable u =1 — t alors,

0
B(p.q) = — [ (1=w " wldu
1

= /(1—u)p_1uq_1du

= g@m)

2. Vp,qeC,

[(p)l'(qg+1)

B 1) =
(pg+1) TptgtD)

on obtient
(p+q)Bp,q+1) =qB(p,q),
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et ceci implique

p
B(p,q) = 5&%q+U+B@A+D

_ pl(p)l(g+1)
B qu+q+1)+B@ﬂ+&)
_ pl(p)l'(q)
__qu+q+1f+B@ﬂ+1>
~ Tp+1I(p)
= f@12175+3@ﬂ+1y

D’ou,
B(p,q) = B(p+1,9) + B(p,q+1).
3. Vp,qeC,

I'(p)I'(g+1)
F(p+q+1)
ql'(p)T'(q)
F(p+qg+1)
q pI'(p)I'(q)
pT(p+q+1)
¢ T(p+1I(g)
ppl(p+q+1)
- 23@+1g)

B(p,g+1) =

1.1.3 Fonction de Mittag-Leftler

Définition 1.1.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

+o0 Zk

Eaﬁ(z):];)m, 2€C,a,p>0.
Pour =1
+oo K
E,1(z) = Eu(2) :kz::om, z2e€C,a>0.

FEtpour =1, a=1ona

E1’1(2> = ez.

(1.6)

Cette derniére joue un role trés important dans la théorie des équations diffeé-

rentielles d’ordre entier.
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Propriétés 1.1.1 A partir de la relation (1.6), on peut trouver les relations

sutvantes

+o0 Zk +o00 Zk

1. Ena(2)=Y ———— =% 2 =¢*.
1 kz:%r(kﬂ) k;m

+00 Zk 400 Zk 1 o k+1 6Z -1
. FE = —_— = =
2 Eia(z) ,;OF(MQ) ,;O(k:ﬂ). Z k+1)! =
400 Zk +o00 Zk 1 +oo k+2 6z — 1=z
13(2) kz:%r(kw) kz:%(mz)! 2 Z (k + 2)! 22
+o0o Z2k
4. E271(22) = Z (2]{;)' = COSh(Z).
k=0 :
+o00 Z2k 1 +oo 22k+1 smh(z)
5 E 2) = —_— = — =
22() ,;)(ka) zkgr(zkﬂ)! 2

1.2 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Dans cette section on va présenter les notions de la dérivée et I'intégrale
fractionnaire. Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées
pour généraliser la notion de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on
a : la dérivée de Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville et de Caputo, on s’in-
téresse seulement sur la dérivée de Riemann-Liouville et de Caputo.

1.2.1 Intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dans ce qui suit, on se restreindra a des valeurs réelles strictement positives
pour 'argument z de la fonction Gamma pour lesquelles, on introduira la
notion d’intégrale fractionnaire d’un ordre réel positif non nul d’une fonction
réelle continue sur un intervalle borné.

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o € C, (Re(ar) > 0) au sens de
R-L généralise la célebre formule attribuée a Cauchy d’intégrale itéré n-fois,

I"f(z) = /dtl/ dts.. /t"l F(tn)dt,

= — r—t)"! t, VneN.
(n_1>,/a< ()

Cette formule donne I'intégrale d’ordre entier n, sur l'intervalle [a, z]. L’ordre
non entier la généralise.

Définition 1.2.1 (Intégrale de Riemann-Liouville) Soit f : [a,b] — R
une fonction continue et de classe C° tel que , on appelle intégrale fractionnaire
d’ordre a € C (Re(a) > 0) au sens de R-L de f notée I, lintégrale définie
par la formule suivante

1

of() = F(a)/at(t—s)a_lf(s)ds, t>a. (1.7)
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Ou I est la fonction Gamma et on note I§ par I°.

Remarques. On peut définir I'intégrale fractionnaire sur un intervalle non
borné de la forme [a, +00[, tout en gardant les mémes propriétés que dans le
cas borné.

Exemple 1.2.1 Soit la fonction f définie par
ft)=(t—a)’, tela,b] ou B> —1.
Par définition on a

« . 1 ¢ a—1
Q@—@ﬁ-_IﬁwL@—s) (s — a)Pds. (1.8)

En effectuant le changement de variable suivant
s = a+(t—a)r avec 0<7<1, donc ds=(t—a)dr. (1.9)

Donc, (1.8) devient

t—a—(t—a)r)* Ya+ (t — )7 — a)’(t — a)dr

B

S— >

ft) =

yj

(@)

1

[(t —a)(1 —7)]*M(t — a)7]’(t — a)dr.

=
L
—

p1

e [ = = - @) - )y

1
5(1 — )Nt~ a)a+'3d7'

I'(a) Jo
—g)et8 1
— 7(75 I‘(oz) /0 7'6(1 —7)* Ndr.

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

— a)etB
ﬁﬂﬂ=:@F@$«M6+LM
(t — )™ T(5 + DT(a)

T(@) TB+a+l)

Alors, on obtient 'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction f, telle que

15 = Y

m(t —a)**P, (1.10)

Cas particulier :

Si =0, o0na

(t—a)®

I°1 = I%(t—a) = Mot 1)
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d’ou pour une constance C, on aura

(t —a)®

[aC:CXm.

Sia=1, on aura

1 8 _ F(ﬂ + 1) B+1
Ia(t—a) = m(t—a)
— F(B + 1) (t o a)ﬁJrl
(B+DE(B+1)
(t _ a)/B-i-l

p+1

Proposition 1.2.1 Soient « et f des nombres complezes ot Re(a) > et
Re(B) > 0, et f €C([a,b]), alors

LU =157 f

Preuve. Soit f € C([a,b]), on a par définition

1

1) = e [t s) I () ()t
['(a) Ja

_Lr _30‘—1L Ss—rﬂ_l r)dr|ds
R ETARE [rw)/a( ) f()d]d

= 71 t r t — ) Ys—=r)"Ydsdr
= Far L A0 [ 6= 6 =) s

T

En faisant le changement de variable suivant
s=r+71(t—7r)=ds=(t—r)dr,avec (0 <7 <1)

on obtient
T = /Ol(t —r— =) r+ (=) =)t —r)dr
= [ le=na =1 — e - nds
= [ = = ) -
= (—ryrit | (1= 7)1,

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

T = (t-)"""'Bla,p)

_ e L D()I(B)
(8 =r)? Fa+38)
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Finalement, on obtient

_ I'(a)L(B) f el g
(@I (a+ ) /a@ )T f(r)d
1 t

= T e

= ISTPf(t).
D’ou le résultat.

Proposition 1.2.2 Soient a avec Re(a) > 0 et f € C([a,b],R).

d .

%(I[ff) =I1o71f ot a>0.

Preuve. En utilisant les théoremes classiques de dérivation d’'une intégrale
dépendant d’un parametre ainsi que la relation I'(a) = (o — 1)I'(v — 1), on
constatera que

GUENO = G [T
_ F(la)/ati(t—s)"‘_lf(s)ds
_ F(la)/:(a 1)t — 82 f(s)ds
= St [ s
h F(al— 1) /at(t —8)*7*f(s)ds
= I°7F(b).

Définition 1.2.2 (Dérivée de Riemann-Liouville) Soient

Re(a) €ln—1,n[, n € N* et f € C([a,b]). On appelle "dérivée fractionnaire au
sens de Riemann-Liouwville" d’ordre o d’une fonction f € C([a,b]), la fonction
définie par

Defle) = (jt) o (=)

L s ()
= —— -5 s)ds
['(n—a)dt” Ja ’
avec « > 0, n = [a] + 1 et t > a. En particulier, pour o € N la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coincide avec la dérivée classique.
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Notation 1.2.1 Pour n € N, le symbole D} désignera l'opérateur de dériva-
tion d’ordre entier n, c’est a dire

a\"
D' =|—| = _—"—
@ (dt) dtn’

Daf(t) = f(1).

avec la convention

Exemple 1.2.2 Soit la fonction f définie par
ft) = (t—a)’, Vt € [a,b] ou B €R.
Soit n € N* et a > 0 tel que o €]n — 1,n[, nous avons
DYt —a)’ = D"I**(t — a)”].

D’aprés (1.10), on obtient

afy B _ n
bit=a)” = D FB+1+4+n-—a)

L8 +1) a\", o
Kdt) (t —a) /3]. (1.11)

r(5+1) @_wwwﬂ

F'+1+n—a)
On sait que

(ccllt) t—a)" " = n—a+B)n—a+pB—-1)..(n—a+pB—n+1)t—ar >

= m—a+pfn—a+p-1)..(8—a+1)(t—a)l"
IF'f+1+n—a) .
MG —arp ¢ (112)

Par substitution de (1.12) dans (1.11), on aura

rB+1) [TB+1+n-a)

(B+1+n—a)| T(B-a+1) (t—a)™).

D (t — a)ﬂ =7

Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de
la fonction f, telle que

Lpg+1)

Dg(t_a)ﬂ:—f‘(ﬁ—a—{—l)

(t —a)’~.
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Cas particulier :
Sia =1, on aura

Dt —a)? = 7F(5) (t —a)’!
= B(t— a)ﬁ_l
d
= %(t —a)?
Si f =0, on aura
D) = {2

Ainsi, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante
C n’est pas nulle, mais :

C

PO =t

a

(t—a) .

Lemme 1.2.1 SiRe(a) €ln—1,n[, n € N* et f € C([a,b]), alors on a l'égalité

(DG () = [(t).

Preuve. En se basant sur la propriété classique :

(D™ f)(E) = f(t).
Et en utilisant la définition 1.2.2 et la proposition 1.2.1, on déduit

(DSIEN() = DI (5 f(1))
= D)
= ).

D’ou le résultat.

Lemme 1.2.2 Soienta € RT etn € Ntelquen—1<a<netf:|a,b — R
une fonction donnée. Supposons que

(DSf)(t) =0, Vtela,bl.

Alors
f(t) = jgo AjF(j Jrr(ljj:;)_ 3 (t—a)y™™ ™,  (n=la] +1).

Ot les Aj, j=0,1,...,n-1, sont des constantes réelles.
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Preuve. Comme (D f)(t) = 0, alors

(DI~ f)(t) = 0= (I;7f)(t) = > A;(t —a)

par composition avec 'opérateur I on obtient

n-! r'(j+1) ,
I AL (t — A—— 2 (t—q) T
f Z CL Z ]F(j+1+OZ)( CL) )

Jj=0

par composition avec D7, on obtient

DI = 10 = 3 A () -

+ 14 «a)\dt
or,
d\" | T(j+1) o
2 = q)ite = t_ g)iten
(dt) (t=a) F(j+1+a—n)( %) ’
donc,
= L'(j+1) -
t)y =Y A t—a)y o,
/) Z;) To+ita-m %

Proposition 1.2.3 Sin > Re(a) > Re(B) > n—1 > 0, alors pour f(t) €
C([a,b]), on a la relation

(DIIZ)(t) = 1P f(1).
Preuve. En utilisant la définition 1.2.2 et la proposition 1.2.1, on obtient

(DRIZH) = DI=P(I3 (1))
= DI TPf()]
= DI (1))
= 1377 f ().

Car D"(I") = I (opérateur identité).
D’ou le résultat.

Proposition 1.2.4 (Linéarité) Soient f et g deuz fonctions définies sur [a, b]
dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville d’ordre o € C existent
avec

n—1 < Re(a) < n. Alors pour \, ' € C, on a

De(Nf+ Ng)(t) = AD2f(t) + ND%g(t), YVt € [a,b].
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Preuve.
DA+ Ng)(t) = DI "(Af + Ng)(t))
= DA f(t) + NI (1))
AD™(I7= f (1)) + X' D"(I;~g(t))
ADS f(t) + N Dggl(t).

Proposition 1.2.5 Soit f : [a,b] — R une fonction admettant une intégrale
fractionnaire d’ordre a.. Alors

(Dg o I2)f(t) = f(1).
Cependant, on remarque que ces opérateurs ne commutent pas entre eux
13Dg f(t) # DRIg f(t).
En effet,
(I3 o Dg)f(t) = Z

7j=1

(g~ “f)( )(t —a)*™

, Vtela,b|.

avec > 0 et n = [a] + 1.

Remarque 1.2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est
non-commutative, i.e

D¥o DP = D**F +£ DP o D
Exemple 1.2.3 On consideére la fonction f définie par

fila,b] — R
t — ft)y=1
1 11 1,1
On calcule D f,DgDg f,Dg * f.
1 1
OnaDjl= ﬁt_é ceci nous donne

1d1 taf%

on sait que

11 1.1
Donc DZDE1 =0= Dz 21.
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Exemple 1.2.4 Soit la fonction f définie par

f:la,b) — R
t — ft)=t

[N

On calcule DG f, DEDZ f et D2 .

De la méme maniere que I'exemple précédent, on trouve que
1
(Dg f)(t) =0, de plus on a

%J’_% d 1 1 s
(D52 N1 = (D)) = 2175 = —5t 7
1 1 1
Dot (D§ D f)(t) = 0 # —5t*
1
Exemple 1.2.5 soient a; = 3 et g = %’ la. fonction f définie par :

f:la,b) — R
t — f(t) =tz

1 3 13 3 1 1,3
On calcule D f, D5 f, DiDg f, DgDg f et Dg * f.
On a ) L 4 s
s 1 1
D¢(t2) = ——— 2(t — 2d
et alors
t 1 1 1 1 1 1
/xi(t—x)’%lx = /ri(l—r)’ftit’idr
0 0
1 1
= t| r2(l—r)zdr
0
1 1
=t/ r2 (1 —r)2"tdr
0
31
tB|l =, = |.
Alors
Dlon _ BGY TR _ 3\ _ R
o) =T Tt ~T\2) T
(3) (2)I(3)
3, 1 2 31
Di(12) = —~—[tB(=,= ]| =0
“( ) I'(1)de (2’2)]
D’ou

(1.13)
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i pine =i 5| =1 (114
(DFT 1) = (D)) = - (1.15)

Alors d’apres (1.13), (1.14), (1.15) on a
D(o]q D(0]<2f 7& DS‘Q D(o)qf 74 D81+a2 f

1.2.2 Dérivée fractionnaire de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de R-L a joué un réle impor-
tant dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant,
les demandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de ’ap-
proche mathématique pure bien établie, car les problemes appliqués nécessitent
'utilisation des conditions initiales y(a), y'(a), etc. Ces besoins ont bientot
conduit a la naissance d'une définition alternative des dérivées fractionnaires
qui a été introduit par M. Caputo a la fin des années soixante.

Définition 1.2.3 Soient Re(a) €]n — I,n[, n € N* et f € C"([a,b]). On
appelle dérivée fractionnaire d’ordre o € C au sens de Caputo de f notée DS,
la fonction définie par

‘Doft) = LD f(b)]
_ Ml_a) / e O ()ds, (n = [Re(a)] + 1t > a).
On note °D§ par “D®.
Exemple 1.2.6 On considere la fonction f définie par
f(t)=(t—a)’, t €la,b] ou B >0.
Soient n € N* et a« > 0 tel que a € [n — 1,n[, nous avons
“Dy(t—a)’ = I;7°[D"(t - a)]

= o [ = s

On sait que

n) __ F(5+1) s—a —-n
[(S_a)ﬁ]()_F(ﬁ—rH—l)( )ﬁ )
et donc
c o _ F(ﬁ—i_l) ¢ _Sn—a—ls_a s
Da(t—a)ﬁ—F(n_a)r(ﬁ_nJrl)/a(t J=o=L(s — a)P"ds. (1.16)

En effectuant le changement de variable suivant
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s=a+ (t—a)T avec 0 <7 <1, donc ds = (t — a)dr,

dans [’intégrale Z, on obtient
T = [(t—a— (- a+ (- a0 "t~ a)ir
= [ =)= = - @) - a)r
= (t—a)’™ /01 Bt D=1 _ pynerlgr

En tenant compte de (1.4) puis de la relation (1.5), on aura

T = (t—a)’*B(f—n+1,n-a)
_ - a)ﬂ_af‘(ﬂ —n+1l(n—a)
F'g—a+1) '

En retournant a la formule (1.16), on obtient alors

I'(s+1) ['—n+1)I'(n—a«a)
I'n—a)l'(B—n+1) I'g—a+1)

‘Dt —a)’ = (t—a)’|.

Ainsi, on obtient la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction
f, telle que

r(B+1)

cpyas B __
Dalt=a) =53 =051

(t — a)'B’“.

Remarque 1.2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction
constante f(t) = C est nulle, autrement dit : *D3C = 0.

Proposition 1.2.6 (Linéarité) Soit Re(a) €ln—1,n[, n € N* et soient deuz
fonctions f et g pour lesquelles les dérivées fractionnaires d’ordre o € C de
Caputo existent. Alors, pour \,u € C, on a

DA+ 9)(t) = XD f(t) +° Dgg(t).

1.2.3 Relation entre la dérivée de Caputo et la dérivée
de Riemann-Liouville
Proposition 1.2.7 SiRe(a) €jn — 1,n[, n € N* et f € C"([a,b]), la relation

entre la dérivée de R-L et celle de Caputo est donnée par

n=1 r(k)(q
Dif) = Di|s0 =X F

pof) -5 AW e g
4 = T(k—a+1) ' '

(t—a)*
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avec n = [Re(a)] + 1, > a.
En particulier, lorsque Re(a) €]0,1[, on a

D) = DEFO) ~ it st = )

A partir de (1.17), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au
sens de Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo, si f est plate jusqu’a
l'ordre n en a.
Plus précisément, on a
f®a)=0, (k=0,1,...,n—1). Alors, °<Df(t) = Df(t).
Lemme 1.2.3 Soient Re(a) €ln — 1,n], n € N* et f € C"([a,b]), alors
(DI () = f(2).

Preuve. Soient Re(a) €ln — 1,n[, n € N* et f € C"([a,b]), la relation (1.17)
permet d’obtenir le résultat suivant

(DI = (DL ) "i m@ o),

Puis, d’apres le lemme 1.2.1, on a

w2 ®(a)

CDEICf)(t) = f(t) — —~all T (t—a)e
(DN = 10 = T 1Dt
Et comme £ <n —1 < Re(a), pour k =0,1,...,—1, alors les dérivées

(L3 f)™ (a) = 0.

Ce qui donne

(DI f)(t) = f(1).

Lemme 1.2.4 Pour o > 0, [’équation différentielle :

DLf(t)=0  telad],

admet la solution générale :
f(t):A0+A1(t—(l)+A2(t—a)2+,,.+A t—a ZAkt—a (n:[a]+1)

Avec Ay € R, (k=0,1,2,...,n — 1) des constantes réelles.
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Preuve. Soit Re(w) > 0, on a 'équation différentielle d’ordre fractionnaire,
‘DG f(t) = 0.
D’apres la définition 1.2.3, on a
I"[D"f(t)] = 0.
On applique l'opérateur “D!~* a cette formule, on aura
DI L (D f(1)] = 0.
D’apres le lemme 1.2.3, il résulte que
DL I (D" (1)) = D" (1) = 0.

Alors, il suffit de remarquer que
d\" ”z—:l )
—_ Ak<t — a) =0.
dt P

f(t) = ni Ak(t - Cl)k.

Ce qui montre



Chapitre 2

Transformée de Laplace

Dans ce chapitre nous représentons la définition de la transformée de La-
place et ses propriétés en indiquant la transformée de Laplace de quelques
fonctions usuelles. Ensuite, on parle sur la transformée de Laplace de la déri-
vée fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo, pour plus de détails voir
(17, 12, 5, 7, 9, 10, 13]).

2.1 Définitions et propriétés

Dans cette section, nous donnons les définitions et les propriétés de la
transformée de Laplace avec quelques exemples.

Définition 2.1.1 (Transformée de Laplace) La transformée de Laplace
d’une fonction réelle f localement intégrable sur [0, +o0] notée F(p) = E{f(t)} (p),
est donnée par

+oo
Flp) = L[f®] ) = [~ f®eat, pec. (2.1)
Ot p, appelé variable de Laplace (Re(p) > 0) et f(t) est appelée loriginale de
F(p).
On peut définir une transformation inverse de Laplace, notée £71, telle que
F(p) = L[f(0)](p) & £(t) = L7 [F(p)].
Cette transformation inverse est définie comme suit.

Définition 2.1.2 (Transformée inverse de Laplace) La transformée in-
verse de Laplace de la fonction F(p), notée f(t) = L7 [F(p)} est donnée par

f) = £ [F@)] = 5 [ Py 2.2

A% —00

est tel que l'intégrale existe (Re(p) > 0).
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Définition 2.1.3 (L’intégrale de convolution) La convolution de deux
fonctions f(t) et g(t) est définie comme

(Fx)0)= [ ft=ng(r)dr = [ f()glt ~ r)ar 2.3

0

Exemple 2.1.1 Soient les deux fonctions suivantes : f(t) = sin(t) et g(t) =
cos(t).
Calculons la convolution de f et g,

(f*xg)(t) = /Ot sin(t — 7) cos(7)dr,

sin(t — 7) = sin(t)cos(7) — sin(7)cos(t),

done
(fxg)t) = /0 t (sin(t) cos(r) — sin(r)cos(t) ) cos(r)dr
- " (sin(#) cos*(r) — sin(r) cos(r) cos(t) ) dr
- | " sin(t) cos(r)dr — / " cos(t) sin() cos(r)dr
= sin0) | " cos(r)dr — cos(t) / " sin() cos(r)dr-

En faisant le changement de variable suivant : w = sin(7) = du = cos(7)dr et
on sait que cos?(T) = %(1 + 008(27')) alors

(f*g)(t) = ;sin(t) /Ot (1 + cos(QT))dT — cos(t) /Ot udu
- ; sin(?) [7' + ; sin(QT)]: — cos(?) B sinz(r)];

= Stsin(t) +  sin(r)sin(2f) — cos(t @ sin2(t)>

= }t sin(t) + lesin(t) sin(2t) — ;cos(t) sin®(t).

2
On sait que
sin(2t) = 2sin(t) cos(t),
alors
L. L/, . 1 _
(f*xg)t) = it sin(t) + 1(2 sin®(t) cos(t)) b cos(t) sin*(t)
= ;tsin(t) + ; sin?(t) cos(t) — ; sin®(t) cos(t)

1
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Si f(t) =0et g(t) =0 pour t <0 et F(p) et G(p) existent, alors on donne le
théoreme suivant

Théoreme 2.1.1 La transformée de Laplace de la convolution de deux fonc-
tions f(t) et g(t) est donnée par

Lf(t)* 9] (p) = F(p)G(p). (2.4)

2.2 Propriétés

Une fois établie la définition de la transformée de Laplace, on étudiera les
propriétés fondamentales qui permettent de relier les opérations de dérivation
par rapport au temps ¢, a la multiplication par la variable p.

2.2.1 Linéarité

De par la linéarité de I'intégration, la transformée de Laplace est linéaire,
autrement dit, pour tout couple de fonctions telles que leurs transformées de
Laplace convergent, et pour tout couple de constantes a et 3, on vérifie

Llafi(t) + BH®)] () = aL[A®)] () + BL 0] ().

Il en est évidemment de méme pour la transformée inverse. Pour tout couple
de constantes « et 3, on a

L7 aFi(p) + BF(p)] = aL[Fi(p)] + BL[F(p)].

2.2.2 Translation dans I’espace de départ

La transformée de Laplace de la fonction f(t) avec retard de 7 est donnée
par

LIt —=7)] = e LIf({1)] = e F(p).

En particulier :
L e PF(p)| = f(t— 7).

Preuve. Cette égalité se prouve en posant le changement de variable u = t—r7,
du = dt, dans le calcul de la transformée de Laplace

clre-m) = [ s e rar

“+oo
= [ et du
0

400
= e P7 (u)e P*du
0

= ¢ F(p).
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2.2.3 Transformée de Laplace pour homothétie

Pour un réel positif k, on a

clrwn) ) = 12(%)

Preuve. Cette égalité se prouve en posant le changement de variable
u = kt = du = kdt, alors

L[ (k0] (o) —/*mmfww

- k;/+00 g
- kF(k;)

2.2.4 Transformée de Laplace d’une fonction modulée

La transformée de Laplace de la fonction f(t), modulée par e~ est donnée
par
Ll f(1)](p) = Fp+a).
Le terme de modulation étant constant par rapport a la variable d’intégration,
on peut le déplacer dans 'intégrale et faire apparaitre la transformée de Laplace
en (p+ a) au lieu de p.

2.2.5 Transformée de Laplace de la dérivée d’une fonc-
tion

Si on note f(0) la valeur initiale de la fonction f(t), la transformée de

df ( ) est donnée par la relation :

4

Laplace de la dérivée

}(p) = pF(p) — f(0).

Preuve. Cette relation se prouve en intégrant par parties la transformée de
Laplace de la dérivée de f(t) et en se souvenant que Re(p) > 0.

df (t )} /+°° <df(t)> —pt
= —_— dt
[ dt 0 it )°
+0c0 +00
= [f(t)ept] +p/ f(t)e Pdt
0 0
= pF(p) - f(0).
Ainsi, la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n est donnée par

’ ldn £(t) pde (0)  df(0)

T 1(p)=p"F(p)—p"‘1f(0)— o T T g
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2.2.6 Transformée de Laplace de la primitive d’une fonc-
tion

La transformée de Laplace de I'intégrale d'une fonction f(t¢) est donnée par
t 1
£| [ fein|w) = Fo).

Preuve. Pour prouver cette relation, notons f(t), la primitive de f(¢) nulle en

l'origine (i.e. %ﬁt) = f(t), et ?(0) = 0), en intégrant par parties il s’ensuit
t +00 ~
£| [ rwad @) = [ Feerar
0 0
TS T [ e
= |- — + f/ e
p o pJo
1
= —F(p).
LEw)

2.2.7 Dérivation de la transformée de Laplace

En dérivant la transformée de Laplace dans 'intégrale, on obtient

dLlf ()]
P LI-tf(1)].

Plus généralement, en dérivant n fois, on a

d"L[f(t)] n
Tar L[(=t)"f(1)].

2.2.8 Théoréme de la valeur initiale

La valeur initiale d’une fonction f(t) peut étre obtenue a partir de la trans-
formée de Laplace de la fonction en utilisant la relation connue sous ’appella-
tion de théoreme de la valeur initiale.

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de la valeur initiale) La valeur en t = 0
de f(t) est donnée par
lim f(t) = lim pF(p).

t—0 p——+00
Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p — +oo dans ’expression
de la transformée de Laplace de la dérivée de f(t). On a

lim c[df(t)} = lim (pF (p)—f(0)>,

p——+00 dt p——+00
ot df (t +oo df (t
lim £{f()} = lim / L)e’ptdtz(),
p—+o0 dt p—+oo /o dt
d’ou

p—+o00 p——+00 t—0

tim_(pF(p) = £(0)) =0 = T _pF(p) = F(0) = limy /(1)
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2.2.9 Théoréme de la valeur finale

La valeur finale d’une fonction f(¢) peut étre obtenue a partir de la transfor-
mée de Laplace de la fonction en utilisant la relation connue sous 1’appellation
de théoreme de la valeur finale.

Théoréme 2.2.2 (Théoréme de la valeur finale)La limite pour t — +0o0
de la fonction f(t) est donnée par

lim f(¢) = lim pF(p).

t—-+oo p—0

Preuve. Pour prouver cette relation on fait tendre p — 0 dans I'expression de
la transformée de Laplace de la dérivée de f(t).

MR predf(t) L,
%ﬂ%ﬁ[cﬂ = LL“%/O o ¢

— /()+wij;(t”dt
- ol
— lim_ /(1) (0).

et on trouve

tim [ TN iy (o) — 100)
= lmpF() - f(0)
~ lim_f(t) - (0)

d’ot
lim f(t) = lim pF'(p).

t—4o00

Exemple 2.2.1 En utilisant les théorémes des valeurs initiales et finales, cal-
culer s(t — 07) et s(t — 00) pour les fonctions suivantes :

2
p°+2p+4
1.50) = 5—=5 15"
P>+ 3p* + 2p
3 2
p°> 4+ 2p* +6p+ 8
2. S(p) = 3
p’ +4p
2
p*+2p+4
LS = 3——=725-
4 3p* + 2p
e Calcul de s(t — 07) :
2
' L o p +2p+4
tli%i s(t) = pEEIOOPS(p) - pEIJPoopp3 +3p2+2p
e Calcul de s(t — +00) :
p?+2p+4

o0 =l pS) = e =
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3 2
p°+2p°+6p+8

e Calcul de s(t — 07) :

3+ 2p* +6p+8
lim s(t) = lim pS(p) = lim P 4 Topte
t—0+ p—+oo p—>+00 p3 +4p

e Calcul de s(t — +00) :
lim s(t) = limpS(p)

t—+oo p—0
. PP +2p*+6p+8
= limp =2
p—0 p3 +4p

2.3 Transformée de Laplace de quelques fonc-
tions usuelles

2.3.1 Transformée de Laplace d’une constante

La transformée de Laplace de la fonction f(¢) = ¢ avec ¢ est une constante,
se calcule directement par

EH (p) = /0+OO ce Ptdt = ¢ [e_pt] ) _

2.3.2 Transformée de Laplace de 1’échelon unitaire

La fonction échelon unitaire, aussi connue sous le nom de fonction de Hea-
viside et notée I'(t), est définie par

1,5t t>0.

La transformée de Laplace de ’échelon unitaire est donc donnée par
+o0 "
clrw)p) = / T(t)e " dt
0

—+o00
= / e Pt
0

[ept] +00

La partie réelle de p étant positive, la limite en t — +oo de e est nulle.
Finalement ;

£[r®)m) - ]10, Wp > 0.
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2.3.3 Transformée de Laplace de la fonction sinus

La fonction stnus peut s’écrire sous la forme d’une somme d’exponentielles
complexes :

wwt e—iwt

21
Donc la transformée de Laplace du sinus se calcule comme suit :

sin(wt) =

1 ptoo }
ﬁ[sin(wt)} (p) = 27/ (=Pt — e=iwl=pt) gy
1 Jo
B 1 | giwt—pt N e iwt—pt Feo
C 2ijw—p  iwtp |

La partie réelle de p étant positive, la limite en ¢t — 400 de e est nulle. Il
vient donc :

. -1 1 1
ﬁ[SIH(Wt)} (n) = 2 |iw—p * 1w+ p
B w

w? +p2

2.3.4 Transformée de Laplace de la fonction cosinus

Comme pour la fonction sinus, la fonction cosinus peut s’écrire sous la
forme d’une somme d’exponentielles complexes :

eiwt + e—iwt

cos(wt) = 5

Donc la transformée de Laplace du cosinus se calcule comme suit :

ezwt + e—zwt

E{cos(wt)} (p) = E[ 5

1 ptoo .
(p) — 5/ e—wt—pt+€—zwt—ptdt
0

“+oo

1 leiwtpt efiwtfpt

2

Ww—p w+p .
La partie réelle de p étant positive, la limite en t — +o0o de e est nulle. On
obtient donc,

1 1

+ - = P
—p w+Dp

w24 p?’

E[Cos(wt)} (p) = 3 [ —

On peut également obtenir ce résultat en remarquant que la dérivation de la
fonction stnus donne : .
d sin(wt)

el cos(wt).
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En utilisant la linéarité et la propriété de la transformée de Laplace d’une
fonction dérivée, il s’ensuit alors,

E[cos(wt)} (p) = j}(pﬁ[sin(wt)] —sin(O))
p_w __p
ww? + p? _w2+p2'

On retrouve donc bien le résultat établi plus haut.

2.3.5 Transformée de Laplace de ’exponentielle

a.

La transformée de Laplace de la fonction f(t) = e~ se calcule directement

par :

E[e_“t} (p) = /OJFOO e e Pt

oGatp)t]”
N a+p

, Vp > Re(a).

0 p_l—a

2.3.6 Transformée de Laplace de sinus hyperbolique

la fonction sinus hyperbolique peut s’écrire sous la forme suivante :
at e—at

2

Donc la transformée de Laplace du sinus hyperbolique se calcule comme suit :

sinh(at) =

400 pat __ ,—at
E{sinh(at)} (p) = / %e‘ptdt
0
Lopreo Lortee i
= 7/ e“epdt—f/ e e Pt
2 Jo 2 Jo
1 1
= iﬁ[eat] — 55[67@]
1 1 1 1

§p—a_§p+a
_ lpta—(p—a)
N 2[ p? — a? }
1 2a a

§p2—a2 T2 —a?

2.3.7 Transformée de Laplace de cosinus hyperbolique

Comme pour la fonction sinus hyperbolique, la fonction cosinus hyperbolique
peut s’écrire sous la forme suivante :

at —at
cosh(at) = e re
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Donc la transformée de Laplace du cosinus hyperbolique se calcule comme
suit :
+00 eat + e—at

2

1 [too 1 ptoo

7/ ee Pt 4+ 7/ e et
2 Jo 2 Jo

1 at 1 —at
1 1 1 1
2p—a+2p+a
_ l[pt+ta+p—a
2{ p? — a? ]
I 2  p

2p2—a2 _p2_a2'

e Pldt

L [ Cosh(at)} (p) = /0

Exemple 2.3.1 Calculer les transformées de Laplace des fonctions tempo-
relles suivantes :

1. fl(t) = tn, n > 1,
2. falt) = et
3. f3(t) =4 — e +6sin(t).

1. pour n > 1, on applique la transformée de Laplace

n Feo n_—pt
clnlw =clr] = /0 (e Pt
+o0 oo
Z|tre Pt + ﬁ/ t" e Pt
p b Jo
= 2

D
Q (n — 1),6[25”72]
p D

_ n(n—1)(n — 2)5[75”_3]
'S

n! n!

2. En appliquant la transformée de Laplace, on obtient

L[ L)) = L),
On sait que

£l = .
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donc, L[f2(t)] est la translation de la fonction L£[t], c’est-a-dire
3 6

(p—2)* (-2)*

3. En appliquant la transformée de Laplace sur cette fonction, on obtient

L)) = L[4—e ™ +6sin()]|(p)
= L[4] — L[e "] + 6L][sin(t)]

L[f2(t)] =

RN S
 p p+4 p?+1
4 1 6

p p+4 pP+1

Exemple 2.3.2 Trouver la transformée de Laplace inverse des fonctions sui-
vantes :

2p+1

1. Flp)= 2"~

(®) p?+5p+6
="

2 F(p)= ———.
p*(p—1)

1. Par fraction simple on a

2p+1

(p+3)(p+2)
A B

7_’_7
p+3 p+2
5 3
p+3 p+2’

F(p) =

alors
5 3
ty = L7 — | -7 —
f®) lp + 3] [p + 2]
= Be 3 — 37,

2. On décompose la fonction F' en éléments simples

—3p A B C
Flp) = 55— ‘ = ]HQ- -
pip—1) p p—1
g —-p—1 1
o p-l
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alors

e3P

(p—l)] —u(t —3)[e!™* —1— (t - 3)]

= u(t—3)[e" —t+2].

f(t) = £1|:p2

Dans les sections qui suivent sur les transformée de Laplace des dérivées frac-
tionnaires, nous supposerons que la borne inférieure a = 0.

2.4 Transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Riemann-Liouville

Nous commencerons par la transformée de Laplace de I'intégrale fraction-
naire d’ordre s > 0 de R-L définie par :

D) = g [ €= 2.5

laquelle peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions g(t) = 57! et
f(t) comme suit :

oD f(t) = F(l) [ =y g = 07 50) (2.6)

La transformée de Laplace de la fonction ¢! est
G(p) = L[t*""|(p) =T(s)p™". (2.7)

Et donc, en utilisant la transformée de Laplace de la convolution (2.4), nous
obtenons la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de R-L :

L] D f1)](p) = p*F(p). (2.8)

Nous nous intéressons maintenant au calcul de la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire de R-L, qui pour cela nous I’écrivons sous la forme

oD; f(t) = ¢ (1),
avec

1

g(t) =0 D"V f (1) = Tn—s)

/0 (= ) () (2.9)

L’utilisation de la formule de la transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre
entier donne :

£[ D57 )] ) = 9Gl) — S g (0), 2.10)
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La transformée de Laplace de la fonction g(t) est déterminée par (2.8) :
G(p) =p "I F(p). (2.11)

En résumé, de la définition de la dérivée fractionnaire de R-L, il vient :

dn—k—l

g () = WOD;W—S)JC@) =0 Dy f(1). (2.12)

En substituant (2.11) et (2.12) dans (2.10), nous obtenons I’expression finale
suivante pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L
d’ordre s > 0 :

£ D)) =2 F )~ 5 PoDr ) (213

2.5 La transformée de Laplace de la dérivée
de Caputo

Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée frac-
tionnaire de Caputo, écrivons la dérivée de Caputo sous la forme :

“Dif(t) = D "Vg(t),  (n—1<s<n), (2.14)
avec

g(t) = f(). (2.15)

En utilisant la formule (2.8) de la transformée de Laplace de 'intégrale frac-
tionnaire de R-L, on aura

L[ D f®)] () =" IG(p), (2.16)

ou, grace a la formule de la transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier
n?

G) = " F(p) = 3 9" [ O0) = 1 Fp) = X D0, 27

En introduisant (2.17) dans (2.16), on arrive a la formule de la transformée de
Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo :

n—1

LD fFB)(p) =p'F(p) = Y p "' f®0) (n—1<s<n). (218)

k=0

Tableau de transformation de Laplace des dérivées fractionnaires
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F(p) f(t) = L7[F(p)]
1 tcx—l
e I'(a)
1 o~ at
(pta)> INEY)
al_ ta_lEa Oé(ata>
£ Pg 7 o
p(p® +a) Eo(—at?)
p(p® +a) L — Eo(—at?)
pa(_ﬂ_a) taELOé-‘rl(a“t)
o tP1E, 5(at®)
1 1 a b
e | ase )

Dans le tableau a et b sont des constantes réelles distinctes.



Chapitre 3

Résolution des équations
différentielles par la transformée
de Laplace

Dans ce chapitre, nous commencons par la résolution des équations diffé-
rentielles ordinaires par la transformée de Laplace. Puis, I’étude des équations
différentielles fractionnaires du type Riemann-Liouville et Caputo, pour plus
de détails voir ([13, 10]).

3.1 Résolution dA’EDO linéaires

Les EDO linéaires du ler et 2éme ordre a coefficients constants se résolvent
facilement a l'aide d’une méthodologie claire et systématique. Par contre ces
techniques ne s’appliquent pas aux EDO d’ordre plus élevée. Nous présentons
dans ce paragraphe tout l'interét de la transformée de Laplace : résoudre une
EDO linéaire d’ordre n.

3.1.1 Résolution des EDO linéaire d’ordre 1 tres simple

Exemple 3.1.1 Considérons I’EDO linéaire d’ordre 1 non homogéne i.e. le
cas le plus simple qui soit.
On cherche la solution y(t) de l’équation différentielle :

y'(t) +yt) =1
avec la condition initiale suivante :
y(0) = 0.

Prenons la transformée de Laplace de chaque membre de [’égalité. Le terme de
droite est une constante, dont la transformée de Laplace est :

cl)(p) = /;OO le Pdt = 1[6_:} = ]10.
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Notons Y (p) la transformée de Laplace de la fonction y(t). Par linéarité la
transformée de Laplace du premier membre est :

Ly®) +y®]p) = Ly ®]+Lly®)]
= pLly®)] = y(0) + L|y(1)]

= pY(p) —y(0) +Y(p)
= (p+1)Y(p)+0=(p+1)Y(p).

Donc expression de Y (p) en fonction de p est donnée par :

DY () =5 V0) = s

une décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p donne :

1 1
Y(p) =~
p p+1

reste a déterminer la transformée inverse de cette expression, par linéarité on
sait que :

1
ty=L""|=
y(t) ,

1
p+1

-1
)

on a déja établi que la transformée de Laplace de 1 est % et de e™ est ﬁ, la
solution est finalement donnée par,

y(t)=1—e".

Exemple 3.1.2 Maintenant, on cherche la solution y(t) de l’équation diffé-
rentielle :

y'(t) —y(t) = 3sin(t)

avec la condition initiale suivante :
y(0) = 0.

La transformée de Laplace du 2éme membre est :

13
1+p2_1+p2

L[3sin(t)] (p) = 3L[sin(t)] =3

Par linéarité, la transformée de Laplace du premier membre est :

Lly® -y = Ly®] - Ly
= pLly®)] - y(0) + L]y(t)]
= pY(p) —y(0) = Y(p)
= (p—1DY(p).



Résolution des équations différentielles par la transformée de
38 Laplace

Donc
3
1+p)p—-1)
apres décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p, on ob-
tient :

(p—1)Y(p) = Y(p) =

—_— =
14 p?

3 3 3
Y(p) = i
p—1 p*+1
3 1 3 p 3 1
Y(p> = 35 T 5.2 T 5.9 :
2p—1 2p*+1 2p*+1

On cherche la transformée inverse de cette expression :
3 1 3
t) = L ——| =Lt

On a déja établi que la transformée de Laplace de e’ est

3.1

2

1
pPPH1]

p
p*+1

1
. et de cos(t) est

p p—
P et de sin(t) est , alors la solution est donnée par :
p?+1 p—1
3 3
y(t) = §et — 5 cos(t) — — sin(t)

3.1.2 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2
Exemple 3.1.3 On cherche la solution y(t) de ’équation différentielle
y"(t) +5y'(t) + 6y(t) = 0
avec les conditions initiales suivantes :
y(0) =2, y'(0) = 3.

On note Lly] = Y(p), par linéarité la transformée de Laplace de 1’équation
différentielle est :

Ly" ()] +5L]y ()] + 6L[y(t)] =0,

alors,
= pLY(1)] =y (0) +5L[y'(t)] + 6L [y(1)] =
:>p@c@uﬂ <» y'(0) +5(pL[y(1)] — m»+6c@®}=o
= p’Y(p) —2p—3+5pY(p) —10+6Y(p) =0
= Y(p)(p*+5p+6)=2p+13
= Y(p) = 2p+13

p?+5p+6



3.1 Résolution d’EDO linéaires 39

On passe a la décomposition en éléments simples de fraction rationnelle en p
2p+13

e —————, on obtient :
p>+5p+6

9T
p+2 p+3

)

En appliquant la transformée inverse, on obtient :

~1(;53)

Y(p) =

b
p+2
y(t) = 9e 2 —7e73

y(t) = 9£7!

Exemple 3.1.4 On cherche maintenant la solution y(t) de l’équation diffé-
rentielle suivante avec les conditions initiales :

y"(t) — 6y'(t) + 10y(t) = 2¢€

y(0) =0 :;y(0)=1
La transformée de Laplace du terme a droite est donnée par :
t _ t| __
£{2e }(p) = 25[6} o1
Et par linéarité, la transformée de Laplace du premier membre est :
Lly't) -6y (1) +10y()](0) = L[y ()] —6L[y ()] +10L[y(t)]
= pY(p) - py(0) — y'(0) — 6pY (p) — 6y(0) + 10Y (p)
= pY(p) — 1 —6pY(p) + 10V (p)
= Y(p)(p® - 6p+ 10).
Donc Uezpression de Y (p) en fonction de p est donnée par :

2
Y(p)(p* — 6p+10) = 1+ o1

p+1
(p — 1)(p* — 6p + 10)
Apres une décomposition en éléments simples, on trouve :

2 1 2 p-3 9 1
Y(p)

= Y(p) =

T 5p—1 C5(p—3)2+1 +5(p—3)2+1'
En appliquant la transformée inverse, on trouve finalement la solution y(t) :
2

2
y(t) = get - ge3t cos(t) + ie?’t sin(t).
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Exemple 3.1.5 Cherchons la solution y(t) de l’équation différentielle suivante
y"(t) + y(t) = sin(2t)

avec les conditions initiales :
y(0) =2;y(0) =1.

La transformée de Laplace de sin(2t) est donnée par

L[sin(2t)] (p) = p22+4.

En appliquant la transformée de Laplace sur l’équation différentielle, on ob-
tient :

o] + £fe)] =
alors,
= pL [y (t)} —y'(0) + E{y(t)} = P2 i_ 4
= PLly)] = py(0) — y'(0) + L]y(1)] = P? i 4

= pPY(p)—2p—14+Y(p)= ——
pY(p)—2p—1+Y(p) PR

= Y i) =2p+1
(p)(p”+1)=2p+ +p2+4

I 2
Cpr+l o prl o (P41

= Y(p)

Apreés la décomposition de cette expression, on obtient :

o 121 12
Cpr4l o pr4+l 3p24+1 3p2+4

Y (p)

Et on applique la transformée inverse sur cette expression pour obtenir la so-

lution y(t), nous donne :
1 1 2
3\p?+4

P+l

P+l
: 2 1.
y(t) = 2cos(t) + sin(t) + 3 sin(t) — 3 sin(2t)

y(t) = 2cos(t) + gsin(t) — ;sin(Qt).
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3.1.3 Résolution des EDO linéaire d’ordre 2 a coefficient
algébrique

Exemple 3.1.6 On cherche la solution y(t) de I’EDO a coefficient algébrique
suivante :

3ty” (t) + 6y'(t) + ty(t) =0

y(0) =1

Appliquant la transformée de Laplace sur les membres de ’égalité, et par linéa-
rité on obtient :

L[3ty"(£) + 6y (1) + ty(1)] (p) =0 = BL[ty" ()| +6L[y'(1)] + L]ty (1)] = 0.

On a la propriété suivante :

.c[t”f(t)} = (—1)";;1”’(10),
alors,
Llty®)] ==Y () = =Y'(),
et,
Ly (®)] = pY (p) — y(0),
et,
Ll 0] = = 0PV () - 9y - Y (0)
= —2pY(p) — p*Y"(p) + y(0).

Donc,

= —6pY(p) —3p*Y"(p) + 3y(0) 4+ 6pY (p) — 6y(0) — Y'(p) =0

= —Y'(p)3p*+1)=3
3
_V'(p) =
= Y0 =35

S V()= 5=
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On applique maintenant la transformée inverse sur cette expression,

L7 =Y'(p)] = V3L . 2].
p*+ \}g)

Et on sait que
Y'(p) = L]ty (t)],
alors
L7 =Y'(p)] = ty(r).

Donc la solution est donnée comme suit,
3
ty(t) = +/3sin <\/3_t)

\/gsin (?t) |

= y(t) = "

3.1.4 Résolution d’EDO linéaire d’ordre 3

Exemple 3.1.7 On considére l’équation différentielle suivante :

y"(t) + 5y"(t) + 6y'(t) = 0,
avec les conditions initiales suivantes :

y(0) =3, y'(0) = =2, y"(0) = 7.

Et on cherche la solution y(t) de cette EDO, notons Y (p) la transformée de
Laplace de la fonction y(t).

Ly"(t) +5y"(t) + 65/ (1) (p) = 0.

Par linéarité de la transformée de Laplace, on obtient :

Lly" ()] + 5&[ "(t)] + 6Ly ()] =0
p*Y (p) — p*y(0) — py'(0) — /" (0) + 5p°Y (p) — 5py(0) — 5y/'(0) + 6pY (p) — 6y(0) = 0
P’Y (p )+5p2Y( ) +6pY(p) —3p* +2p—T7—15p -8 =0

Y (p)(p® + 5p® + 6p) = 3p* + 13p + 15

Y (p) = 3?2+ 13p+15  3p*+13p+15

llllliilll

’E

P+5p2+6p  plp+2)(p+3)
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Apres la décomposition de cette expression on obtient :

51 1 1 1
Yp)=5-—5—5+—=
2p 2p+2 p+3

Finalement, on applique la transformée de Laplace inverse sur cette expression
et on obtient la solution y(t) comme suit :

5 1] 1 1 1
/ 2ot - | —cet | —— | e ——
y(t) 27 pl 27 |pr2 p+3
5 1
y(t) = 5 56_% 4 e 3t

3.1.5 Cas général : EDO linéaire d’ordre n

Considérons 'EDO linéaire d’ordre n non homogene suivante Avec les
conditions initiales données :

Y () + a1y V() + o+ aoy(t) = f(1),
y™=1(0),...,y(0) données.

Rappelons que l'on a :

E[y(k) (t)] (p) = pL [y(k‘l)(t)] —yE D)= ... = pkﬁ[y(t)] - leiy(k_l_i)(o).

On note : Y(p) = ﬁ{y(t)} (p) et F(p) = L‘[f(t)} (p)

On suppose pour des raisons de simplicité et clarté de calculs que :

y"(0) = ... = y(0) = 0.

Etape 1 : On consideére la transformée de 1’équationdifférentielle ; soit :
Lly™ () + an 1y V() + -+ agy(t) — F(B)](p) =0 Vp.

Par linéarité de l'opérateur L£(.), on obtient :
(p" + 1 p"t + ...+ ag)Y(p) = F(p).

Soit :
F(p)
(P" + ap1p™ ' + ... + ag)
La transformée Y (p) de la solution recherchée y(t) est donc obtenue sous la
forme d’une fraction rationnelle.

Y(p) =
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Etape 2 : On décompose cette fraction rationnelle en éléments simples de

la forme : #, m > 1, et (ap +)
(p—2)m (P* + c1p + o)

Etape 3 : On identifie chaque élément simple comme étant I'image d’une
fonction connue. Pour cela on utilise une table d’images usuelles par transfor-
mée de Laplace.

On obtient finalement la solution de 'EDO par inversion de chacun des élé-
ments simples :

=>

(£)-

+Z£ [ (ap +b)

(p? — c1p + <o)

3.2 Résolution des équations différentielles frac-
tionnaires

3.2.1 Résolution des EDF au sens de Riemann-Liouville

Dans cette sous-section, nous allons explorer quelques exemples d’équations
différentielles fractionnaires simples de Riemann-Liouville.

Exemple 3.2.1 Nous voudrions résoudre l’équation différentielle fractionnaire
donnée par :

Do\»—t

Diy(t) = ery(t).

ot ¢y est une constante. Puisque 0 < p = % < 1 nous allons utiliser la trans-
formée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 1
et prendre la transformée de Laplace des deux cotés de la derniére équation. St
nous utilisons également la linéarité de la transformée de Laplace, cela donne

LDiy(t)] = Llay®)] = aLfye].
p3Y (p) — Diy(0) = aY(p),
 y(0) = aY(p).

2 2
On woit que D, *y(0) est la valeur de D, *y(t) évaluée a t = 0. Si nous sup-
2

posons que cette valeur existe, nous pouvons définir D, *y(0) égal a co pour
obtenir

péY(ﬁ) —Cy = Cly(]))- (3-1)

Si nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

1

Y(p)(p? —c1) =
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alors

Co
Y(p)= T

ps =G

En utilisant le tableau de transformation de Laplace des dérivés fractionnaires
avec a = ff = % et a = ¢, et concluons que

C
1 2 ] :Cgt%_lE
p3—C

y(t) =L~

Exemple 3.2.2 Maintenant, nous voudrions résoudre [’équation différentielle
fractionnaire donnée par

©

M

Dy(t) = 0. (3.2)

19
Puisque 1 < p = — < 2, nous allons utiliser la transformée de Laplace

de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville pour n = 2 et prendre la
transformée de Laplace des deux cotés. Cela donne

19
LIDEy(t)] = 0
19 9_q 19 _9
p2Y(p) — D y(0) —pD/® "y(0) = 0
1

T _5
pﬁy(p) - Dt12y(0) —pD, 129(0) = 0.

En suivant les mémes étapes que dans l’exemple précédent, nous supposons que
7 5

les valeurs de Dizy(0) et D™ 12y(0) existent et nous pouvons les prendre égal

a c3, ¢4 respectivement pour obtenir

p%Y(p) —c3—pcy =0

Maintenant nous résolvons ceci pour Y (p) nous obtenons

c3 + pc C C
Y(p) = 37154 =+
p12 pl? pl?

alors en utilisant le tableau, on obtient la solution suivante

C3 Cq
19 7
pﬁ

pﬁ

T =5
c3t12 cyt 12

) )

= £t

+ L7t
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Exemple 3.2.3 Soit l’équation différentielle fractionnaire

Diy(t) = ay(t), (3.3)

ot a est une constante réelle. On a : 0 < o = % < 1, nous pouvons utiliser donc
la formule (2.13).En prenant la transformée de Laplace des deux membres de
cette équation, on obtient

L], Diy®)] = aLly(®)]. (3.4)
ce qui nous donne
p3Y (p) — i 'y(0) = aY (p) (3.5)
ceci implique
P3Y (p) — D; *y(0) = aY (p). (3.6)

_1 _1
La constante D, *y(0) est la valeur de D, *y(t) ent = 0.

Si nous supposons que cette valeur existe, et nous l’appelons cx ; alors l’équation
(3.6) devient

piY (p) — cs = a¥ (p). (3.7)

En résolvant cette équation pour Y (p), on arrive a

Y(p) = ——

- (3.8)

Finalement, grace au tableau, on trouve l’inverse de la transformée de Laplace
de Y (p), puis on conclut que

y(t) =L} [ 5 ] = c5t_%E§’§ (at%). (3.9)

1
On peut se demander si lexistence de D, *y(0) implique que sa valeur est en
fait cs comme supposé. Nous montrerons que c’est le cas.
Encore une autre fois, en wutilisant la transformée de Laplace de la dérivée
fractionnaire on remarque que

LD, Sy)] =Y (). (3.10)

Comme
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alors

Par conséquent

Ent=0, on obtient
_1
Dt Sy(O) = C5E%,1<O) = Cs.
Exemple 3.2.4 Considérons maintenant I’équation suivante :
4
oD y(t) = 0.
Maintenant, on a : 1 < a =

(2.7). En prenant la transform
on trouve :

NSV

< 2, nous pouvons donc utiliser la formule
de Laplace des deux cotés de cette équation,

]

e

ce qui nous donne :

4 —(2-%
p3Y (p) — poD, 73

_(2-4 (14
nous supposons que les constantes oD, . 3)y(O) et oDy “ 3)y(O) existent et
appelées Cy et Cy respectivement, alors ¢a devient :

4
p3Y (p) — Cip— Cy = 0.
En résolvant par rapport a Y (p), nous obtenons

:CLP %

Y (p) +—= =0.

ol
ol

nous utilisons encore une fois le tableau, on trouve la transformée de Laplace
inverse de Y (p) et nous concluons que

y(t) = £—1lcﬂp]+£—1l%]
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Exemple 3.2.5 Considérons le probléme de Riemann-Liouville suivant :

D2y(t) + Day(t) = 1 +t,

En appliquant la transformée de Laplace on obtient :

p°Y (p) — py(0) — /(0)

= Y (p) — py(0) — ¥'(0) + LY=Lyt

p? p p?
2
p’Y(p)—p—1 1 1
= p’Y(p)—p—1+ (); +Y(p)=-+—
p2 p p
3 1 1 1 1
= p’Y(p) —y'(0) — py(0) + p2Y(p) — p2y(0) — p Qy(0)+Y(p)=2;+]§
3 1 _1 1 1
= pY(p)—1—p+pY(p)—p? —p 2+Y(p)=j;+]§

f 11
= Y(p)((p2+p%+1)):E+z§+1—l—p+p%+p_%

11
= Y(p)p*+p> +1) = <p+p2)(p2+p3+1)
11

= Y{p)=-+—,
)=+

en utilisant la transformée inverse des deux cotés, on obtient la solution

y(t) =LY (p)| = £ m +L7 lplz] = y(t) =L [Y(p)|(t) = 1+1.

3.2.2 Résolution des EDF au sens de Caputo

Dans cette sous-section, nous allons explorer deux exemples d’équations
différentielles fractionnaires de Caputo.

Exemple 3.2.6 Soit [’équation différentielle fractionnaire suivante :

“Diy(t) = ey(t)

c étant une constante réelle.
En appliquant la transformée de Laplace, on aura :

c[Diyt)] = £fey)),
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on obtient,

= p3Y(p) —p5s " yO(0) = Y (p)
= p3Y(p) —p 3y(0) = cY(p)

2 _1
= Y(p)(p3 —c) =p 3y(0)

p_%
= Y(p) :y(0> 3
p3 —c

En appliquant la transformée inverse pour trouver la solution finale

1
_ p 3
(6= £ [y 2
ps —c
avec (o = %, a—fF= —% & 8=1), d’apres le tableau on obtient

y(t) = y(0) Bz, (ct?).

Exemple 3.2.7 On considere l’équation différentielle fractionnaire suivante :

avec les conditions initiales suivantes :

y(0) =y'(0) = 1.

En appliquant la transformée de Laplace, on obtient

alors,
4 4_0_— 4_q_
= p3Y(p) —p "y (0) —pr 1y (0) =0
4 1 _2
= p3Y(p) —p3y(0) — p~3y'(0) =
.
= vip) =5+ 2,
ps  ps
1 1
= Y(p)=-+—.
() PR

En appliquant la transformée inverse, on aura

y(t) = LY (p)| = F(11)+;2) — 1+t



Conclusion

Dans ce mémoire, on a introduit le calcul différentiel et I'intégral d’ordre
non entier. On a étudié I'intégration au sens de Riemann-Liouville ainsi que la
dérivation au sens de Riemann-Liouville et de Caputo.

On a appliqué la transformée de Laplace a la résolution de certaines équations
différentielles ordinaire avec différent ordre.

On a utilisé la technique de la transformée de Laplace pour 'intégrale et la
dérivée fractionnaire pour résoudre des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire.
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Résumé

Ce mémoire est dédié a la résolution de quelques équations différentielles ordinaires d'ordres
différents et des équations différentielles d'ordre fractionnaire. Nous allons donner quelques notions
fondamentales utilisées dans la dérivation fractionnaire telles que la fonction Gamma d'Euler, la
fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler avec des exemples et quelques propriétés. Aussi nous
allons donner les définitions des intégrales et des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
et de Caputo et le lien entre ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés. Aussi nous
présentons la définition de la transformée de Laplace avec ses propriétés et la transformée de Laplace
des dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo. La solution des équations
différentielles ordinaires et fractionnaires se trouve par la transformée de Laplace en utilisant ses
propriétés.

Mots-clés: Calcul fractionnaire, dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, dérivée
fractionnaire au sens de Caputo, équations différentielles fractionnaires, transformée de Laplace.

Abstract

This work is dedicated to the resolution of some differential equations of fractional order. We will
give some basic notions used in fractional derivative such as Gamma function, Beta function and
Mittag-Leffler function with examples and some properties. Also, we will present the definitions of
fractional derivatives for Riemann-Liouville type and for Caputo type and the links between these
derivatives with examples and some properties. Also, we will present the definition of Laplace
transform and its properties and the Laplace transform of fractional derivatives for Riemann-Liouville
type and Caputo type. The solution of differential equations and fractional equations is found by
Laplace transform using its properties.

Keywords: Fractional calculus, fractional derivative for Riemann-Liouville type, fractional
derivative for Caputo type, differential fractional, Laplace transform.
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