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Résumé

Ce travail concerne 'oscillation des solutions des équations dynamiques de second ordre
semi-linéaires a retard. En utilisant la techniques de transformation de RICATTI généralisée,
de nouveaux criteres d’oscillation sont obtenus. Nos résultats étendent les théoremes
d’oscillation de type KAMENEV, PHILOS et LI. Plusieurs exemples sont donnés pour illustrer
nos résultats.
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CHAPITRE 1

Motivation et position du probléme

1.1 Introduction

La théorie des échelles de temps qui a récemment regu beaucoup d’attention , a été introduite
par le mathématicien Allemand STEFAN HILGER en 1988 dans sa theése de doctorat (voir [17])
afin d’unifier, étendre et généraliser des idées du calcul discret, quantique et continu au calcul
d’échelle de temps arbitraire, ou une échelle de temps T est un sous-ensemble non vide fermé
de I'ensemble des nombres réels R.

Beaucoup de résultats que 'on rencontre dans I’étude des équations différentielles et de
différence restent valables dans le cas des échelles de temps. De plus, cette nouvelle théorie
nous permet d’étudier des problemes intéressants . Actuellement, la théorie des équations dy-

L sur les échelles de temps qui est un champs large dans les mathématiques pures

namiques
et appliquées sur l'existence et I'unicité des solutions a non seulement unifié les théories des
équations différentielles et de différence mais étend aussi ces cas classiques aux équations de

g-différence quand T = {¢" : n € N} avec ¢ > 1.
Beaucoup des gens posent cette question : 7 A quoi ¢a sert cette nouvelle théorie ? ”.

Le calcul sur les échelles de temps a un potentiel d’applications tres vaste. Par exemple,
en dynamique de la population, les équations dynamiques sur les échelles de temps peuvent
modéliser les populations d’insectes qui sont continues pendant une saison (et peuvent suivre
un schéma de différence avec la variable étape ou bien taille), meurent en hiver tandis que leurs

ceufs sont en incubation ou dormants, et puis éclosent dans une nouvelle saison.

1. une équation dynamique est une équation différentielle qui modélise un phénomeéne dynamique.
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1.2 Position du probléme et discussion

Depuis l'introduction de la théorie des échelles de temps, il y a eu beaucoup d’intérét a
étudier le comportement qualitatif (oscillation, périodicité, stabilité, etc.) des équations dyna-
miques sur les échelles de temps.

La théorie de l'oscillation est une branche importante de la théorie des équations dyna-
miques appliquée, liée a I’étude des phénomenes oscillants en technologie et sciences naturelles
et sociales. Par exemple en médecine (rythme sinusoidal cardiaque), électricité (oscillations
libres d'un circuit LC?), physique (la théorie des dynamiques des fluides en astrophysique 3) et
en chimie (réactions oscillantes-ondes chimiques), etc.

L’activité de recherche concernant 'oscillation et la non-oscillation des solutions des équa-
tions dynamiques sur les échelles de temps a recu une attention considérable. Nous renvoyons
le lecteur aux [1, 3,8, 10, 12-14, 16, 20, 25, 26, 31, 32]. Sachant que cette théorie était connue
siT = R et T = Z pour les équations différentielles et les équations de différence (voir
[2,11,15,18,19,21-24,27,28,30]). Un outil important dans 1’étude de 'oscillation des solutions
est la technique de transformation dite de RICCATI qui remonte aussi loin que les résultats clas-
siques de WINTNER [28] et HARTMAN [15] donnant une condition suffisante pour l'oscillation

de la solution d’une équation différentielle de la forme

1"

z (t)+q(t)z(t) =0, pourteR. (1.1)

Par la transformation de RICCATI

w(t) = 7“(75)M pour t € R, (1.2)

x(t)’

nous pouvons réduire les équations d’ordre deux de type YAN (voir [30]) & I’équation de RICCATI
(ou l'inégalité) de premier ordre . Le résultat de WINTNER [28] a été amélioré par KAMENEV [18]

en 1978, et 'un des résultats principaux est le suivant.

Théoréeme 1.2.1 (Critere d’oscillation de type KAMENEV [18]). L’équation (1.1) a une solution
oscillante si

1 t
lim sup 4—/ (t —s)"q(s)ds = +o00, pour certains n > 1. (1.3)

t—+o00 " Jto

2. Un circuit LC est un circuit électrique contenant une bobine (L) et un condensateur (Capacité).
3. Partie de 'astronomie qui étudie les astres, les milieux spatiaux du point de vue physique.

4. la limite supérieure est un outil d’étude des suites de nombres réels. Une telle suite n’est en général ni
monotone, ni convergente. Par exemple lim sup,, , . (—1)" = 1.
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Le théoreme (1.2.1) a été étendu par plusieurs chercheurs. En 1989, PHILOS [21] a obtenu
des nouveaux résultats sur 'oscillation en remplacant la fonction KERNEL (¢ — s)" par une

classe générale des fonctions H (¢, s). Ce qui suit est le résultat principal de PHILOS.
Soient D, Dy deux sous-ensemble de R x R définies comme suit :
D={(t,s):t>s>ty,t,s e R} et Dy={(t,s):t>s>tyt,s€R} (1.4)
Théoréme 1.2.2 (Critére d’oscillation de type PHILOS [21]). On suppose qu’il existe des
fonctions H € C(D,R*) et h € C(Dy, RT) qui vérifient les conditions suivantes :
(i) H(t,t) =0 pour t > ty, H(t,s) > 0 pour tout (t,s) € Dy;
(ii) H(t,s)® < 0 pour tout (¢,s) € Dy;
(i) —H4(t,s) = h(t,s)\/H(t,s), pour tout (¢,s) € Dy.

Si

) 1
lim sup

U ko) /t: {H(t, s)q(s) — ih2(t,s) As = o0, (1.5)

alors (1.1) a une solution oscillante.

D’apres [19], on remarque que les théoremes (1.2.1) et (1.2.2) ne peuvent pas étre appliqués a

I’équation différentielle I’ EULER

1 A
z (t)+ t—Qx(t) =0, pourt € R, (1.6)
. . . . 1 . , 1
ou A > 0 est une constante. (1.6) a une solution oscillante si A > 1 et non oscillante si A < 1
(voir [26]).
En 1995, L1 [19] a considéré I'équation différentielle linéaire
(r(t)z (1)) + q(t)z(t) =0, pourt € R, (1.7)

et afin d’améliorer les criteres d’oscillation de PHILOS [21] et YAN [30], L1 [19] a utilisé la
transformation généralisée de RICCATI.
7' (t)

w(t) = d(t)r(t) (x(t) + <;5(t)> , pourt € R. (1.8)

Ici, il est supposé que ®(t) > 0 et ¢ sont des fonctions différentiables. A I'aide de ces idées, on

peut obtenir des nouvelles conditions d’oscillation qui peuvent étre appliquées aux équations qui

5. La dérivée partielle de la fonction H par rapport a sa deuxiéme variable s.
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ne sont pas traitées par la transformation de RiccaTi (1.2). Comme il est souligné dans [19],
en utilisant la transformation de RICCATI généralisée (1.8), les criteres d’oscillation de type
KAMENEV peuvent étre appliqués a I’équation différentielle d’EULER. Le résultat principal de

LI est le suivant.

Théoréme 1.2.3 (Critere d’oscillation de type L1 [19]). Soient D, Dy deux sous ensembles
définies comme (1.4). Soient H € C(D,R*) et h € C(Dy, RT) satisfaisant les trois conditions

suivantes :
(i) H(t,t) =0 pour t > to, H(t,s) > 0 pour tout (t,s) € Dy;
(il) Hs(t,s) <0 pour tout (t,s) € Dy;

(i) —H,(t,s) = h(t,s)\/H(t,s), pour tout (¢,s) € Dy.

On suppose aussi qu'’il existe une fonction g € C([tg, +00)) vérifiant

/tt a(s)r(s)h*(t, s)ds < oo pour tout t > t, (1.9)
) 1 t 1
htrilfip At /to [H(t, s)i(s) — Za(s)r(s)hQ(t, s)| ds = +o0, (1.10)

ot a(s) = exp{—2 [ g(£)d¢} et P(s) = a(s){q(s) + r(s)g*(s) — [r(s)g(s)]'}-

Alors (1.7) a une solution oscillante.

En 1996, ROGOVCHENKO [22] a prouvé que le théoreme (1.2.3) est vérifié sans ’hypothese

(1.9). Pour le cas d’un retard %, nous utilisons la transformation modifiée de RICCATI

z' (1)
(7(t))

w(t) = B(t)r(t) ( + ¢(t)> , teR (1.11)

En 2008, en utilisant la transformation de RICCATI généralisée

W(t) = B(H)r(?) <<x;(g>>7 + ¢(t)> Cter, (1.12)

avec ¢(t) = 0, HASSAN [16] a considéré 1'équation dynamique semi-linéaire de second ordre

sans retard

(r(t) (+2®)")" +aa"(®) =0, teT, (1.13)

ol 7 est un quotient des entiers positifs impairs, r et ¢ sont des fonctions rd-continues positives

sur T.

6. Le retard d’une fonction f: R — Rest f, : R — R tel que f,(¢t) = f(t — a) pour tout t € R et a > 0.
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Dans ce qui suit, nous considérerons ’équation dynamique semi-linéaire de deuxieme ordre a

retard de la forme suivante

(r ) (= O)) + e f@(@) =0, t 21t >0, (1.14)

ou la variable indépendante t est dans une échelle de temps T. Puisqu’on s’intéresse a l’os-
cillation des solutions au voisinage de l'infini, nous supposerons que sup T = +oo. Rappelons
que nous considérerons seulement les solutions réelles non triviales (non identiquement nulle)
x € CLy([to, +00)r) de I’équation (1.14). La fonction r(z2)” € CL,([tg, +00)T, R) satisfait (1.14)
sur [t1,+o0)r ou t; > to est choisi tel que 7(t) > ¢, pour ¢ > t;. Nous limiterons notre
approche aux solutions qui existent sur une demi-droite [t;, +00)r et satisfaisant la norme

sup{|xz(t)| : t > to} > 0 pour £, > t;. Nous utiliserons la transformation de RICCATI généralisée

wlt) = D(H)r(t) ((;”(ig))))w + ¢(t)> teT (1.15)

Par une observation et un calcul détaillé, nous montrerons que nous pouvons obtenir les mémes
résultats sans introduire le terme ¢(t) dans (1.11) ou (1.15). Pour la simplicité des notations dans

les lemmes, les théorémes et les exemples qui suivent, nous utiliserons [tg, +00)T := [tg, +00)NT

et (z(a(t))) = (27(1))" = («7(1)).

Plan de travail

Ce document est composé de deux chapitres précédés d'une introduction détaillée. Chaque
chapitre est composé de plusieurs sections dans lesquelles nous développons les différents aspects
du sujet du chapitre.

Apres I'introduction, nous trouvons dans le chapitre 2 ’ensemble de toutes les notions de
base concernant les calculs sur les échelles de temps : définitions, lemmes et théoremes que nous
utiliserons dans toute la suite du mémoire.

Dans le chapitre 3, nous introduisons les nouveaux criteres d’oscillation de la solution de
I’équation dynamique de deuxiéme ordre semi-linéaire a retard présentée par W. HONGWO, L.
ERBE et A. PETERSON en 2016 (voir [29]) et nous étudions le comportement asymptotique de
cette équation. Ces résultats seront illustrés par des exemples..

Finalement, nous donnons une petite conclusion et une bibliographie qui contient les réfé-

rences sur lesquelles nous nous sommes appuyés dans ce travail.



CHAPITRE 2

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons exposer I’ensemble de toutes les notions de base concernant
les calculs sur les échelles de temps. La plupart de ces résultats seront énoncés sans preuve. Les

Démonstrations peuvent étre consultées dans les livres [4-6].

2.1 Calculs sur les échelles de temps

Définition 2.1.1. [5,6]. Une échelle de temps notée T est un sous-ensemble non vide fermé

de l'ensemble des nombres réels R.

Définition 2.1.2. [5,6]. Soit T une échelle de temps. Pour ¢t € T, on définit I'opérateur de
saut avant 0 : T — T par :

o(t):=inf{s € T:s > t},
et 'opérateur de saut arriere p: T — T par :

p(t) :==sup{s € T : s < t}.
Par convention, on suppose que inf() =supT (i.e o(t) =t si T admet un maximum t),
sup@ = inf T (i.e p(t) =t si T admet un minimum ¢).

Les définitions ci-dessus pour I'opérateur de saut avant et I'opérateur de saut arriere prétent
a la classifications des points dans une échelle de temps.
Définition 2.1.3. [5,6]. Soit T une échelle de temps et t € T.

1. Sit=o0(t) <supT alors ¢ est dense a droite.

2. Sit < o(t) alors t est dispersé a droite.
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3. Sip(t)=1t>infT alors ¢ est dense a gauche.

)=
4. Si p(t) > t alors t est dispersé a gauche.
)
)

6. Sip(t) <t < o(t) alors t est un point isolé.

t

o(t) alors t est un point dense.

(
(
5. Si p(
(

Définition 2.1.4. [5,6]. La fonction de granulation p: T — [0, 00) est définie par :
wu(t) :=o(t) —t pour tout teT.

Définition 2.1.5. [5,6]. Soit T une échelle de temps.

¢ Si T admet un maximum M dispersé a gauche, alors on pose T = T — {M}, sinon T* = T.
En résumé,
- T\(p(supT), supT] si supT < o0
T si sup T = oo
e Si T admet un minimum m dispersé a droite, alors T, = T — {m}, sinon Ty = T.
Définition 2.1.6. [5,6]. Soit f : T — R une fonction, on définit la fonction f7 : T — R
par :
fo(t) = (foo)(t)= f(o(t)), pourtout teT.

Exemple 2.1.1. Pour T=R on a :

ot)=pt)=t, ult)=0, T¢F=T=R.
Pour T=Zon a:

ot)=t+1, pit)=t—1, put)=1, T*=T=7.

Exemple 2.1.2. Soit h un nombre réel positif fixé. On définit 1’échelle de temps hZ par :

We={hz:z€Z}={-,—3h,—2h,—h,0,h,2h,3h, - }.

Ici,
o(t)=t+h, plt)y=t—h, ult)=h et TF=T=hZ
Exemple 2.1.3. Soit ¢ un nombre réel fixé tel que ¢ > 1. On définit I'échelle de temps ¢Z par :

qZ:{qZZGZ}U{O}:{ aq_3>q_27q_1717Q7q27q37'"}U{O}‘

Ici

) t o

o(t)=tq, pt)=—, plt)=(¢—1)t et TF =T =4~
q
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2.2 Différentiabilité et dérivées partielles

2.2.1 Différentiabilité sur les échelles de temps

Maintenant nous considérons une fonction f : T — R ('espace R peut étre remplacé par
n’importe quel espace de Banach) et on définit la delta dérivée de f en un point ¢t € T* de la

facon suivante.

Définition 2.2.1. [5,6]. Soient f : T — R une fonction et ¢ € T*. On dira que f est A-
différentiable en ¢ s’il existe un nombre f2(¢) € R tel que pour tout & > 0, il existe un voisinage

U detou
1f7(t) = f(s) — f2(t)(o(t) — s)| <elo(t) —s|,  pour tout s € U.

On appelle f2(t) la A-dérivée (ou HILGER dérivée) de f en t.
Si f est A-différentiable en ¢ pour tout ¢t € T*, alors f2 : TF — R est appelée la A-dérivée de
f sur T*.

Rappelons quelques propriétés de la delta dérivée qui sont utilisées dans ce travail.

Théoréme 2.2.1. [5,6]. Soient f : T — R une fonction et ¢ € T*.
1. Si f est A-différentiable en ¢, alors f est continue en t.

2. Si f est continue en t et si ¢ est dispersé a droite, alors f est A-différentiable en ¢

et ona:

fA) = = (2.1)

t —_
3. Si t est dense a droite, alors f est A-différentiable en ¢ si et seulement si lig% 710( i f(s)
E — s

existe et finie. Dans ce cas on a :

4. Si f est A-différentiable en ¢, alors

Fo(t) = f(8) + ut) f2(2).

Exemple 2.2.1. [5,6]. Encore une fois, nous considérons les deux cas T = R et T = Z et nous

supposons que f : T — R est A-différentiable en ¢t € T*.

1. T est muni de la topologie induite.
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1. Si T = R, alors pour tout t € T¥ = R est un point dense,

fA(t) = lim f(t) B f(S)

s—t t— s

= f'(t).
2. Si T = Z, alors pour tout t € T¥ = Z est un point isolé,

s Flo®) = 1(0) o
P =TT F(t+1) = [(t) = AS().

tel que A est 'opérateur de différence avant défini par la derniere équation ci-dessus.

Théoréme 2.2.2. [5,6]. Soient f,g: T — R des fonctions A-différentiables en ¢ € T*. Alors

on a les propriétés suivantes :

1. La somme f+ g : T — R est A-différentiable en t et
(f +9)2(t) = f2(t) + > (2). (2.2)

2. Pour tout a € R, af : T — R est A-différentiable en t et

(af)2(t) = af2(1).

3. Le produit fg: T — R est A-différentiable en ¢ et
(f9)2(1) = fA(Dg(t) + F7(1)g> (1) = F(£)g™ (1) + f2(1)g” (D). (2.3)

1
4. Si f(t)f°(t) # 0, alors 7 est A-différentiable en t et

I )
<f> O ="Forw 24)
5. Sig(t)g°(t) # 0, alors ch est A-différentiable en ¢ et

P\ AWt — FBgA ()

(y) O="""sor® 23)

Théoréme 2.2.3 (Théoreme des accroissements finis [5,6]). Soit f une fonction continue sur
[a, b] et A-différentiable sur [a,b). Alors il existe 1, £ € [a,b) tel que

f(0) — f(a)

e ()}

f2(6) <

Corollaire 2.2.1. [5,6]. Soit f une fonction continue sur [a, b] et différentiable sur [a, ). Alors
f est dite strictement croissante, strictement décroissante, croissante et décroissante sur [a, b]

si fA(1) >0, fA() <0, fA(t) > 0 et f2(t) <0 pour tout ¢ € [a,b), respectivement.
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2.2.2 Dérivées partielles sur les échelles de temps

On introduit la A-dérivée partielle pour les fonctions de plusieurs variables sur les échelles
de temps.

Soient n € N, f : T — R une fonction et (T;);cn,njnz des échelles de temps. On note :
1. T=Ty x Ty x -+ x T, ={t = (t1,t2, -+ ,t,) : t; € T;, pour tout i € [1,n]NZ}.
2. TF =TFx T5--. x Tk,

3. 0i(t;) =inf{s € T, : s > t;}, pour tout i€ [1,n|NZ.

4. pi(t;) =sup{s € T; : s < t;}, pour tout i€ [1,n]NZ.

5. foi(t) = f(ti,ta, -+ ,tic1,0:(ti), - ,tn), pour tout i€ [1,n]NZ.

6. f5i(t) = f(t1,ta, -+ ,tiz1,8:(t;), -+ ,tn), pour tout i€ [1,n]NZ.

Définition 2.2.2. [4]. Soit f: T — R une fonction. La A-dérivée partielle de f par rapport a

t; € T¥ est définie par :

Of(tr, -+ ) _ . f7(0) = [ (1)

Altz o s—t o; (tz) — S ) avec  s; € T’L\{UZ (tl)}

si elle existe et finie.

On peut remplacer la notation W par les symboles suivants :
of(t) _ of A A
— L (1) = fRi) = ).

Exemple 2.2.2. [4]. Soit f la fonction définie sur T = R x hZ, avec h > 0 par :

f(t,s) =t*s* pour tout (¢,s) e T.

Alors FAL(E) = 4836,

et f22(t) = flhst h})L_ ft.5) _ t4(s+h}>j mLig t1(h + 2s).

2.3 Intégration

Pour introduire la notion de la A-intégrabilité sur les échelles de temps, nous avons besoin
tout d’abord de décrire les fonctions qui sont intégrables et pour cela nous présentons les

concepts suivants :
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Définition 2.3.1. [5,6]. Nous dirons qu'une fonction f : T — R est réguliere si sa limite a
droite existe en tout point dense a droite de T et sa limite a gauche existe en tout point dense

a gauche de T.

Définition 2.3.2. [5,6]. Une fonction f : T — R est dite rd-continue si elle est continue en
tout point dense a droite de T et si sa limite a gauche existe et finie en tout point dense a

gauche de T. On note I'ensemble des fonctions f : T — R qui sont rd-continues sur T par :
Cra = Cra(T) = Crq(T, R).

On note I’ensemble des fonctions f : T — R qui sont A-différentiables et ses A-dérivées sont

rd-continues sur T par :
Cid = Cid(T) = Cid(Ta R).

Théoréme 2.3.1. [5,6]. Soit f: T — R.

1. Si f est continue, alors f est rd-continue.

2. Si f est rd-continue, alors f est réguliere.

3. L'opérateur de saut avant o est rd-continue.

4. Si f est rd-continue ou réguliere, alors f? c’est ainsi.

5. Si f est continue et g : T — R est rd-continue ou réguliere, alors f o g est également

rd-continue ou réguliere respectivement.

Définition 2.3.3. [5,6]. Une fonction f : T — R est pré-différentiable avec un domaine de
différentiabilité D si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. f est continue sur T

2. DCTF;

3. TH\ D est dénombrable et contient les points dispersés a droite dans T;

4. f est A-différentiable en tout point ¢t € D.
Le théoreme suivant garantit I'existence des pré-antidérivées.

Théoréme 2.3.2 (I'existence de pré-antidérivées [6]). Soit une fonction f : T — R réguliere.

Alors il existe une fonction F' pré-différentiable avec un domaine de différentiabilité D telle que

FA(t) = f(t), pour tout te€ D.
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Définition 2.3.4. [5,6]. Soit une fonction f : T — R réguliere. Toute fonction F' donnée par
le théoreme (2.3.2) s’appelle pré-antidérivée de f. Nous définissons l'intégrale indéfinie d’une

fonction réguliere f par :

/ FIOAL = F(t) + C,
avec (' est une constante.
Définition 2.3.5. [5,6]. Une fonction F': T — R est appelée antidérivée de f: T — R si

FA(t) = f(t), pour tout t € T"

Définition 2.3.6. [5,6]. Soit une fonction f : T — R réguliere. Nous définissons I'intégrale de

Cauchy par : b
/ F(OA®) = F(b) — F(a), pour tout a,be T. (2.6)

Théoréme 2.3.3 (Existence d’Antidérivées [5,6]). Chaque fonction rd-continue a une antidé-

rivée. En particulier si ¢ty € T, alors F' défini par :

F(t) = /tf<T)A7', avec t €T

to
est une antidérivée de f.

Exemple 2.3.1. Si T = Z et a # 1 est une constante, alors

t

/atAt:aileC, avec C' € R.
a/_

at A:A at _ attl — ot :af_
a—1 a—1 a—1

Le théoreme suivant fournit plusieurs propriétés élémentaires de la delta intégrale.

Notez que

Théoréme 2.3.4. [5,6). Sia.b,c€T,a € R et f,g € Cou(T, R), alors
L[ 150+ gnae= [ soaes [gwac
2. /ab(af(t))At _ a/abf(t)At;
3. /abf(t)At: —/baf(t)At;
s /abf(t)At:/acf(t)AtJr/cbf(t)At;
5. /aaf(t)Atzo;
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6. [ Fo () (051 = (Fo)) ~ (Fa)la) — [ 5
T [ et wat = () /fA

8. |f(t)] < g(t) sur [a,b), alors

abf(t)At‘ < /abg(t)At;

b
9. Si f(t) > 0 pour tout ¢ € [a,b] N'T, alors / f(t)At > 0.

a

Définition 2.3.7. [5,6]. Supposons que sup T = oo. L’intégrale impropre est définie par :

|7 rnae= jim ab FHAL 2.7)

Théoréme 2.3.5. [5,6]. Soient a,b € T et f € C,q(T,R).
1. Si T =R, alors

[ swa= [

ou l'intégrale a droite est I'intégrale usuelle de Riemann.

2. Si [a,b] N'T ne contient que les points isolés, alors

[ rwai= ¥ i)

te€la,b)

3. Soient a,b € hZ tels que b > a et f € Crq(T,R), alors

Exemple 2.3.2. Si T = ¢* avec ¢ > 1, alors

n—oo

n—1
/ —At = hm At = bh E - )) (g —1) lim E ¢ F=q
1 —00 1 :

Théoréme 2.3.6. [5,6]. Supposons que v : T — R est strictement croissante et T := v(T) est

une échelle de temps. Soit w : T — R. Si v2(t) et wz(v(t)) existent pour ¢ € T, alors

(wov)2(t) = (W™ ov)v™)(t), pourte T (2.8)
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2.4 L’intégrale de Lebesgue sur les échelles de temps

Dans cette section, nous définissons une théorie de la mesure et 'intégration pour les échelles

de temps T bornées ot a :=minT et b := max T.

2.4.1 Notion de mesure sur les échelles de temps

Définition 2.4.1. [7]. Soit F; une famille d’intervalles fermés a gauche et ouverts a droite de

T de la forme
[e,d)={teT:c<t<d},

ouc,deTetc<d.

Définition 2.4.2. [7]. On définit une mesure additive m; : F; — R par

my([e,d)) =d —c.

Une mesure extérieure mj : P(T) — R est définie par :

Pour un ensemble arbitraire &/ C T,

k=n k=m
inf{z mi(Ag) 1 E C U A, avec Aj € .7:1} si b¢ E,
1(E) = k=1 k=1

+o00 si be k.

Définition 2.4.3. [7]. Un ensemble A C T est A—mesurable si la relation
mi(E) =mi(E N A) +mi(EnN(T\A)),

est vérifiée pour tout ensemble £ C T.

Maintenant, on considere la famille
M(mi)={ACT: Aest A — mesurable},

et la mesure pa comme étant la restriction de mj sur I'ensemble M(mj).

Lemme 2.4.1. [7]. L’ensemble de tous les points dispersés a droite de T est dénombrable,

c’est-a-dire, il existe I C N et {t;};er C T tels que

Ri={teT:o(t) >t} = {t:}ier.
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Théoréme 2.4.1. [7]. Pour tout ¢ € T tel que t < max T. Alors I'ensemble {¢} est A—mesurable

et donné par :
pa({t}) = o(t) —t.

Pour E C T, nous définissons

]E:{ZGItZGEﬂR}7

avec I C Net {t;}ic; CT.

Corollaire 2.4.1. [7]. L’ensemble R est A—mesurable et pour tout £ C T on a

pa(ENR) =Y o(t) —ti= Y u(t).

iEIE ’iEIE

Théoréme 2.4.2. [7]. Soit A C T. Alors A est A—mesurable si et seulement si A est mesurable

pour la mesure de Lebesgue noté py. Dans ce cas, si b ¢ A, nous avons la propriété suivante
na(A) = pa(ENR) + pr(A).

Corollaire 2.4.2. [7]. Soit E est A—mesurable. Alors pa(FE) = pr(E) si et seulement sib ¢ E

et £ n’a pas des points dispersé a droite.

2.4.2 Mesurabilité et l’intégrabilité des fonctions sur les échelles de
temps

Soit une fonction f : T — R, nous avons besoin d’une fonction auxiliaire f s la,b] = R qui

prolonge f a l'intervalle [a, b] définie par

~ f(t) si teT,
f(t) = . .
f(t;) si te(tio(t;)), pourie€ 1.
Définition 2.4.4. [7]. Une fonction ¢ : T — R = [—o00, +00] est A—mesurable si pour tout

a € R, 'ensemble

e ([—oo,a)) = {t € T: p(t) < a}
est A—mesurable.

Proposition 2.4.1. [7]. Soient f : T — R et f son extension sur [a, b]. Alors f est A—mesurable

si et seulement si f est mesurable au sens de Lebesgue.
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Définition 2.4.5. [9] Soit £ C T un ensemble A—mesurable. Une fonction f : £ — R est
dite A—intégrable si et seulement si :

o f est A—mesurable.
. / 1£(s)|As < 0.
E

Théoréme 2.4.3. [7]. Soient £ C T un ensemble A—mesurable tel que b ¢ E et E =
EU (Uier, (ti, o(t;))). Soient f : T — R une fonction A—mesurable et f son extension sur [a, b].
Alors, f est A—intégrable sur F si est seulement si f est mesurable au sens de Lebesgue. Dans

ce Ccas on a

[ 1@as = [ F(s)ds = [ fs)ds+ 3 nlt) (1)

i€l

Nous considérons quelques lemmes qui seront utilisés dans ce travail.

Lemme 2.4.2. [8,12]. Soit v > 0 un quotient des entiers positifs impairs et 27 € C,([to, 00)1, R).

Alors
Y@ (®) et () st 0<y <1,

Ya@®) Tt (t) sty =L

(a7(1)* =

Lemme 2.4.3. [8]. Soient ¢ (u) = agu— bo(u— Co)WT-H avec v est un quotient des entiers positifs

impairs, ag,co € R et by > 0. Alors ¢(u) atteint sa valeur maximale en u* = o + (5;(3177)” et

on a :
v+1

_ ®\ p}ﬂ Qg
max (u) = ¢(u”) = aoco + CE




CHAPITRE 3

Oscillation de la solution d’une équation différentielle
semi-linéaire a retard de second ordre

sur les échelles de temps

3.1 Définition de I'oscillation

Avant de commencer notre étude, nous avons besoin tout d’abord de donner la définition

mathématique d’une fonction oscillante.

Définition 3.1.1. [26]. Une fonction x : [a, +00)r — R est dite éventuellement positive, s'il
existe ty € [a, +00)7 tel que

x(t) > 0, pour tout t € [tg, +00)T.

Définition 3.1.2. [26]. Une fonction z : [a, +00)r — R est dite éventuellement négative, s'il
existe ty € [a,+00)r tel que

x(t) <0, pour tout t € [tg, +00)r.

Définition 3.1.3. [26]. On dit qu'une fonction z : [a, +00)r — R est oscillante sur [a, +00)r si
elle est ni éventuellement positive ni éventuellement négative ; ¢’est-a~dire pour T' € [a, +00) as-
sez grand, I’équation x(¢) = 0 admet une infinité des zéros au voisinage de l'infini sur [T, +00)r.
Elle est dite non oscillante dans la cas contraire.
Exemple 3.1.1. Considérons I'équation différentielle suivante

2@ () +z(t) =0, pour tout t € [0, +00)g.

Elle a une solution z(t) = sin(¢) oscillante sur [0, +00)g.
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Dans ce chapitre, nous étudions l'oscillation de toute solution de I’équation différentielle

semi-linéaire a retard de second ordre de la forme :

(r (@) («* (lﬁ))v)A +qO)f(x(7(1))) =0, ¢ € [to, +00)r. (3.1)

On supposera que le probléme (3.1) admet au moins une solution dans I'espace C%,([to, +00)T, R).

On impose les conditions suivantes :

(H1) v > 0 est de la forme v = n avec 71,72 sont des entiers positifs impairs ;
Y2

(Hz) 7 € Crq(T,R) est strictement croissante, 7(t) < ¢ et 1tLu;n 7(t) = +00;

(Hs3) r,q € Crq(T,R) sont positives, avec ¢ est non identiquement nulle sur tout demi-droite

de la forme [t,, +00);

/(@) > L pour tout x # 0 .

(H4) 1l existe une constante L > 0 telle que f € C(R,R) satisfait >
T

3.2 Cas ou I'équation admet une solution non oscillante

Dans cette section, nous supposons que I’équation (3.1) admet une solution éventuellement

positive (le raisonnement reste valable si elle est éventuellement négative).

Lemme 3.2.1. [29]. Supposons que I’équation (3.1) admet une solution z éventuellement

positive sur [ty, +00)r telle que

/t:m (@) " As = 0. (3.2)

Alors, il existe t; € [tg, +00)T tel que
z2(t) >0, pour tout t € [ty, +00)r. (3.3)

Preuve. Soit z une solution éventuellement positive de I’équation (3.1), alors il existe

t1 € [to, +00)r tel que

z(t) >0, x(r(t)) >0, pouttout t € [t1,+00)r.

D’apres (3.1), les conditions (Hz) et (Hy) on a

(r (t) (a:A (t))V)A = —q(t)f(z(7(t))) < —Lq(t)x"(r(t)) <0, pour tout t € [t;,00)r. (3.4)
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Montrons que

r(t) (xA (t))y >0, pour tout t € [t1,+00)r.

En effet, on suppose le contraire c’est-a-dire il existe t5 € [t1, 00)T tel que
T (t2) (J}A (252)>7 =a<0.

Si v = 0, alors d’apres (3.4) et (Hs), nous avons

(r (82) (22 (2))")" = 0 & (1) (7 (1)) = 0,
= q(t2) =0 ou f(z(7(t2))) = 0.

(H3) nous donne ¢(t) # 0 pour t € [ty, +00)T, alors f(z(7(t2))) = 0.
Ce qui contredit le fait que f(z) > 0 pour x > 0, donc on obtient que a < 0.

Puisque la fonction r (xA)V est décroissante sur [ty, +00)r, alors

r(t) (xA (t))y <a, pour tE€ [ty, +00)r.

Ce qui implique que 1
A a \7
2 (t)<|—=| , pour tE€ [ty,+00)r.

r(t)

Soit t € [ty, +00)T, alors d’apreés (3.2) on obtient

z(t) = x(t2) + txA(s)As

t2

Sx(t2)+oﬁ /t: <r(13)> As — —00.

Contradiction, car x(t) > 0 pour ¢ € [t1, +00)r.
Et par suite 7 (t) (a:A (t))7 > 0 pour tout ¢ € [t;,00)r, ainsi 22(t) > 0 pour t € [t;,00)r

(car 7 est positive et 7 est un impair). O

Lemme 3.2.2. [29]. Supposons que I'équation (3.1) admet une solution z éventuellement

positive sur [tg, +00)r telle que (3.2) est vérifiée, alors il existe t; € [tg, +00)T tel que

r(t) (a:A (15))7 > Lz (7(t)) /+OO q(s)As, pour tout t € [t;,+00)r. (3.5)

t

Preuve. Par le lemme (3.2.1), nous avons z2(t) > 0 pour tout ¢ € [t;,+00)r et par (3.4), on

a la fonction r (xA)7 est décroissante sur [t, +00). Alors pour T > t > t; suffisamment assez
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grand, on a

donc
KD () = (1) @ (1) < ~L /tT q(s)a” (7(s))As,
o p S o) [ g,
d'on
r(®) @ () 2 La'(r(1) | a(s)As,
quand 7' — +o0o, d’apres (2.7) on obtient (3.5). O

3.3 Théoremes d’existence de I'oscillation

Dans cette section, nous établissons quelques conditions suffisantes pour 'oscillation de la
solution x de I'équation (3.1) sur [to, +00)r.

Pour la simplification, on note
@ﬁ(t) = max{®>(t),0}, r*(t) = max{r(&) | 7(t) <€ < 7°(t)}. (3.6)

Maintenant, nous somme préts a présenter le théoreme d’oscillation de type KAMENEV.

Théoréme 3.3.1. [29]. Supposons que les conditions (H;)—(H4) et (3.2) sont vérifiées. On

suppose aussi qu’il existe une fonction ® € CL,(T,RT) telle que

t 7 (5)(@5()

(v + 1) (72 (s)D(

lim sup lLCD(t) /:OO q(s)As +

t—+o00

(L(I)(s)q(s) - SW) AS] — +oo, (3.7)

to

ot ®2(s) et r*(s) sont définies par (3.6).

Alors 'équation (3.1) admet une solution oscillante sur [ty, +00)7.

Preuve. Supposons le contraire, que (3.1) admet un solution z non oscillante sur [ty, +00)r
donc z est éventuellement positive ou éventuellement négative. Nous considérons seulement le
cas ou z(t) > 0 pour t € [ty, +00)T, la substitution y = —x transforme (3.1) en une équation

de la méme forme. Alors il existe ¢; € [ty, 00)T tel que x(7(t)) > 0 pour ¢ € [t1, +00)T.



3.3 Théorémes d’existence de ’oscillation 24

Nous définissons la fonction w par :

pour tout ¢ € [ty, +00)r. (3.8)

Alors (3.3) du lemme (3.2.1) implique que

w(t) >0, pour tout t € [ty,+00)7.

L’inégalité (3.5) du lemme (3.2.2) donne

w(t) = O(t)r(t) (@2@) > LO(t) /t+oo q(s)As, pour tout t € [t1,400)r. (3.9)

Maintenant, on applique la regle du produit (2.3) et la regle du quotient (2.5) de la A-dérivée
a la fonction (3.8), de (3.4) et (3.6) on trouve

A
: )
A (3.8) (T(IA)’Y )

@) o [r@)1% Ay [@2 (o) — @f(zor)]t
=" ® (x S 7_>7 [ ( ) ] [ (x oT)“Y(:L‘ 07—0)7 ] (3‘10)
09 @ a9 df@ory)s
e T [ - ]
< Ly b ['f((;n >%[(<; >)]
2 s B AT
Par le lemme (2.4.2), nous obtenons
A _ Y(wor? ) HzoT)?, si 0<y <1,
o) { Y(wor) YzoT)?, si y>1. 31

Soit t € T* = T.! On distingue deux cas :

1. T =T car sup T = +oo (d’apreés la définition (2.1.5)).
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e Sio(t) >t, par (2.1) et le théoreme (2.2.3) nous obtenons

2.1) (zo77)(t) — (zoT)(t)

(
(xo7)(t) = o =1
1) (zo77)(t) — (xoT)(t)
21 =1 A (t) (3.12)
(2.2.3)

> 22(Er(t), ou €€ [r(t),77(t)).

e Sio(t) =t, alors par la condition (H2) nous obtenons o(7(t)) = 7(o(t)) = 7(t) et (2.8) de

théoreme (2.3.6) nous donne

En utilisant (3.11), (3.12) et (3.13) dans (3.10), nous obtenons

[r(z2)]7(x o r7 ) B (2 |
) <1
oo T wer@ery 0 ¥ Vst
WA < —Ldg+ —Ftw” —
v [r(@®)7]7 (w0 7)1 2B (§) T2
i >
P (wor){zoro) , sioy>1.

On multiplie et on divise le terme ou v > 1 par x o 77, on trouve

A r(@))7 (zor7)
A (xoTo)ytl (xoT)Y

d
wt < —L®q + (I)—;rw" — (3.14)

~oT r2(€), si 0<y<1,

A [r@;A)W]G mOTJxA@)’ si v > 1.

yOT

(xoTo)*tl xorT

D’apres la condition (Hs) et (3.3) de lemme (3.2.1), on a

o) >t B 1 (6(1) > (1)
EY 2(r(o(t)) > 2(7(2)
— ° ™)) > 1, avec z(7(t)) > 0 pour tout t € [t;,+00)T.

Par conséquent, pour v > 0, (3.14) devient

(DA A\vlo
wh < —Ldg + %w“ — drA r(=)]

@ (zoropii” (©), (3.15)

ott £ € [7(t),7°(t)). On a d’apres (3.4) que la fonction r(22)7 est décroissante et la condition

(H2) nous donne que 7(t) < ¢ pour t € [ty, +00)T.
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Alors pour ¢ < 79(t) < o(t) ?, nous avons
2l o o v v
r(©) (229) = r(77 (@) (+2(77() " = r(o(®) (z2(c(1)) -
Il s’ensuit que
™2 _1 NS, .
#2(€) 2 (r(e(®) (+2(0(t) ) ()77 = (r(e(®) (z2(e®)) )" (1)) 7, (3.16)
ou r*(t) est définie par (3.6).
On remplace (3.16) dans (3.15), on obtient
NS, - Sy A il I
WIS bRt o m T | )
Ho oql+s L ‘
(22 —Ldg+ —tw — 4dr2 w} (r* )=~ (3.17)
oo il
CI)A ol ol
= —Ldqg+ Kjw” — 7®7A(r*)_%(@”)_%(w”)%.
Pour
P2 7
ag £ by = ")/CI)TAO”*)_%((I)U)_%I >0, ¢ =0. (3.18)

= 57
D’apres le lemme (2.4.3), (3.17) et (3.18) nous avons

pour t € [t;,+00)T.

- P (@20
e OO

En intégrant 'inégalité ci-dessus de ¢, a t € [t1, +00)T, nous obtenons

(8)(@5(3))
O+ DI ERE)

wlt) < w(tr) - [ t [L@(S)q(s) _

t1

| 2

Par I'inégalité (3.9), nous avons

t

r(s)(@4(s) !
(4 (A ()8 (5)

Lo() | T g(s)As + [L@(s)q(s) -

]Asgw(tl) < 00

t1

donc

t

lim sup lL@(t) /t+oo q(s)As +

t—4o00

()@ ()"
[ (vt~ e ey )

2. la condition (H2) est vérifiée car o(t) € [t1,+00)r pour tout ¢ € [¢1,+00)T.

< Q.
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Contradiction avec la condition (3.7). Ceci complete la preuve de théoreme (3.3.1). O
Pour ®(t) = ¢, on a ®*(¢t) = 1 donc ®3(¢) = 1 et le théoreme (3.3.1) devient
Corollaire 3.3.1. [29]. Supposons que les conditions (H;)—(H4) et (3.2) sont vérifiées. Si

limsup [Lt [Taast [ (qu<s> - T T ) As] = oo,

t—+o0
ou r*(s) est définie par (3.6), alors I’équation (3.1) admet une solution oscillante sur [tg, +00)r.

Remarques 3.3.1. [29]. Le théoreme (3.3.1) est nouveau, puisque nous avons le terme
+o0

L(ID(t)/ q(s)As dans I’hypothese (3.7). De plus, le théoreme (3.3.1) peut étre appliqué aux
¢

différentes équations qui ne sont pas traitées par les résultats établis dans [1,3,8,12,14-16, 18-

22,24,28,32]. Nous illustrons 'importance de ce terme dans I’exemple suivant.

Exemple 3.3.1. [29]. Considérons I’équation dynamique semi-linéaire & retard de second ordre

suivante

A
to(t)

(x(7(t)))” =0, pour t € [ty, +00)T, (3.19)

(0))" +

ou T est une échelle de temps arbitraire et g > 0 un élément de T, A > 0et 0 <y <1 est un
quotient des entiers positifs impairs. On prend ®(¢) = t.

En faisant correspondre (3.19) a I’équation (3.1), on obtient

donc d’apres (3.6) et la condition (Hy)

r*(t)=1, et L=1.

D’apres la regle de la A-dérivée (2.4), on a

1 A_ (tV)A
(ﬂ) T ot
1 -t
T vo(t) oft) —t
_ 1 e 1)
tov(t)  o(t)—t
oty
= to(t)  to(t)’

(3.20)

n €[t o))

Donc par le corollaire (3.3.1) et (3.20), nous obtenons
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fim sup [Lt [ awass (qu@ e mﬁ ((ST)A@))” m) AS}

t——+o00

| too ) 7y |
::%TfiPlﬁl sav@)AS*'A;<av@)"(y+-an(TA@gﬁsv>‘34 (3:21)

> li é1&1—V+ - ! A
= e | w\o7(s) (LA s ) )

e SiT=Ret 7(t) =t—7 pour 7 > 0, alors les conditions (H;)—(H4) et (3.2) sont vérifiées.

En effet,

« 11 est supposé que 0 < v < 1 est un quotient des entiers positifs impairs, donc (H;) est

vérifiée.

 la fonction 7 est continue donc rd-continue sur [tg, +00)T, elle est strictement croissante

(car 72(t) = 1 > 0) et tend vers l'infini quand ¢ tend vers +oo.

« On a r(t) =1 > 0 positive et continue donc rd-continue sur [ty, +00)r et ¢(t) =

est positive car A > 0 ainsi ¢ et o(t) sont dans [to, +00)r avec ty > 0.

f(z)

v

« On a f(z) = 27 continue sur R (avec v > 0) et satisfait

* /+Oo r(s)As = /+Oo ds = +o0.

to to
Y
Pour0<’y<1et)\>m,ona
A i A 1
li Sl — A
[ lv s (m@ (v + 1T (72(s)) ) 1
A tf A\ 1
=1li —t1™7 / — =] d
o [7 i to (57 (v + 1)%157) S]

A 1 1 1 1
— i SR ) S S A | W
?ﬁ${7+1—7< (7+D%J] 7—1l (7+U“J°

. 1 Y 1— 1 1 1—
—1 — (A T (A |t
ltrgfgop v(1—7) < (v+ 1)7“) 1—~ ( (v + 1)7+1> 0

:+OO

Donc (3.19) admet une solution oscillante si 0 < v < 1 et A > (7%—71)7“
e SIT=R,y=1et7(t) =t, (3.19) devient

A

2" (t) + t—Qw(t) =0, t € [to, +o0)R,

qui est 1'équation différentielle ’EULER. De (3.21), on obtient

to(t)

>LavecL>0etx#0.
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tloA 1
lim sup [)\ﬂl + < — ) As]

t—too |7 o \oV(s) (v + 1)+ (78(s))" 57
[ tix 1
= limsup |\ + < — > ds]
t——4o00 L to S 48

i t\— 1
= limsup |\ + 4d5]

t—+oo | to S

I 1
= limsup |\ + ()\ — 4) (Int — lnto)] = 400,

t—+00

1
si A > 1 qui est la condition d’oscillation pour 1’équation différentielle d’EULER.

» A partir de cet exemple, on conclut que I’équation (3.19) admet une solution oscillante si la
_r
(y+ 1)+
dans [1-3,8,12,14-16, 1824, 27,28, 30, 32] imposent & cette condition.

condition A > est vérifiée avec T = R et 0 < v < 1. De plus, les résultats obtenus

« On considére maintenant 1’échelle de temps quantique T = ¢~ = {¢" : n € N} ou ¢ > 1,
t

T(t) = — avect =q" € T et 7 = ¢™ avec n,m € N tel que m < n.
T

Alors les conditions (H;)—(H4) avec (3.2) sont vérifiées®.

D’apres la regle de la A—dérivée (2.5), on a

A () s 1 t o(t)—t7
(t“/) ooty o(t) o) o(t) to(t) o(t)—t ]
1 t ' o(t) —t)
ot tot) o) —t (3.22)
1 tytt 1—n

> =0 — Fon 1) = @) pour 7 € [t,o(t)].

De (3.21) et (3.22), on obtient

. My 12 1 A
1m su — — S| .
e | o \07(s) (7 + 1) (72 (s)) 57

'\ A t A T
> i Sy — S —~ A
> tmaw [0 - 347+ [ (5 - ) &

‘Xt /7 s\A t A ol
e L\ ) 2 <m<s> mmw) 1

S t .
> lim sup A 177&9 + / A T As
trtoo |V Jto 07(5) to \07(s)  (y+1)tlsy

) t A T A
= limsup . [ws) e m“sv] g (3.23)

3. De la méme manieére que le cas précédant, on peut montrer que les conditions (Hj)—(Ha4) avec (3.2)

sont vérifiées avec un choix différend de 7(t) = — qui est rd-continue sur [tg, +00),, strictement croissante car
T

1
78(t) = = > 0 et tend vers I'infini quand ¢ tend vers 4oc.
T
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On a o(t) = gs, donc (3.23) devient

As

¢ v i A 7
li A T As = limsup vt (y+ 1)
im su — =
t—>+oop to |707(s)  (y+ 1)ty t—too Jto 7(]7 _
s

s

y A 77 /t As ,
=limsup | — — ————— —
t%Jroop v (v 1)F S 87

= —|—OO7
v
si A > ﬂ
(y+ 1)+
o : v(ra)
» On conclut que (3.19) admet une solution oscillante sur [¢, +00),n si A > W De plus,
Y

les résultats obtenus dans [1-3,8,12,14-16, 18-24, 27, 28, 30, 32] requiérent a cette estimation.
Par conséquent, nos résultats améliorent les résultats correspondants dans ces références méme

pour 7(t) = t.

Avant de présenter le théoreme d’oscillation de type Philos pour 1'équation (3.1), nous

définissons deux sous ensembles D et Dy de T x T comme suit :
D={(t,s) eTxT:t>s>ty}, Do={(t,s) eTxT:t>s>ty}.

Théoréme 3.3.2. [29]. Supposons que les conditions (H;)—(H4) et (3.2) sont vérifiées. On
suppose qu'’il existe des fonctions H € C(D,R*"), h € C(Dy, RY) et ® € C},(T,RT) vérifiant les
conditions suivantes :
(i) 3to € T, H(t,t) = 0 pour tout t € [ty, +00)r, H(t,s) > 0 pour tout (t,s) € Dy;
(ii) H admet une dérivée partielle premiére continue et négative sur Dy par rapport a s;
(ili) — [H(t, s)®(s)]** = h(t,s) [H(t, s)P(s)]7, pour tout (¢, s) € Dy.

Si
r*(s)h7F(t, 5)

(v + 1)+ (72(s))

li —_—
o Ht o)

/t: [LH(t, s)®(s)q(s) — ~| As = 400, (3.24)

ol 7*(s) est définie par (3.6), alors (3.1) a une solution oscillante sur [ty, +00)r.

Preuve. Supposons le contraire, c¢’est-a-dire I’équation (3.1) admet une solution x non oscil-

lante. Alors = est éventuellement positive ou éventuellement négative, on prouve le théoreme

" As qs 1 1=k 14b(1—7) B
4. tD?: Z E:q Z S,y_l:(JZ(q ’Y) =9q ’YW'

Se[to,t) Se[to,t) k=b
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pour le premier cas (le raisonnement reste valable pour le deuxiéme cas).

Soit ¢ € CL,(T,R), on définit w comme (1.15) c’est-a-dire

r2(t)

(r(t))

W(t) == B(t)r(t) (( )7 + qﬁ(t)) . te [t +00)r

Puisque x est éventuellement positive et (3.2) est vérifiée, (3.3) de lemme (3.2.1) nous donne
w(t) > @t)r(t)e(t), pour te [T,4+o0)r avec T > t;. (3.25)
De la méme maniere que la preuve de théoreme (3.3.1), on obtient 'inégalité
A ~y+1 ~y+1

WA < —Log+ D(rg)® + ‘iaw B () H (D) (0 — (rg)7) (3.26)

En effet, on applique les régles du produit (2.3), la somme (2.2) et le quotient (2.5) de la
A-dérivée a la fonction (1.15), de (3.4) on trouve

o5 (&) [(x o 7)) (3.27)
= —L%a+ Ewa * (T@Aq) - (o) (zoTo)

Nous pouvons obtenir (3.11), (3.12) et (3.13) d’une maniere identique que la preuve de
théoreme (3.3.1).
En utilisant (3.11), (3.12) et (3.13) dans (3.27), nous obtenons

A lr@2)]7 (@or7) o

yoT (w0 oyl (mOT)vx (&), si 0<~v<1,

q)A o A
—Lq)q + @w + q)(rqb) —
A lr(@3))7 wore

(xoTo)tl xorT

~dT 2 (€), si y>1.

(3.28)

D’apres la condition (Hz) et (3.3) du lemme (3.2.1), on trouve que (z o 77)(t) > (z o 7)(t).

Par conséquent, pour v > 0, de (3.28) on obtient

CI)A A\ylo
w® < —Ldg + T d(ro)> — ’yq)TAmxA(f), (3.29)

ou § € [r(t), 77(t)).
D’apres (3.4) et (Hz), nous obtenons (3.16).
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On majore x2(¢) de (3.29) par le second membre de I'inégalité (3.16), on trouve

AL LD + O( ¢)A+qﬁ o P _[T(xA)V]VTH U( *)7;
wo s q r (I)ow yPT (wor)p™ r
A Fw° 1+
= —L®q + B(rp)” + @WU — o7 % —r7¢° () g
1
o8 (W — (r¢®)” "7 L 1
= —L®q + (r¢)> + aw” —y®7A qg;b)] (r*)">
o2 - - —-1z= 241
= —LOg+ B(rg)* + o — 7)) T (W — (r¢®)7) 7.

Ce qui donne (3.26).
On multiplie 'inégalité obtenue (3.26) par H(t,s) € R, on Iintégre par rapport a s de T a

t > T >ty en utilisant la régle de I'intégration par partie (7). Par les conditions (i) et (iii),

on trouve :
A A 2(s)
H(5)0%(5) < = H(90(6) [Lals) = (r(900(6)*] + H (0, o ()
YH(t,s)®(s)72(s) 31
- ; it (W7 (s) = (r(s)o(s)®(s))7] 7,
(r(s)) (®7(s)) >
il s’ensuit que
! A ! A ! 22(s)
/T H(t,s)w™(s)As < — /T H(t,s)®(s) {Lq(s) — (r(s)o(s)) } As + . H(t,s) (IDJ(S)W (s)As

t vH(t, 5)®(s)72(s) St
B 1 YF1 w?(s) — (r(s)p(s)P(s))?] + As,
f S T6) = (oot

>
ainsi
t t P2(s)

/Tt H{(t,s)®(s) [Lq(s) — (r(s)e(s))*] As < — [, $)w™(s)As + [ H(t5) 5, B

D _[H(t, s)w(s)]h + /Tt [(HAS(t, s)+ H(t,s) ZA(S)> w?(s)

5
_ GO (o) (r(s)o(s)0())) | As.
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Alors d’apres les conditions (i) et (iii), on obtient
[ #0990 [2ate) = (r616060)%] A < B0 T)ot7) + [ |-, )00) F1e )
YH(t, s)®(s)T2(s) 1
- ; o (W) = (r(s)e(s)®(s)))7)
(r*(s))7 (®7(s)) >
(3.30)
On pose
hit, s) . YH(t,s)®(s)7%(s)
ap = —— (H(t,s)®(s))*T, by = 7 1 >0, o= (r(s)p(s)®(s)))”. (3.31)
7(s) (r ()7 (@7(5))

Alors d’apres le lemme (2.4.3), (3.30) et (3.31), nous obtenons

[ . 5)2(5) [2a(s) ~ <s>¢<s>>ﬂ A

< H#tT)w +/ [ )h(t, s)(H(t, s)®(s))7T + As.

(v + 1)1+ (72(s))

r*(s)RTFL(t, 5) (3.32)

De (3.32), en utilisant les conditions (i)—(iii) et la regle de la A-dérivée (2.3) et la A-intégrabilité

(4), on trouve

B r*(s)hTL(t,5) |
(v + 1) (72(s)) ]

D [T, 5)0(s) (La(s) — (r()6()*) — (r($)(3))” (B, 5)0()>
r*(s)h L (t,s) ]

TG )AEET

)
2 [ ot - a0 -

As

As

r*(s)h7 (¢, s)
o 1>v+1<fﬁ<s>>v] A
r*(s)h7 (¢, s) 1 .
CESVEIcE)

t

=

9 H(t, T)(T)r(T)OT) + [

i [LH(t, B(s)a(s) -

donc pour T > t,

[ syt G s < 0,7 ) - oo

< H(t, to) [(T) — S(T)r(T)o(T)].

~
+1

HET(T) 2 [ [H(9)8(s) (Lals) — (r(5)0()*) + (r(5)0() 7t ) H (1, 5)(5)) 7
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Il s’ensuit que pour t € [ty, +00)T,

/tt [LH(t, $)®(s)q(s) — (vi(if:( T(Z,(S;))W] As Y /T [LH(t $)®(s)q(s) — o 1;%1 (TA7<3

B r*(s)h (¢, s .
+, l )l = >v+1<TA<s>>v] A
< e [ lm( )~ G DAy
+ H(t,10) [o(T) — S(T)H(T)H(T)

[ 2

< H{(t, o) / " Ld(s)q(s)As

to

+ H(t, to) [w(T) = S(T)r(T)e(T)]

Par conséquent, d’apres (3.25) on obtient

1 S N r*(s)h (¢, 5)
. to>/ [LH“ V2 ~ DA )y

< [ Lo(s)q(s)As® + w(T) — B(T)(T)(T) < oo

to

As

En introduisant la lim sup dans I'inégalité précédente, on trouve une contradiction avec (3.24).

Cela prouve le théoreme. O
Pour mieux comprendre notre résultat, on considere I’exemple suivant.

Exemple 3.3.2. [29]. On considere I'équation dynamique a retard de deuxieéme ordre suivante

(1xA(t)>A + g(E(T(t)) =0, t € [to, +oo)r avec ty > 0. (3.33)

En faisant correspondre (3.33) a I’équation (3.1), on obtient que

r(t)=—-, v=1, q(t)= t)i\” avec A > 1, f(x(r(t))) = x(r(t)).

1
On sait que la fonction t — r(t) = . est décroissante sur [tg, +00)r, donc d’apres (3.6) elle

atteint sa valeur maximale au point £ = 7(¢) c’est-a-dire 7*(t) = ——. La condition (#4) nous

7(t)
donne L = 1.

5. ftf L®(s)q(s)As < oo car la fonction L®q est rd-continue donc A—intégrable sur [to, T]r.
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Ici, on pose H(t,s) = (t — s)? et ®(s) = s* alors d’aprés (3.24) de théoreme (3.3.2), on obtient

. 1 ¢ ()t 5)
s o (L)~ L
t

= htril—fip (t—lto)2 /t: [(t —5)°s i éh-(srA)(s)] As. (3.34)

= hmsupL /t l(t — 3)2é — W] As

ttoo (T —10)2 Jio

Si T =R et 7(t) = t alors les conditions (H1)—(H4) et (3.2) sont tous vérifiées.
En effet,

« Il est supposé que v = 1, alors (H;) est vérifiée.

* la fonction 7 est continue donc rd-continue sur [tg, +00)T, elle est strictement croissante

(car 72(t) = 1 > 0) et tend vers l'infini quand ¢ tend vers +oo.
1 s . . o
x On a r(t) = - positive et continue donc rd-continue sur [ty, +00)r avec to > 0 ainsi

A
q(t) = e est positive car A > 0 et t > 0.

f(x)>LavecL>0et:v7é0.

vy

*x On a f(x) = x continue et satisfait

+oo +oo ]
* / r(s)As = / —ds = 400.9

to to S
La condition (i7i) de théoreme (3.3.2) nous donne h(t,s) = —2(t —2s) pour (¢, s) € Dy. D’apres

(3.34) nous obtenons

lim sup L /t [(t - 5)2é —(t— 25)21] ds

ttoo (T —10)2 Jio s 5

— limsu 1/t (= 522 — (= 5) — 5)2L] as
- t—>+oop (t—1t0)? Juo | S S

1 t A 1 1 1
:limsupi/ (t—5)?= — (t—s)*= +2s(t —s)— — s~ | ds
tstoo (t—10)% Jto s s s s

=2(t—s) =s

tA—1
/ A (t—3)2+2t—331ds

to_ S

1
= lim su
t%Jroop (t - tQ)Z

1 tA—1
i / 2492 = N+ (A —4)s| ds = +oo.
Pt T el A R G )S] ST

Alors on conclut que I'équation (3.33) admet une solution oscillante sur [tg, +00)g si A > 1.

Remarque 3.3.1. [29]. D’apres la preuve de théoreme (3.3.2), il est facile de voir que le terme

¢(t) apparaissant dans (1.15) n’est pas important, et on peut obtenir le méme résultat sans ce

teo "1
6. / —ds = lim —ds = lim In(s)|: lim In(¢) — In(tp) = +o0.
to

S t—+oo J, 8 t—s~+o00 to T 4 o
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terme. On suppose que ¢(t) = 0, puis en remplagant 'inégalité (3.26) par (3.17), nous pouvons
prouver le théoreme suivant, ce qui améliore le théoréme (3.3.2) lorsque h(t, s) est oscillante ou

h(t,s) > 0.

Théoréme 3.3.3. [29]. Supposons que toutes les conditions soient identiques au théoréeme

(3.3.2). On suppose aussi que

r*(s)(h-(t,s))"*!
(v + 1)+ (72(s))

As = +o0, (3.35)

!
i ee Ht, o)

[ [LH(t, $)0(s)q(s) —

ou r*(s) est définie par (3.6) et h_(t, s) = max {—h(t, s),0}. Alors (3.1) a une solution oscillante.

Preuve. Supposons le contraire, que z est une solution non oscillante de I’équation (3.1).
Supposons que x est éventuellement positive, la substitution y = —z transforme (3.1) en une
équation de la méme forme. Alors il existe t1 € [to, +00)t tel que z(7(¢)) > 0 pour ¢ € [t1, +00)r.

Pour T > t; suffisamment assez grand, on définit w comme (1.15) avec ¢(t) = 0 c’est-a-dire

(1)

(r(t))

Y
) y t e K[E*_OO)T-

w(t) := @(t)r(t) (
Alors (3.3) de lemme (3.2.1) implique que
w(t) >0, pour tout t € [T,+00)r. (3.36)

On multiplie (3.17) par H(t,s) € RT, on trouve

2 (s)
e (s)
y+1 y+1

— H(t, s)y®(s)72(s)(r"(5)) "7 (@7(5)) " 7 (w7 () 7.

H(t,s)w™(s) < —LH(t,s)®(s)q(s) + H(t, s)

w?(s)

On lintegre I'inégalité obtenue par rapport a s de T a t € [T, +o0)r en utilisant la regle de

I'intégration par partie (7), on trouve

/Tt H(t, s)w(s)As < — /Tt LH(t, $)0(s)q(s)As + /Tt H(t,s)(ig((j))w"(s)As
¢ ] s)T2 (s Y1
- [ ACRBEIT) (o) A

T () (27(s)) >
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donc
/ LH(t,s) s)As < — / (t,s)w )As—i—/TtH(t, s)(gjgss))w"(s)As
t H(t,s)y®(s)T2(s) 21
- =1 (W(s) 7 As
A (r*(s)"/7(7(s)) ™
‘PA(S) s
H(t, s)w +/l< (I)(S>w(8)
H(t,s)y®(s)T2 (s a1
= (W(s)) 7| As
() (@e(s)
En utilisant les conditions (i) et (iii) dans I'inégalité ci-dessus, on trouve
/ LH(t,s) s)As < H(t, T)w +/ [ (s $)®(s)) 71w (s)
H{t, S)Vq’( )72(s) a1
o (W(s)) | As
(s ))1”(@"( )
< H(t,T)w( +/Tt [hq) H(t,s)®(s)) 7w (s)
_ H(t5)y®(s)75(s a1
@) as (337
() (@e(s)
On pose
h-(ts) VH(t, 5)P(s)72 ()
ag = (H(t,s)®(s))"*T, bo : >0, ¢=0 (3.38)
7(s) (r(5))7 (@7 (s))
Donc, d’apres le lemme (2.4.3), (3.37) et (3.38), on trouve
(s)(h—(t, s))*
/LHts (s)As < H(t, T)w( +/ (7 1)1 (7B (s ))’YAS,
pour T > ty, la condition (ii) nous donne
! r*(s)(h(t, ))"*!
/T lLH(t, D) ~ -y oa (S))WAS] < H(t,T)w(T)
< H(t, to)w(T)
e Lo )Rt 5))
Hit o) /T [LH(t,s)@(s)q(s) e 1)7+1(7A(5))7AS <w(T) < 0.

En introduisant la lim sup dans 'inégalité ci-dessus, on trouve une contradiction avec (3.35). [
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Remarque 3.3.2. [29]. Si T = R, nous avons r*(t) = r(7(¢)). D’une maniére similaire a
la preuve des théorémes (3.3.1) et (3.3.2) nous pouvons prouver les résultats suivants pour

oscillation de la solution de I’équation (1.13) présentée par Hassan qu’est I’équation (3.1) avec

flw) =

Théoréme 3.3.4. [29]. Supposons que T = R et r(¢) > 0. On suppose aussi qu’il existe une
fonction ® € C1(R,R™) telle que

t

t——+o0 to

Mﬂ@ﬂﬁﬁﬁﬁ“>@]:+m

hm&m%ﬂﬂz$xﬂ5@*‘ (7 + 1)1 (s)

(2661005 -

ot @', (s) = max{®'(s),0} . Alors (1.13) admet une solution oscillante sur [ty, +o0).

Théoréme 3.3.5. [29]. Supposons que T = Ret r(t) > 0. Soient Dy = {(¢,s) : t > s > to,t,s € R}
et D = {(t,s) : t > s > ty,t,s € R}. De plus, on suppose qu'il existe des fonctions H €
C(D,R"), h € C(Dg,RT) et ® € C*(R,R™) telles que les trois conditions suivantes sont satis-
faites :
(i) H(t,t) =0 pour tout t > to, H(t,s) > 0 pour tout (¢, s) € Dy;
(ii) H admet une dérivée partielle premiere continue et négative sur Dy par rapport a s;
(ili) — [H(t, s)®(s)] = h(t,s) [H(t,s)®(s)]7, pour tout (¢, s) € Dy.

Si
r(r(s))(h-(t,5))"*

(v + 1)+t

lim sup

—_— ds = 3.39
t——+o00 H(t,to) S +OO’ ( )

[ st -

to

ou h_(t,s) = max{—h(t,s),0}, alors (1.13) admet une solution oscillante sur [ty, +00)g.

Remarque 3.3.3. [29]. A partir des théoremes (3.3.1), (3.3.2) et (3.3.3), nous pouvons présen-
ter des conditions suffisantes pour l'oscillation de la solution de I’équation (3.1) par différents
choix de ®(s) et H(t,s). Par exemple, nous pouvons choisir ®(s) d’étre 1, s, etc; nous pouvons
choisir H(t,s) = (t — s)¥ ou H(t,s) = [R(t) — R(s)]", pour t > s > to, ot k > 1 est une

t1
constante et R(t) = / ——As pour t > 1.
to 7(s)

Remarque 3.3.4. [29]

e« Sionprend T=R, 7(t) =1, f(z) =2, 7(t) =t, vy =1, H(t,s) = (t — 5)* et ®(s) = 1, alors
le théoreme (3.3.5) réduit au théoreme (1.2.1).

e Sionprend T =R, f(z) ==z, 7(t) =t, 7= 1et (s) = 1, alors le théoreme (3.3.5) réduit au
théoreme (1.2.2).
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e Sionprend T =R, f(z) ==z, 7(t) =t et v = 1, alors le théoréme (3.3.5) réduit au théoreme
(1.2.3). Il est particulierement intéressant que nous pouvons obtenir la condition (1.10) de
(3.39). En effet, soit ®(s) = a(s) = exp{—2 [* g(£)d¢} alors a'(s) = —2g(s)a(s). D’apres (3.39)

et la condition (iii) de théoreme (3.3.5), on a

lim sup 1 /t: lH(t,s)tb(s)q(s) _r(r(s))(h-(t, s))wl] N

t—too H(t,10) (y+ 1)+t

L 1 t r(s)(h_(t,s))

= hfﬂfip At /to [H(t, s)P(s)q(s) — (1 ] ds

= htrilfip H(tlto) /t: [H(t, s)a(s)q(s) — T<S)(Z<2t’ 5)) ] ds

t H(t, s)a(s 72

(1) htrilfip H(tl, o /to H(t,s)a(s)q(s) — ir(s) {( h;(t, ;);(3 } ds

(2.3) ..
=" lim sup

1 t
i vee. H(L, o) /t H(t, s)a(s)als) = 7r(s) H(t, s)a(s)

1 [Ht.s)als) + H2, s)a’(s)f] N

= limsup 7o /tt [H(t, s)a(s)q(s) — ir(s)a(s)% ((tt”;)) _ ;T(S)Hs(t, 5)d(s)

A s>r<82<a'<s>>2l .

1a(s)
~tmsup o [ [H(t, als)als) = 3r(a(s) 5 = () H.(6,5)(-2g(s)als)
H, s>r<s><—29<s>a<s>>21 N
4a(s) _
—timsup g [ [H(ts)als)als) = Jrihate) G sl A )

1 wn T

—H(t, 5)r(s)a(s)(g(s))’] ds

= e H(jto) /t: H(t,s)a(s)a(s) — 1r(s)a(s) 2 b9 r(s)a(s)g(s)Hs(t, s)

—H{(t,5)r(s)a(s)(g(s))* + (H(t, s)a(s)r(s)g(s)) = (H(t,s)a(s)r(s)g(s))'] ds

~timsp L [ [H(t, als)a(s) ~ o)) ) b s)ate)a(e) 0,5

—H(t,s)r(s)a(s)(g(s))* — [H(t, s)a(s)] r(s)g(s) — H(t, s)a(s)[r(s)g(s))
+[H(t, s)a(s)r(s)g(s)]'] ds

~ sy 7 [ (8 )a(5)a(s) — H(E ) (5)al6)(0(5)) ~ H(E )5 (515
1 H2(t,s)

—7(s)als) Ht.5) +1(s)g(s) (—a'(s)H(t, 5)) + [H(t, s)a(s)r(s)g(s)]'| ds (%)
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() = timsup gz [ [H0.9)a(s)a(e) + (0. 9)a(s)r(s)(o(5)* = Ht.5)a(s)r(s)g(o)]
e T e ateir o] as
s s [ (#0900 09 + 900607 - (6] - Jrisnal T Y as
+ i sup H(sto) /tt (H(t, 5)a(s)r(s)g(s)] ds

= iy H(t, to) /tt (H (¢, )a(s) [a(s) +7(s)(9(s))* = (r(s)g(s))'] - 17“(8)@(5)%) *
— alto)r(to)g(to)-

Par conséquent, le théoreme (3.3.5) unifie le théoréeme d’oscillation de type Li.

Remarque 3.3.5. [29]. Le théoreme (3.3.2) améliore les résultats établis par YAN [30] et

CHEN [8]. On outre, il améliore aussi les résultats de THANDAPANI [27] lorsque T = N.

Comme nous avons vu précédemment, nous pouvons obtenir des corollaires différents a partir
du théoreme (3.3.5) par des choix différents de ®(¢). On remarque aussi que le but des théoréemes
(3.3.1) et (3.3.2) est de monter que les solutions non oscillante de ’équation (3.1) c¢’est-a-dire qui
sont éventuellement positive et strictement croissante (respectivement éventuellement négative

et strictement décroissante) n’existe pas.

3.4 Comportement asymptotique

Dans cette section, nous présentons le comportement asymptotique de toute solution de

I’équation (3.1), on suppose que la condition (3.2) n’est pas vérifiée c’est-a-dire

/t:m <7~(13)> As < o0 (3.40)

Théoréme 3.4.1. [29]. On suppose que les conditions (H;)—(H4) sont vérifiées. Soit ¢ définie

comme dans le théoreme (3.3.1) telle que (3.7) est vérifiée. On suppose aussi que

+00 +oo
/ q(s)As =400 et /

to to

ll / sq(u)Au] V. (3.41)

r(s) Jto

Alors (3.1) admet une solution oscillante sur [ty, +00) ou converge vers zero.
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Preuve. Supposons le contraire, que = est une solution non oscillante de (3.1). Alors = est
éventuellement positive ou éventuellement négative. Nous supposons seulement qu’il existe ty €
T tel que z(t) > 0 pour t € [ty, +00)r, la substitution y = —x transforme (3.1) en une équation
de la méme forme. On a alors deux cas :

Soit y = r(22)7. Sl existe t; > to tel que y(t;) < 0, alors
y(t) <y(t1) <0, pour tout t € [ty,+00)r,
car d’apres (3.4), y est décroissante. Alors d’apres (#H;) et le signe de la fonction 7,
22(t) <0 pour t € [t,+00)r. (3.42)
Si y(t) > 0 pour tout t € [ty, +00)1, alors d’apres (H;) et le signe de la fonction 7 on a
22(t) >0 pour t € [ty, +00)r. (3.43)

o Si (3.43) est vérifiée, alors nous pouvons utiliser la preuve de théoreme (3.3.1) en trouvant

une contradiction avec 'hypothese (3.7).

 Si x satisfait (3.42), alors = converge vers une limite finie (car x est strictement décroissante
et éventuellement positive donc minoré) notée M c’est-a-dire lim; o x(f) = M > 0. Nous
montrons que M = 0. On suppose le contraire, c¢’est-a-dire M > 0.

Puisque z est strictement décroissante, on a x(t) > M pour t € [t,+00)r, alors d’apres (Hs)
et (Hy), il existe to > t1 tel que q(t)f(x(7(t))) > Lq(t)zY(7(t)) > q(t)M” pour t € [ty, +00)T.

Par conséquent, de (3.1) on obtient

(r(t) (+2(6)")" = ~a()f@(7(1))) < —q()M? <O pour ¢ € [tz, +00)r.

On inteégre l'inégalité ci-dessus de ty a t € [ta, +00)T, on trouve

r(1) (220 < rita) (22(82)) - M0 /tq(u)Au < —]‘? () A,

to to

Par conséquent,
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En intégrant 'inégalité ci-dessus de t3 >ty a t € [t3,4+00)r, de (3.41) on obtient

() < alts) — 2 A [1/Sq(u)AurAs — —o0

207 Jiy | r(s) Ju t—+o00
contradiction car x est supposé éventuellement positive, donc (3.1) converge vers zero. O

D’une maniére similaire a la preuve de théoréme (3.4.1), nous pouvons prouver le résultat

suivant.

Théoréme 3.4.2. [29]. On suppose que les conditions (H;)—(H4) et (3.40) sont vérifiées.
Soient H € C(D,R), h € C(Dy,R) et ® définies comme dans le théoreme (3.3.2) telle que

(3.24) est vérifiée. On suppose aussi que

=

[1 / q(u)Au] " As = 100, (3.44)

r(s) Jto

/+OO q(s)As =400 et /+Oo

to to
Alors (3.1) admet une solution oscillante ou converge vers zero.

Preuve. Supposons le contraire, ¢’est-a-dire (3.1) a une solution x non oscillante sur [¢g, +00)T.
Alors x est éventuellement positive ou éventuellement négative. Nous supposons seulement le
premier cas, la substitution y = —z transforme (3.1) en une équation de la méme forme.

Soit y = r(22)7, on a alors deux cas :

e Siy(t) > 0 pour tout t € [ty,+00)r alors d’apres le signe de la fonction r et la parité de v
(voir les conditions (Hs) et (H1)), 22 () est éventuellement positive. Dans ce cas, nous pouvons

utiliser la preuve de théoréme (3.3.2) en trouvant une contradiction avec la condition (3.24).

o S'il existe t; >ty tel que y(t1) < 0, alors
y(t) S y(tl)a pour te [tla +OO)T7

car y est décroissante d’apres (3.4), donc 22(t) est éventuellement négative sur [t;, +o00)r et
par suite x converge vers une limite finie notée M c’est-a-dire lim; , o x(t) = M > 0, car
x est éventuellement positive et strictement décroissante donc minoré. Nous montrons que
M = 0. En effet, on suppose le contraire que M > 0. Puisque x est strictement décroissante,
x(t) > M > 0 pour tout t € [t1, +00)r. D’apres les conditions (Hs) et (Hy), il existe to > 1 tel

que q(t)f(x(r(t)) > q(t)M” pour t € [ta, +00)7. Par conséquent, de (3.1) nous avons

(rO 1)) = —q) f(@(r(t) < —g(t)M" <0, pour t € [ty, +00)r.
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En intégrant 'inégalité ci-dessus de t5 a t € [ta, +00)T, on obtient

PO W) < r(e2) (2 (1))~ M [ g(u) A

t2

D’apres (3.44), il est possible de choisir t3 suffisamment grand telle que pour tout ¢ € [t3, +00)T,

M’Y t
r(t) (22 (1)) < — q(u)Au. (3.45)
t3
Par conséquent,
M'y 1 + 1/~
A
20 < i | [ et

En intégrant les deux membres de 'inégalité ci-dessus de t4 > t3 4 t € [t4, +00), nous obtenons

t t 1/
x(t) < z(tyg) — %[4 [701/ q(u)Au] As — —oo.

(s) Jis t—+00

Il s’ensuit de (3.44) que z(t) est éventuellement négative, contradiction. Ce qui complete la

preuve. [



Conclusion

Ce travail consiste a étudier 'oscillation d’une solution de I’équation dynamique de second

ordre semi-linéaire a retard de la forme suivante

(r(®) (=* @)")" + e f(@(r(1) =0, 1€ [to, +o0)r. (E)

Notre but ici est d’établir des théoremes d’oscillation de la solution de ’équation (E) dans
des conditions tres faibles.

Nous avons montré que 1’équation (E) admet une solution oscillante avec les théoremes
(3.3.1) et (3.3.2) si (3.2) est vérifié. Or si ce dernier n’est pas satisfait, nous allons aux théoremes
(3.4.1) et (3.4.2) qui donnent des conditions suffisantes pour I'existence d’une solution oscillante
ou converge vers zero pour ’équation (E).

Nos résultats étendent, unifient et améliorent les théoremes d’oscillation de type KAMENEV

[18], PHILOS [21] et L1 [19].
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