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Notations

a, b]

||

a=(a1,...,qp), a; €N
af

ox

6@

Vf

of)

Q

Ensemble des nombres réels.

L’intervalle [0, +o0].

Ensemble des nombres complexes.

Ensemble des nombres entiers naturels.
Ensemble des nombres naturels strictement positives.
L’ensemble vide.

Intervalle fermé sur R.

Norme sur R".

Multi-indice.

La longueur de j3.

La dérivée partielle de f par rapport a x.

La dérivée d’ordre a, ou « est un multi-indice.
Le gradient de la fonction f.

La frontiere de I’ensemble (2.

L’adhérence de ’ensemble (2.



Introduction

Les espaces de Holder sont des espaces intermédiaires définis entre les
deux espaces C* et C**1, nous avons introduit ces espaces car dans la
plupart des cas nous constatons que les propriétés des espaces C* sont
insuffisantes.

Ces espaces sont tres importants dans plusieurs domaines surtout dans
la théorie des équations différentielles aux dérivées partielles. De plus, les
espaces de Holder ont des propriétés de compacité tres élémentaires et
favorables et tous les fonctions de ces espaces sont uniformément conti-
nues.

Le travail accompli dans ce mémoire a pour objectif d’étudier certains
théoremes et propositions sur ces espaces, on va étudier leur topolo-
gie, a savoir l'inclusion, l'injection, la compacité,...etc. Puis a 1’aide des
exemples et d’applications, on montre a quoi ils peuvent servir.

Ce mémoire se divise en trois chapitres, le premier chapitre est consacré
aux définitions et théoremes dont nous avons besoin pour prouver cer-
taines propriétés des espaces de Holder. Parmi ces définitions se trouve
les définitions et les propriétés des espaces vectoriels normés, le notion de
continuité et de compacité, etc. Pour le deuxieme chapitre on va définir les
espaces de Holder et leurs propriétés principales, et finalement le dernier
chapitre donne une présentation simple de la théorie des semi-groupes et
une étude détaillée du probleme de Cauchy abstrait dans le cadre de cet

espace.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Tout au long de ce travail, on désigne par (K, +,-) un corps commutatif
ou K est R ou C.

1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1. [3/Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur
l’espace E est application définie par

Il E— Ry
z = ||z
qui possede les propriétés suivantes :
1. Pour tout x € F, ||z|| =0< 2z =0.
2. Pour tout x € E et A € K, || Az]| = |A|||z]| .

8



Préliminaires 1.1 Espaces vectoriels normés

8. Pour tous x,y € E, ||z +y| < ||z||+]ly||. Cette inégalité est appelée
inégalité triangulaire.

Définition 1.1.2. Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel F

muni d’une norme ||-|| et de la topologie associée a cette norme. Il est
noté (E,|-]).
Proposition 1.1.3. Si ||-|| est une norme sur E, alors on a pour tous
x,y € .

[zl = flylll < llz =yl (1.1)

Définition 1.1.4. [7]/Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé

1. Une partie A de E est bornée, s’il existe M > 0, tel que

|z|| < M, pourtoutx € A.

2. 85r>0etxy€ FE.

(1) On appelle boule ouverte de centre xy et de rayon r le sous-
ensemble de E défini par

BE(«%'O,T) - {JZ € E7 Hl’ - xO” < T}7

(7) On appelle boule fermée le sous-ensemble de E défini par

BE(x():T) - {l’ S E7 HJ?—.I()” < T}'

(791) On appelle sphere de centre xy et de rayon r le sous-ensemble
défini par

Sg(xg,r) ={x € E, ||xr — x| =1},

On note par B(0,1) = Bgrn(0,1) la boule unité ouverte de R" de centre
0 et de rayon 1.
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Préliminaires Préliminaires

Définition 1.1.5. [7/Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé. Deuz normes

I-Il; et ||| sur E sont dites équivalentes s’il existe o, B > 0 tels que pour
tout x € E, on ait

allzlly < flzfly < A,

Définition 1.1.6. Si (E,||-||) est un espace vectoriel normé et (u;)ien
une suite d’éléments de E.

1. On dit que (u;);en est convergente s’il existe u € E tel que
lim [|u; —u|| = 0.
1—00

Autrement dit

Ve >0, ANEN, n> N = |jlz; —z| <e.

2. On dit que (u;)ien est une suite de Cauchy si

Ve >0, IN. >0, Vp,q > N = [Ju, —uyl| <e.

Définition 1.1.7. [7/Un espace vectoriel normé (E,|-||) est un espace
complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E. Un tel
espace est appelé espace de Banach.

page 10



Préliminaires 1.1 Espaces vectoriels normés

1.1.2 Continuité et convergence

Définition 1.1.8. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||p) deuz espaces vectoriels
normés et f une application de (E.||-||z) dans (F, ||-||z). Soit zg € E, on
dit que f a pour limite | quand x tend vers xq, si

Ve >0, 35> 0, o —aolly < 8= |fx) ]y <.

Définition 1.1.9. Soient (E,||-||g) et (F,|||p) deux espaces vectoriels
normés et f une application de (E, ||| g) dans (F,||-||z)-

1. f est continue en xg € E si et seulement si

Ve >0, 30 >0, [z —aollp < 0= ||f(x) — f(x)]|p <e.

2. f est continue sur A C E si et seulement si f est continue en tout
point de A.

Définition 1.1.10. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||p) deux espaces vectoriels
normés et f une application définie sur une partie A non vide de E. On
dit que [ est uniformément continue sur A si et seulement si

Ve>0, 30 >0, Vo,y € A, flz —yllp <= |f(z) = fFW)llp <e

1.1.3 Compacité

Définition 1.1.11. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé et K un sous-
ensemble de L.

1. On dit que K est compact si et seulement si de toute suite de K, on
peut extraire une sous-suite convergente dans K.

2. On dit que K est relativement compact si et seulement si de toute
suite de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.
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Préliminaires Préliminaires

Définition 1.1.12. Soient E, F des espaces de Banach etT : E — F une
application linéaire continue. On dit que T' est compact si, et seulement
si, T(B(0,1)) est une partie compacte de F. Cela revient da dire que,
pour toute suite (xy)k>1 bornée dans F, il existe p : N* — N* strictement

croissante telle que la suite (T'(x,))r=1 converge dans F.

Définition 1.1.13. Soient (E, ||-||g) et (F,||||p) deux espaces vectoriels

noTrmeés.

1. On dit que E s’injecte continument dans F' et on note E — F, sl
existe C' > 0 telle que pour tout x € E

Izl < Cllzllg -

2. On dit que linjection E — F est compacte si toute suite (u;)ien
bornée de E admet une sous-suite (u;, )ien convergente dans F.

3. On dit que E et F sont équivalents, et on note E ~ F si E = F et
s’il existe C1,Cy > 0 tel que pour tout x € K

Cillzllg < llzllp < Gzl

1.2 Espaces fonctionels

Si  est un compact de R", on note par C (£2) I'espace vectoriel des
fonctions f : {2 — K, continues. On sait que toute fonction f continue
sur {) est bornée et atteint ses bornes, ce qui permet de définir la norme
uniforme de la fonction f en posant

[fllo = sup[f ()]
xef)

Muni de cette norme, C (£2) est un espace de Banach.
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Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

Définition 1.2.1. Une partie H de C (Q)) est dite équicontinue en un
point xo de Q) st elle satisfait la condition suivante :

Ve >0, dn,, >0, Ve € Q, ||x —x0|| <n=Vhe H, |h(z)—h(xy)| <e.

Théoréme 1.2.2 (Théoréme d’Ascoli). Soit Q) un compact de R". Une
partie H de C () est relativement compacte dans C () si et seulement
st elle est bornée et équicontinue.

Définition 1.2.3. Soit Dy le domaine de définition de la fonction f et
a un point d’accumulation de Dy qui n’appartient pas a Dy. St f admet
une limite finie en a, alors on appelle le prolongement par continuité de
f la fonction f définie par :

. { f(z) si x€ Dy

fla) = lim, s, f(z) si z=a

A présent considérons 2 un ouvert de R" non nécessairement borné et k
un entier. Rappelons que si une fonction f : 2 — K est différentiable,
on note df (x) sa différentiable au point x et on a le résultat suivant.

Proposition 1.2.4. [1/[7] Une application f : Q — K est continiment
différentiable si et seulement si ses n dérivées partielles existent et sont
continues sur 2.

On voit que pour tout h € R",

d -h=) h— ,
@) h =3 hig (x)
\ af . /. ’ .
ou Iy t=1,---,n est la dérivée partielle de f.
X
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Préliminaires Préliminaires

n
Sia = (g, -+ ,0ap) € N" est un multi-indice, lentier |a| = > «a; est
i=1
appelé hauteur de o et on note par

olel

02110252 - - Qwon’

o“f

en supposant évidemment que f est |a|-différentiable et que les dérivées
partielles commutent. Si v, € N" alors v < « signifie v, < «;, pour
touti=1,---,n.

Pour £ € N, on note par C*(2) I'espace vectoriel des fonctions k fois
différentiables dans €2 dont toutes les dérivées jusqu’a l'ordre k sont
continues dans . L’espace C°(Q) est I'espace des fonctions continues.
On peut définir cet espace par récurrence sur k pour k > 1

of

feCﬂQM#feC“%metm%

ceCHYQ), i=1,---,n. (1.2

On note par CF(Q) I'espace vectoriel des éléments de C*(Q) dont toutes
les dérivées jusqu’a l'ordre k sont bornées sur 2. Cet espace muni de la
norme

[fllcry = 22 sup|o”f(@)].

lo|<k e

est un espace de Banach.

Définition 1.2.5. [7]Soient f et g deux fonctions C*(Q), la fonction fg
est dans C*(Q) et on a la formule de Leibniz

0 (fg)= Y (“) of 9 g

<

« ol

ol (’Y) = W

Si f € CY(Q), on note V f le gradient de la fonction f défini par le vecteur

Y= (00 e
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Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

Rappelons maintenant 1'inégalité des accroissements finis, pour plus de
détails voir [3].

Définition 1.2.6 (Inégalité des accroissements finis). Soient Q) un
ouvert conveze de R™ et f une fonction de C' (). On a alors pour tous
x,y € Q2

[f(@) = fW) < VA =)z +cy)| |z —yl,
tel que ¢ € 10, 1].

Théoréme 1.2.7. [3] Soient Q2 un ouvert conveze de R" et (f;),cy une
suite de fonctions différentiables qui vérifie les hypotheses suivantes :

1. 1l existe un point a € 2 tel que la suite (f;(a)), converge dans K.

2. La suite (df;), de la différentielle de f; est uniformément convergente
sur 2.

Alors la suite (f;)ien converge uniformément vers une fonction différentiable
f sur chaque partie bornée de €1, et pour tout vecteur h € R", on a

df (x) - b = (lim df; (x)) - b = lim (df; (z) - )

1—00

1.2.1 Les espaces de Lebesgue L”

Soit 2 un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue et p, p’ deux réels
de [1,00]. On dit que p et p’ sont conjugués si }% + ]% = 1. Par extension,
1 et +o00 sont conjugués. Voir [2] pour plus de détails.

On désigne par L'(Q) I'espace des fonctions mesurables intégrables sur
2 a valeurs dans K. On pose

11l = /Q | f(z)|dx.

Pour p € R, on définit I'espace

LP(Q) ={f:Q — K, mesurable: |f|" € L'(Q)}.
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Préliminaires Préliminaires

On le muni de la norme
1£lle = |, 1 @) da)"

On pose
L*(Q)={f:Q— K, fmesurable:3C >0, |f(z)| < C p.p.sur Q}.
On le muni de la norme
[/l = nf{C, |f(2)] < C p.p. sur Q}.

Rappelons I'inégalité de Holder

Théoréme 1.2.8. [Z]Soient f € LP et g € LV avec 1 < p < 400 et
1 <9 < +oo. Alors fg € L et

L1 fglde <[ fllp llgll

Théoréme 1.2.9. [2] L’espace L muni de la norme ||-||;, est un espace
de Banach pour tout 1 < p < 400.

page 16



Préliminaires 1.2 Espaces fonctionels

1.2.2 Intégrale de Bochner

L’intégrale de Bochner généralise la notion d’intégrale usuelle de Le-
besgue pour les fonctions a valeurs dans un espace de Banach. On va
donner une petite présentation de cette intégrale.

Soit (), ||-]|) un espace de Banach et considérons les fonctions f définies
sur un ouvert {2 de R" a valeurs dans . Notons la mesure de Lebesgue
d’un ensemble Lebesgue-mesurable B par pu(B). La fonction f définie

par
k
f - Z QX B;
i=1
est une fonction simple, ou pour tout + = 1,--- ,k, a; € E et B; sont

disjoints tels que u(B;) < oo et x g, est 'indicatrice de B;. On peut définir
I'intégrale de f au sens de Bochner sur €2 par

/Q f(z)dx = éai,u(Bi).

Définition 1.2.10. [§/La fonction f est dite Bochner intégrable, s’il
existe une suite de fonctions simples (fi),cy qui converge vers f p.p.
sur ) et

lim [ [If(2) = filz)]| dz = 0.

Proposition 1.2.11. [8/ Une fonction f :  — K est Bochner-intégrable
si et seulement si f est mesurable et

o 1 @)l de < oc.

De nombreuses propriétés usuelles de l'intégrale de Lebesgue restent
vraies pour l'intégrale de Bochner on cite par exemple le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue.
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CHAPITRE 2

LES ESPACES DE HOLDER

2.1 Les espaces C"%(Q)

Définition 2.1.1. Soient a €]0, 1] et Q un ouvert de R", une fonction
a valeur compleze de L™ () est dite fonction de Hélder d’exposant o ou

a-holdérienne, st la condition suivante

est vérifiée.

La condition ([2.1)) est équivalente a dire qu’il existe C' > 0 tel que

Vr,y € Q, [f(z) — f(y)l < Clz —y[". (22)

Si f est a-holdérienne, alors on note par

1, (@) = sup T =10

18



Les espaces de Holder 2.1 Les espaces C%%(Q)

Et s’il n’y a pas d’ambiguité sur ’ensemble €2, on note tout simplement
[f],- Dans ce cas, on peut écrire

Vo,y € Q, |f(x) = fy)] < [flo |z —yl”.

Notation 2.1.2. Pour o €]0,1] et Q un ouvert de R", on note par
CY(Q) lespace des fonctions a-héldériennes sur €.

Exemple 2.1.3. 1. Pour a €]0,1], on considére la fonction f définie
par
f 0,400 — R
x Y
Elle est a-héldérienne et [f], = 1. En effet, si v,y € [0,00] et
a—1 <0, alors en supposant que 0 < y < x, on aura

If@)—fwﬂ=ﬂx“—yﬂZW£Zn“ﬁﬁk£aﬁﬂ@—yfbwﬁZﬂw—yW-

Et par conséquent, [f], < 1. D’autre part, si on prend v = 1 et

y =0 dans [f(x) — f(y)| < [fla |z —yl, on obtient [f], > 1, donc
on conclut que

[fla =1

De plus, on va montrer que si o # 1, alors f ne peut étre u-
holdérienne pour tout pu > «. Pour cela, supposons que f est -
holdérienne ou > a, et prenons y =0 dans

f(@) = f)l < [f], 1z —yl",

on obtient alors
0 < [f]u’ Vo >0,

ce qui est absurde.
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Les espaces de Holder Les espaces de Holder

2. La fonction [ définie sur B(0,1) par

f(@) =[], v €]0,1]

est une fonction de Holder d’exposant ~v. En effet,
o Pour v =1, c’est évident, on aura C =1 et a = 1.
o Pour 0 <y <1, on considere la fonction définie sur [0, 1] par

1 —s7

= — 1].
b(s) 1—s) s € [0,1]
On a ¢'(s) = ’y%, ainsi il est clair que ¢'(s) < 0, elle est donc

décroissante et on aura limg 1 ¢(s) < ¢(s) < ¢(0), c’est-d-dire

0<¢(s) <1
Dans ce cas,
-7 <(1-s). (2.3)
A présent, pour x,y € B(0,1), sans perdre de généralité, on peut
supposer que |x| > |y| et on applique l'inégalité (2.5) a s = %, on

obtient alors
2" = |y|” < (2] = |y])”

Mais ||z| — |y|| < |z — y| par , ainsi
2" = lyl” <z —yl",

et par conséquent C' =1 et a = .
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Les espaces de Holder 2.1 Les espaces C%%(Q)

Remarque 2.1.4. Dans l'inégalité , on peut toujours supposer que
lx — y| <4, pour § petit, car méme si |z —y| > 8, on aura toujours ([2.3).

En effet, si x,y € Q et |xgy| > 1, alors

[f (@) = F)l < [f)]+1fy)] < ilelg\f(fc)l +j}ég|f(y)|

< 2|[flls

5 [z —y|"
<2 flloe =52

C’est-a-dire
f(x) = f(y)] < Clz—y|*,
ot C = 2 ||f|lo- Dot Uinégalité (2.9).

Proposition 2.1.5. [}/ Soient Q un ouvert de R" et a, A €]0,1]. Si
f,g € C*¥(Q), alors on a les propriétés suivantes :

1. f+ g est a-hdoldérienne et

f 4l < [fla+ 19l (2.4)

2. fg est a-holdérienne et

9o < [flallgllo + lgla 1f ]l - (2.5)

3. St inf,cq |g(z)| > 0, alors é est a-holdérienne et

[Wag( [9]a . (2.6)

g infreq|g(x)])?

4. Siinf.cq|g(x)| > 0, alors § est a-holdérienne et

f 1o 191l + 19l 1f 1l
[g]a = (infreqlg(z)))®

page 21
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Les espaces de Holder Les espaces de Holder

5. Si f est a-holdérienne sur Im(g) et g est A\-héldérienne sur Q, alors
la composé f o g est al-holdérienne sur ) et on a

[ 0 glax < [f]a (lg])" (2.8)

Preuve. Soient ) un ouvert de R" et « €0, 1]

1. Si f € L>®(Q) et g € L™(RQ), alors f+ g € L>®(Q2) et pour tous
x,y € (), on a

((f +9)(x) = (f + )W) < |f(x) = fy)| + lg(x) — g(y)]
[flalz = yl* + [gla |z — y["

([f]a =+ [gla) [z —yI*.

IA A TN

Donc (f + g) est a-holdérienne. De plus,
((f +9)(=) = (f +9)¥)l

lz —y|*

< [fla + [gla, Y,y € Q,

c’est-a-dire
[f + g]a < [f]a + [g]a-

2. Si f,g € L>®(Q), alors fg € L>®(Q2) et pour tous x,y € 2

[(f9)(x) = (fa)W)] = |f(x)g(z) — f(y)g(z) + f(y)g(x) — f(y)g(y)]
<lg(@)|[f(x) = fFW)|+ fW)]]g(x) — g(y)]
< gl [fla Iz = y|* + [ fll o [g]a |2 — yI”
< ([flallglle + [gla 1fllo0) |2 —yI*

Donc (fg) est a-holdérienne. De plus
(f9)(e) = o))l _

|z — 9|

([flallglloe + lgla 1 fllc)s Yo, 9 € 2,

c’est-a-dire

[f 9o < [flallgllo + 9o 1f ]l -
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3. Si g est a-holdérienne et uggf2 lg(x)| > 0, alors
x

1 1
lg(z)| ~ infreq |g(2)]

, Vo € €,

c’est-a-dire g € L>(Q2). Pour tous x,y € €2, on a

‘9(190) - 9(1y)‘ - |g(gy(26)_g(gy()w)
[9]a

, x—yl*.
=l enloy?

Donc é est a-holdérienne. De plus

c’est-a-dire

4. Si on applique 2. et 3. aux fonctions f et %, on obtient

5. = al,

[fla

IA

| +Eh.

1 9],
o lg@)] ™+ Gfcn gl 2 M1l
o infocg [o()] + 1711 (9],
< (infcq |9(0)))?
o 19l + 1711 Lo,

(infoca [g(@))?

Donc 5 est a-holdérienne et ([2.7)) est vérifiée.

IA
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5. Pour tous =,y € Q, g(x), g (y) € Im(g), donc

[f(g(x)) = fla)] < [flalg(z) — g)|®
[fla(lgly |z = yM)°
[fla(lgl)" = — y[*

Ainsi f o g est aA-héldérienne et [f o glan < [fla([g]r)"

IAIA

Corollaire 2.1.6. Soient Q un ouvert de R" et o €]0, 1], I’espace C*¥(Q)
est un espace vectoriel sur K.

Lemme 2.1.7. L’application définie sur C%*(Q) par

1flla = 1f Nl + [flas Vf € COQ) (2.9)

est une norme sur C*(Q).

Preuve. On vérifie les criteres de la norme.

1. Si f e C%(Q), alors

If]l, = 0 < sup | f(z)] + sup [ () = fc(yy)! 0
€l xg,ﬁg;eyﬂ ‘CC — y|
SUDP,c0 |f(37)‘ =0
< et
1f@)—fyl _
SUPwved Ty T 0

< f(z) =0,Vz € Q.
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2.Si f € C%(Q), et a € K

lafll, = suplaf(z)] + sup 1210 = a7 W)l
e z,y€Q ‘$ — y|

@) - £

(07

~ lafsup /()| + la| sup
W el

= lal [ flla-

3. Si f,g € C"*(Q), alors par (2.4) et le fait que |||, est une norme,
on obtient

1F+gllo < [1flla +Nlglla

Proposition 2.1.8. Soient Q un ouvert de R" et o €]0,1], l’espace
C%(Q) muni de la norme ||-|,, est un espace de Banach.

Preuve. Soit (fi)ien une suite de Cauchy dans C%%(Q), c’est-a-dire
Ve>0,dINeN,,j>N=|fi—fill,<e (2.10)

Par (2.2)), on a
I fillo = £l < i = £l -

on en déduit de que la suite (|| fil|,)ien est de Cauchy dans R, et
puisque l'espace (R, |-|) est complet, alors la suite (|| fi]|,)ien est conver-
gente donc bornée, puisque toute suite convergente dans R est bornée,
c’est-a-dire

aM >0, ||fill, <M, VieN. (2.11)

En particulier
f@)| <M, VieN, ¥re g (2.12)
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D’autre part, pour 7,5 > N, on a
Ifi = fillo = sup | fil@) = (@) + fi = fila < €

c’est-a-dire,
Vi,j > N, |fiw) = fi(@)| <& Vo e

Ce qui implique que pour tout = € 2, la suite (fi(z));en est de Cauchy
dans (C,|-|) qui est complet. Nous en déduisons alors qu’il existe une
limite notée f(x) de la suite (fi(z));en. Cette fonction f est mesurable
sur €, il reste & montrer qu’elle appartient & C%%(Q) et qu’elle est bien

la limite de (f;)ien dans C%*(2). Pour cela, on a d’aprés (2.12)),

et en passant a la limite on en déduit que f € L>(1).
D’autre part on a [f; — fjla < || fil], donc Va,y € Q

[filx) = fily)l < [l fillo |z —wl”

<
< Mz —y|".

En faisant tendre i vers +00, on voit que f € C%%(Q). Ensuite, on observe
que le ”N” dans (2.10)) ne dépend pas de x et y. En conséquence, on fixe
x et yet 7> N, eton fait tendre i« — oo pour obtenir la convergence de

(fi)ien vers f dans C%(Q). O

Proposition 2.1.9. Soient 2 un ouvert de R" et o €]0,1], on a les
inclusions suivantes

CLH(Q) c C"(Q) Cc CP(Q). (2.13)

De plus, toute fonction a-holdérienne est uniformément continue.
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Preuve. Commencons par la premiére inclusion, si f € C}(Q), alors f
ainsi que toutes ses dérivées d’ordre inférieur ou égale a 1 sont continues
et bornées sur €). Par I'inégalité des accroissements finis, il résulte qu’il
existe ¢ € |z, y[ tel que

[f(@) = fW)] < |z =yl IVf(c)], Yo,y €Q (2.14)
Et par la remarque [2.1.4], on peut supposer que |z — y| < 1, ainsi
[z —yl < |z —y[",
et on aura finalement
[f(x) = fW)l < M|z —y[".

Cest-a-dire f € C¥(Q).

Passons a deuxiéme inclusion, si f € C%*(Q), alors f € L®(Q) et il existe
C > 0, tel que

Vo,y € Q, [f(x) = fy)l < Clo—yl*.

Ainsi si pour tout € > 0, on pose
£ .1
0= (=)e, 2.15
(=) (2.15)
on aura pour tous x,y € €2, tel que

[z —yl <o, [f(z) = fly)l <e

Ce qui prouve la continuité de f, autrement dit f € CP(£).
On remarque au fait que le ¢ choisi dans (2.15)) ne dépend pas de x et v,
ce qui prouve que f est uniformément continue. H

Une fonction continue n’est pas nécessairement dans C%%(Q), a > 0.
On va voir cela dans ’exemple suivant.
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Remarque 2.1.10. Considérons la fonction f : R — R définie par

f(x):{lnlx si x#0

0 st x=20
Elle est continue sur R mais n’appartient a aucun espace C%*(Q2) pour
a €]0,1]. En effet, supposons l'inverse, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0,
telle que
[f(z) = fI < Cle—y*, Yo,y eR

et prenons, dans cette inégalité y = 0 et x # 0, on obtient alors

< Clal”,
hl(\x\)‘
c’est-a-dire

1 < Clz|"|Inl|z|| pourz #0

et en passant a la limite quand x — 0, on aboutit a une contradiction car
lim, o || In|z| = 0 pour tout a > 0.

Il faut noter que toute fonction continue et bornée de 2 & valeurs com-
plexes ne se prolonge pas nécessairement en une fonction continue sur €2,
par exemple, la fonction f(z) = sint définie sur Q =|0,1], est bornée et
continue sur €2, mais elle n’admet méme pas une limite au point 0 donc
elle ne se prolonge pas.

Par contre on a la proposition suivante pour les fonctions holdériennes.

Proposition 2.1.11. Soient Q un ouvert de R" et o €]0, 1].
Si f € C%(Q), alors il existe une fonction f, bornée sur Q et vérifie
['inégalité pour tous x,y dans €, qui prolonge f.
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Preuve. Si 000 = (), alors il y a rien a démontrer, supposons alors que
00 # ) cest-a-dire qu’il existe oy € 9. Puisque  est un ouvert, alors
tout point de 02 est un point d’accumulation pour 2, c’est-a-dire qu’il
existe une suite (z;);eny C §2 qui converge vers xy dans R"”. En appliquant
I'inégalité aux points z; et x,,, on obtient

|f(@i) = flzm)] < Cla; — 2"

et puisque (z;); est de Cauchy dans R", alors la suite (f(z;)); est aussi
une suite de Cauchy dans (C, |-|) qui est complet, ainsi la suite (f(z;));
converge vers [ € C.

Montrons ensuite que 1'élément [ est au fait indépendant de la suite
(x;);. Pour cela, considérons une autre telle suite (y;); et par le méme
raisonnement, on obtient (f(y;)); — '. Appliquons l'inégalité a T
et y;, on obtient

(i) = f(yi)l < C'lai — il

D’autre part on a

\z; — yi| < |z — x| + |yi — 0]

Donc
|f(z:) — f(yi)| < C(lzi — 2ol + |yi — 20])*

et en faisant tendre ¢ — oo, on trouve I’ = [.

Définissons la fonction f par

= f(zx) z€Q
fx) =
[ z e 0N
ott = lim z; et lim f(z;) = . La fonction f est évidemment bornée sur
o i—00 1—00
Q, il reste & montrer alors qu’elle vérifie (2.2). Pour se faire, on distinguera

trois cas :

1. Siz,y € Q, alors (2.2)) est vérifiée par hypothese.
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2. Siz € 0N ety e Q alors il existe (x;)ieny C €2 tel que x = lim x;

1— 00
donc

|f(zi) = fy)] £ C oy —y|*,

Ensuite, par continuité de f et par passage a la limite quand i — oo,
on obtient |l — f(y)] < C'|x — y|”. Autrement dit,

flz) = Fly)| < Clz—y|".

3. Si z,y € 09, alors il existe (x;)ieny C Q et (yi)ien C Q tels que

r = lim z; et y = lim y;. 1l s’en suit, alors que
1—00 1—00

|f(@i) = f(ya)| < Clog =yl
et en passant a la limite quand ¢ — oo, on aura le résultat.

]

Remarque 2.1.12. On pourra grace a la proposition|2.1.11| affirmer que

000(Q) = CO*(Q) et avoir [f],, () = [/, ()

A présent, on va voir la relation entre C%*(Q) et C%(Q) pour cela, on

aura besoin des lemmes suivants

Lemme 2.1.13. Soient Q un ouvert de R" et o, o/ €]0, 1] tels que a > o',
Si f € C%¥(Q), alors pour tout € >0 , on a l'inégalité suivante

2 ,
[fllor < (=7 + D [ flle + 7 1 flla - (2.16)

e
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Preuve. Soient o, o’ €]0,1], f € C"%(Q) et ¢ > 0, commencons par
supposer que |r —y| > ¢, x,y € Q, dans ce cas, on aura

— 1
@) =@ L ey 4 17D
|z — 9| 82
< 21l
Ainsi,
sup P =W 2
;ca,:y#eyﬂ ‘x—y| g
et
2 2 /
1o < (U 200l < ot DUl + 2 17 (217)

Ensuite supposons que |z — y| < € et puisque o — o > 0, en écrivant

fl@) = fWl _ f@)—fWl,
O[/ - _ « |x y‘ Y
|z — g |z — y|

on obtient

[f(x) = f)l _ [f(2) = f)l

o < |

e —y[* T eyl
Ainsi
[l < Al + 1l (2.18)
2 .
S (50/ + 1) Hf”oo + € ||f||a : (2]‘9)
D’aprés (2.17) et (2.18)), on a pour tout € > 0
2 o
[l < (7 + D[ flloe + 1F -

e
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Si on ajoute une condition sur I'ouvert €, I'injection (2.13]) devient com-

pacte, comme cela est démontré dans le lemme suivant

Lemme 2.1.14. Si Q est un ouvert borné de R" et a €]0, 1], alors [’in-
jection

CP(Q) — C'(Q) (2.20)

est compacte.

Preuve. On a déja vu dans la proposition 2.1.11{que C%*(Q) C C%*(Q),
et par la Proposition 2.1.9, C%*(Q) c C°(Q) donc C"*(Q) Cc C°(Q), de
plus

sup | f (2)] < ||,

e

pour tout f € C%“(Q), d’ou I'injection
CP(Q) — C'(Q).

Montrons ensuite que cette injection est compacte, c¢’est-a-dire qu’on doit
montrer que si (f;)icy est une suite bornée dans C%*(Q), alors (f;);en est
relativement compact dans C°(02).

Pour se faire, on utilise le théoréme d’Ascoli Arzéla car ) qui est un com-

pact. Autrement dit, on montre que {f; : i € N} est borné et équicontinu.
En effet, puisque (f;)ien est bornée dans C%%(Q), alors IM > 0, Vi € N,

| fi(z) — fi(y)]

sup | f (z)| + sup <M
veq e |z — 9|

En particulier
|fi(x)] < M, Vi € N,Vz € Q,

autrement dit (f;)ien est bornée dans CY(Q). D’autre part pour tous
e>0,i€Netaz,ycQ, ona

|filx) = fily)| < M |z —y|*
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donc si on choisit § = 7 tel que [z —y| < 0, on obtient

fi(x) = fily)] <e,
d’ou I'équicontinuité de (f;)ien- O]
Proposition 2.1.15. Soient 2 un ouvert de R"et a, o/ €]0,1] tels que
a > o, alors linjection
CO(Q) — CY(Q) est continue.

Si de plus, Q est borné et o # o, alors l'injection devient compacte.

Preuve. Soient ) est un ouvert de R", o, o’ €]0, 1] tels que a > o/

1. Si f e C%(Q), alors par (2.16)) , on a

2
e

1l < G+ DIl + M flla < C S

d’ott la continuité de l'injection C%*(Q) — C%'(Q).

2. Supposons de plus, que 2 est borné et o # ' et prenons ( f;);en une
suite bornée dans C%*(QQ), c’est-a-dire

IM >0, Vi €N, ||fi]l, < M.

Montrons que I'ensemble (f;)ien est relativement compact dans C%' (),
c’est-a-dire qu’on peut extraire une sous-suite (f;, )ren qui converge

dans C%*(Q). Par le lemme [2.1.14] il existe une sous-suite (f;, )ren

qui converge vers une certaine fonction f dans CY(Q), c’est-a-dire
Ve' > 0, Jkg € N, Vk > ky = Hflk — f“oo <é.
D’autre part, on a Vz,y € ), Vk € N

[fin(@) = Fiu ] <\ fiilly J2 = yI" < Mz —y|",
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en passant a la limite quand k£ — oo, on obtient
1f(z) — fly)| < M|z —y|", Ve,y € Q.

Autrement dit, f € C%*(Q), ainsi f;, — f € C*¥(Q), et en appliquant
le lemme [2.1.13| & cette fonction, on obtient que pour tout € > 0,

o 2
|Lﬂk__.fHa’S;5a ¢ Hfﬁ;_'fH04+_(14_g;?>Hfﬂ _'fHaa
Par conséquent pour k > kg et ¢ = ¢, on a
o 2
i = fllar < €7 o = flla+ (4 ) i = Fll
)e

a—ao' 2
<l + 1) + (L4

2 )e.

e

< YoM 4+ (1 +

Ce qui montre que (f;, ); converge vers f dans C%(Q) puisque 1 — o/ >
a—ao >0. L

A présent on va voir qu’il n’y a aucune relation entre une fonction abso-
lument continue et a—holdérienne, dans le sens ou il existe des fonctions
a-holdérienne qui ne sont pas absolument continues, et il existe des fonc-

tions absolument continues qui ne sont pas a-holdérienne.

On va illustrer ces propos avec les exemples ci-dessous, mais avant cela

rappelons la définition sur R d’une fonction absolument continue.

Définition 2.1.16. Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction
f I — R est absolument continue si, pour tout réel € > 0, il existe un
0 > 0 tel que, pour toute suite finie ([an, by))nen de sous-intervalles de 1
d’intérieurs disjoints, on a

> (bn —an) <0 =2 |flan) = fbu)] <e. (2.21)

n>0 n>0
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Examples 2.1.17. [}

1. La fonction f introduite dans la remarque |2.1.10 est absolument
continue sur ['intervalle I =]0, %] Mais elle n’appartient a aucun
espace C%(I) ou a €0, 1].

2. Considérons la fonction définie sur [O, ﬂ par

x Iy

flw) = 0 st r=0

{azsinl si x €0, 1]

(1) Soient z,y E]O,%], sans perdre de généralité, on peut supposer
que y < x, on aura alors

1 1 1 12
\x—y|%§—et sin — —sin—| < /2
VT x Y
D’autre part on peut écrire
o1 o1 1 1 o1
rsin — — ysin — = (z — y) sin — + y(sin — — sin —)
x Yy x x Yy

Donc

1

R S O
sin — — sin —
T

7@~ fW) < —= b=yl + V2 y

7

Et en appliquant ["inégalité des accroissements finis, on obtient

1
R S S
sin — — sin —

1 1)z
<
X Yyl

2 o —y|?

N

r oy

Finalement, on aura

f(2) - Fy)l < ;% o=y evay L ey < <¢17_T+@ oyl
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Ce qui veut dire que f est une fonction de Holder d’exposant %

(1) Montrons ensuite que f n’est pas absolument continue. Considérons
pour chaque h € N, la partition de l'intervalle |0, %] donnée par
les 2h + 1 points

2

xi:mpourizl,--- ,2h et xop1 = 0,
Le fait que f(x9;) > 0 et f(z2j—1) = 0 pour j =1,---  h, im-
plique que
> [f(wen) = f@)] > ¥ Flea)] = 3 o |sin(2j + 1)
Tiv1) — flx;)| > Toi)| = ,sin2j—|—1|
i=1 " = = N CT RS 2
h 2
_jzl (2j + )m
h 2 1 1
> =—> —
Z (2 +2)r mimng+1

Donc limy, oo X2 | f(2i41) — f(z)| = +00, de sorte que f n’est
pas absolument continue.

Remarque 2.1.18. [/ L’inverse d’une fonction a-héldérienne, s’il existe
n’est pas forcément une fonction a-holdérienne.

En effet, considérons la fonction définie sur I = [0,1] par f(z) = 2% et
appliquons l'inégalité des accroissements finis

‘x3—y3’§3|x—y|.

c’est-a-dire f € CYY(I). D’autre part, sa fonction inverse est définie sur
[0, 1] par
_ 1
i y) =y
est %—hdldém’enne et ne pourra pas étre 1-holdérienne d’apres ['exemple

2.
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2.2 Les espaces O"%(()

Soit k£ un entier positif.

Définition 2.2.1. Soient Q un ouvert de R" et a €0, 1], pour k € N, on
note par C*%(Q) lespace des fonctions de CF(Q) qui sont a-héldériennes
et dont la dérivée jusqu’a 'ordre k est une fonction a-héldérienne aussi.

Autrement dit,
felCh(Q) e felfQ) et df e C™(Q), pour tout |8] <k (2.22)

et qui s’écrit de maniere équivalente aussi comme suit

of
6£CZ'

fech Q) e f et c C*1(Q), pour tout i =1,--- .n (2.23)

La preuve de la proposition suivante est facile, on 1’a omis.

Proposition 2.2.2. Soient 2 un ouvert de R", o €]0,1] et k € N, les
ensembles C**(Q) sont des sous-espaces vectoriels des espaces C*(2).

Lemme 2.2.3. L’application définie par

e = X 07, (2.24)
1BI<k

est une norme sur C**(Q).

Preuve. On utilise le fait que ||-]|, est une norme sur C**(Q)

1. Si f € CH(Q), alors
[fllz.0 =0 & Zip1<k HaﬂfHa =0« |fll,=0«& f=0.

2. Si f et Q) et aekK, alors

”afHk,a = 2|8|<k H@B(af)Ha = |a| HfHka
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3. Si f,g € C**(Q), alors par I'inégalité triangulaire, on a

1f+glla= X [0°F +0%|, < X |0°f], + X [079],
|B| <k |B|<k |B| <k

]
Proposition 2.2.4. Pour k € N et a €]0, 1], Uapplication définie par
0" f(x) = " f(y) o
1 he = 2 [07F], + X sup | W) f e Cho(Q)
Bl<k |Bl=k 58 [z —y|"
(2.25)

est une norme sur CH*(Q) équivalente d ||-[|;,,-

Preuve. On peut facilement vérifier que ||-||, , est une norme sur C*%(€2),
montrons I’équivalence, soit f € C*(Q)

Ilhn= % 1070+ 5 sup 97 (@) = 9°f(y)

|BI<k XE [z —y|

S ]+ s IO OO s, P
1Bl<k gk o=yl feee o=yl
5 () — o
W+ Y supl @ =0 W)
Bl<k Ty |z —yl

Donc
1Al < 11 a
D’autre part pour |3| < k—1,0on a

0% f(z) =9 f(y)|

|z —y|®

0°7]., = 9" 1] + sup

)
T#Y
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En prenant |z — y| < 1 et en appliquant I'inégalité des accroissements
finis & la fonction 9% f, on obtient

07 f(x) =7 f(y)| < le —y| 3 sup |07 f(x)]

vl <k TEQ

Par conséquent, on aura

|07 f], < Clo’f] .+ sz 107 fllo <C1 X 1107 f]l.
yI<

Iv|<k

donc

[0°f], < C2 32 1107 fll

|Bl<k—1 lyI<k

Ainsi

1Flle < Co X2 071+ X [071],
|B|<k |B|=k

o —9f
_ 02 Z HaﬁfH + Z HaﬁfH + Z sup ‘ f(|£17)_ af(y)‘
G2k e T —y|

<Cj Hf“k;,a

Finalement, 3C5 > 0 tel que
1l < 1F e < Ol f o YF € CH(Q)
O

Proposition 2.2.5. Pour k € N et « 6]0, 1], Uapplication définie par

Ve Ch(Q) (2.26)

k;la

AL = 1A 10

est une norme sur C*(Q), équivalente a 15 0
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Preuve. C'est évident que c’est une norme sur C*%(Q) et par de simple
calculs sur les dérivées, on arrive a montrer qu’il existe C7 > 0 tel que

Il < Cullf

leas V€ CH(Q) (2.27)

En effet, 0° f peut étre écrite sous la forme 8“(%) avec |a| < ||, donc
en particulier || < k — 1, Ensuite, on utilise le fait que

110 < 1 llka

pour avoir Cy > 0 tel que

I£Il < Call £,

]

Puisqu’on a démontré que les trois normes ||-||,, ||l et '] ;c,a sont

des normes équivalentes, alors dans la suite, on utilise la méme notation

Proposition 2.2.6. Soient Q) un ouvert de R", a €]0,1] et k € N, [’es-
pace C*(Q) muni de la norme [Nl €st un espace de Banach.

|k,a'

Preuve. On utilise le raisonnement par récurrence sur k, en utilisant la
définition ([2.23)) .

« Si k = 1, alors par la proposition (ZL8), C%*(Q) est 'espace de
Holder complet.

o Supposons, & présent que C*~1(Q) est un espace de complet et
montrons que c’est le cas pour C*%(Q). Soit (fi)ien une suite de
Cauchy dans C*%(Q), c’est-a-dire que pour tout i € N

dfi
(9:cj

fi € Ckil’a(Q% S Ckil?a(QL Vj = 17 N
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et pour € > 0, 4N > 0 tels que pour z,p > N, on a

" ofi  Of,
I~ ot £ g2 =52 <e e
i PlE-1,a 4 axj 8$j bla
Donc (f;)ien et pour tout j = 1,--- ,n, (gj;’f)'eN sont des suites

de Cauchy dans I'espace C*~1%(Q) qui est complet par hypothése,
donc elles sont convergentes. Autrement dit, il existe f € C¥~1%(Q)
et g; € CF1(Q) telles que

ofs

o, — g; dans C*1(Q).

fi—>fet

Par le lemme [2.1.14] /i — g; dans C°(Q), c’est-a-dire, % converge
J

P 8$j

uniformément vers g; et par le théoreme |[1.2.7], g; = % e CFle(Q).
J

Finalement f € C%*(Q) et en passant & la limite quand p — oo
pour 7 fixé dans (2.28)), on aura

Ve>0, AN >0, i>N=|fi— fll.<e

[]

Proposition 2.2.7. Soient Q un ouvert de R", o €]0,1] et k € N. i
f,g € CH(Q), alors fg € C**(Q) et

”ngk,a <C Hf”ka ”nga (2.29)

Preuve. Soient f,g € C*“, alors par définition 0° f € C%* et 9%¢g € CO
pour tout || < k. Appliquons la formule de Leibniz a (fg),

>(fg) =% (O‘) of g

Yo
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Par la proposition 2.1.5, C%*(Q) est stable par multiplication et par
addition, ainsi 9°(f g) € C%*(Q), pour tout |S| < k, c’est-a-dire
fg € C**(Q). Enfin

Ifollea= 3 079, < ¥ Z(j) o1 0774,

|Bl<k |BI<k v<p

par conséquent

(“) 1671 |07l + 107 1L, [07g]]

|B|<ky<pB

qui peut étre écrit comme || fgl[,. , < C ||l 4 |91 00 C est une constante
qui dépend de (g) ]

Proposition 2.2.8. Soient Q un ouvert de R", a €]0,1] et k € N. Si
f € CH(Q), alors toutes ses dérivées d’ordre inférieure ou égale k se
prolongent par continuité en des fonctions de Hélder d’exposant o sur .

Preuve. Si f € C*%(Q), alors pour tout |3| < k, 0°f € C¥%(Q) et par
la proposition [2.1.11], 9” f se prolonge en une fonction continue sur . [

Sia,a €]0,1] et k, k' € N, alors la condition k+a > k' +a’ est équivalente
a

E>Keta>d ouk=kKeta>d.
En effet, si k < k' et o > o/, alors puisque k et k' sont des entiers, on

aura
E+a<k+1<k <k +a

d’ou la contradiction.
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Proposition 2.2.9. Soient Q0 un ouvert de R", o, o/ €]0,1] et k, k' € N
tels que k + o > k' 4+ o'. L’injection

CF(Q) — CF(Q) est continue. (2.30)

St de plus, ) est borné et k+ o # k' +d/, alors Uinjection devient
compacte.

Preuve. « Commencons par lecas k =k et a > o :

Si f € C*(Q), alors 9°f € C%(Q), pour tout |3] < k et par la
proposition [2.1.15, 97 f € C%(Q) et il existe C' > 0 tel que

« < Clsl,

c’est-a-dire
[f o < CUNFllga-

D’ott la continuité de I'injection ([2.30)).
o Aprésentlecask >k et a>da :

Si f e Ch(Q), alors 3 f € C"*(Q), pour tout || < k, en particu-
lier 9°f € C%(Q), pour tout |B| < K, c’est-a-dire f € C¥*(Q) et
on revient au premier cas.

A présent, si Q est un ouvert borné et k + a # k' + o/, prenons (fi)ien
une suite bornée dans C*“(), alors par définition (9” f;);cn est une suite
bornée dans C%(Q) pour tout |3| < k et puisque CO¥(Q) — C%'(Q)
est compacte, alors :

e Pour 3 =0, de la suite (f;); on peut extraire une sous-suite (fy, )i
qui converge dans C% () vers une certaine fonction f.

De la suite bornée (=3 f%( )) de C%*(Q), on peut extraire aussi une

f¢1( )

sous-suite qu’on note ( qui converge dans C%%(Q) vers une
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certaine fonction fi. Or (fy,(i))ien est une sous-suite de ( f4,(;))i- Donc

lim f¢1(i) = lim f¢o(i) = f() dans CO’O/(Q)

i—00 n=00

/!
et vu que la convergence dans C%% () n’est autre que la convergence
uniforme sur €. Alors par le théoréeme 2.3 on aura

9 fo

37:61:]?1

et dans ce cas (fy,(;))i converge vers fy dans CP(Q) pour f; =
(1,0,---,0).
o En utilisant le procédé d’extraction de Cantor, on trouvera une sous-

suite (fy,())ien de la suite (fi)ien telle que

lim 0° fy, ;) = f3, pour 8] <k et fz=09"fo.

1—00

Notons cette sous suite (f; )pen. On dira alors que (f; )pen converge
vers fy dans C**'(Q), en particulier dans C¥-*'(Q).

]

Proposition 2.2.10. Soient Q) un ouvert borné de R", a,a’ €]0,1] et
k. k' € N tels que k+a # k' + ', alors pour tout € > 0 il existe C(g) > 0
telle que

1Al o < €111

va T CE) Il VI € CH(Q).

Preuve. Pour montrer cette inégalité, on utilise le raisonnement par
absurde pour cela supposons que

Jeo > 0,VC > 0, 3f € C*(Q) tel que [ £l o > €0 Il f

ko T C ISl -

Choisissons C' = i, i € N, on trouveras alors une suite (f;), C C**(Q)
telle que

1 fillor > €0l fillga + 7l filloo» Vi€ N (2.31)
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De cette inégalité, on aura || f;||,, ., > 0 , c’est-a-dire
fi 7£ 07 Vi € N7

de cette maniere, on peut poser

g = fi
Cf

donc [|gill, = 1, c’est-a-dire (g;); est bornée dans C"*(2) et puisque

Y
k.«

I'injection C**(Q) < C¥(Q) est compacte, alors on peut extraire une
sous-suite (g; )pen qui converge vers une certaine fonction g € C¥'(Q).
D’autre part, C¥' () C CP(€2), ainsi (g;,)pen converge uniformément
sur €2 vers g aussi. De ([2.31)), on obtient

1 €0
il o > — + Gipll o - (2.32)
tp ’ tp
En passant a la limite quand p — oo on aura 0 > ||g||, , c’est-a-dire
g =0, ce qui est absurde car [g[, , = 1. O

Proposition 2.2.11. Soient Q un ouvert borné de R", k> 1 et a > o',
Si (fi)ien est une suite bornée de C**(Q)), alors il eviste une sous-suite
(fi,)pen qui converge dans C*(Q) vers une fonction de Uespace C*(€2).

Preuve. On a déja montré dans la proposition que si (fi)ien est
une suite bornée dans C**(Q), alors il existe une sous-suite (f; )pen qui
converge vers f dans CF'(Q), autrement dit pour tout |8] < k, (9°f; )pen
converge uniformément vers f sur €). Il reste seulement a montrer que

f e ok (Q).
Puisque (f;, )pen est bornée dans C*(Q), alors

dM > 0,Vp € N tel que ||f;,

k.o < M’
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c’est-a-dire

> 0%,

1B|<k

< M, (2.33)

S
de cette facon,

Vpe N, V|G| <k, Vr,y € Q,

0" fi,(x) = 8" fi,(y)] < M|z —y|",
et en passant a la limite quand p — 0o, on obtient
07 f(x) = fy)| < M|z —y|*, V|B] < k. (2.34)

Autrement dit f € C**(Q). O

2.3 Les espaces de Holder généralisés

Dans la section suivante, on va définir une généralisation des espaces
de Holder dans le cadre particulier de R. Cet espace est établi a 1'aide
d’une < norme holdérienne > employant une fonction a valeurs réelles que

nous noterons .
Tout au long de cette section, on considere 2 'intervalle [0, 1] de R.

Définition 2.3.1. [3] Soit H l’espace des fonctions ¢ qui vérifient les
conditions sutvantes

1. ¢ : Q — [0, +o0[ et croissante sur €.

2. limy 0+ p(t) =0,

3. limy_,o+ @ = 00.
Pour ¢ € H et f une fonction définie sur €2 , on pose
o @) = )

evce (|7 —yl)

/1, (2.35)
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Définition 2.3.2. [3] On note par C¥(Q)) l'espace de toutes les fonctions
[ définies sur Q qui vérifie | f|, < oo.

On [appelle l’espace des fonctions p-hdldériennes

Proposition 2.3.3. [5] Pour ¢ € H, l’espace C¥(§2) muni de la norme

Il = 1-lle + 11, (2.36)

est un espace de Banach.

Preuve. 11 est évident de voir que C¥(€2) est un espace vectoriel et que
|[|, est une norme, il reste alors a prouver qu’il est complet. Soit la suite
de Cauchy (fi)ien de espace C?(2), en utilisant les mémes arguments
considérés dans la preuve de la proposition [2.1.8] on montre que (f;)ien
converge dans C¥?(€). O

Théoreme 2.3.4. Pour p,v» € H, on pose

Cy = lim infw et Cy = lim supw.
AR )
On a alors les injections suivantes :
1. Si C1 > 0, alors C?(Q) — C¥(Q).
2. Si Cy < 00, alors C¥ () — C¥(RQ).
3. Si0< Oy < Cy < oo, alors C¥() ~ C¥(9).
Preuve. Soient v, € H,
t
1. Puisque C = lim inf w(), alors par définition de la limite inférieure,
t—0+ %, t)
on peut trouver § > 0 tel que
o, < @)y, e [0, 0] (2.37)
()
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f(

Si f e C?(Q), alors w < |fl, pour tous z,y € €.

« Supposons que § < |z — y| < 1, puisque @ et ¥ sont croissantes,
alors

p(0) < p(lz —yl) < (1) et ¥(d) <¢(lz —yl) < (1)
Ainsi en écrivant

[f(x) = f@W) _ [f(@) = f@)le(z —yl)
Y(lx —yl) e(lz —yl) ¥z —yl)

(2.38)

on obtient

[f(x) = f)l _ [f(@) = fF»)le(1)
bz =yl = ez —yl) ()

et par suite

wy H@ =W (@) = fW) ()
;v,_yyellfilé %ﬁ(\x - y’) = g,_yyeglé 90(‘1' — y|) @b((‘;)

« Supposons maintenant que |z — y| < 9, alors par (2.37)) on a

oz—y) 1
oz —y) =G

Ainsi devient
@ =Sl _ o @ = )] 1

sup <
soce o Yl —yl) 7w ol —yl) G

Posons M = max (11, %;) Finalement, |f[, < M |[f],.
»(t)

p(1)

<=

2. Soit Cy = tlir(])qr sup tel que (5 < 00, on sait que
_>

1
0 < — = lim infw(t),
Co =0t (1)
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et vu que @ et ¥ sont positives, on applique alors 1. en changement
les roles de ¢ et 1) et on obtient alors

CY(Q) — C?(Q).

3. 510 <] <0 < oo, alors on aura les deux injections
CY(Q) — C?(Q) et CP(Q) — CY(Q)
et les deux inégalités

[fly < Myl fl, et |fl, < Ma|fl,

c’est-a-dire C¥(Q) ~ C?(Q).

On remarque que dans tout ce qu’on vient de faire jusqu’a ici, on n’a pas
utilisé la condition 3. de la définition ainsi dire si on la supprime on
peut obtenir une certaine classe de fonctions mais qui ne généralise pro-
prement dit pas I’espace de Holder. Ceci va étre pointé dans le corollaire

suivant.

Corollaire 2.3.5. Soit ¢ une fonction qui vérifie les conditions 1. et 2.

de la définition |2.3.1) et la condition tlir(% goit) = (C >0, alors
%

C?(Q) ~ C™H(Q).

Preuve. On applique le théoreme [2.3.4] a la fonction ¢ donnée par hy-
pothese et 1 la fonction définie par t — (t) = t. D’aprés ce qu'on
vient de dire au-dessus, ces deux fonctions n’ont pas besoin de vérifier la
condition 3.
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t
Puisque lim @ existe, alors
t—0t ¢
t t
lim supm = lim inf@ =C>0
t—0+ t t—0+ t

ainsi 0 < C' < oo, et on applique la troisieme assertion du théoreme
pour obtenir C¥(2) ~ C%}(Q). O

Dans le théoreme suivant, on montre que les implications dans le théoréeme
peuvent étre en faite des équivalences, on y ajoutant d’autres condi-

tions.
Théoréme 2.3.6. Pour p,v € H, on a
1. Si @ € C¥(Q), alors C¥(Q) — C¥(Q) si et seulement si Cy > 0,
2. Siv € CY(Q), alors C¥(Q) — C¥(Q) si et seulement si Cy < 00,
3. Sip € C?(0) etp € CO¥(Q), alors C¥(Q) ~ C¥(Q) si et seulement
st0<C] <Oy <o
Preuve. Les conditions suffisantes de ce théoreme ont été établies dans
le théoréme [2.3.4. On va montrer a présent, les conditions suffisantes.

e Montrons que si
€ C?(Q) et C¥(Q) — C¥(Q), alors C; > 0.
On va faire cela par contraposé, c¢’est-a-dire, on suppose que C; =0

et on montre qu’il existe une fonction f € C¥(Q) tel que f ¢ C¥(Q).

Le bon candidat pour f n’est autre que la fonction ¢ elle-méme car
@ € C?(Q2). Ensuite si on pose

C7 = lim infM =0,

t—0+ gp(t)
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alors par définition de la limite inférieure, il existe une suite
(@i)ien CJO, 1] tel que

P(zi)

lim x; =0 et lim = 0.
1—00 1—00 QO(QT@)
Ainsi 0

Yl =00 (i)

car p(0) = 0, par conséquent

e = )] Lol
Pl = s Sl =) = i)

et en passant a la limite, on trouve que [go]w converge vers 0o, ¢’est-

a-dire p ¢ C¥(9Q).

o Les assertions 2. et 3. se déduisent de 1. comme on 'a déja établi
dans le théoréme 2.3.4]

]

Dans la proposition suivante, on va montrer que la condition ¢ € C¥()
ajoutée dans le théoreme précédent, peut avoir en effet lieu.

Proposition 2.3.7. §i ¢ € H est fonction concave sur €2, alors ¢ €

C¥(Q).
Preuve. Puisque ¢ est croissante, concave et ¢(0) = 0, alors
[po(z) — o) < e(lz—yl) — »(0) = ¢(|lz —yl),

Ainsi [p|, < oo. O
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Tout au long de ce chapitre E sera un espace de Banach muni de la norme
|-l On note par B(FE) 'ensemble des opérateurs bornés de E dans E.

3.1 Théorie des semi-groupes

Définition 3.1.1. [6]Une famille (S(t)),s, d’opérateurs linéaires bornés
de E dans E est dite un semi-groupe sur E si

1. S(0) =1,
2. S(t+s)=95(t)S(s), Vt,s > 0.

Définition 3.1.2. [6] Soit (S(t)),s, un semi-groupe sur E. L’opérateur
linéaire A définie par

D(A) = {:C e b 11m5(t):—x e:m'ste}

t—0
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et
Ar — Tim S(t)r — x _ dS(t)x
t—0 t dt

, Yo € D(A)
t=0

est le générateur infinitésimal du semi groupe (S(t)),s ot D(A) est le
domaine de A.

Définition 3.1.3. [6] Soit (S(t)),~, un semi-groupe sur E. On dit que
le semi-groupe (S(t)),~, est

1. Uniformément continu si

lim [|5(t) — 1] = 0

2. Fortement continu ou Cy-semi-groupe Si

limS(t)x =z, Vv € E
t—0

Théoréme 3.1.4. [06/Soit (S(t)),5, un Co-semi-groupe, alors ils existent
deuzx constantes w > 0 et M > 1 telles que

1S@)|| < Me“, pour tout t >0

Corollaire 3.1.5. Soit (S(t)),~, un Co-semi-groupe, alors pour tout x €
E, Uapplication t — S(t)x est une fonction continue de RY dans E.

Théoreme 3.1.6. [6] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe (S(t)),5o- Alors on a les propriétés suivantes

1. Pour tout x € F,

R )
}lllg(l) h/t S(s)xds = S(t)x. (3.1)

2. Pour tousx € E et t >0, [} S(s)xds € D(A) et

A (/Ot S(s)xds) =S(t)r — . (3.2)
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3. Six € D(A), alors S(t)x € D(A) pour tout t > 0, et

d
%S(t)x = AS(t)xr = S(t)Ax. (3.3)

4. Pour tous x € D(A) ett>s>0

S(t)r — S(s)r = [ S(r)Axdr = [ AS(r)zdr.  (3.4)

S

Définition 3.1.7. [6] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour
toute suite (x,)nen d’éléments de D(A) telle que

lim x, =z € FE,
n—oo
et
lim Az, =y € E.
n—0o0
On a
€ D(A) et Ax =y

Corollaire 3.1.8. [6] Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-

groupe (S(t)),q, alors
1. Le domaine D(A) est dense dans E.
2. A est un opérateur linéaire fermé.

Définition 3.1.9. [6] Soit (S(t)),>, un Co-semi-groupe défini sur E. On
dit que (S(t)),>q est différentiable pour t >ty si pour tout x € E 'appli-
cation t — S(t)x est différentiable pour t > t.

Proposition 3.1.10. [6] Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe différentiable (S(t)),~q, alors

o= (s (O = (£ () w21 o
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Définition 3.1.11. [6/Soient 61,05 €]0, 7[, on note As le secteur
As={2€C":Re(z) >0 et <arg(z) <da}.

On dit que le Co-semi-groupe {S(2)}.ca, est un semi-groupe analytique
s1

1. 8(0) =1 etlim,,gS(z)xr =z, Vx € F,
2. S(z1 + 22) = S(21)5(22), Va1, 22 € Ay,
3. L’application z € Ay — S(z) est analytique dans As.

Rappelons que si A est un opérateur linéaire, ’ensemble résolvant p(A)
est ’ensemble des nombres complexes A pour lesquels (Al — A) est inver-
sible. On note la résolvante de A par

RN\ A) = (M — AL

Théoréme 3.1.12. [6] Soit (S(t));~, un Co-semi-groupe uniformément
borné et A son générateur infinitésimal. Supposons que 0 € p(A), alors
les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. 36 > 0 tel que (S(t)), est un semi-groupe analytique dans le secteur
As et (S(2)) z € Ay est uniformément borné dans tout secteur fermé

Fy, de A(; ou & < 6.

2. AC > 0 tel que pour tout 0 >0, 7 # 0

C
[R(o +i7, A)|| < —

: (3.6)

7]

3. L’application t €]0,00[— S(t) € B(E) est différentiable et 3C > 0
tel que

[AS@)] <

(tj, vt > 0 (3.7)
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3.2 Probleme de Cauchy homogene

Dans un premier temps, on considere le probléeme abstrait de Cauchy

homogene de la forme suivante

{ u'(t) = Au(t)x, t>0 (3.8)

u(0) =

Ou u est une fonction a valeur dans 'espace vectoriel F,

A: D(A) C E — E est un opérateur linéaire et x € F est la condition
initiale.

Commencons par définir ce que c¢’est une solution du probleme (3.8)).

Définition 3.2.1. La fonction u est dite une solution classique du probleme

(@ st elle est continue pour tout t > 0, , continument différentiable et
u(t) € D(A) pourt >0, et elle satisfait (3.8).

Si u est solution du probleme (3.8)), alors u(t) € D(A), pour tout ¢t > 0
et u est continue pour ¢ = (0. Par conséquent, le probleme n’admet pas

de solution si x ¢ D(A).

Théoreme 3.2.2. Soit A un opérateur linéaire a domaine dense. Si
R(\, A) eziste pour tout réel X > X\ et

lim sup A~ log || R(A, A)[| <0, (3.9)

alors le probleme (@ admet au plus une solution pour tout x € E.

Théoreme 3.2.3. Soit A un opérateur linéaire a domaine dense dont
ensemble résolvant p(A) est non vide. Le probléme (3.§) admet une
unique solution u qui est continument différentiable pour tout t > 0, et
pour tout x € D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal
d’un Co-semi-groupe (S(t)),~-
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Si la condition initiale x € E, on a le résultat suivant

Théoreme 3.2.4. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

différentiable (S(t)),sq, alors pour tout x € E le probleme (3.8) admet

une unique solution.

Preuve. Sixz € D(A), alors I'existence et 'unicité de la solution provient
des théorémes [3.2.2] et 3.2.3l Si 2 € E, alors le fait que (S(t)),5, est
différentiable pour £ > 0, implique que

S'(t)x = AS(t)x, Vt >0, Vx € E

donc si on pose u(t) = S(t)z, alors par les propriétés du semi-groupe
différentiable u' est continue pour tout ¢ > 0 et u est la solution du
probleme (3.8)). L'unicité est aussi une conséquence du théoreme [3.2.2)

[]

Corollaire 3.2.5. Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique (S(2)) alors pour tout x € E le probléme (|3.8) admet une

z€Ag?

unique solution.

Preuve. Puisque tout semi-groupe analytique est différentiable, on ap-
plique alors le théoreme [3.2.4] O

3.3 Probleme de Cauchy non homogene

On considere a présent le probleme abstrait de Cauchy non homogene

suivant

{ u'(t) = Au(t) + f(t), t>0 (3.10)

u(0) = x

Ou f: [0,T[— F et A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
(S(£))=0-
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Définition 3.3.1. Une fonction u : [0,T[— E est dite une solution clas-
sique du probléme sur [0, T siu est continue sur [0, T, continiment
différentiable sur 10, T, et u(t) € D(A) pour tout 0 <t <T. De plus, u

satisfait le probléme sur [0, T7.

Proposition 3.3.2. Si f € LY(]0,T[, E), alors pour tout v € E le
probléme (3.10]) admet au moins une solution. Cette solution si elle
existe, ne peut étre que sur la forme

u(t) = S(t)x + [ S(t — s5)f(s)ds (3.11)
Preuve. Soit u une solution de (3.10)) et posons
v(s) = S(t—s)u(s), 0 <s <t

Puisque u(s) € D(A), alors par le théoréme 3.1.6, on a

dv = —AS(t — s)u(s) + S(t — s)u'(s)
+ S

ds ) t
= —AS(t — s)u(s) + S(t — s)Au(s) + S(t — s) f(s)
— S(t—8)f(s) (3.12)

La condition f € L'(]0,T[, E) implique que v(s) est intégrable et par
intégration de (3.12)) sur ]0,¢[ on obtient

ut) = Stz + [ S(t — 5)f(s)ds

Par continuité du semi-groupe (S(t)),», sur [0, +oo[ on déduit que u €
C([0,T], E). O
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Définition 3.3.3. Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe (S(t)) =g, © € D(A) et f € L'(]0,T[, E). La fonctionu € C([0,T], E)
donnée par

x+/ (t—s)f(s)ds, 0<t<T

est appelée mild solution du probléme sur [0,T7].

Cherchons a présent des conditions sur f pour que la mild solution de-
vient une solution classique.

Théoreme 3.3.4. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
(S(t))=0, f € L'(0, T, E) une fonction continue sur]0,T)| et

o(t) = [ S(t—s)f(s)ds, O<t<T (3.13)

Le probleme admet une solution u sur [0,T[ pour tout v € D(A)
st ['une des conditions suivantes est satisfaite

(1) v est continiment différentiable sur |0, T7.
(17) v(t) € D(A) pour 0 <t <T et Av est continue sur ]0,T7.

Si pour x € D(A) le probléme admet une solution u sur ]0,T7,
alors v satisfait les deuz condztzons ( ) et (7).

Preuve. Supposons que le probléeme (3.10) admet une solution u pour
x € D(A), alors la solution est donnée par

x+/ (t—s)f(s)ds, 0<t<T

Ainsi, v(t) = u(t) — S(t)x, t € [0,T], et puisque u est différentiable, on
déduit du théoreme que v est différentiable aussi pour ¢ > 0 et
V() = W(t) — dS(t)w
dt
= u/(t) — S(t)Ax
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qui est continue sur |0, 7' car u est continue sur |0, 7], d’ou (7).
D’autre part, par le théoréme si x € D(A), alors S(t)x € D(A)
pour t > 0 et par suite pour tout ¢ > 0

v(t) =u(t) — S(t)xr € D(A),
car u(t) € D(A). Ainsi par le théoréme [3.1.6)

Av(t) = Au(t) — AS(t)x
= u'(t) — f(t) — S(t)Az

donc elle est continue sur 0, 7T, d’ou (i7).
Inversement, pour h > 0, on a

=T = L syt - o)
:itgsm+¢—sﬁ@ms—mw]
= [ St ) f(s)ds — [ St — ) (s)ds — ()
=ty —o®)] o [ h -9 f(e)ds (3.14)
Notons

1(hy= [ S+ h—s)f(s)ds.
Puisque f est continue, alors
17l <0y [5G~ FOllds 45 [T IS+ b - 5)7(0) ~ FO)
S’il existe 6 > 0 tel que |h| < §, alors pour tout ¢ < s < t + h, on aura
s—t<h<dett+h—-—d<h<d
et par continuité de f et (S(t)),5,, on aura

H[H S 0151 + &9
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c’est a dire limy_,o I (h) = f(¢).

(1) Commengons par supposer que v est contintiment différentiable sur

10, T, devient alors
V'(t) = Av(t) + f(t)
ounv(t) € D(A),0 <t <T etwv(0)=0.En posant
u(t) = S(t)x + v(t),
on obtient une solution de pour x € D(A).

(77) Ensuite, si on suppose que v(t) € D(A), alors par (3.14)), on déduit
que v est différentiable & droite de ¢, si on note DT v cette dérivée,
on aura

D'u(t) = Av(t) + (1),

et par suite D" v sera continue, donc v sera contintiment différentiable
et v'(t) = Av + f, puisque v(0) = 0, alors la fonction

u(t) = S(t)x + v(t)
est une solution de (3.10) pour z € D(A).

]

Corollaire 3.3.5. Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
(S(t))i=o- Si f est continiment différentiable sur [0, T] alors le probleme
admet une solution u sur [0,T| pour tout x € D(A).

Preuve. On va utiliser le théoreme |3.3.4, en montrant que l'assertion
(1) est vérifiée. En effet, par un changement de variable dans 1’équation
(B13), on obtient

o(t) = [ S(t—s)f(s)ds = [ S(s)f(t — s)ds (3.15)
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et puisque f est différentiable, alors v est différentiable pour ¢ > 0 et
dans ce cas, on aura en appliquant le regle de dérivation sous le signe
intégrale

V'(t) = +/ f'(t— s)ds
+/ (t—s)f'(s)ds

Ainsi, v’ est continue sur ]0,7T[, d’ou (7). Finalement le probleme ([3.10)
admet une solution. ]

Corollaire 3.3.6. Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe (S(t)),so et f € L'(]0,T[, E) continue sur |0,T[. Si f € D(A)
pour 0 < s < T et Af € L'Y(|0,T[, E), alors pour tout x € D(A) le
probléme admet une solution sur [0,T7.

Preuve. On va montrer que I'assertion (i) du théoreme est vérifiée.
Puisque f (s) € D(A) pour 0 < s < T, alors par le théoreme [3.1.6]

T(t—s)f(s) € D(A),
et
AS(t - 5)f(s) = S(t — 5)Af(s)
qui est intégrable, v est la fonction définie par (3.13)) et
A/ (t—s)f ds-/tS(t—s)Af(s)ds

Ainsi, Av est continue, d’otu (%) et le probléme (3.10) admet une solution.
[l
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3.4 Régularité de la mild solution

Dans cette section, on va voir que si on impose d’autres condi-
tions sur f, alors la mild solution devient une solution classique suivant
la. définition [3.2.1l Mais avant introduisons la définition d’une fonction
holdérienne a valeur dans ’espace de Banach FE.

Définition 3.4.1. Soient I un intervalle de Ry et « €]0, 1[, la fonction
f I — E est une fonction héldérienne d’exposant o sur I s’il existe
C > 0 telle que

@) = f(s)]| < Clt—s|", pour tout t,s € I (3.16)

On note par C%%(I, E) I'espace de ces fonctions et

[f]a = sup Hf(t) _ f(S)H ‘

t,sel |t - S‘Q

La condition |3.16|, peut étre écrite sous la forme

If(t+h)— f(t)]| < C|h|", pour tout h > 0.

Théoréme 3.4.2. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))>o et f € LP([0,T],FE) avec 1 < p < 00, si u est la
mild solution du probleme , alors u est une fonction Holderienne
d’exposant ’%1 sur [e,T] pour tout € > 0.

Si de plus x € D(A), alors u est une fonction Héolderienne avec le méme
exposant sur [0,T7].

Preuve. Si (S(t)):>0 est un semi-groupe analytique, alors

M > 0 tel que ||S(t)| gz < M pourt € [0,T],
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(S(t))=o est différentiable pour ¢ > 0 et il existe C' > 0 tel que
3C >0, [[ASH)|| < Ct tsit >0 (3.17)
Soit u une mild solution du probleme (3.10), alors u est de la forme
t)xr + / (t —s) ds.

Montrons que w est holdérienne d’exposant pp%l sur [e, T] pour tout € > 0.
Soit h >0 et t € [e,T], on a

u(t+h) —u(t) =[St +h)x —S(t)x] + [v(t+ h) —v(t)]

Or par les propriétés des semi-groupes et (3.17)), pour ¢,t+h € [¢,T], on
a

h
S(t+h)z— Stz = [ AS(r)dr,
c’est-a dire
IS+ hya — Syl < [ A ar < [ Cr
T Jt

<Cln|l+ itl’
< Cﬁ
-t
<%

£
<5

S

< C 1h17;1

e(e—=T) 7

D’autre part, pour A > 0

o(t+h) —o(t) = [ (S(t+h—s)— S(t—s)) f(s)ds + /t”h S(t+h — s)f(s)ds
=L+ 1D
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Applications 3.4 Régularité de la mild solution

Commencons par majorer I en utilisant 'inégalité de Holder,
t+h t+h
1Ll < [ IS+ - )l ds < 2 [5G ds

p—1 t+h p
< unF ([ 1))
< M fl b

|

Passons a présent a I;, pour h > 0, on a

t
|0 < [ IS+ h—s) = S(t—s)) f(s)|| ds
On a déja montré que pour t — s,t — s+ h €]0,T],

h
IS(t—s+h) = S(t - 9)l| < C-—

et d’un autre coté, on a
|IS(t —s+h)—S(t—s)|| <2M,
Si on pose C = max(C,2M) et pu(h,t — s) = min (1, ), alors
|1S(t —s+h)—S(t—s)|| <Cru(h,t —s)
et par I'inégalité de Holder, on obtient
t
41 < 01/0 pu(ht —s) || f(s)] ds

< ol () st —5)757ds)

p—1

p
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Or

p—1

t L t _p_ 00
| byt = s)iids = [Cp(h,7)idr < [ p(h,7) dr

h o (h 1%
= [T1dr+ [ <T> dr
=h+(1—ph=nph

Finalement
p—1 _ p—1

IL]l < Cullfllpp 7 hor

donc v est holdérienne d’exposant ]%1. ]

Théoreme 3.4.3. Soit A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t));so, f € L*(]J0,T[, E) et supposons que pour tout
0<t<T il eviste o > 0 et une fonction réelle continue

¢ 2 [0, 00[— [0, 00 telle que

1F(#) = F()]] < de(lt = s) (3.18)
et
/O(St ¢tf)d7’ < 0. (3.19)

Alors pour tout x € E, la mild solution du probléme est une solu-
tion classique.

Preuve. On va utiliser le théoreme pour montrer que si u est une
mild solution, alors u est une solution classique, pour cela on considere
la fonction v définie par
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et on montre que v € D(A) et Av est continue sur ]0, T[. Ecrivons

o(t) = [ S(t—9)(f(s) — f(t)ds + [ S(t—5)f(t)ds
= 01 (t) + va(t)

D’apres le théoreme on a vy(t) € D(A) et

Auvy(t) = (S(t) = D) f (1)

Or par (3.17)), on déduit que f est continue, puisque ¢ est continue, donc
Awy est continue sur |0, T7[.

Montrons que c’est de méme pour vy, pour cela on utilise le fait que
l'opérateur A est fermé en considérant la fonction

eSSt —s)(f(s) — f(t)ds, si t>¢
0 si t<e

Ul,g(t) = {
Par le théoreme 3.1.6] il est clair que

lim Ul’e(t) = Ul(t) et 0175(15) € D(A),

e—0

de plus on a

t—e

Avie(t) = | ASE—=s)(f(s) = f(t))ds (3.20)
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Par conséquent,

Avo(t) — [ AS(t — 5)f(s)ds

gltﬂmsu—sxﬂ@—fﬁbﬂ
< [ A = )1 9) = 10

< [ ot - shds
tsqﬁ t—8|
C/ t—s
S/OngdT
§018

c’est a dire t
lii% Avy . = /0 AS(t —s)f(s)ds.

Finalement,

Avy (t / AS(t —s)f(s)ds.

Pour conclure, il reste la continuité de Avy sur |0, T, soit 0 < 6 < ¢

Avy (t / AS t—s)f(s)ds—%/;AS(t— s)f(s)ds
=13+ 14

\QH</A——¢t—s)<Cﬁ

et I, est continue, donc Av; est continue, ce qui acheve la preuve. ]
Lemme 3.4.4. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))io et f € C*([0,T], E). Si on pose

vi(t) = [ S(t—s)(f(s) ~ [(1))ds, (3.21)

alors vi(t) € D(A) pour 0 <t < T et Avi(t) € C*([0,T], E).
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Preuve. On a déja vu dans la preuve du théoreme[3.4.3|que vy (t) € D(A)
pour 0 < ¢t < T. 1l reste & montrer que Av; € C%([0,T], E).

Puisque (S(t))i0 est analytique, alors il est uniformément borné, c¢’est-
a~dire qu'il existe M > 0 telle que pour tout t € [0,T], [|S(¢)|| < M et

|AS(t)]| < f pour 0 <t <T.

Soit t > 0 et h > 0, alors

Avy(t+h) = Avy(t) = A [ S(t+h— 5) — t(t — 5)(f(s) — (1))ds

+ A S{t+h—s)(f(t)— f(t+h))ds

F A [+ = s)(f(s) — £t + R))ds
:]1-|-]2+[3 (3.22)

Commencons par I
t
[4]] < /0 |AS(t +h —s) = AS(t = s)|[ |f(s) — f(t)[ ds
or d’apres le théoreme ((3.1.6)),

IAS(t+h — s) — AS(t — 5)|| = ”/t A25(7)dr

</ ' 425(r)| dr

1
< 4h0(t T (3.23)

ainsi

ds N
(t— s+ h)(t —s)l-@ < Gk (3:24)

Passons a I, par le théoreme (3.1.6]), on aura

In] <4rCifl, [

2]l = I(S( + h) = S(h)(f(#) = f(t+h))ll
< [[SE+h) = SMIIFE) = FE+ R <2M [f], p* (3.25)
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Finalement, pour I3, on utilise le théoreme |3.1.12]

[ 15]] < / [AS(t+h—s)|[ | f(s) = f(t+h)|lds
< C[fl. /: (t+ B — 5)% Lds < Cyh® (3.26)

En combinant (3.22)) avec (3.24)),(3.25) et (3.26]) on voit que Aw;(t) est
une fonction héldérienne d’exposant « sur [0, 7. O

Théoréme 3.4.5. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique (S(t))=o et f € CY([0,T),E). Si u est une solution du

probléme sur [0,T], alors
1. Pour tout § > 0, Au € C*([6,T], E) et % € C**([6,T], E).

2. Siz € D(A) alors Au et % sont continues sur [0,T].

3. Six=0 et f(0) =0 alors Au, % € C*([0,T), E).

Preuve. Si u est une solution de (3.10)), alors elle est de la forme
:19+/ (t—s)f(s)ds = S(t)x + v(t).

1. Par I'inégalité (3.23)) , on a

1

[AS(t+h—s) = AS(t — s)|| < h40(t — s+ h)(t—s)

(3.27)

Il reste & montrer que Av(t) € C**([§,T), E). En effet,
v(t) = v1(t) + va(t)
= [[S(t—)(f(s) — (t))ds + [ S(t — 5)[(t)ds.

et par le lemme [3.4.4] Avy(t) € C%([0,T], ). Passons a Avy, soit
d>0etd<t<T,ona
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et puisque f € C%%([0,T], E), on va seulement montrer que
S(t)f(t) € C*([0,T], E).
Soit h > 0, on a

ISE+n)f(E+h) =SOFOI < ISE+RIIFE+R) = FOI+
IS+ h) — UMUUH
< M[f],h" + Cln(1 + HVH

< M[f}ahO‘JrCZ < Cih®

2. Si x € D(A), alors AS(t)x € C([0,T), E) et d’apreés le lemme 3.4.4]
Avi(t) € C%([0,T], E). Prouvons que S(t)f(t) est continue sur
[0,T], en effet, on a

1S@)f () = FOOI < [[S@)f(0) = FO) + M [ £(t) = F(O)]]

Par conséquent (S(t)f),s, est continue pour ¢t = 0, donc continue
sur [0,7]. Ce qui acheve la preuve.

3. Montrons que S(t)f(t) € C**([0,T], E), en effet

[SE+h)f(t+h)=S@FDOI < [1SE+MINFE+h)— F)]
+ H( (t + h) ( NFD)]
(7).f (%)

M [f], h" + /t |AS(7)(f(t) = F(0))]| dr
t+h
M[f], b +CK[f], [ 7 "dr

IA

IA A

IA

Mfl, b+ C ), [ e < one

d’ou le résultat.
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Conclusion

Dans ce travail on a abordé les espaces de Holder ou on a étudié les pro-
priétés principales. On a remarqué que ces espaces sont assez riches, vis-
a-vis des injections qu’ils possedent avec ’espace des fonctions continues.
D’autre part, on a introduit la théorie des semi-groupes pour résoudre
le probleme de Cauchy abstrait et on a pu trouver des conditions sur le
second membre de 1’équation de telles en sorte a obtenir des fonctions

solutions holdérienne.
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Résumé

Le but de ce mémoire est d’introduire les espaces de Hélder, d’étudier
les propriétés principales et de chercher les solutions du probléme de

Cauchy abstrait appartenant a cet espace de Holder.

Mots-clé : Holder, condition de Holder, Probléme de Cauchy.

Abstract

The purpose of this work is to introduce Holder spaces, to study its
main properties and to solve the abstract Cauchy problem in the

context of this Holder spaces.

Keywords: Holder spaces, Holder condition, Cauchy problem.
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