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Notation

R+

RTL
C([0,1])
max
min
sup

Ensemble des nombres réels .

Ensemble des  nombres réels positifs.
RxRxRxR n foi

Espace des fonctions continues sur [0, 1]

Maximum.

Minimum.

Borne supérieure.

Ensemble ouvert de R".

La frontiere de 2.

La limite.

La dérivée de la variable x par rapport au temps .
la valeur absolue d’un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.
La norme sur R".
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INTRODUCTION

Les équations différentielles remontent a l'invention du calcul différentiel et intégral,
faite indépendamment par le Britannique Newton et 1’Allemand Leibniz dans les années
1670-1680. Au début, ces équations servaient a résoudre des problemes géométriques,
comme la détermination d’une courbe dont les tangentes sont soumises a une condi-
tion donnée. C’est seulement vers 1730 que le mathématicien suisse Leonhard Euler a
commencé a les utiliser pour traiter des probléemes de dynamique. Aujourd’hui elles ap-
paraissent dans plusieurs domaines de la science et de la technique : mathématiques,
ingénierie, économie.

L’étude des équations différentielles ordinaires se trouve a l'interface de nombreux pro-
blémes scientifiques. En effet, la plupart des phénomenes de la physique ou des sciences de
I'ingénieur sont non linéaires et une modélisation par des équations linéaires risque, dans
certains cas, d’effacer des événements que les équations linéaires ne peuvent pas prendre
en compte.

Dans les domaines de la physique, de la chimie, ou de la biologie, de nombreux modeles
sont régis par des problemes aux limites associés a des équations différentielles considé-
rées avec différentes conditions aux bords. Ces problémes avec des solutions non négatives
sont des problemes tres intéressants et importants classe des probléemes mathématiques car
ils décrivent beaucoup des phénomenes dans la science appliquée et ils sont utilisés dans
divers domaines comme la chimie, biologie,..... etc voir par exemple [14] 27, 28, 33}, [36], [40].

I'une des questions qui sont posées par les mathématiciens consiste a montrer I'existence
des solutions par rapport aux données initiales d’un systeme d’équations différentielles
ordinaires . D’une maniere générale, nous ne disposons d’aucune méthode d’investigation
assez puissante pour répondre a ces questions. Les méthodes existantes sont de plusieurs
sortes, nous citerons a titre d’exemples les méthodes variationnelles [7], la méthode du de-
gré topologique [29] et la méthode des sur, sous-solutions [I5] la méthode du point fixe [16].

La méthode du point fixe est associée aux noms de plusieurs mathématiciens célebres
tels que Cauchy, Liouville, Lipschitz et Picard. En fait, les précurseurs de la théorie du
point fixe approché sont explicites dans les travaux de Picard. Toutefois, c¢’est le mathé-
maticiens polonais Stefan Banach, qui est crédité sur le placement d’une idée abstraite. Le
premier théoreme du point fixe de Banach en 1920, assure 'existence d’un unique point
fixe pour une application contractante d’un espace métrique complet dans lui méme. Le
point fixe est la limite d'un procédé itératif défini a partir d’une répétition d’image par
cette application contractante d’'un point initial arbitraire dans cet espace, puis ce théo-
reme évoluée par plusieurs mathématiciens dont nous citons Brouwer et Schauder en 1930
ainsi que Krasnosel’skii en 1955, ce dernier théoreme a connu plusieurs développements,
des variantes et des généralisations comme par exemple, le théoreme de Krasnosel’skii
dans double cones [38], le théoreme Leggett et Williams [I7], théoreme de Avery et Pe-
terson [6], ils sont des théoremes importants qui donnes 'existence et la multiplicité des
solutions positives.
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L’organisation de notre mémoire est la suivante :
Premier chapitre : porte des préliminaires et des rappels.
Deuxieme chapitre : a pour objectif de présenter quelques théoréemes du point fixe :
Théoreme de Banach, Théoreme de Brouwer, Théoreme de Shauder, Théoreme de Kras-

nosel’skii et le Théoreme de legget-Williams.

Troisieme chapitre : est dédié a I’étude de 'existence de solutions positives du pro-
bleme aux limites suivant :

uy (t) + fu(t,ua(t), ua(t)) =0

uy(t) + fat,ui(t), uz(t)) =0

(751 (O) = U21(0) =0 .

ui(l) = ; g1(s)ui(s)ds,us(1) = /o g2(s)us(s)ds

ou f;,g; pour i = 1,2 avec des conditions convenable.



Chapitre 1
( Préliminaires

Dans ce chapitre nous introduisons certains notions et concepts essentiels utilisés dans
les autres chapitres, premierement nous rappelons quelques définitions dans I’analyse fonc-
tionnelle.

1.1 Définitions dans ’analyse fonctionnelle

Soit I intervalle de R. On note X I’espace de Banach des fonctions réelle définie et

continue sur I, i.e :
X ={f:1—R estcontinue},

muni de la norme

[ flloo = sup [ f(£)]-
tel
Définition 1.1.1. une partie B de X est dite uniformément bornée dans X si
M >0, VfeB |f] <M.

Définition 1.1.2. une partie B de X est équicontinue dans I si

Ve>0,30. >0, Veel yel:|z—y|<de=|f(x)— f(y)| <e, pour toute f € B.
Définition 1.1.3. Une partie B est relativement compact si sa fermeture B est compacte

Lemme 1.1.1. [22] (Lemme d’Ascoli-Arzéla)
soit B une partie de X, B est relativement compact si :

i) B est équicontinue dans /.

ii) B est uniformément bornée dans X.

Définition 1.1.4. Soit X et Y deux espaces de Banach 'application f : X — Y est
dite complétement continue si :

i) f est continue sur E

ii) VB C X, B un borné = f(B) est relativement compact dans Y.

Définition 1.1.5. Soit f : X — X une application. Un élément 2y de X est dit point
fixe de f si:
f(zo) = .

Définition 1.1.6. une fonction v : I — R est dit concave si :

u(Aty + (1 — Nta) = du(ty) + (1 — Nu(ts). Y(t,t) € I?, 0< A< 1.
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Définition 1.1.7. Soient (X,d) un espace métrique complet et 7' une application de
X dans X . On dit que T' est une application k— Lipschitzienne §’il existe une constante
positive k telle que on a

Ve,y € X 1 d(T(x),T(y)) < k d(z,y).

Si k < 1, alors T est appelée contraction.

Définition 1.1.8. [25] Un sous ensemble non vide P est dit cdne dans un espace de
Banach E s’il est fermé et vérifie les conditions suivantes :

l.xePet\>0= X rec P
2.x€Petye P=>x+yeP
3. vr€P et —zxeP=2=0

1.2 Degré topologique

Dans cette section, nous développons la notion de degré topologique, qui intervient
dans la preuve du théoreme de krasnosel’skii dans double cones, 'outil essentiel de notre
travail.

Récemment le degré topologique s’est révélé un outil important permettant la résolution
de certains problémes aux limites non linéaires associés a des équations différentielles
ordinaires.

1.2.1 Le Degré de Brouwer

Dans cette partie nous présentons la théorie du degré topologique de dimension fini
c’est le degré de Brouwer et ses propriétés principales.
Soit Q2 un ouvert borné de R™ et f :  — R™ une application continue. On note le
jacobien de f en point x par Jy(x) et la frontiere de  par 0€.
Le degré topologique de Brouwer est un outil qui permet d’assurer que 1’équation de la
forme f(x) =yo admet aux moins une solution z € €2 , ou yo € R™.

Définition 1.2.1. [30] Soit Q un ouvert borné de R™ et f une application de C'(2) N
C°(Q) avec Dy(wg) = (=) () 1<i,j<n.
On désignera le Jacobienne de f en xy par Jg(xg) = det Dy(xo).

a) xo est dite point régulier si J¢(xg) # 0

b) xo est dite point singulier si J¢(zg) = 0.
On note 'ensemble des points singulier de f sur 2 par :

Sf(Q) = {[EO S Q, Jf(fl?()) = 0}

Définition 1.2.2. [30] si yo & [f(OQ)US,(£2)], on définit le degré topologique de Brouwer
de f en yg relativement a 2 'entier défini par :

> sign Je(x) si Q0T (o) # 0,
d(f7 Q7 ?/0) = IEme_l(yo)
0 si QN (y) = 0.
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Propriétés du degré topologique de Brouwer

Dans tout ce qui suit, on désignera par I; 'application identité sur R™. Alors on a les
propriétés suivantes :

Propriété 1.2.1. [30](Normalisation)

o 1 sty €,
d(Id797y0) - { 0 si Yo ¢ ﬁ
Propriété 1.2.2. [30](Additivité)
Soit yg € R™ et (€2;)ie; C 2 une famille d’ouverts deux a deux disjoints vérifiant I'une des
conditions suivantes :

) Q= U ety ¢ F(00)
Alors
d(f> Qv y0> = Z d(fa Qia y0)a

el

ou seul un nombre fini de termes dans la somme est non nul.

Propriété 1.2.3. [30](Invariance sur le bord)
Soient f, g : Q@ — R" deux fonctions sur €, si yo ¢ f(0Q) et f(I2) = g(0N) alors

d<f7 Qa yO) = d(gv Qv yO)

Propriété 1.2.4. [30](Invariance par homotopie)
Soit H : [0,1] x £ — R™ une fonction continue supposons yo € R" satisfait V(z,t) €
o0 x [07 1]7 ?Jo(t) 7é Ht(x)a alors

d(H07 Qv yO) = d(Hla Qa yO)'

Avec

=
I

H(0,.)
H(1,)

1.2.2 Degré de Shauder

Dans cette partie, on veut construire un degré de fagon qu’il ait la méme conclusion
que celui de Brouwer, mais en dimension infinie, c¢’est a dire un outil qui permette d’as-
surer 'existence d’au moins une solution pour I’équation de la forme f(z) =y, ou f est
continue d’'un Banach E dans lui-méme.

Le degré topologique en dimension infinie n’est pas défini pour toutes les applications
continues d'un Banach F dans lui-méme. Aussi, il faut restreindre les fonctions que 'on
considere, ce degré dit le degré de Leray-Schauder, on construit ce degré topologique sur
les applications qui different de I'identité par une application compacte.
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Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

On cite les propriétés les plus importantes du degré de Leray-Schauder. Soit donc §2 un
ouvert borné d’un espace de Banach X.

Propriété 1.2.5. [26] (Normalisation)

1 st €,
d(]d7Q7y0) - { 0 si zz ¢ ﬁ

Propriété 1.2.6. [26](Additivité)
si Q est un ouvert borné de X et yo € X, f:Q; UQy — X un opérateur compact et
01,9y  deux ouverts disjoints inclus dans Q tel que yo & (I; — f)(2\ (1 Uy)), alors

d([d_f7Q7y) :d<[d_fanay)+d<[d_f7927y)'

Propriété 1.2.7. [26](Invariance par homotopie)
Soit H : [0,1] x © — X une fonction compact supposons o : [0.1] — X et V(z,t) €
00 x[0,1], yo(t) # (Ia—He(x)), alors d(I;— Hi(z) est constant pour tout ¢ € [0.1], c.a.d:

d(lq— Ho, 2, y0) = d(1a — H1, 2, v0).

Propriété 1.2.8. [20] (Existence)
Sid(Iy— f,92,90) # 0 alors il existe x € Q telle que x — f(z) = yo.

Propriété 1.2.9. [20](Invariance par translation)
Pour tout z € X, d(Iy— f,Qu0) =d(lg— f — 2z,Q,y0 — 2).

1.3 Fonction de Green

Les fonctions de Green ont été introduites par George Green en 1828. Ces fonctions
interviennent dans la résolution des équations linéaires a coefficients constants qu’elles
soient différentielles ou aux dérivées partielles.

1.3.1 Détermination de la fonction de Green

Soit le probleme aux limites non non homogene avec des conditions aux limites non
homogenes suivant :

2" = apx + a1z’ + b(t)
(PP){ ap2'(a) + Baz(a) =74 ...(c1) t € la,b]
ap’ (b) + Baz(b) = ...(c2)

Avec b(t) et 74,7 des parametre non nuls.
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Soit le probleme aux limites homogene avec des conditions homogenes suivant :

T = agr + anx
(HH) { e’ (a) + Bax(a) =0  ..(c1) t € la,b]
apx’ (b) + Bz (b) =0 ..(co)

Soit L 'opérateur définit par :
L: C*(I) =R

2 F%L@%=ZPﬁV%ﬁﬂ—q@ﬂw

avec p(t) : [a,b] — R et ¢(t) : [a,b] — R sont deux fonctions tels que
p(t)
p'(t)

Soit le probleme aux limites suivant :

= —ay(t) et = ap(t)

L(z(?)) =
(HH){ ()’(a) ( o) =x(a)  ..(c)
p(b)z'(b) tan(8y) = x(b)  ...(c})

Proposition 1.3.1. Le probleme (HH) est équivalent au probleme (HH)" tels que :

NS =~

a, =w pla) sind,
be = —w cosb,
ap, =w p(b) sinb,
by = —w cosb,
Qg ap
= + B2 =
p(a)? p(b)?

Définition 1.3.1. [5] Soit 'équation L(z) =0 vérifiant les conditions aux limites sui-
vantes :

Llp:i(t)] =0

{wﬂ@ — pla)¢ (a) tan(0,) (L.1)
Lips(t)] =0

{ p2(D) = p(b)p5(b) tan(6,) (1.2)

Si le probleme (HH)' admet une solution unique =0 sur (a,b) alors la fonction de
Green existe et définie par ’application :

G:IxI —R
(t,7) — G(t,7)
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telle que
]1{@1@)@2(7) a<t<r<b
G(t, 1) =
;%(7)@2@) a<r<t<bh

avec k = p(t)W (t, 1, p2) et

~—

901(? pa(t

7l ) = e - e

W(ta P1, (102) =
Exemple 1.3.1. Considérons le probleme aux limites suivant :
Z'(t) =1
(PP)S z(0) =ap
1

Soit le probleme homogene avec des conditions homogenes suivant :

La solution du probleme (HH) :

Z'(t) =0 = a(t) =t +c
z(0)=0 =c=0
17(1) =0 =c=0

Donc x = 0 est I'unique solution de (HH) et d’apres la définition on obtient I'exis-
tence de la fonction de Green.
Soit 1(t), p2(t) deux fonctions indépendantes vérifiant :

/1, t) = 07

{ ZIEO) =0. (13)
H(t) =0,

{ 222(1) s (1.4)

Les solutions des problemes (1.3]) et (1.4) sont données par :
p1(t) = cit,  oa(t) = co(—t + 1)

Onap(t)=1 car
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et
k =pt)w(t, ¢1,p2)
_ 801(75) 802(t>|
() wa(t)

Donc la fonction de Green est donnée par la formule suivante :

_Jtr—1), 0<t< T <],
mmﬂ_{T@—D,Ongtgl



Chapitre 2
Quelques théoréemes du point fixe

Les théoremes du point fixe sont des outils mathématiques de base qui permettent de
montrer 'existence des solutions pour divers genres d’équations .
Dans ce chapitre, nous présenterons les théoremes du point fixe apparus avant le théoreme
de krasnosel’skii a savoir, Banach, Brouwer et Schauder.
Etant donnés un ensemble M et une application f: M — M, on s’intéresse a donner
des conditions suffisantes sur f et M pour que f a un point fixe.
Ces résultats théoriques permettront de montrer I'existence des solutions sans les déter-
miner explicitement.

2.1 Théoréme de Banach

Ce théoreme est dit aussi le théoreme de 'application contractante prouvé par Banach
en 1922, c’est la base de la théorie du point fixe. Ce théoréme garantit 'existence d'un
point fixe unique pour toute application contractante d’un espace métrique complet dans
lui méme.

Théoréme 2.1.1. [31] Soit £ un espace métrique complet (non vide). Si f : B — E est
une contraction, alors f admet un unique point fixe dans F,

Are X :Tx =x.

2.2 Théoréme de Brouwer

Le théoreme de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait partie de la
grande famille des théoremes du point fixe, ce théoreme garantit ’existence d’un point
fixe d’une application continue doit étre définie dans un convexe compact d'un espace
euclidien dans lui-méme.

Théoréeme 2.2.1. [39] Soit M un compact, convexe, non vide de R™ et f: M — M une
application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans M.

2.3 Théoreme de Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théo-
reme du point fixe de Brouwer, il affirme qu’une application continue sur un convexe
compact d'un espace de Banach admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 2.3.1. [39] Soit F' un ensemble fermé, convexe, sur un espace de Banach
X etsoit T: F — F une application continue telle que T'(F') est un sous-ensemble
relativement compacte de F, alors T admet au moins un point fixe.
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Théoréme 2.3.2. [39](Alternative non linéaire de Leray-Schauder)
Soit £ un espace de Banach et U un ouvert borné de F, telque 0 € U. Si f : U — E est
une application compacte, alors

i) f admet un point fixe dans U,
ou bien

ii) 3z € oU, 3t e0,1]:z=1tf(x).

2.4 Théoreme de Krasnosel’skii

On a vu précédemment deux théorémes principaux a savoir le théoreme de Banach et
le théoreme de Schauder, Kranosel’skii a combiné ces deux théoremes, ce dernier a élaboré
son premier théoreme du point fixe en 1955, qui affirme que dans un convexe compact,
toute application qui se met sous la forme d’'une somme de deux applications dont 1'une
est contractante et I'autre compacte admet un point fixe. Ce théoreme a été utilisé dans
la résolution des équations différentielles non linéaires.

Son énoncé est le suivant :

Théoréme 2.4.1. [4] Soit K un fermé, borné et convexe non vide de l'espace de Banach
(EL|]). SiS,T: K — E sont deux applications telles que :
i) S est continue et compacte.
ii) T est une contraction.
iii) Se+Ty € K, Y(z,y) € K x K.
Alors :

dr* e K; Sa* +Ta" = .
2.4.1 Développement du théoréme de Krasnosel’skii

Le théoreme de Krasnosel’skii a connue plusieurs développements, des variantes, des
généralisations et des modification surtout dans les hypotheses (i),(ii) et (iii) tels que de
nombreux auteurs se sont attelés a essayer de généraliser ce théoreme [9], [24], [35], la
plupart ont manipulé ces hypotheses.

L’hypothese (i) été modifiée en considérant la continuité et la compacité faibles (topologie
faible), Burton dans son travail [I1] il a remplacé I’hypothese (iii) par la suivante :

r=Tr+Sy,ye K =z € K.
Barroso [8], il a pris 'hypothese suivante :
ANe[0,1], x=ANTz+ Sy, ye K = x € K,

au lieu de (iii). D’autres part des auteurs ont considéré E localement convexe [9], [12].
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2.4.2 Théoréme de Krasnosel’skii dans un cone (1960)

La version la plus utilisée du théoreme de Krasnoselskii, est celle dans un cone, elle se
présente en deux parties. La premiere dite forme compressive a beaucoup de ressemblance
avec les théoremes de Brouwer et Schauder. La deuxieme partie dite expansive, complete
la premiere.

Soient (F, K, |.|]]), un espace de Banach, K un cone fermé et convexe de E, a, b deux
réels tels que 0 < a < b.
Notons :
K,={z€K; |l =a},
Ky={xz € K; || =0},
K(a,b) = {x € K; a< o] <b}.

Théoréme 2.4.2. [25] Soit T': K — K un opérateur complétement continu telle que :

1. (La forme compressive) 7' admet un point fixe dans K(a,b) si :

T (x)|| = ||x|| pour tout x € K,, (2.1)

et
| T (x)|| < ||z|| pour tout x € K. (2.2)

2. (La forme expansive) T' admet un point fixe dans K(a,b) si:

T (x)|| < ||z|| pour tout x € K,, (2.3)
et
T (x)|| = ||z|| pour tout x € K,. (2.4)

Remarques 2.4.1. [25]

e Les adjectifs "compressive', "expansive' sont conventionnels et ne décrivent pas le
comportement de T' dans tous les cas.

e Ondit que T' est strictement compressive, si 'inégalité (2.1)) ou (2.2)) est stricte. Et de
méme, on dit que 7" est strictement expansive, si l'inégalité (2.3)) ou (2.4)) est stricte.

e La technique conventionnelle pour appliquer ce théoreme du point fixe pour obtenir
un résultat d’existence aux problémes aux limites différentiels est de faire une formu-
lation abstraite du probleme, en précisant les espaces de Banach qui interviennent
(passer aux opérateurs intégraux associés en utilisant la fonction de Green).

o Il y a beaucoup de généralisations connues du Théoréme [2.4.2] la premiére direction
de 'extension de ce théoréme doit étendre les conditions de (2.1)) et (2.2)) tels que
ces conditions peuvent étre remplacées par :

dp e Ktqg: v —T(x)#Ap, VA >0 Vo € K,, (2.5)
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et
T(x) # e, VA>1, Va € Ky, (2.6)

les conditions ([2.3)) et (2.4) peuvent étre modifiées par :
T(x) # e, VA> 1, Vo € K,, (2.7)

et
dp €eKtq: z—T(x)#Xp, YA\=0, Vz € K,. (2.8)

Dans la littérature, la condition (2.6]) est appelée la condition de Leray-Schauder.

o La deuxieme direction d’extension est de chercher une région plus générale que K (a, b),
par exemple D. Guo [21], il a remplacé K (a,b) par :

J:Km(@\ﬂl),

ou Oy et Qy sont deux ensembles ouverts bornés dans £ tel que 0 € Q; C Q; C Qy
et au lieu de K,, K, il a considere K N9 et K N ODs.

2.4.3 Théoréme de Krasnosel’skii dans double cOnes

Le théoreme de Krasnosel’skii et ses généralisations ont été appliquées avec succes pour
obtenir I'existence et la multiplicité des solutions positives pour des problemes aux limites
associées a des équations différentielles, par suit nous utilisons une de ses variantes :
"Théoréme du point fixe dans double cénes". Son énoncé est donné par la formule
suivante :

Soit X un espace de Banach avec un norme .|| et K C X un cone pour une constante
r > 0, on note
K, ={rxe K:|z| <r},

et
0K, ={z e K: ||| =r}.

Supposons « : K — RT est une fonctionnelle continue croissante c.a.d a est continue et
a(Ax) < a(x), pour A € (0,1)

Soit
K(b) ={x € K : a(z) < b},
0K (b) = {x € K : a(z) = b},
et
K.,(b)={z € K :||z|| >a, ax)<b}.
Théoréme 2.4.3. [38] Soit X un espace de Banach réel avec une norme ||.|| et K, K’ C

X deux cones avec K’ C K onsupposeque T: K — K et T*: K' — K', sont deux
opérateurs complétement continus et o : K/ — R une fonctionnelle continue croissante
vérifiant a(x) < ||z|| < Ma(z) Ve € K', ot M est une constante telle que M > 1, s'il
existe des constantes b > a > 0 telles que

(C1) |ITz|| <a, pourz e dK,;
(C2) ||IT*z|| <a, pourz € dK, et «(T*z)>0b pourx € IK'(b);
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(C3) Tx =Tz, pourxe K. (b)N{u: T u=u}.
Alors T' admet au moins deux points fixes z; et x5 dans K tels que

0< ||lz1]] < a<||ze|, alzy)<b.

Preuve.
Notons par dig le degré topologique de Leray Schauder cité dans la section du
premier chapitre.
La condition (C1) implique
sup [|Tz| < a,
r€0K,
Concéderons I’homotopie suivante :

Ti(x) = (I — tT)(x) avec t € [0,1].

Montrons que le dg (T}, K,,0) est bien définie c.a.d :
Ti(x) #0, Vx € 0K,.

Par absurde supposons Jx € 0K, tel que Ty(z) =0

=z =tT(x)
= ||zl =t T()]]
D’apres la condition (C1) on a
t|T(z)| < ta
Puisque x € 0K, on a
2] = a

En effet a < ta est une contradiction. Alors T;(z) # 0 Va € 0K, et le dx (T, K,,0) est
bien définie
D’apres la Propriété on a

dK(le Ka7 O) - dK(TCH Ka7 0)
Et

dK(Tl, K,, 0) = dK([d -T K,, 0)
di (T, K.,0) = dg (14, K,,0)

D’apres la Propriété du degrés de Schauder nous obtenons :

di(Iy— T, K,,0) = dic(Ig, K,,0) = 1.

Donc d’apres la propriété [1.2.§ 3z € K telle que z — T'(z) = 0.
Par conséquent 7' admet un point fixe x; dans K, vérifiant 0 < [|z]| < a.
De méme, la premiere partie de la condition (C2) implique

dir(Iy— T*, K., 0) = 1.



2.4 Théoréme de Krasnosel’skii 15

Montrons maintenant que

dK’<[d - T*, K/(b), 0) == 0

La condition(C2) implique

a(T*z) > b pour x € OK'(b), (2.9)
or
a(r) < ||z|| < Ma(z) Ve K,
Alors
1T z|| > «(T*z) >b>0 pour z € OK'(b),
et donc

inf ||T"z| > o(T"z) > b > 0.
w€dK (b)

Le Théoreme de Dugundji’s extension [19] assure qu'’il existe une extension

T K'(b) — K' complétement continue de 7% : 0K'(b) — K' (T*z = Tz pour
xr € 0K'(b)).
Par conséquent
inf ||Tz|| > b> 0.
2€K'(b)
Choisissons I'homotopie H(z, \) = x — ATz et montrons que

H(xz,\) #0 pour tout x € IK'(b), A > 1.

On procede par absurde, supposons qu’il existe \g > 1 et zo € OK'(b) telle que
o — )\Ojﬁ-‘l’o = O,

c.a.d -
To — )\0T.T0,

Il suit que
b= a(xg) = a(XATxo) = a(AT xo).

Et puisque la fonction a est croissante donc
a(NT"zg) = a(T*x),
Et d’apres (2.9) on a

a(T"xzg) > b,

en effet 3
b= a(rg) = a(XTz) = a(XT xo) = (T x0) > b.

Ce qui donne une contradiction. Donc dg:(H, K'(b),0) est bien définie et

di/(H, K'(b),0) = constante Y\ > 1.
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Puisque T*z = Tr Vre OK'(b) donc d’apres la Propriété [1.2.3 on a

i (T*, K'(b),0) = ds (T, K'(b), 0).

Donc

dier(Iy — T*, K'(b),0) = dys (I — T, K'(b),0) = dir(I; — AT, K'(b), 0). (2.10)

Quand A > M, pour tout x € K'(b), nous avons

2| < bM, |NTz|| = \|Tz| = \b > Mb.

Par conséquent 1'équation =z — ATz =0 na pas de solution dans K'(b), ceci implique
que

drer(Ig — Ai K'(b),0) =0 pour \ > 1.

De (2.10]), nous obtenons
dir(Ig — T, K'(b),0) = 0.

Puisque
di(Iy — T, K'(b),0) = dgr(Ig — T*, K. (b),0) + dg: (Ig — T, K., 0).
On a
di/(Iy — T, K.(b),0) = dy/ (I — T, K'(b),0) — dgr (I — T, K/,0) = —1
Donc T* admet un point zo dans K (b) avec
|zo|| > a, axs) < 0.
La condition (C3) implique
29 =Ty =Trs € K' CK
Alors T' admet au moins deux points fixes x; et xy tels que

0< ||zl < a < |za]], a(xe) <b.

2.5 Théoreme de Leggett-Williams

Dans cette partie, on s’intéresse a une extension du théoreme de Krasnoselskii la plus
fréquemment utilisée pour obtenir la multiplicité des solutions est celle que 'on doit a
Leggett et Williams dans leur article [17] et qui peut étre formulée comme suit :

On note par
K(¢,a,b) ={z € K : ¢(x) = a, |lz[| <b}.

et
K.={r e K, |al| <c}.

Soit la fonction 0 : K — R™ définie par

d(ur, up) = ,nin uy(t) + S Jin us(t).



2.5 Théoreme de Leggett-Williams 17

Théoréme 2.5.1. [17] Soit T : K. — K. complétement continue et ¢ une fonction non
négative continue concave sur K telle que ¢(x) < ||z||, Vo € K., supposons qu’il existe
0<d<a<b<ctelles que

(C4) {z € K(¢,a,b): ¢(x) >a} #0 et ¢(Tx) > a, Vo e K(¢,a,b);
(C5) || Tx|| < d, pour |[z]| < d;
(C6) ¢(Tx) > a, pour z € K(¢,a,c) avec ||[Tz| > b;

Alors T' admet au moins trois points fixes x1, 9, r3 dans K. vérifiant

||ZE1|| < d? a < (;5([[‘2)7 ||.Z'3|| > d’ 925(133) <a.



Chapitre 3
( Etude de I'existence de solutions positives

Le but de ce chapitre est de montrer I'existence et la multiplicité des solutions pour un
probleme aux limites avec des conditions intégrales associé a des equations différentielle
d’ordre 2. A partir de I'application des deux théoréemes du point fixe.

e Le théoreme de Krasnosels’kii dans double cones.

e Le théoreme de Legget-Williams.

3.1 Introduction

Les problemes aux limites avec des conditions intégrales ont étés appliquées dans plu-
sieurs domaines comme la conduction de la chaleur [13], I'’écoulement souterrain de ’eau
et semi conducteur [23].

L’existence de solutions non négatives de ces problemes a re¢u beaucoup d’attention voir
par exemple [20], 32, [36].

Ces derniéres années, les problemes aux limites ont étés étudiés largement voir [11, 2], 3],
citons quelques travaux, Yang [37] il a étudié I'existence de solutions positives du pro-
blemes aux limites de seconde d’ordre suivant :

avec o et  sont des fonctions croissantes non constantes définie sur [0, 1], avec «(0) =
0=p(0) et f,g €C((0,1) x Rt x R*,RT), H; € C(RT,RT).

Feng [20] il a étudié I'existence des solutions positives pour le probléme aux limites avec
des conditions intégrales suivant.

" + f(t,ic) =0
2(0) = /0 g(D)a(t)dt

Ha(t)dt, (1) =0
w0 =0, ()= [ gt)altyir

ou f € C([0,1] x P,P), g € L'[0,1] et P est un cone de FE.
Dans tout ces dernieres années ils ont considérés une non linéarité f non négative.

Dans la partie suivante, nous étudions l’existence et la multiplicité de solutions posi-
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tives du probleme aux limites avec des conditions intégrales suivant :

() + fi(t (1), us(t) = 0

W(0) + folt (1), ua(t) = 0

uy (0) = u21(0) =0 1 (3.1)
u(®) = [ gouils)ds, () = [ g(su(s)ds .

ol f1, 2 € C((0,1) x RT x RT R) et g1,9> sont des fonctions non négatives dans L'[0, 1].
Nous supposons les conditions suivantes :

(H1) f;eC( (0, 1) x R* x R™,R), g; € L'[0, 1] est non négative, i = 1,2;
(H2) sgi(s)ds > 0;

o\

3.2 Lemmes préliminaires

Dans cette section, nous présentons quelques lemmes qui seront utilisés dans la preuve
de notre résultat principal.
Tout d’abord, définissons ’espace X par,

X = ([0, 1]) x ¢([0,1]),

avec la norme
[(ur, ua)l| = [lual] + [Jusll

= mnax |ua (8))] + max |ua(t)].

Lemme 3.2.1. [34] On suppose que (H2) est vérifiée. Alors Vy; € C(]0,1]) le probleme
aux limites

ui (t) +yi(t) = 0 (3:2)

w(0) =0, u(l) = /0 L i(s)us(s)ds, (3.3)

wlt) = [ CHA(E $)y(s)ds, = 1,2, (3.4)

avec

G(t’s):{s(l—t), si 0<s<t<l.
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Preuve.

Considérons le probleme aux limites suivant :

—u"(t) = wuilt),
1
wi(l) = [ gi(s)ui(s)ds
0
Et soit le probleme homogene suivant :
—U;,(t) - 07
Et soit le probleme (HH)' suivant :
d

La solution de (HH) :

—u"(t) =0 = u(t) =cit+co
u(0)=0 =c=0
u(l)=0 =c¢ =0
Alors u = 0 est I'unique solution du probléme (HH) et d’apres la Définition |1.3.1, on

obtient l'existence de la fonction de Green.
Soit ¢1(t), p2(t) deux fonctions indépendantes vérifiant :

—5(t) =0,
{ 5251; = 0. (3.6)

Les solutions des problemes ({3.5)) et (3.6) sont données par :

01(t) = c1t,  pa(t) = co(—t + 1.)

Puisque (HH) et (HH) sont équivalents alors p(t) = —1 et
ko =pt)w(t, prp2)
it pa(?)
(1) o(t)
= G0C

Donc la fonction de Green est donnée par la formule suivante :

G(t’s):{ s(1—1), 0<s<t<L1.
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Montrons que la solution de (3.2)) et (3.3]) est donnée par la formule suivante :
1
wilt) = [ Hits)yils)ds, i=1,2,
0
ou )
t | gi(r)G(r,s)dr
H;(t,s) = G(t,s) + =0— , i=1,2,
11— / sgi(s)ds
0
Par (3.2)), nous avons
i (t) = —yi(t)
Pour t € [0,1], on a
t t
/ ul(s)ds = —/ yi(s)ds
0
ie .
() = wi(0) = = [ i(s)ds.
0
De t € [0, 1], par intégration on trouve
t rr
uilt) = ui(0) = ui(O)t — [ [ yi(s)dsdr
0 Jo
Ona,pour0<s<r, 0<r<t
t t
wilt) = wi(0) = wi(O)t — [ yi(s)ds [ dr.
0 s
Par suite .
uilt) = wi(0) = w0}t — [ (t = S)yils)ds,
0
La condition u;(0) =0 donne
t
uilt) = w0}t = [ (¢ = s)ui(s)ds, (3.7)
0

sit=1 ona
Puisque

donc
W(0) =w(t)+ [ (1= s)u(s)ds

1 0 1
:/0 gi(s)ui(s)ds+/0 (1 — s)y;(s)ds.
On remplace u}(0) dans (3.7) et on trouve

t

wlt) =t (s us(s)ds + / 1(1—8)yi(s)ds} - [t~ si(s)is
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alors
u;(t) = t/o gi(s)u;(s)ds + t/o (1 —s)y;(s)ds — /0 (t — s)yi(s)ds
De t € [0, 1],
t/ol(l — 8)yi(s)ds = t/ot(l — s)yi(s)ds + t/tl(l — s)yi(s)ds.
D’ou
wi(t) = t/ol gi(s)u;(s)ds +t Ot(l — s)yi(s)ds + t/tl(l — s)yi(s)ds — /Ot(t — 5)yi(s)ds
= t/o gi(8)u;(s)ds + ; [t(1—s)— (t—9)|yi(s)ds + t/t (1 —s)y;(s)ds
- t/o g:()ui(s)ds + [ s(1—tpyi(s)ds +/t 11— 8)ys(s)ds
:t/o gi(s)ui(s)ds+/0 G(t,s)yi(s)ds

Il en résulte, pour i = 1,2 et t € [0,1],

_ [ s)yi(s)ds t 1i51$,TTTS,
wlt) = [ Gt s+ — Tt | at9)| [ Gs.rpy(rydr| d

avec .

t/ g:(T)G (s, 7)dT
0 ' .
1—/ sgi(s)ds

0

Proposition 3.2.1. [20] Soit 6 € (0,3), js =[0,1— 8] et Vt,j € js, 0,5 € (0,1) ona

Hi(t,s) = G(t,s) +

G(t,s) = 0G(o,s).

Preuve.
Vte[0,1—-46], 0,5 €[0,1] ona
Cas 1 : si max{o,t} < s,

Cas 2 : si s < min{t, o},
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Cas3:sit<s<o,

Cas4:sio<s<t,

Donc pour t € js et s, 0 € (0,1) on a

>0, i.e: G(t,s) = 0G(o,s).

Lemme 3.2.2. [34] On suppose que (H2) est vérifiée, soit 6 € (0, 5) alors
Vit e [0,1—46],0,5€[0,1] ona

Hi(o,s) >0, Hi(t,s) > dH(o,s). (3.8)

Preuve.

1. Montrons que

0/01 g:(r)G(r, s)dr

Hi(o,s) = G(o,s) + i > 0.
1—/ sgi(s)ds
0
On a
Jo(l—s), si 0<o<s<],
G(a,s)—{ s(1—0) si 0<s<o<l, = G(o,s) > 0.
Pour Vo € [0, 1]

1
0‘/ g;(r)G(r, s)dr > 0.
0
Et d’apres (H2) on a
1
1 —/ sgi(s)ds > 0.
0

Donc
Hi(O', S) 2 0.

2. Montrons que H,(t,s) > dH;(o, s)
De la Proposition [3.2.1} on a

G(t,s) > 6G(o,s), tel[s,1—9], o,s€]0,1].
Alors
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t/l gi(r)G(r,s)dr
Hi(t,s) =G(t,s)+ 2

1-— /01 sgi(s)ds
g:(r)G(r, s)dr

i
J!
> 0G(0,s) + —0—3
1—/ sgi(s)ds

0

1

50/0 g:(r)G(r, s)dr

I
1—/ sgi(s)ds
0

(car 6 <t<1-9)

> 0G(0,s) + (car 0<o<1)

=dH;(o,s).

A partir du résultat précédent, nous présentons le lemme suivant qui est tres utile pour
la construction des cones K et K’ cités dans le Théoreme R.4.3l

Lemme 3.2.3. [34] On suppose que (H2) est vérifiée, si y; € C([0,1]), y; = 0, alors
I'unique solution u;(t) du probléme aux limites (3.2)- (3.3) vérifie

ui(t) >0et min wu;(t) > dljugl, 1=1,2.
te[6,1—-0]

Preuve.
1. Montrons que

1
wit) = / Hit, s)yi(s)ds = 0, Vte[0,1] i=12
0
Puisque
yi(s) =0 et Hi(t,s) > 0.
Donc
w(t) >0, Vte0,1], i=1,2
2. Montrons que
min _wu;(t) > d|jug], i=1,2.
te[d,1-4]
D’apres le Lemme [3.2.2) et pour V¢ € [§, 1 — 4], s, 0 € [0,1] on a
1
u;i(t) H;(t, s)yi(s)ds
0
1
0H;(0, s)yi(s)ds
0
u; (o).

Voo
—S—

Il
(e

Par conséquent
ui(t) = 6 max |u;(o)| = ofjui|,

0<o<1
et

in_u(t) > 0fluil.
oim i (t) > 0
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3.3 Application du théoréeme de Krasnosel’skii dans
double cones

3.3.1 Formulation théorique du probléeme

Pour préparer 'application du Théoreme [2.4.3, nous prouvons quelques lemmes per-
mettant de vérifier toutes les conditions du théoreme.

Tout d’abord, définissons les ensembles K et K’ dans X par :

K ={(u,u2) € X :u; 20, i=1,2},

(ur,uz) € K :u;(t) est concave dans [0,1],

K= i (t) = 6w, i=1,2 ‘56(01)
i wilt) = oflull, = 1,2, ou '3

On a K, K' C X sont deux cones dans X, avec K' C K.
Nous utilisons la notation < pour 'ordre sur X, défini par

ur(t) < wi(t)

(1) ;w(ﬂ vt € [0, 1],

(u1,u2) = (v1,v2) = {
De plus, nous notons (.)* la partie positive, c.a.d pour tout B dans R
BT := max(B;0)

Et nous définissons les opérateurs suivants :
Soit T; : K — K, 1=1,2 est définie par

s, w)(0) = ([ Hi )l w(o)ds) , t € 0.1]

Ty (ur, up) (1) = </01 H(t, s)fg(s,ul(s),UQ(s))ds>+, tel0,1],

T(uy,uz)(t) = (Ti(ur, uz)(t), Ta(ur, uz)(t)).
Soit A; : K — X, ©=1,2 est définie par

Aq(uq,ug)(t) = /01 Hi(t,s)fi1(s,ui(s),us(s))ds, tel0,1],

A2<u17u2><t> = /01 H2(t> S)f2(57u1<8)7u2<8))d57 te {07 1]7
A(ur, up)(t) = (Ar(ur, ug)(t), Az (us, up)(t)).
Pour (uy,us) € X, on définie § : X — K par

O(uy,u2)(t) = (max{uy(t),0}, max{us(t),0}).

Nous avons,
T=00A.
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Soit T7 : K" — K', i=1,2 définie par
1
Ty (e, ) (8) = [ Hi(ts)f (s,un(s), us(s))ds, ¢ € (0,1,
1
T (un,a)(8) = [ Hat,s)f (s, ur(s). ua(s))ds ¢ € [0,1],

T (ur, uz)(t) = (17 (ur, u2)(t), Ty (u1, uz)(t))

Lemme 3.3.1. [34] Soit o : K’ — R définie par

o) = Jip @)+ g walh)

Alors «a est une fonction continue croissante Vériﬁant

1
< =a(ug, ug).

J

auy, uz) < [|(u, ug)ll

Preuve.

1. Montrons que la fonction « est continue i.e :

Ve>0,30 >0, VUVeK, |[U=-V|]<d=l|aU)—alV)| <e.
ou U = (uj,us) et V =(vy,v3) tel que
o -V = Zgggggluz( )= ()

Soient U, V € K’ telle que

oU) = olV) = pip wa(®)+,ip ve®) — (g 0+ i o)
<
< o)+ o ) = g )+ mip a0

— ( max 1(t) — min Ul(t)) —l—( max z(t) — min v (t))

o<t<1—-6 0<t<1—0 O<t<1—6 o<t<1—46

alors

la(U) —a(V)|] < | max (uy(t) —vi(t)) + max (ua(t) — va(t))

<16 0<t<1-6 ‘

< | max (ug(t) — vi(t)) + max (ug(t) — va(t))]

0<t<1 0<t<1

< pax [ug (t) — vi(8)] + max |ua(t) — v2(t)]

=||U-V] <4.

Alors il suffit de prendre € > §, pour que « soit une fonction continue .
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2. Montrons que « est une fonction croissante i.e : V(uy,us) € K', (v1,v9) € K’ tel

que
(w1, u2) 2 (v1,v2) = a(ur, uz) < a(vi, va)
on a
u () <woi(t)
Uy, uz) = (v1,v2) = vt € |0, 1],
(i) = (on,0) = { 220 S0 e o)
alors
min_w(t) < min_ vy(¢)
te[d,1—4] te[d,1—4]
min_ug(t) < min_ vs(t)
te[6,1—4] te[6,1-6]

par conséquent

. . o ‘ ‘
ter[gillfﬂ UI(t) + ter[?&g(i] uz(t) = tel[?jr_lé] v (t) + tel[?,ilia] U2(t)

donc
auy, ug) < vy, vg).

D’ou la fonection « est croissante.

3. Montrons que la fonction « vérifie :

a(u, uy).

ST

aug, ug) < (w1, ug)|| <

V(uy,uz) € K' ona

afw,up) = min n(t)+ min us(t)
< .
< 63131{5%(75) + 5&2&6@(0
< guax wa () + gnax uz(t)
< lua || + [Juz]]
= || (w1, u2)||-

Par le Lemme [3.2.3on a
min _w;(t) > d|u]

te[,1-4]
alors
te][[?&r—la] )+ ter[?,iilr_lé] ug(t) = Oflurl] + olfuz]
= 0| (ur, uz) ],
donc

a(ur, uz) = 6| (ur, u2)[-
Par conséquent,

afug, ug) < ||(ur, ug)|| < Sa(u17u2)~

Nous présentons dans la suite des propriétés des opérateurs A, T et T*

Lemme 3.3.2. [34] Soit A: K — X un opérateur complétement continu .
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Preuve.

A est un opérateur completement continu implique que A est continu et tout borné de
K est relativement compact de X.

étapel : Montrons que A est continu

Soit (Up,)n>1 une suite des éléments de K tel que U, = (ul,u?), on
U, —U telque U = (u',u?) , montrons que

n—+oo
| 4:(Un) — A (0U)|| e o 0; i=1,2.
On a
ul  — ut
Un N U = 9 n—r—+oo 9
n—00 U, — U
n—-+00
alors

AT ~ ANO < [ Hilt) i, Un) — il U)] ds

sachant que

g:(r)G(r, s)dr

y 1
Hi(t,s) = G(t,s) + /0

i S i=1,2.
1—/ sgi(s)ds
0
Et
G(t,s) <1, Vt,sel0,1].
D’apres (H2) on a
1
1 —/ sgi(s)ds >0, i=1,2
0
Et puisque G(r,s) <1 et g;(r) € L'[0,1] alors
1
/ gi(r)G(r,s)dr < oo, i=1,2
0
i.e AM; une constante tel que
1
t/ g:(r)G(r, s)dr
0 <M, i=1,2,

T
1—/ sgi(s)ds
0

donc
Hz‘(t,S) <14+ M =M, =12

D’autre part f;(s,U); i = 1,2 est continue par rapport a U alors
| £i(Un) = fi(U)]| Nl 0; 1=1,2.
D’ou

1

M, || £i(U,) — fi(U)] /O ds
M| f:(Uyn) — fi(U)]]

[Ai(Un) = A(U)] <
<
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par conséquent
|A:(Up) — A(O)|| — 0; i=1,2.

n—-—+oo

Donc A est un opérateur continu.
étape 2 : Montrons que I'image d’'un borné par I'opérateur A est borné .

Soit B C K un borné alors 3r > 0 tel que VU € B, Ona |[U| <r
Comme la fonction f est continue alors 3C; > 0 tel que VU € B on a
|fi(s,U| < C1, i=1,2 et puisque H(t,s) < M.

On a

|A; ‘/ i(t,s) fi(s,U)ds

< [ Hes)lfis Ulds

< MQCl/ ds
0
= MQCl

Ce qui implique que A;(B) est borné.
étape 3 : Montrons que A;(B) est un ensemble équicontinue i.e :
V5>O, 35€>07 th,tQE[O,l] ,

|t2 — tll < 55 = ‘Ai(Ul,ug)(tQ) — A(ul,U2)<t1)‘ <eg, \V/(UI,UQ) e B

|Ai(ur, ug)(t2) — Ai(ur, ug)(th)] |/ | fi(s,ur, ua)| |Hi(te, s) — Hi(t, s)|ds

puis

1

gi(r)G(r,s)dr

|Hi(ta, s) — Hi(t1,s)] < |G(tz,s) — G(t1,s)] + [t2 — t1]=° 1
1—/ sgi(s)ds
0

La continuité de la fonction de Green nous donne :

|G(t2,s) — G(t1,s)] — 0

to—t1
Puisque
lfi(s, Ul < Cy, i=1,2
et .
/ g:(r)G(r, s)dr
E— < M.
1 —/ sgi(s)ds
0
Alors

|AZ‘(U1, U,Q)(tg) — A (ul,U2)<t1)| — 0.

to—tq
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Donc A(B) est un ensemble équicontinue et d’aprés le Lemme d’A’scoli Arzéla [1.1.1]
I'ensemble A;(B) est relativement compact et par suite A est un opérateur complétement
continu.

Lemme 3.3.3. [34] Si A: K — X est complétement continu alors 7= (6 o A) est un
opérateur completement continu.

Preuve.

(o A) est un opérateur complétement continu implique que (0 o A) est continu et tout
borné de K est relativement compact de K.

étape 1 : Montrons que (f o A) est continu i.e Ve > 0, In > 0 tel que,

21 = o[ 4 [lyr = gall <n = [[(6 0 A)(1,91) — (6 0 A) (w2, )| <€
16 0 A) (w1, 41) = (0 0 A) (22, 32|
= || (max{A;(z1,51), 0} — max{A;(z2,12), 0},
max{As(z1,1),0} — max{As(z2,y2),0}) ||
< [(Av(z1, y1) — As (22, 42), Az (21, 41) — Aa(2,2)) |

= [[(A(z1,91) — A2, 92))[| <e.
ona [[(6 o A)(xy,y1) — (0 0 A) (w2, 42)|| <&, pour [lz1 — ol + [lyr — w2ll <.
Donc (f o A) est un opérateur continu dans K.

étape 2 : Montrons que I'image d'un borné par 'opérateur (6 o A) est borné

Soit D C K est un ensemble Borné Ve > 0, 3P, = (x;,y;) € X, i=1,2,....... m
telle que
AD Cc U, B(P;,¢),

ou
B(P;,e) :={(u1,us) € K : ||ug — || + [Juz — yi|| < e}

alors
VQ" = (z%,y") € (00 A)(D), 3Q = (zq.yq) € AD.

telle que
(26, Yo) = (max{zq, 0}, max{yg,0}).
On choisi P, € {P, Py, ........ P,} , telle que
|z — zill + lyo — will <e.

De puis
log = il + lyo — vill < llzg = will + llye —will <<
On a Q(x5,v5) € B(P},¢), donc (0o A)(D) est bornée .

étape 3 : Montrons que l'ensemble (6 o A)(D) est équicontinue i.e :
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Ve >0 36. > 0,Vty,t, € [0,1] tqg ty >t ona,

lts — 1] < 0. = (00 A)(a1, 22)(ts) — (00 A) (31, 22)(11)] < &, ¥(1,22) € D
(0 0 A) (w1, 22)(t2) — (0 0 A)(x1, 22)(t1)]

= |<H1aX{A1 (.Tl, (L’Q)(tg), 0} — max{Al (ZEh JZQ)(tl), 0},
max{ Az (1, 2)(t2),0} — max{Ay(z1,22)(t1),0})],
< [AL(m1, 22) (t2) — Ar(w1, 22) (1), A2(1, 29) (F2) — Ao (22, y2) (1))

= [(A(z1, 22)(t2) — A1, 22) (t1))| < .

Donc 'ensemble (§ o A)(D) est équicontinue, d’aprés le Lemme d’Ascoli Arzéla[1.1.]]
(0o A) relativement compact. D’out (6 o A)(x1,72) est complétement continu.

Lemme 3.3.4. Soit 7% : K — K un opérateur completement continu.

Preuve.
En utilisant la continuité de f et la définition de f*, nous pouvons facilement montrer
que T™ est completement continu par le théoreme d’Ascoli-Arzela [1.1.1

Lemme 3.3.5. [34] si (uy,us) est un point fixe de T', alors (uy,us) est un point fixe de
A.

Preuve.
Supposons que (uy,u2) est un point fixe de 7', évidement nous juste le besoin de montrer
que

Ai(ug,u9) =0, =1,2 pour t € [0,1].

Par absurde, 3ty € (0,1) et Vi(i = 1,2) tel que u;(tg) = T;(u1,u2)(tp) = 0 mais
Ai(ul, UQ)(t[)) < 0.
Soit i =1 et par la continuité de A, il existe un voisinage de ¢ tel que A;(u1, us)(t) < 0.
Soit (t1,t2) lintervalle maximal qui contient t, tel que Aj(uy,uz)(t) < 0Vt € (t1,12)
Pour (t1,t3) # (0,1) et Aj(ui,ug)(t;) =0
ou bien Tl(ul, UQ)(t) = Ul(t> =0Vte (tl, tg)
casi:Sity <1, ona Aj(uy,us)(ta) = 0. Ainsi, A} (u1,us)(t2) = 0.
On obtient

Al (uy,uz)(t) = —f(¢,0,uz) <0, pour t € (ty,t2)

Donc

Al(ug,ug)(t) =0, pour t € [ty,ta].

On obtient t; = 0 et A’y(uy,uz)(0) = 0, donc Aj(ui,uz)(0) < 0, est une contradiction
avec Aj(uy,u2)(0) =0.
cas ii : Sity >0, on a Ay(uy,u2)(ty) = 0. Ainsi A} (u1, u2)(t1) < 0. On obtient

A’ll(ul,u2)(t) = —fl(t, O, UQ> < O, pour t € (tl, tz)
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Donc

Al (ur,u)(t) <0, pour tE€ [ty,ts).

On obtient to =1, Aj(u,u2)(1) < 0.
D’autre part, A;(ui,uz)(t) <0, pourt € (t1,t2), Aj(ur,uz)(1l) <0 cela implique que

1
Aq(uy,ug)(1) < 0. Par (H1), Aj(ug,ug)(l) = / g1(s)ui(s)ds = 0, est une contradiction.
0

Lemme 3.3.6. [34] (u1, us2) est une solution du probléme (3.1)) si et seulement si (uq, uy) est
un point fixe de I'opérateur A.

3.3.2 Existence et multiplicité

Par l'application du Théoréme [2.4.3] nous montrons 'existence d’au moins deux solu-
tions positives pour le probléeme aux limites .
Notre résultat est formulé comme suit :

On note

1 1-6

M; = max/ H;(t,s)ds, m;= min / H;(t,s)ds, i=1,2
te0,1] Jo te[6,1-0] J§

Théoréme 3.3.1. [34] Supposons que les conditions (H1) — (H3) sont vérifiées et il

existe des nombres positives d,a,b, A\;, i, @ = 1,2 tel que 6 € (0, 2) 0 <a<db<

b, M + X <1, pg + po > 1 avec f satisfait les conditions suivantes :

,  pour tel0,1], u;+uy€[0,0];
@ pour t € [0,1], u; +uz €[0,a];
, pour t € [§,1 —0], wuy+ us € [6b,b];

(H4)  fi(t,ur,ug) >
<H5> fi(t,ul,u2) <
(H6)  fi(t,ur,ug) >

L

R

m;

Alors le probléeme (3.1)) admet au moins deux solutions positives (uy, us) et (uf, u}) telles
que

0 < [[(ur, u)l| < a < |[(ug,u3)ll, a(ui,us) < db.
Preuve.

V(uy,ug) € 0K,, pour (HS5) ona

I )| = e[ it )5, 5), ()
_ ma}x max [ CHi(t, $) fi(5, ua(s), ua(s))ds, 0}

1
M ma 1](/O Hi(t, s)ds

\ia
= M;
M;

= )\ia.

De plus
1T (ur, uz) |

()\1 +)\2)6L < a car )\1 +)\2 < 1.
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Donc la condition (C1) du Théoréme (2.4.3) est satisfaite .
Pour (u1,uy) € OK! et de (H5) on a

172 o) | = s [ )17 (5, ), o) ds

t€(0,1]
)\-a 1
H
M teo, 1]/ ilt, s)ds
)\Za
= 2%
M;
= )\ia.

De plus

1T (ur, u) || = 177 (wr, wo) || + (|75 (ur, ua)|
= /\1(14’)\2&
=M+ X)a<a card+ A <1

Pour (uq,u2) € OK'(0b), i.e a(uy,us) = db, pourt € [0,1—0] et par le Lemme on a

1
aug, ug) < |[(ug,uz)|] < SOZ(U17U2)
donc
Oé(ul, Ug) < U1<t) + Ug(t) = 0b < Ul(t) + Ug(t)
1
wr(t) + ug(t) < ||(ug,u2)|| = wi(t) +ua(t) < 5(51) =b.
i.e:

Pour (H6) on obtient

1
a(T*(ur,ug)) = min/ Hi(t,s) fiF(s,ui(s), ua(s))ds
tef0,1] Jo :
+ min/ H;(t,8)f5 (s,u1(s), us(s))ds
te[;),_l}S 0
> min / Hilt, 8) [ (5,u1(s), ua(s))ds
t€l0,1] J§ s
. H +
min [T H(49) 5 (s, u1(s), ua(s)ds

1-5 115D 1-5
> min/ H;(t,s)ds + min/ H;(t,s)ds
my t€l0,1]J§ meo t€0,1] J§

= 1100 + pu0b > 0b  (car g+ pg > 1).
Donc (C2) du Théoreme est satisfaite.

Finalement, on va montrer que la condition (C3) du Théoréme est satisfaite.
Soit (uy,ug) € K!(6b) N {(uy,uz) : T*(uy, us) = (ug,uz)},

on a

O{(Ul,UQ) < 5b7 ||(U1,U2)“ > a.

De Lemme [3.4.1] on a

1 1
[ (w1, ua)[| < g@((ul,w)) < 50b,
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d’ou
[ (w1, ua)[| < b,

et

De (H4) on obtient
it (s,u1(s),ua(s)) = fi(s, ua(s), ua(s)).

Alors T'(uy,ug) = T*(uq,u2), pour

(ur,uz) € K.(6b) N {(ur,ug) : T*(ug,ug) = (ug, us)}.

Par le Théoreme et le Lemme [3.3.5] on déduire que le probleme (3.1) admet au

moins deux solutions positives (uq,uz) et (uf,us) tels que

0 < [[(ur, u2) || < a < [[(uy, w3)l, alui,uz) <b.

3.3.3 Exemple

Dans cette section, nous présentons un exemple pour illustrer notre résultat théorique.

Considérons le probleme aux limites d’ordre 2 suivant :

uy () + fu(t, ua(t), ua(t)) = 0
uy(t) + folt,us(t),us(t)) =0
u1(0) = qu( =0 )
ur (1) = /0 g1(8)uq(s)ds, us(1) = / g2(s)uz(s)ds
Ou
1
E(U1+U2+1)(U1+U2—|—2) 0 §U1+UQ S 5,
St ur, ug) = Q(t) (—4 +uy + u2)2 5 < uy + ug <100,
9216[sin(uy + ugy — 10)] uy + ue > 100.
Et
1 2
%(ul—i‘?ﬁg—f‘l) O<U1+U2§5,
fa(t,ur,uz) = Q(t) [2(uy + us) — 9] 5 < uy -+ uy < 100,
(191)?[sin(uy + ug — 10)] uy + up > 100.

Soit @ : R — R, une fonction continue défini sur [0; 1], par

Q) = <.
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Vi =1,2, f; est positive sur [0,100] et change de signe sur [100, +00).
Soit ]
a=5,b=100, § = -
5
pour \; = %, = }—S, My =8, my =5, il est facile de voir que

fi(t,ug, ug) > 0 pour tout uy + uy € [0,100], V¢ € [0, 1],

2
fi(t,ug,ug) < g bour tout uy + uy € [0,5], Vt € [0, 1],
32 14
fi(t, ug, ug) > 5 pour tout uy + ug € [20,100], Vt € {5, 5] .
Pour A\, = %, fo = 4.8, My =28, my =4, il est claire que

fa(t,ur, ug) > 0 pour tout uy + uy € [0,100], V¢ € [0, 1],

3
fa(t,ug,ug) < g pour tout uy + uy € [0,5], Vt € [0,1],
1 4
fo(t, ur, us) > 24 pour tout uy + us € [20,100], Vt € {5, 5] )

Donc les conditions du Théoréeme sont vérifiées et par suite le probleme (3.1)) admet
au moins deux solutions positives.

3.4 Application du théoreme de Leggett-William

3.4.1 Formulation théorique du probléme

Pour préparer 'application du Théoreme [2.5.1, nous prouvons quelques lemmes per-
mettant de vérifier toutes les conditions du théoreme.
Définissons 'ensemble K dans X par :

K ={(uj,up) € X :u; 20, i=1,2}.

On a K un cone dans X.
Et nous définissons les opérateurs suivantes :
Soit T; : K. — K., i=1,2 est définie par

Ty (ur, up) (1) = (/01 H(t, s)fl(s,ul(s),ug(s))ds>+, tel0,1],

Ty(us, us)(t) = (/01 (1, s)fg(s,ul(s),UQ(S))ds>+, teo1],

T'(ur, ug)(t) = (T (ur, uz)(t), To(ur, uz)(t)).
Soit A; : K. — X, i =1,2 définie par

A, 2)(0) = [ B0, 5) 5,00, wa(o))ds, ¢ € [0,1),
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Ao(ur, u) () = /01 Ha(t, 5) fols, un(s), us(s))ds, ¢ € [0,1],
Alur, ug)(t) = (Ar(ur, u2)(t), Aa(ur, us)(t)).
Pour (uy,us) € X, définie § : X — K, par

O(uy,uz)(t) = (max{u(t),0}, max{us(t),0}).

Nous avons,

T=00A.

Lemme 3.4.1. [34] Soit ¢ : K — R* définie par

o(ur,ug) = ;dnin uq (t) + Smn us(t).

Alors ¢ est une fonction continue concave vérifiant

P(u, uz) < [ (ur, ug)||.

Par les Lemmes |3.3.2} [3.3.6], 3.3.3] et [3.3.5] nous avons les résultats suivants :

Lemme 3.4.2. A: K, — X un opérateur complétement continu.

Lemme 3.4.3. Si A: K — X complétement continue alors T = 0o A : K, — K. est
completement continu.

Lemme 3.4.4. Si (u;,u2) est un point fixe de 7', alors (uy,us) est un point fixe de A.

Lemme 3.4.5. (uy,us) est une solution du probleme (3.1)) si et seulement si (uy, us) est
un point fixe de 'opérateur A.

3.4.2 Existence et multiplicité

Par I'application du Théoreme [2.5.1} nous montrons 'existence d’au moins trois solu-
tions positives pour le probleme aux limites (3.1)).
Notre résultat est formulé comme suit :

Théoréme 3.4.1. [34] On suppose que les conditions (H1) — (H3) sont vérifiées. Il existe

o€ (0,%), a,byNi,ji; >0, i =1,2, tels que 0 < a < db<b, \{ +Xg <1, ug+pe>1, et
(H5), (H6) sont vérifiées avec f satisfait les conditions suivantes :

(H7> fi<t7 Uy, u2)

>0, pourtée]|0,1], us +us € [4),D].
(H8) fi(t,u1,uz) < 3 0,1

]\Z, pour t € [0,1], uy + ug € [0,0].

Alors (3.1)) admet au moins trois solutions positives (uy, us), (uf,ud), (ui*, us*), tels que
0 < [(ur, uo)ll < a < [l(u” ux")ll, ¢ui,uz) > b, dlur”, ug") <b.

Preuve.
Premiérement nous montrons que la condition (C4) du Théoreme est satisfaite
Il est claire que

{(u1,us) € K(¢,0b,b) : d(ur,ug) > b} # 0.
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On suppose que (u,uz) € K(¢,db,b), pour tout ¢ € [6,1 — d] on a
ob < Uy + U2 < b.
Pour (H6) et (H7) on obtient

o(T(uy,uz)) = min (/01H]_(t,S)f]_(S,U]_(S),UQ(S))dS)+

te[d,1-4]

+ min (/01HQ(t,s)fQ(s,ul(s),u2(5)>ds>+

t€[5,1—5]1
= uin_ [ (1 5) (s () wa(s) s
0

te(6,1-6

1
+ auin [ H(1,9) fo(s, (). ual ) ds

1-46
.
> min [ (1) (s (s). ua(s)ds

1-6
*éﬁmé Hy(t, s) fols, ur(s), ua(s))ds
p20b

115D 1-5 1-5
min / Hi(t,s)ds + —— min / Hs(t,s)ds
my t€fo,1-6]Js Mo t€[6,1-8] Js§

= u16b + ,ugéb
> b.

Pour tout u; +us € [0, al, pour (H5) et le Théoreme (3.3.1} la condition (C5) du Théoreme

2.5.1] est satisfaite.

Finalement, pour (u;,us) € K(¢,0b,b) et ||T'(u1,us)|| > b, il est facile de montrer que
O(T (ur,uz)) = [T (ur, ug)|| > 0b.

Alors la condition (C6) du Théoreme est satisfaite.
Donc d’apres le Théoreme et le Lemme [3.4.4] Le probleme (3.1) admet au moins
trois solutions positives (u1,us), (uf,ud), (ui*, us*), tels que

0 < [[(ur, uo)ll < a < [[(ur”, w3, o(uy,uz) >0, dlur”,uz”) <.

=

3.4.3 Exemple

Nous proposons I’ exemple suivant, en considérant une valeur spécifique de f;. Préci-
sément soit le probleme aux limites d’ordre 2 suivant :

ui(t) + fi(t,ui(t),uqs(t)) =0

a4(t) + folt, un (), us(t)) = 0

Ul(O) = Ugl( ) =0 .

w(1) = [ gus)u($)ds us(1) = [ ga(s)ua(s)ds

Avec

16 — (Ul —|—U2)
8

03U1+U2§16,

f1 (t, Uy, Ug) = L(t) 3
2 cos(uy + ug — 16)  uy + ug > 16,
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EXt,

(u1 + ’UQ)2
Folt, ur, us) = L(1) 64
4dcos(uy + ug — 16)  uy + ug > 16,

0 <u 4+ ug <16,

Soit, L : R — R, une fonction continue défini sur [0; 1], par

1
L(t) = —t.
(1) =3
Vi =1,2, f; est positive sur [0,16] et change de signe sur [16, +00).

Soit

pour A\ = %, M; =9, il est facile de voir que

f1(t,ur, ug) > 0 pour tout uy + uy € [4,16], Vt € [0, 1],

2
1t ug,ug) < g bour tout uy + uy € [0, 16], Vt € [0, 1].

Pour Ay = 3, My =9, il est claire que

1
4

fo(t,ur, ug) > 0 pour tout uy + uy € [4,16], Vt € [0, 1],

4
fa(t, ug,us) < g pour tout uy + uy € [0,16], vVt € [0,1].

Donc les conditions du Théoreme sont vérifiées, alors le probleme (3.1) admet au
moins trois solutions positives.



Conclusion et perspective

Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié I'existence et la multiplicité de solutions positives du
probleme aux limites avec des conditions intégrales associée a des equations différentielles
d’ordre 2 et ceci dans le cas ou la non-linéarité changent de signe.

Les résultats d’existence et de multiplicité sont prouvés en appliquant une méthode to-
pologique basée sur deux théoremes du point fixe :

1. Le théoréme de Krasnosel’skii dans double cones

2. Le théoreme de Legget-Williams

perspective

Les problemes aux limites avec des conditions intégrales décrivent beaucoup de phéno-
menes dans la science appliquée et ils sont utilisés dans divers domaines comme la chimie,
biologie,..... etc.

Dans la pratique, seules les solutions positives peuvent étre utiles car elles correspondent
a des parametres mesurables telles que la température, la densité... , sont des parametres
qui sont utilisés dans les différentes lois de la physique.

Montrer 'existence d’une solution, qui est de plus positive a ces problémes se rameéne a
entrevoir de nombreuses perspectives a notre travail :

e considérer un autre probleme mais avec des conditions périodiques

e Probléeme singulier du second ordre en présence d’impulsions .
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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude de I'existence et la multiplicité de solutions positives
pour un probleme aux limites, associé a des équations différentielles d’ordre 2, avec des
non-linéarités changeant de signe.

La méthode utilisée est topologique : théoreme de Krasnosel’skii (théoreme du point fixe
dans double cones) et le théoréeme du point fixe de Legget-Williams.

Mots clés : Théoreme du point fixe de Krasnosel’skii, cone, solution positive, probleme
aux limites, condition intégrale.

Abstarct

In this paper we prove the existence and the multiplicity of positive solutions for boundary
value problem associated to differential equations of order 2, with sign-changing nonlinea-
rities.

We use topological methods : Krasnoselskii( fixed point theorem in double cones) and the
Leggett-Williams fixed point theorem.

Key words : Krasnosel’skii fixed point theorem, cone, positive solution, boundary value
problem, integral condition, .
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