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Notation
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: Ensemble des nombres réels ( corps des réels ).
. Ensemble des nombres réels positifs [0, 0o].
: RxR x...x R n fois.
: L’ensemble des entiers naturels (c’est-a-dire positifs).
. L’ensemble des nombres complexes.
. L’espace des fonctions continues .
: L’espace des fonction continues, dérivable.
: L’espace des fonctions et leurs dérivées continues et bornées.

: L’espace de Lebesgue intégrable .

Ensemble ouvert de R™.

: La norme.

<.,.> : Le produit scalaire usuel sur R".

EDO

. Equations différentielles ordinaires.



Introduction

La maladie d’Alzheimer est I'une des maladies neurodégénératives les plus répandues dans le
monde. Entre 60 % et 80 % des cas de démences sont en effet liés a elle selon Sosa-Ortiz et al
[23]. Ce qui donne & peu pres une estimation d’environ 46 millions de personnes dans le monde
vivant avec cette maladie selon le “World Alzheimer Report” . La maladie d’Alzheimer affecte la
mémoire, le raisonnement, le comportement et mene éventuellement a la mort, 'impact humain
et social de cette maladie conduit une recherche intensive a comprendre la cause et a développer
des thérapies efficaces. Parmi les découvertes récentes, on trouve les résultats impliquant que la
protéine prions cellulaire (PrP¢) est liée a une altération de la mémoire [3],[7],[14].

De nombreux modeles tentant de décrire la maladie d’Alzheimer existent déja, mais aucun n’a
jusqu’alors utilisé I'hypothese biologique du role du prion dans I’évolution de cette maladie.

Deux acteurs semblent jouer un réle majeur dans le mécanisme de dégénérescence : la protéine
tau qui agit plutot a lintérieur de la cellule, et le peptide A5 qui semble plutdt agir au niveau
extra-cellulaire (un peptide étant une protéine dans sa version simple). On ne s’intéresse pas ici
au role tenu par la protéine tau mais seulement a la protéine AS qui interagit avec les protéines
prions PrP¢ causant a la fois la destruction du neurone et la création de plaques amyloides. On
souhaite savoir comment cette interaction s’organise, et comment, qualitativement on peut voir
évoluer chacune des populations (peptides AS, prion, plaque) au cours du temps en fonctions des
parametres d'un modele simple [I§].

On va étudier un modele continu simple, a I'instar du modele de prion [9]. Pour cela on doit
comprendre les différents mécanismes du probléeme. D’apres certains auteurs, la maladie d’Alz-
heimer est reliée en partie a la formation de plaques appelées S-amyloides, dans le cerveau [0],
[T0]. Ces plaques sont formées de peptides A obtenues par un mauvais clivage de la protéine
membranaire précurseur de 'amyloide (APP). Il existe différentes formes de S-amyloides allant de
monomeres solubles a des agrégats fibrillaires insolubles, [24], [25]. Cependant, comme on le verra
par la suite, méme si les plaques sont reliées a ’évolution de la maladie d’Alzheimer, il semblerait
que la toxicité soit plutét due aux oligomeres (polymeres de petites tailles) formés de peptides
ApB [21]. Ce derniers seraient a l'origine de la perte de la mémoire et des dégradations cognitives
de l'individu, plutot que les grandes plaques amyloides. Et selon certains biologistes, les peptides
n’agiraient pas seuls et Prion et Alzheimer seraient aidés, notamment par les protéines prions PrP¢
saines [16], [27], [20], [8], celles que I'on trouve en temps normal chez tous les individus et dont les
fonctions sont en général bénéfiques pour 'organisme.

Notre objectif est d’étudier le seul modele permettant de décrire les mécanismes reliant les
protéines PrP¢ les peptides Af, les plaques [S-amyloides (constituées de peptides A5 agrégés
entre eux) et les complexes A — x — PrPc.
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Le modele est régi par un systeme d’équations, une aux dérivées partielles et trois différentielles
ordinaires.

9750+ 00) 7 ) (0,0 = ). ). sz +00) x 0,+2c)

U= Ay — Yt — TUp + 0b — nN(u) — u/ p(x)f(z,t)dz  sur(0,+o00) (1)

1
p=2X —Wp—Tup+ob sur(0, +00)
b=rT1up— (0 +9)b sur(0,+o0)

Dans ce travail

Le premier chapitre "préliminaires", on a énoncé quelques notions sur les espaces fonctionnels
et quelques généralités sur les équations différentielles comme les théoremes de point fixe et les
notions de stabilité.

Dans le deuxieéme on a étudié le modele ou on 'a transformé en un modele de quatre EDO
et on a étudié I'existence et 'unicité des solutions ainsi que leurs comportement asymptotique.

Finalement, dans le dernier chapitre on a étudié le modele ([1)) avec quelques hypotheses et on
a montré 'existence et 'unicité des solutions.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on rappel quelques définitions et théorémes nécessaires pour 1’élaboration de
ce travail.

1.1 Espaces Fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 [13/

Soit p un élément de [1,400) et Q un ouvert de R™; on appelle espace de Lebesque, et on
note LP(Y), lespace vectoriel des (classes de ) fonctions numériques u de Q0 dans C, Lebesgue
mesurables, vérifiant :

1. 8i1<p<+o0, / |u(x)|Pdr < +o0.
Q

2. Sip=-+o0, supessicqlu(z)| < +o0, ot

supesszeqlu(z)| = inf {M tel que |u(x)] < M p.p}.
Propriété 1.1 [13]
a) L’application de LP(Y) dans RT :
wis 4 el = ([ Jut@Pds)" 1< p < +oo,

||ulloo = supessacalu(z)], p= oo
laquelle LP(Q)) est un espace de Banach.

b) Inégalité de Holder :
Soit (p,q) un couple de [1,+00)?, % + % = 1. L’application suivante :

définit une norme sur LP(S)), norme pour

P(Q) x L1(Q)) — C
(u,v) r—>/gu(x)v(x)dx

est bilinéaire continue a valeurs dans L*(Q) et ||uv||y < ||ul,]|v]],-
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¢) Dual :
Pour tout réel p dans [1,400), le dual de LP(Q2) est isomorphe algébriquement et topologique-
ment a L1(Q), avec 119 + % =1, Uapplication de dualité est définie par :
LP(Q) x L9(Q)
(u,v) r—>/ua:va:dx
Q

Pour tout réel p dans |1,+00), le bidual de LP(2), ou encore le dual de son dual Li(52),
s’tdentifie algébriquement et topologiquement a LP(S2). On dit que l’espace LP(S2) est réflexif.

1.1.2 Espaces des distributions

Définition 1.2 [13/
Soit Q un ouvert de R™. On appelle distribution toute forme linéaire continue sur D(S)), et on

note D'(2) lensemble des distributions.

Notation: [I3]

Pour tout (T, u) de D'(Q2) x D'(2), T'(u) appartient a C, et on note T(u) =< T, u >.
Propriété 1.2 [13]

D'(2) est un espace vectoriel sur C.

1.1.3 Espaces de Sobolev
Espaces de Sobolev d’ordre 1

Définition 1.3 [13]
Soit p un élément [1,400), Q un ouvert de R™. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1, et on
note WHP(Q) (resp. H'(Q) sip =2), l’ensemble :

WP (Q) = {u € LP(Q2) tel que, Vi,1 <i<n, Y e LP(Q)}.

Ty
Théoréme 1.1 [15/
Pour tout p dans [1,+00), pour tout Q ouvert de R™, on a les propriétés suivante :

1. L’espace de Sobolev W'P(Q) est un espace de Banach pour la norme :

PN\7p
|ull 7 ) si p € [1,+00)
wr— |Jul| = ( 8% i
ou , ,
max <||u||Loo, . 1§z§n> st p =400
7 Lo©

2. Pourp =2, H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u,v) — (ulv) = /uvdl’+2/ g;i;:l
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3. Pour 1 < p < 400, l’espace WHP(Q) est réflexif.
4. Pour 1 < p < +o0, 'espace WHP(Q) est séparable.
Définition 1.4 (1-prolongement) [15]

Soit un réel p, 1 < p < o0o. On dit que l'ouvert 2 de R™ vérifie la propriété de 1-prolongement,
s’il existe une application P linéaire et continue de W'P(Q) dans WP(R"), vérifiant :

1. Si xq désigne la fonction caractéristique de Q, P(u)xq =u, Yue€ WP(Q),

2. Il existe C >0, Yue W'(Q), ||P(u)]|ir®n < C|lul|ir@)-

8. Il existe C >0, Yue W'(Q), [|[Pu)||wirgr) < Cllullwreg)-
Théoréme 1.2 (Densité) [15]

Soit un réel p, 1 < p < 00, Q un ouvert de R™ possédant la propriété de 1-prolongement; alors

D(R™) est dense dans W'P(Q).
Plus précisément :

Yu € Wl’p(Q), El(uk)kEN C D(Rn), U= Wl’p(Q) — JL%(ukXQ)

Espace de Sobolev W," (1)
Définition 1.5 [13/
Quel que soit le réel p, 1 < p < oo on appelle espace de Sobolev, et on note : Wol’p(Q),
Uadhérence de D(QY) dans W'P(Q) (resp. Hy()si p = 2).
Proposition 1.1 [13/

Soit p un réel, 1 < p < oo, I un intervalle de R,u un élément de WP(Q). Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. L’application u appartient o Wy (I).
2. L’application v vérifie u = 0 au bord de I.

Espaces de Sobolev d’ordre m

Définition 1.6 [13]
Soit p un réel, 1 < p < oo,  un ouvert de R™, et m un entier m > 2; on appelle espace de
Sobolev d’ordre m, et on note W™P(Q) (resp. H™(Q)si p = 2), l’ensemble :

ou
3:151-

WmP(Q) = {u e W™ tP(Q) tel que Yi, 1<i<n, € Wm_l’p(Q)} :

Propriété 1.3 [13]
1. Norme :
1
1<p<oo, ul=( > [ID%llq)?

0<]a|<m
p =00, [|ull = mazogjaj<m||D"ul |-
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2. Muni de la norme précédente :

V1l <p< oo, WP () est un espace de Banach.
V1 < p < oo, WmP(Q) est réflexif.
V1< p< oo, Wm™P(Q) est séparable.

3. On dit que Q) vérifie de m-prolongement s’il existe une application linéaire continue P de
Wm™P(Q) dans W™P(R™) vérifiant :

1. P(u)xg=u, Yue W™P(Q).
2. Pour tout 0 <k <m, 3Cy > 0= [|P(u)||wrrmn) < Ckllul|wrrmn)-

4. Soit p un réel, 1 < p < o0, et 2 un ouvert de R"™ possédant la propriété de m-prolongement,
alors D(R™) est dense dans W™P(Q2), au sens :

Yu € Wm’p(Q), El(uk>k€N C D(Rn), u = Wm’p(Q) — Ich—>IEo(UkXQ)

Définition 1.7 [13]

Soit p un réel, 1 < p < oo, m un entier m > 2; on appelle espace de Sobolev, et on note
Wy (Q) Uadhérence de D(Y) dans W™P(Q) (resp.H*() si p = 2).
Propriété 1.4 [13]

Pour Q =R", W™P(R") = Wy""(R").

1.1.4 Espace de Banach
Définition 1.8 [22]

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est appelé espace de Banach de E, si toute suite de Cauchy
converge dans F.

1.2 (énéralités sur les équations différentielles ordinaires

On considere une application f : ) — R"™ avec

d
{ Za(t) = f((t), te€(0.D) (1.1)
[L‘(to) = Xy.

ou {2 est un ouvert de R”, o € Q et b € R.
Définition 1.9 [i)

La fonction x € C(Q2) est dite solution de (L.1)) si z vérifie les équations de (1.1]).
Théoréeme 1.3 (Cauchy-Lipshitz [1)])

Si f:Q — R" est une fonction continue sur 2 un ouvert de R™ et s’il existe une constante
k € R, telle que
1f(z1) = f(@2)]] < Kllzy — o], Var, 22 € Q,8 >0,

alors le probléme (1.1) admet une solution mazximale (i.e pour tout t > 0) et elle est unique.
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Définition 1.10 [5/
Soit E un espaces de Banach, A : E — E un opérateur. On dit que A est une contraction s’il
existe une constante ¢ € [0, 1) telle que

||Au — Avl|| < ¢|lu —v|| pour u,v € E.

Théoréme 1.4 (Banach [20])

Toute application contractante A d’un espace de Banach dans lui méme admet un unique point

fize.

1.2.1 Lemme de Gronwall

Soit y : [a,b] — R™ une fonction de classe C' vérifiant [19]

Ja>0,3520Vtelad], [WVOI<B+ally®)]

Alors,

Vitelab], [y <lyla)l e + g (eaufa) _ 1>'

1.3 Stabilité des équilibres

Soit f : @ € R® — R"™ une fonction de classe C!. On suppose que z* € Q est un point
d’équilibre de :
i = /() (1.2

avec z € C1(Q).

Définition 1.11 [iJ
Un point x* de Q est dit point stationnaire (ou équilibre) de (1.1)) f(z*) = 0.

Définition 1.12 [1)
Un équilibre x* de (|1.2)) est dit stable si pour tout € positif, il existe n positif tel que pour toute

solution z(t) de (1.2)), on a :
l|zo — 2¥|| < n = |]z(t) — 27|| <e,Vt > 0.

Définition 1.13 [1)

Un équilibre x* de (1.2]) est dit instable s’il existe € positif, pour tout n positif tel que pour
toute solution x(t) de (1.2)), on a :

l|lzo — 2*|| < m=||z(t) — z*|| > &, Vt > 0.

Définition 1.14 [1/

Un équilibre x* de (1.2)) est dit asymptotiquement stable s’il est stable et il existe n positif tel
que pour toute solution x(t) de (1.2)), on a :

oo — 2| < = lim |[(t) —2°|| = 0.
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1.3.1 Stabilité d’un systeme linéaire

On considere le systéme linéaire suivant :

i = Az (1.3)

ou A est une matrice carré d’ordre n.

Théoréeme 1.5 [17]
Soient A\, Ag, ..., \i(i > n) les valeurs propres distinctes de la matrice A, et x* le point d’équi-

libre du systéme (1.3)

— Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles nulles ou négatives alors I’équi-
libre est stable.

— Si les valeurs propres de la matrice A ont des parties réelles strictement négatives alors
[’équilibre est asymptotiquement stable.

— Si l'une des valeurs propres de A a une partie réelle positive alors I’équilibre est instable.

1.3.2 Stabilité d’un systéme non linéaire
On consideére le systeme ([1.2)), la matrice jacobienne de f évaluée au point d’équilibre * est
notée par Js(z*) = 8—(:76*)
x
Le linéarisé du systéme non linéaire (1.2 en x* est le systéeme :

i = Ax (1.4)

ou A = Jf(l’)

Théoréme 1.6 [17]
— Si toutes les valeurs propres de A ont des parties réelles négatives, alors la solution x = 0 de
(1.4) est asymptotiquement stable.
— Sl existe au moins une valeur propre positive de A, alors la solution x = 0 de est
instable

Remarque:

o La stabilité asymptotique de l'origine pour la linéarisation implique une stabilité asymp-
totique de I'équilibre d'un systéme non linéaire. De plus, instabilité de 1'origine pour la
linéarisation implique 'instabilité d’un équilibre d’un systéme non linéaire [2].

D’ou, z* est asymptotiquement stable pour ([1.2) si toutes les valeurs propres de A ont des parties
réelles négatives, et x* est instable pour (1.2) s’il existe au moins une valeur propre positive de A.
1.4 Stabilité au sens de Lyapunov

Définition 1.15 [iJ
Une fonction V : Q@ C R® — R™ est dite fonction de lyapunov pour (1.1)) si :
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(i) 'V est définie positive c’est a dire :
. V(0)=0.
e V(iz)>0,Vx e Q\{0}.

(ii) V(z) < 0,Vz € Q\ {0}.
Théoréme 1.7 [15]

Soit x* = 0 un point d’équilibre de (1.1)) et V une fonction définie positive sur un voisinage de

CU*

(i) SiV(zx) <0,Vz € Q\ {0} alors x* est stable.
(ii) SiV(z) < 0,Yx € Q\ {0} alors x* est asymptotiquement stable.

1.4.1 Principe d’invariance de Lasalle
Soit z € R™ — V(x) de classe C' et définie positive

d
dtV(x) <0

Alors pour toute condition initiale zy, la solution de & = f(x) ( définie pour tout temps t > 0)
converge asymptotiquement vers le plus grand sous-ensemble invariant contenu dans 1’ensemble

d
des points £ € R™ tels que %V(g) =0 [17].

1.5 Critere de Routh-Hurwitz

Soit le systéme linéaire de dimension n suivant : [1]

T; = Zaijxj, nec N, (15)
j=1

avec 1 € [1,n], o A = [a;;] est une matrice carrée de dimension n ¢ coefficients constants.

Nous faisons I'’hypotheése que A # 0, ce qui implique notamment que lorigine est I'unique
équilibre.

La matrice A admet n valeurs propres A qui sont solutions de 1’équation caractéristique :

AN+ a A" a4 b ap N+ a, = 0.

Counsidérons les n déterminants suivants :

Hy=a

)
ap asz das
1 ay ay
0 a; as

0 0 - a




1.5 Critére de Routh-Hurwitz

avec k € [1,n]. Dans le cas de dimension n, tous les a; avec j > n sont pris égaux a zéro.
On a le résultat suivant :
L'équilibre est asymptotiquement stable <= Vk € [1,n], H;, > 0.

En dimension 4, ’équation caractéristique s’écrit sous la forme suivante :

M4 a2+ a)® + ag\ +ay = 0,

et les conditions de stabilité sont :

ay > 0,
ajas —asg > 0,
ayazas — (ay)?ay — (a3)* > 0,

as > 0.



Chapitre 2

Analyse du modele d’Alzheimer

Dans ce chapitre on va analyser un modele d’Alzheimer ou la protéine prions a été pris en
compte.

2.1 Un modele pour la formation des béta-amyloides avec
les prions

Le modele comporte quatre especes différentes :

o La concentration de Ap-oligomeres constituée d’agrégats de quelques peptides Af .

o La concentration de protéine PrP¢.

o La concentration du complexe formé a partir de la liaison de Af-oligomeéres & une protéine
PrPe¢. Ces quantités sont solubles et leurs concentration seront décrites en termes d’équa-
tions différentielles ordinaires.

o On a les plaques insolubles f-amyloides décrites par une densité en fonction de leur taille x.
Cette approche est standard dans la modélisation des phénomenes de prolifération de prions.
On note que la taille x est une variable abstraite qui pourrait étre le volume de I'agrégat. Ici,
cependant on considére les agrégats comme des fibrilles qui s’allongent dans une dimension.
La variable de taille z appartient a l'intervalle (zg,+00) ot zg > 0 représente une taille
critique en dessous dans laquelle les plaques ne peuvent pas étre former. Pour résumer on
note pour x € (xy,+00) et t > 0.

e f(t,x) > 0 : la densité des plaques S-amyloides de taille x en temps t.

e u(t) >0 : la concentration de AS-oligomeres solubles (oligomeres non liés) a l'instant ¢.

e p(t) > 0 : la concentration de protéines prions cellulaires solubles PrP¢ en temps t.

e b(t) > 0 : la concentration de Af — x — PrP¢ complexe (oligomeres liés) en temps t.
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A

u

B - AMYLOIDES

L Qouicomeres a3 O 2y

Ficure 2.1 - Diagramme schématique des processus d’évolution des plaques (-
amyloides, A/-oligomeéres (liés et non liés) et de la PrP¢ dans le modéle [11]

Nous supposons que les A S-oligomeres sont produit avec un terme de source constant A, > 0 et
sont dégradés a un taux constant v, > 0. De méme, pour les prions PrP¢ ou le terme de source est
Ap > 0 et le taux de dégradation est 7, > 0 sont supposés constants. Nous considérons également
les AS-oligomeres qui se lient aux prions pour former le complexe A — x — PrP¢ a un taux 7 > 0
et de détachent a un taux ¢ > 0 constants. Ces complexes peuvent se dégrader a un taux § > 0
constant. Reste le taux d’élongation de la plaque p(z), et le taux de dégradation de ces plaques
u(x) tous deux positifs ou nuls dépendant de la taille z de la plaque.

Le modeéle s’écrit alors :

O o t) ult) S [pl) e, 0] = () (1) sur (o, +00) % (0,400)  (2.)

+oo
U= Ay, — Y — TUp + 0b —nN(u) — éu/ p(x)f(x,t)dx  sur (0,400) (2.2)

0

pP=X,—Ypp—Tup+ob sur (0,400) (2.3)
b=Tup — (0 + )b sur (0,+00) (2.4)

Les plaques de p-amyloide sont formées a partir de regroupement des Af[-oligomeres. Le taux
d’agglomération dépend de la concentration des oligomeres solubles et de la structure de la sub-
stance amyloide, qui est liée a sa taille. Il se produit dans une action de masse entre les plaques et
les oligomeéres a un taux positive donné par p(z), ot z est la taille de la plaque, représenté par la
masse des A[-oligomeres qui forment le polymere.
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Nous supposons en effet, que la masse d’un oligomere est donné par un parametre € > 0 "assez
petit". Ainsi, le nombre d’oligomeéres dans une plaque de masse = > 0 est x/e qui justifie notre
hypothése que la taille des plaques est continue. En outre, les amyloides ont une taille critique

Tg=¢€n >0,

ou n est le nombre d’oligomeres de la taille critique de la plaque. Les amyloides sont susceptibles
d’étre endommagés avec un taux positif u, peut-étre dépendant de la taille z des plaques.

Tous les parametres de AfS-oligomeres, PrP¢, et du complexe, comme les taux de production, la
liaison et la dégradation sont positifs et décrits dans le tableau suivant ( voir Table [2.1])

Parametre/Variable | Définition

t temps

x taille de la plaque S-amyloide

X taille critique des plaques de S-amyloides

n nombre d’oligomere dans une plaque de taille zq
€ masse d’'un oligomere

Ay source d’oligomere Af

Yu taux de dégradation de A oligomeres

Ap source de PrPc

Vp taux de dégradation de PrPc

T taux de liaison de l'oligomere A sur le PrPc
o taux de répture de A — x — PrPc

4] taux de dégradation de A — x — PrPc
p(x) taux de conversion des oligomeres en plaques
p(x) taux de dégradation de la plaque

TABLE 2.1 — Description des parametres du modeéle

Le terme N explique le taux de formation d'une nouvelle plaque S-amyloides de taille xg a
partir des oligomeres Af3. Afin d’équilibrer ce terme , on ajoute les conditions aux limites :

u(t)p(xo) f(xo,t) = N(u(t)), t=>0. (2.5)
L’intégrale dans la partie droite de I'équation (2.2]) est la polymérisation totale avec les pa-

rametres %, puisque dg—x compte le nombre d’oligomeres dans une unité de longueur dx. Enfin, le

probléme est complété par des données initiales positives, une fonction f™ > 0 et u™, p™, b™ > 0,
de telle sorte qu’au moment ¢ = 0.

f('?t = O) = fm S’LLT'(I'O, —|—OO), (26)

et

u(t=0)=u", pt=0)=p" et bt=0)=0b" (2.7)



2.2 Un systéeme d’EDO associé 12

2.2 Un systeme d’EDQO associé

Dans cette section, on étudie les taux de polymérisation de dégradation constants c’est-a-dire :
des taux indépendants de la taille de la plaque imliquée dans le processus. Cette premiere approche
est biologiquement moins réaliste, mais techniquement plus traitable, mais reste tout a fait difficile
pour une étude analytique du probleme.

Ici on suppose que p(x) = p et pu(x) = p sont des constants positive.
De plus, sans perte de généralité, on laisse € = 1. On suppose ensuite une hypothese de pré-équilibre
pour la formation de plaques S-amyloides donné dans [29], en définissant

N(u) = au™. (2.8)
Le taux de formation est donné par o > 0 et le nombre d’oligomeres nécessaires pour former
une nouvelle plaque est un entier n > 1.
+00

Alt) = / o, t)da. (2.9)

0

Avec ces hypotheses, on est en mesure de fermer le systeme (2.1)- (2.4)) vis-a-vis de (2.5 en

un systeme a quatre équations différentielles. En effet

En remplagant dans (2.1)) on obtient

0

5@ t) + “ai: [pf (2, t)] = —pf(z,t),

ou bien

o 0
&f(x,t) + up%f(x,t) = —puf(z,t).

En intégrant de (xg, +00), on obtient

9 [t +oo

0 [too
%) f(x,t)dx—l—upax/mo flz, t)de = —p s f(z,t)dx. (2.10)

En remplacant (2.9) dans I’équation ([2.10]), on obtient

A= upf(wg,t) — pA.

En remplacant ([2.8) dans I’équation précédente on obtient
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ou bien
A = au" — pA. (2.11)
Pour I'équation ([2.2)), on obtient
+oo
U= Ay, — Y — TUp + 0b — nN(u) —up/ f(z, t)dz.
Zo
En utilisant (2.8) et ([2.9)), on obtient
U= Ay, — YU — TUp + 0b — nau"™ — upA.
Le systeme ([2.1))- (2.4)) devient
A=oau™ — pA (2.12)
U= Ay — Yot — TUP + 0b — anu” — puA (2.13)
pP=A,—Ypp—Tup+ ob (2.14)
b=r1up— (o4 (2.15)
La masse des plaques S-amyloides est donnée par
+oo
M (t) :/ xf(z,t)de.
xo
De I'équation (2.1]), on peut écrire
0 0
af(a:,t) = —up%f(x,t) — uf(x,t).
En multipliant les deux c6tés de 1’équation précédente par x, on obtient
g:cf(a: t)=—u ng(x t) — pxf(x,t)
at ) - p ax ) /’L ) )
et en l'intégrant de (xg,+00), on obtient
0 —+00 +oo ) —+00
5 ) xf(z,t)de = —up/wo xa—xf(:z:,t)dx - u/xo xf(z,t)dx,
d’ou
. +oo 9
M = —up/mo Jz%f(a:,t)dx — uM.
En intégrant par partie, on obtient
+oo +oo
/ r—f(z,t)de = xf(z,t)][]> — / flx, t)dx (2.16)
xo aSL’ 0 xo
+oo
= —xof(zo,t) — / f(z,t)dz. (2.17)

o
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Ce qui nous donne

+00
M = zoupf(xo,t) + up/ f(z, t)de — ubl.
z0

En utilisant (2.5, (2.8) et ([2.9), on obtient

M = nau™ +upA — pbl. (2.18)
On note que les conditions initiales pour A et M sont données par :

_l’_

) too . ) oo )
Am:/ f(x)dx et Mm:/ zf"(z)d.

0

Alors que les conditions initiales pour u, p et b sont invariants.

2.3 L’existence et ’unicité

On prouve dans la proposition suivante la positivité, 1'existence et 1'unicité d’une solution

globale au systeme (12.12))- (2.15]) a I’aide des techniques classiques issues de la théorie des équations
différentielles ordinaires.

Proposition 2.1

Supposons que Ny, \p, Yu, Vp, T, 7, 0, p et j1 sont des constantes positives, et n > 1 un entier. Pour
tout (A™, u™ p™ ™) € Ri, il existe une unique solution bornée positive (A, u,p,b) du systéme
défini pour tout t > 0, c’est a dire que les solutions A, u,p et b appartiennent d C}(R,) et restent
dans le sous-ensemble stable .

S ={(Au,p,b) € R} :nA+u+p+2b<nA™ +u™ +p™" + 20" + —}. (2.19)
m
Avec X = N, + Xy, et m = min{p, Yu, Vp, 0}

De plus, soit M(t = 0) = M™ > 0, et il existe une unique solution positive M de (2.18)) définie
pour tout t > 0.

Démonstration:
Soit F': R* — R* donné par :

Fy = au” — pA
| Foi= A = u — Tup + ob — anu™ — puA
F(Aup,b)= F3:= X\, —yp — Tup + ob
Fy:=1up—(c+6)b

F est de classe C! et localement lipschitzienne continue sur R*.
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De plus, si (A, u,p,b) € R*,, on a

F1 >0, quand A=0, F =au".

F, >0, quand uw=0, Fy,=\,+ ob.
F;>0, quand p=0, Fs3=\,+ ob.
F, >0, quand b=0, F;=Tup.

Ainsi, le systéme est quasi-positive et la solution reste dans Ri.
Enfin, on remarque que :

d
ﬁ(nA—i—u—i—p—i—%)SA—m(nA%—u—i—p—i—%), (2.20)

avec A = A\, + A,, et m = min {p, v, 0}, et le lemme de Gronwall assure que :
TLA(t) + U(t> —l—p(t) + Qb(t) S nA™ -+ u” _|_pm + b + E

Cela prouve l'existence globale d'une solution unique et bornée positive.
On obtient le résultat de la masse M directement.

2.4 Stabilité du systeme EDO

On considere ensuite 'existence d'un état stable A, oo, Poo, b €t le comportement asymp-

totique des solutions de (2.12))-(2.15))).

On calcule I'état d’équilibre en résolvant le probleme :

HAw —aun, =0 ( )
A — Vulloo — TUooPoo + 0bos — ANUL, — plisgAse =0 ( )
Ap = MpPoo — TlooPoo + b =0 (2.23)
TUsoPoo — (0 + )b = 0 (2.24)
De la structure de ’équation (2.22)), on ne peut pas donner une formule explicite pour ce pro-

bléeme. Pour obtenir u,, on doit résoudre une équation algébrique, qui implique un polynéme de
degré n. Cependant, on peut prouver qu’il existe un u., donné implicitement.

La proposition suivante établit la stabilité locale de I’état stable.

Théoréme 2.1 (Stabilité linéaire)
Sous I’hypothése de la proposition il existe un état stable positif unique Ao, Uoo, Poo €t boo

de [€12)- @19) avec :

o) Ap

A= Qyr o — A=)
W

boo = = U

) o
T U + Vp 0 T*Uso + Yp

OuT*=7(1—0/(d+0)) et us est l'unique racine positive de @ définie par :

Q(z) = YAy + ax — P(x), pour tout x> 0.
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avec 1 a=T*(Ay — Ap) — VuYp €1

P(l’) = T*VuxQ + cwpnxn + (OéT*n + p,ypg>xn+l + ,OT*g.Tn'H,
z u

De plus, cet équilibre est localement asymptotiquement stable.

Démonstration:

Tout d’abord, de I’équation ([2.21)) on obtient A, par rapport & us. Puis en combinant ([2.23)
et (2.24) on obtient ps, et by, en fonction de uq,, en effet

R21) = Aw = 2ul.

£24) = by, = Tk,

On remplace b, dans (2.23)), on obtient

>\p (1_0)T *
Poo = =05y avec — =T
T + Uso o o+6

Ensuite on remplace p, dans (2.23]), on obtient

b = lMuw

0 T Uso + Yp

Maintenant en remplagant p., et by, dans (2.22)), on obtient

TUooAp Ap(T —T%)

Yp + T o T*Uso + Vp

o
Au — Vulloo — Uoo — QONUL, — puoo;ugo = 0.

puis on aura

Yo + [T (A = Ap) — YuVpltioo — THYti%, — aypnull, — [ar*n + @T*Vp]%ﬂ — pr S = 0.
1 1

et donc u. est une racine positive unique de Q, avec
Q(I) = YpAy + ax — P(x), pour tout x>0

ou:a=T1"(A\y—Ap) — Yy €t

P(:L‘) = T*’YU-TQ + a’an[E" + (OzT*n + P’Yp(:)ﬂfn+l + pT*an+2-
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On obtient que QQ a une unique racine positive.
En effet, elle est I'intersection entre une ligne y = ax + ,A, et un polyndéme monotone sur le demi
plan positif.

Maintenant on linéarise le systéme en Ao, Uso, Poo €t boo-

Soit X = (A4, u,p,b)T et le systéme linéarisé
d

—X=DX
dt ’
ol
- anu! 0 0
—PUoo  h(A u,p) —TUso o
D—
0 —TPoo —(Vp + TUx) o
0 TPoo TUoo —(o +9)

Avec h(A,u,p) = Yy — Thoo — anu™1 — pAy.
On calcule le determinant de D — A\l pour obtenir le polynéme caractéristique :

—(+A) anu ! 0 0
B | —pusx  R(A u,p) — A —T U o
det(D = AI) = 0 —TPoo —(Yp + TUs + A) o
0 TPoo Tloo —(c+d+X)
h(A,u,p) — A —TUoo o
= —(u+ N —TPso —(Yp + Tus + A) o
TPoo TlUoo —(c+6+X)
— Pl — Tl o
— (anu™ ) 0 —(Wp+ Tuw +A) o
0 TUoo —(c+d+A)

_ B —(Yp + TUso + A) o
B —TPoo o
TUOO(M+/\)’ TPoo —(04+0+N) ‘
—a(,u+/\) —TPoo _(7p+7uoo+)‘)
TPoo TUso

+ panul [(Vp + Tuoo + A) (0 + 0 + X) — 0T U]
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Avec *
Ag =Sy g M=)
ol T*Uoo + Vp O T Uoo + Vp

Le polynome caractéristique est de la forme :
P = A+ eV + ap\? + az)\ + aq.
Avec les a; > 0,7 =1---4 sont données par :
2, n—1

>\P « n
ar = p+v+T————— tan‘ul +p—ul + Y+ T+ +0|.
T *Uso + Vp il

a
ay = (M + Yy + anfut + p,uu’;o> (Vp + Too + 0 +8) + 70 + (Vp + Tloo)d

Ap

)\P 2, n—1 o, n
| Yt T tan‘ul; + p—ul, | + panuy, + (v, +0) .
2 T Uso + Vp

T U + Vp

o A
as = (u + o+ anult + pﬂU&) (70 + (9 + Ttse)8) + (10 + (7 + O) )7 ——-

8
+ {,u (’yu + Oén2u7olo*1 + p,uugo> + pomugo} (Vp + TUoo + 0 +6).

A «
— ) P » 2, n—1 —.n n - 5.
(g = [Yp TT*UOO o {M <’Y T anTuy -+ puuoo + panul, o (10 + (1 + Ttieo)d)

De plus, il satisfait ajasaz > a2 + a3ay.

T*Uso + Vp

Alors, selon le critere de Routh-hurwitz toutes les racines du polynéme caractéristique P sont

des parties réelles négatives, ainsi I’'équilibre est localement asymptotiquement stable.

Dans ce qui suit, on donne un résultat conditionnel de stabilité globale en prenant o = 0.

Proposition 2.2 ( Stabilité globale)
Supposons que o = 0, sous la condition

<1+26+%‘> >i>%.

o 2% o

L équilibre unique est donné par :

A 1A (r—7*
Aoo = 07 Poo = 71)7 boo = *Muoo
T*Uoo + Vp 0 T U + Vp
0l U €St ['unique racine positive de
Q(x) = Ay + ax — TN 2%

avec a =T (A — Ap) — YuVp-

De plus, cet équilibre est globalement asymptotiquement stable dans le sous ensemble stable S

défini en (2.19)).
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Démonstration:

La preuve est donnée par la fonction de Lyapunov suivante :[12]

1 /2y 1 §+ Yu+ p(As + 01) 1 /2y
== p) 2. - (1+9 2 (p) 2
2(5 3191+2<+ A 05+ (52) 63

PPoc
L R B N N R N R
2<%>4 <%+pA +>12 65 + 0,64
PPoo 2
p( PP g 99+299+( )99
(’yu—’—pAoo—f—M >14 2V4 (5 3V4.

Ouby=A—Ay, 6 =u—uy, 05 =0— by, avec sy = max(1y,T,) tel que :

P14 252) (ot ()0 16+ (e + 1)+ (04 84+ ) + 2o’

b 817 Ayppt e 8o )
oo () Gats) (52) () Gtte) 2+ 127
(255 =) (= 1) (2 =) (0 — 1)
G N R RE e N o M) U
(1205 —50) (55 1) (27— a) (a5 - )

: e (] (1+2%5) (35)
) <2%> <7“+p‘4°°+“> <1+2‘57“> T )

Cette fonction de lyapunov ® est positive quand
5+ Yu J
(1 +2 o > > s
o 27, O
Sa dérivée le long des solutions au systéme (2.12))- (2.15)) est donnée par :[12]

0P dAOPdu  IPdp  OPdp

oA dt oudt T opdt Qb dt

pipoo A (9 5 5
- (Mwm) & pu <1+2m+p( o0+ )() "

Yu + pA + 1t o 27

_< (u + (A +61) + 7p) (yu + p(Aoc + 6) + +%+p(AOO+91)> <2>9§
p

g

(ol ) et o) (s

Yu + pAso + 1

oTU o 0 )
— + 92 ) ( > 02 + <> 0105.
<27p 71)) 2% (o + 1) 2% e

P est négative, de plus ® = 0 si et seulement si 0y =60,=0;=0,=0.
L’invariance principale de laSalle implique alors que 1’équilibre unique est globalement asymptoti-
quement stable dans le sous-ensemble stable défini dans (2.19)).



Chapitre 3

Un taux de polymérisation en loi de
puissance

L’hypothese selon laquelle le taux de polymérisation p et le taux de dégradation p sont constants
n’est pas toujours biologiquement réaliste. Par conséquent, nous étudions ici le cas le plus réaliste
oit p(x) ~ 2%, et dans ce qui suit, on limite I’analyse pour § € (0,1). On verra qu'on est en mesure
d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité des solutions pour ce cas plus général.

3.1 Hypotheses

On est intéressé par les solutions positives du systeme (2.1 avec la condition limite ([2.5)),
complété par les données initiales et (2.7), mais avec la nouvelle hypothese p(x) ~ 2.

De plus, on a besoin que la solution préserve la masse totale de S-amyloide pour étre biolo-
giquement pertinente. Par conséquent, la solution f sera dans l'espace L!(xq, +00;xdz), puisque
xdx mesure la masse a tout moment.

Les hypotheses pour le systeme ([2.1))-(2.4]) sont :

H1) :f™ € L' (xg, +oo;xdx), f™ >0, ppz>x

H2):p>0, pe W»*([zg,00)), p>0, pe W"*([x,00))

H3):N >0, Ne WL*R,), NO=0
)

(
(
(
(H4

Aus Yur Aps Vp, T, 0,0 > 0

On note que (H2) implique I'existence d'une constante C' > 0, tel que p(z) < Cx.

Par exemple :

C =2 || p/ HLOO +p(l’0)
Zo

Pour tout x > x(, on a

p(@) <Il & llu= (z +20) + plao) < (z . +'“<;0°>) .
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On remarque que ce genre de régularité du taux p contient la loi de puissance p(x) ~ 2? avec
6 € (0;1).
De plus (H3) implique 'existence d’une constante K, > 0 tel que N(w) < Kpw, pour tout
w € [0, M]. La positivité des parametres de tableau [2.1| (hypothese (H4)) est une hypothése natu-
relle en ce qui concerne leur signification biologique.

On introduit la définition d’une solution du systeme (2.1))-(12.4)).

Définition 3.1

Considérons une fonction f™ satisfaisant (H1) et soit u™, p™, b™ trois données réelles positives.
supposons que p, i, N et tous les paramétres du tableau vérifient les hypothéses (H2)-(H4), et
soit T > 0.

Alors on dit qu’un quadruplet (f,u,p,b) de fonction positive est une solution sur lintervalle (0,T)

du systeme (2.1))-(2.4)) avec la condition auz limite (2.5) et les données initiales (2.6]) et (2.7)), si
elle satisfait, pour tout p € CX([0,T) X [xg,+00)) et t € (0,T).

“+o00

/;OO [z, t)p(x, t)dr = /

0 Zo

£ @), 00+ [ Nu(s))p(ao.5)ds
b7 1) | gtens) + ot 5ol = oot )| st
et

. t +oo
u(t):um—i—/ [/\u—%u—Tup—i—ab—on(u)—u/
0 X

. t
p(t) =p™ + /0 [Ap = pp — Tup + oblds,
t
b(t) = b + / [Tup — (0 4 0)b]ds.
0

o) (. 5)da ds,

0

Avec la régularité

f e L*([0,T], Ll(azo,—l—oo;xdac)), et u,p,b € C’O(O,T).

3.2 Reésultat principal

On donne maintenant un résultat principal.

Théoréme 3.1

Soit f™ une fonction positive satisfaisant (H1). Soient u™,p™ et b des nombres réels positifs
et supposons l'hypothése (H2)-(H4). Soit T > 0, il existe une unique solution positive (f,u,p,b) d

(2.1)-(2.4)) avec (2.5)) et les conditions initiales données par (2.6)) et (2.7), au sens de la définition
tel que :

fe CO([O,T],Ll(xo,—i-oo;a:’"dx)), Vr € [0,1,] et u,p,b € CbJ(O,T).
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La preuve du théoreme est décomposée en deux parties.
D’abord, on étudie le probléme suivant

9 )+ ult) S [p(a) o, 1)) = —() [ 1), sur (zp, +00) x (0,400)  (3.1)
Dol 20 ) = NG, sur (0,420 (32)
f(,t=0)= fm sur (xq, +00) (3.3)

On prouve la proposition suivante dans ce qui suit.

Proposition 3.1

Soit u € CY(Ry) une fonction donnée, soit f™ satisfait (H1) et supposons les hypothéses (H2)-
(H3) satisfaites. Pour tout T > 0, il existe une unique solution positive f de (3.1)-(3.3)) dans le
sens des distributions, tel que

f € C°([0,T), L' (xq, +00; 2"dx)), pour tout r € [0,1].

La preuve est dans [4] pour ’équation de Lpschitz-Slyozov. Elle consiste en une preuve basée
sur le concept de solution faible au sens de distribution avec une condition supplémentaire de
continuité par rapport au temps dans l'espace L'(xdx).

La deuxieme étape de la démonstration du théoreme est effectuée a la section 3.4. Une fois
qu’on a l'existence d’une unique densité f lorsque u est donné, on peut construire I'opérateur

S: C°0,T))* — C°([0,T))

(uap7 b) — (Sluspasb) = S(U,p, b)7 (34>
définit par
. t +oo
Sy =u"+ / {)\u — YU — TUp + 0b — 2y N (u) — u/ p(x)f(z,s)dx| ds, (3.5)
0 x0
, ¢
Sp =p" + /0 [Ap — Ypp — Tup + oblds, (3.6)
, t
Sp=0b" —i—/o [Tup — (0 4 0)b]ds. (3.7)

ou f est la solution unique associée a u donnée par la proposition [3.1} Ensuite le théoréme
est finalement prouvé dans la section 3.4, grace au théoreme de point fixe de Banach appliqué a
I'opérateur S.

3.3 Existence d’une solution du probléeme autonome

Cette section est consacrée & la preuve de la proposition [3.1] Ainsi dans ce qui suit, on suppose
u € CP(R,) une fonction donnée et on utilise les notations suivantes :

a(z,t) =u(t)p(z) et c(z,t) = —u(t)p'(x), V(x,t) € [xg,+00) X Ry.
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De (H2) et en notant que p(x) < Cz, pour tout t >0 on a

a(t,x) < Az, pour x > xy, (3.8)
ja(t, 2) — a(t, )] < Az —yl, pour 7,y > 2o, (3.9)
le(t, )] < B. (3.10)
Ou
A = maz(Cllul| e, [[ul[r[p|| 1),
et

B = |[ul| o« [16']] L% (o +00)-

Afin d’établir la solution faible du probléme, on définit la condition = > xy au temps t > 0
c’est-a-dire la solution de

jsX(S;x’t) =a(t,X(s;z,t))
(3.11)

X(t;x,t) ==z
De la propriété (3.9), il existe une unique condition pour (x,t).

Il est important de noter qu’il est logique dans la mesure ou X (s;z,t) > .
Ainsi, on définit le temps de départ de la caractéristique comme suit

so(x,t) :==inf{s €[0,t] : X(s;2,t) > xo}.

La caractéristique sera définit pour tout temps s > sq et tire son origine de la condition initiale
ou de la condition aux limite respectivement si so = 0 ou s¢ > 0.
On rappelle les propriétés classiques pour les caractéristiques

X(S;X(a;x,ta),a):X(s;as,t) t
J(s;x,t) = 8—$X(s;:c,t) = exp (/S c(a,X(a;x,t))da)

0
—X(s;2,t) = —a(t,x)J(s; x,t)
ot
Aussi, on remarque que so(X (t;z9,0),t) = 0, puis par la monotonie et la continuité de X pour
tout ¢ > 0, on obtient
x € (xo, X (t;20,0)) < so(z,t) € (0,1),

et pour tout x € (zg, X (t;20,0)) on a : X(so(x,t);z,t) = xq.
Il s’ensuit que pour chaque = € (g, X (¢;20,0)) on a :

I(z,t) = —aiso(x,t) = J(so(z,t);x,t)/a(so(x, 1), x0).

En considérant la dérivée de f(s, X(s;x,t)) en s, et en intégrant sur (sp,t) on obtient la for-
mulation faible du probleme. La solution faible est définie pour p.p.(x,t) € (xg, +00) X R, par :
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f(X(0;2,t)J(0;2,t) exp <— /Otu(X(a;x,t))da) x> X(t; x0,0),

. (3.12)
N(u(so(z,t)))I(x,t) exp <— /O(m) ;L(X(U;J:,t))dcr) x € (29, X(t;20,0)).

[z, 1) =

On déduit de la formulation (3.12)) que pour p.p(x,t) € [xg, +00) X Ry, f est positive puisque
J et I sont positives et fi satisfait (H1). On rappelle certaines propriétés utiles qui sont dérivés
en [4].

Lemme 3.1

Soit u € CP(Ry) une donnée et supposons que (H2) est vraie. Alors pour tout x > xq et
t > 0, aussi longtemps que les courbes caractéristiques s — X (s;x,t) définies dans (3.11)) existent
c’est-a-dire s > so(x,t), on a

pour 51 < 59, X(s1;x,t) < X(sg;2,t) < X(s1;2,t)e2751)
si x, — +00, alors pour tout t > s >0, X(s;z,t) — 400

pour s >t, X(s;x,t) <zt

Démonstration:

On réfere a [4], ou le résultat découle du fait que pour tout x > o, t > 0 et so(x,t) < 51 < $9
on a:

xo < X(so;x,t) = X(s1;2,) +/ ’ a(s, X(s;z,t))ds

< X(s1;,t) —|—A/S2 X(s;x,t)ds,

ou A est donnée par (3.8)).

Dans la suite, on a utilisé des changements de variables comme :
y=X(0;z,t) sur x € (X(t;x0,0),+00), avec la jacobienne J(0;z,t),

et
s = so(x,t) sur x € (xg, X(t;20,0)), avec la jacobienne — I(x,t).

La premiére est un C!'-diffeomorphisme de (X (t;z¢,0),+o0) dans (zg, +00), et la deuxiéme de
(20, X (t; 29,0)) dans (0,1).

En intégrant f définie par (3.12)) sur (0, R) avec R > X (t;x0,0), utilisant le changement de
variables ci-dessus et a I’aide du lemme [3.1| et en prenant la limite R — +00 on obtient
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[ alste s < [T X g o) w)ldy + [ X s0) |V () ds

< ([Tl ldy+ [ alNu(s)lds). (3.13)

0

Lorsqu’on divise 'intégrale en deux parties et en utilisant les changements de variables pré-
cédents. On peut conclure que pour tout 7" > 0, f € L=(0,T; L'(xq, +oo; zdz)) et donc dans
L>(0,T; L* (g, +00; 2"dx)), pour tout r € [0,1].

Dans le lemme suivant on affirme que f définie par (3.12]) est une solution faible.

Lemme 3.2
Soit f une solution faible définie par (3.12), alors pour tout t>0

[ttt de = [ fr et 0o+ [ Nu()p(eo. s

b 1) | gt shuls)ote) e s) - el )| o,

pour tout o € CX([0,T] X [xg, +00)).

Démonstration:

Puisque f € L>=(0,T; L*(xg, +00; zdzx)), il es possible de multiplier la solution faible f par une
fonction de test ¢ € C°([0,7] X [zg, +00)) et d’intégrer sur [z(, +00) pour obtenir

et e = [ )X (1,0)) ) HX (.0 “

xo xo

] VK, ¢ o P

Par le changement de variable fait ci-dessus pour (3.13]). De plus, on a

ds, (3.14)

/Ot /j(s;mmﬂx’ s) [0ip(x,8) + a(s,2)D,p(w, ) — p(x)p(x, s)] drds

- [ [T (w(X(s;:c,OLS) ol MX(“’O))CZ") dyds

- /;oo fM(@) (X (t;,0),t) e/o (X (osy,0))do

0

dx — /x:oo f™(x)p(x,0)dz.
(3.15)
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Toujours en utilisant le changement de variable mentionné ci-dessus et

/ / X (s8320,0) :U S 8t§0<x S) +CL(S 37)63;90(1’,8) —,U(QZ')QO((E,S)] dxds

[ w(X (039, 2))do
/

= —/Ot/os N(u(Z))js P(X(s120,2),5) € dxds

- t X(o;x9,8))do t
t) e /s”( ( ) dzds—/o N(u(s))e(zo, s)ds.

(3.16)

:_KNm@mawm@,

Finalement, en combinant (3.14))-(3.16]), on obtient que f est une solution faible O

Le lemme suivant a pour but de prouver que les moments de f inférieur a 1 sont continus dans
le temps.

Lemme 3.3

Considérons les hypothéses (H1)-(H3). Soit f une solution faible donnée par (3.12)). Alors pour
tout T'> 0
f e C°0,T), L (xg, +oo; 2"dx)), pour tout r € [0,1]

Démonstration:

Soit T > 0 et r € [0,1], puisque f € L;;°(R,, L'(xg, +00;2"dz)). On a pour tout ¢ > 0 et
ot>0tel que:t+dt<T

+o0o
[ @\t 48 = fe )l = L+ L+ Iy
ol
(t;20,0)
/ 2| f (@t + 0t) — fla,0)|de

X (t+0t;zo, 0
/ 2| f (.t 4 0t) — f(x,)|dx

txo 0)

/ 2| f (.t + 6t) — f(x,t)|dx
t+5t xo, 0)

Le but est de prouver que chaque intégrale converge vers 0 quand 6t tend vers 0.
On a d’abord borné I3, puisque = > X (t + 0t; xo,0) > X(¢; 0, 0)

" f"(X(0; 2, t+ 0t))J(0;2,t + 6t) e

X (t+6t;20,0)

t+ot
s /+oo , - / w(X(o;x, t+ ot))do
- 0
(

Km0y ¢ o P

dz.
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Soit fi" € C5° a support compact supp(f"*) € (0, R.) convergeant dans L'([zg, +00), zdx) vers

fin.
On peut écrit I3 comme suit :

L=L+I+1 (3.17)

ou

+00 ) )
L=/ 2P X, 68) = f(X (05,4 61)
X (t+6t;20,0)

t+6t
- X(o;x,t 4 0t))do
x J(0;x,t+dt) e Jo HeX( ) dz,

t+0t
. ' - X(o;z,t+6t))do
132:/ xT|f;”(X(O;x,t+5t))](();x7t+(5t>e/0 (X ( )
X (t+6t;20,0)
t
' B X(o;z,t))do
— X0, ) J(0; 2, 8) e /Ou( ( ) @,

—+00 . .
B[ () - K (05, )
X (t+0t;x0,0)

t
- X(o;x,t))d
x J(0;z,t) e /0 uX(oie, 1) Uda:.

En majorant le terme exponentiel par un et en faisant le changement de variable
y = X(0;z,t + 0t) dans I et y = X(0;2,t) dans I3, on obtient

+o0 . .
L+ B <26 [Ty ) — f(y)ldy = CH(T, ) (3.18)

o

Grice au lemme on peut majorer I3 par

+o00 . .
ne< | 2K O, 4 88)) — F7(X(02,8)| (052, + 6t)da
X (t+0t;x0,0)

+o00 .
+/ 2 F(X(0; 2, 8)| J(0; 2, + 6t) — J(0; 2, 8)|d

X (t+0t;x0,0)

/OHM w(X(o;x,t + 0t))do e /Ot w(X(o;z,t))do

|dx,

+o0 . —
+/ rER(X(0; 2, 1)) J (02, ¢
X(Mt;mo’o)ﬂ?f (X(0;2,1))J(0;z,t)| e

et on note chaque intégrale par J3, J3 et J3, respectivement.

On remarque de (3.10) que J(0,z,t) < BT et
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. Ce
Ty < e e X (0,1 461) = X (05,0

X (t+0t;20,0
StePT|| fi | [ O X(0;2,5)|d
< fte m oo/ " su — ix,8)| dx
= 1 X (t+3t;20,0) se[t,tE&] ot
) Ce
< SLASBT||fi7)| oo / 7z, (3.19)
o

ou C. dépend de T, A et R., c’est-a~dire le support compact de f".

De plus

. R
J?? < eBTHfgmHLOO/ xr|6G(t,6t,x) . 1|d33
X (t46t;x0,0)

Avec

|G(t, dt,x)| =

t-+ot t
/ c(o, X (o;x,t + 0t))do — / c(o, X (o;x,t))do
0 0
t+ot
< [l (X (ot + 0t) = (X (o2, 1)) u(o)do
t+dt
+/t (o, X (032, ))| do

Ainsi, avec (3.8) et (3.10)

T
|G(t, dt, )| < K||u||Loo/ | X (o;2,t + 0t) — X (o;x,t)| do + 6B
0

T 0
< 5tK||u||Loo/ sup |=—X(o;z,s)|do+ 6tB
0

SE[t,t+6t] ot
< 0t(K||u|| g ATz + B),

oll k est la constante de Lipschitz de p’. Soient © < R, et Cq(T,¢) = K||u||r~ATePTR, + B
et si |z| <y, alors

le* —1] < |eY = 1] + |e7¥ — 1|
Ainsi on obtient

J2 < BT fiM| poo (|e5tCG<tvE — 1| + |e%Calte 1\) / z"dx. (3.20)

z0

Pour Jg, puisque p est positive

t+0t t
N ( [ X (it + st)as — [ M(X(U;x,t))d0>
T < P £ o ale \7° ’ — 1| da.

X (t+6t;20,0)
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Exactement, comme ci-dessus

t

t+4t
/ w(X(o;z,t + ot))do — / w(X(o;2,t))do| < StMATeP 2 + 6t|| || -,
0 0

avec M la constante de Lipschitz de pu.
En désignant par Cy(T,e) = MATePT R, + ||p||r~, on obtient

J?i)% < eBTHfginHLOo (’eétCA{(Tﬁ) _ 1‘ + ‘6—(51501M(T,E) _ 1’) /RE 2" da. (3'21>

o

De (3.18)), (3.19), (3.20) et (3.21) on peut conclure que pour tout £ > 0,

I3(6t) < C3(T,e) + C3(T, 0t €), (3.22)
avec
lim C3(T', ) = 0,
et
lim C3(T, 6t,e)e) = 0.

Concernant I, f peut étre écrit a partir de la condition aux limites.
Soit u® € C° telle que u® converge uniformément sur [0, 7).
Alors, on peut écrire I; comme suit :

X (t4+6t;20,0)
L < / [N (u(so(z,t + 6t))) — N (so(x, t + )| I(w, ¢ + 6t)da
0

t

X (t;0,0) - / w(X(o;z,t + 0t))do
+ / x" N(ua(so(:ﬁ, t+ (5t)))](x7 t+ §t> e Jso(z,t+dt)
zo

t
—/ (X (o;2,t))do
so(z,t)

— N(u(so(z,t))I(z,t) e dx

. /x_:((t;xo,ﬂ) 2" |N(u(so(z,t))) — N(u(so(z,t))| I(z, t)dz.

De (H3), on obtient de maniére similaire & I3, qu’il existe deux constantes C{ (T, €) et C3(T', §t, €)
tel que
L(6t) < CH(T,e) + C}(T, ot ), (3.23)

avec
. 1 o
ll_I)I(l) Ci(T,e) =0,

et
lim C?(T, 6t,¢) = 0.
6t—0
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Finalement, pour I, on utilise les deux formules de f,

t45t
X (t+5t;20,0) f/ w(X(o;z,t + dt))do
I = / 2 | N (ulso(w, t + SO) (.t + 6) ¢ Isowt+dn
X (t;20,0)
t
| [ n(X(ew1)do
— (X (0;2,))J(0; 2, t) e Tso(@t) de.

En utilisant la constante de Lipschitz de N notée K, a partir de la définition de I et a 'aide
du lemme [B.1] on obtient

I < wgem T K y| X (¢ + 6t; 20, 0) — X (¢, 20, 0))|

AT X (t+6t;20,0) |
+ajer [ Fm(X(0: 2, £))J (05 2, 1) .
X (t;20,0)

En utilisant la régularisation f et ) il existe deux constantes C3 (T, €) et C3(T, ot,€) tel que
pour tout € > 0,
L,(6t) < Cy(T,e) + C3(T, 0t €), (3.24)

avec
. 1 o
lim G5 (T ¢) = 0,

et
. 2 .
(Slgirb C5(T, dt,e) = 0.

Pour conclure, en combinant (3.22)), (3.23)) et (3.24]) on obtient pour tout € > 0 et ot > 0,

400
/ 2| f(z,t +6t) — f(z,t)|de < CH(T,e) + C*(T, 6t €)
Zo
Avec CH(T,e) et C*(T, dt,e) sont deux constants telles que

lim C(T,e) =0,

e—0
et
lim C*(T,6t,e) = 0.

6t—0

On remarque que la preuve reste la méme quand dt est négatif, on prend la limsup en dt, on
obtient

+oo
0 < limsup 2" f(x,t + 0t) — f(w,t)|de < CH(T,e), pour tout e > 0.

dt—0 o

La preuve est terminée lorsqu’on prend la limite € tend vers zéro ce qui meéne a
f € C%[0,T], L'[xg, +00); 2"dz) pour tout r € [0, 1]. O

On a fini cette section avec une estimation utile pour 1’étude de 1'unicité.
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Proposition 3.2

Soient uy,uy € C)(Ry) deuz fonctions données et T > 0. Soient fi et fo deux solutions faibles
de (3.1))-(3.3) associées respectivement a uy et uy, avec les données initiales fi™, fi* données par

la formule (3.12)). Alors pour tout t € (0,T)
[ alfi@t) = o tlde < [ alfin(a) - g (a)lde
[ wtge o) — ) dods
+A1/0 / | fi(z, ) — folz, s)|deds

+ /Ot(Kw + Cl1 fa (s 8)|| 2 (wda) ) w1 (8) — ua(s)]|ds,

ou Ay est donné par (3.8) pour uy et Ko est la constante de Lipschitz de N dans [0,R] avec
R = max(||u1]|r=0,1), ||t2|| L= (0,r))- Finalement C' > 0 est une constante telle que p(x) < Cw.

Démonstration:

Cette estimation obtenue a partir d'un argument classique d’approximation.
En effet, soit h = f; — f5 et

/x:w W, (e, £)dz = /+°° B (@), 0) da:—l—/ w1(s)) — N(us(s)))e (o, 5)ds
—I—/ /+OO (z,s [gp(z,s) —|—a1(s,a:)£vgp(x, s) — u(z)p(x,s)| dxds

)7 ) = aals, o) ol )5 ot s,

Soit h. une régularisation de h et Ss une régularisation de la fonction Sign.
On pose ¢(z,s) = Ss(ho(s,x))g(z) avec g € C([xg,+00)). Puis, on passe a la limite 6 — 0 et
€ — 0, on obtient

/x:oo |h(x,t)|g(z)dx = /zjoo W™ ()] g () da + /Ot(N(ul(S)) — N(uy(s)))Sign(ho(z0))g(zo)ds
—f-/ot /I:OO \h(x,s)| [m(s,x)aaxg(x) — p(x)g(z)| dads
+/0t /gg:oo(m(s,:c) _a2(37$))f2(l’7S)Sign(h(s,&?))aaxg(x)dxds.

Finalement, on approche la fonction d’identité avec une fonction de régularisation
nr € C([xg, +00)) tel que nr(z) = = dans (0,R), puis en passant a la limite R — 400,
on termine la démonstration. U

On obtient du lemme que f définie par (3.12) est une solution faible et 'unique de .
En effet, si u; = uy et fi* = fi" dans la proposi conduit & 1'unicité.

Enfin, le lemme [3.1] assure la continuité dans le temps des moments avec un ordre inférieur ou
égale a un.

Ceci conclut la preuve de la proposition [3.1]
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3.4 Preuve du résultat principal
Dans cette section, on prouve le théoreme on étudie d’abord 'opérateur S dans (3.4)) .

Lemme 3.4

Considérons les hypothéses H2-HJ. Soient u™, p'™ et b™ des données initiales positives et f™
satisfaisant H1. Soit M > 0 assez grand tel que u'™, p™, b < & et définir

X = {(u,p,b) € C°([0,T))* : 0 < u,p, b < M}

ot C°([0,T])* est muni de la norme uniforme. Alors, il existe T > 0 (assez petit) tel que
S Xy — X est une contraction.

Démonstration:

Soient M suffisamment grand tel que maz(u®™, p™, b™) < % et T' > 0 assez petit tel que

(Yu + ™M + 0 + 20C1 (M) + Co(M, T))MT < &L,
(v +TM)MT < &,

(a+5)MT<M
(A
(Ap

ou C1(M) est la constante de Lipschitz pour N sur (0, M) et
Co(M,T) = CeMCT (|| £ 13 ey + C1(M)MT) | (3.25)

ou C est une constante tel que p(z) < Cx voir (3.13)). Ces hypotheses sont vraies pour tout
(u,p,b) € Xy, alors S(u,p,b) € Xy c’est-a-dire que la solution reste bornée par M et positive.

Il reste a prouver que S est une contraction. Soient (uy, p1,b) et (ug, p2, be) appartient & X ;.

Alors

||Su1 - SU2||00 < 7uT||U1 - u2||oo + TTHulpl - U2P2Hoo
+ 0T||by = ba|[oc + 20T CL(M)||ur — uz||o

+00 +oo
+ T sup ul/ p(x)fl(x,s)dx—m/ p(x) fo(z, s)dx|. (3.26)
t€[0,T] zo Zo
Alors
[uip1r — uapal|oc < Mlur — usl|oo + M||p1 — pa|oo (3.27)
et
+o0 +oo
sup ul/ p(x) fi(z, s)dr — u2/ p(x) fo(z, s)dx
t€[0,T)] zo Zo

< Co(M, T)|Juy — uz||oc + CM sup
t€[0,T]

/x:“xlfl(x,s) - fg(x,s)|dx’. (3.28)
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De la proposition

sup
t€[0,T]

+o0
[ alfi(a,s) = fala,s)lde| < T(CL(M) + CO(M, T))lur — sl o (3.29)
De méme pour borner |S,, — Sp,| et [Sp, — Sh,|.

On en déduit qu’il existe une constante C(M,T) ne dépend que de M et T tel que

||(Su1= va Sbl) - (Su2= Sm? sz)HOO < C(M7 T)TH(uhpl? bl) - (u27p27 b2>||007 (330>
avec C(M,T)T — 0, quand T tend vers 0. Par conséquent, si T est assez petit tel que
C(M,T)T < 1, alors S est une contraction. O

Maintenant, a I'aide du lemmeon obtient une solution locale positive sur [0, T'] qui est unique
avec la solution (u, p, b) reste bornée par la constante M. La solution satisfait f € C°(0,T; L' (xdz))
et u,p,b € C°0,T).

De plus de (H3), N est continue et de (H2), p(z) < Cz ou C est une constante positive. Donc
of € CO0,T; L\(dx)).

On conclue que u, p et b définis dans la définition [3.1] ont des dérivées continues.

Maintenant, on remarque que les solutions satisfaites sur [0, 7.

d
—(u+p+2b) = Ay + Ay — Yt — Ypp — 62b — nN (u)

dt
1 oo
- E“/x p(a)f(z,t)dx

< A—m(u+p+2b),
avec m = min(7y,, ¥y, 0) et A = A, + A,

En utilisant le lemme de Gronwall, la solution reste bornée pour tout moment par :
in in in A
u+p+2b<u"+p" 420" 4+ —. (3.31)
m

A partir de cette majoration globale sur u, p et b, on peut construire la solution sur n’importe
intervalle de temps [0, 77, [0,27] ect. Ceci termine la preuve du théoréeme.



Conclusion

Le lien entre le prions et la maladie d’Alzheimer n’est pas entierement compris, mais des re-
cherches récentes suggerent que les oligomeres A sont des inducteurs possibles de la neuropatho-
logie de la maladie d’Alzheimer. L’élément clé de cette hypothese est que les plaques S-amyloides
augmentent leur taille au fil de la progression de la maladie en regroupant des oligomeres Af,
qui sont liés aux protéines PrP¢. Les oligomeres Af existent a la fois comme liés et non liés aux
protéines PrP¢, et le taux d’agglomération dans la formation de plaques S-amyloides dépend des
concentrations des oligomeéres AS liés et non liés, la concentration en PrP¢ soluble et la taille de
plaques S-amyloides. On a introduit un modele mathématique de 1’évolution de cette maladie basé
sur ces hypotheses, et a présenté une analyse mathématique de ses propriétés fondamentales. Plus
précisément, on a analysé en détail les propriétés d’existence et d’unicité des solutions, ainsi que
les propriétés qualitatives de comportement de solution. Dans des cas spécifiques, on a quantifié la
stabilisation des solutions en régime permanent, une caractéristique bien connue de la progression
de la maladie d’Alzheimer.
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