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Avant-propos

Ce polycopié est le support du cours des Equations Différentielles D’Ordre Fraction-
naire enseigné a l'université Belhadj Bouchaib d’Ain Témouchent pour les étudiants de
deuxiéme année Master de mathématiques par Kheira Mekhalfi. Il a été transcrit tout au
long de ’année et ne saurait en aucun cas remplacer le cours.

Ce document est trés proche du cours enseigné, et excepté quelques infimes modifica-
tions, il retranscrit le cours tel qu’il a été donné a tous les étudiants.

Pour toutes remarques, suggestions ou corrections concernant ce document, merci de

me contacter pour que je puisse modifier et corriger ce polycopié.

Auteur : K. Mekhalfi



INTRODUCTION

Au tournant de ce siécle, de nombreux simulateurs ont la conviction étrange que les
équations différentielles décrivent tout ce qui se passe dans le monde réel. Cette approche
de la modélisation peut donner lieu a des tentatives de modification de la réalité pour
s’adapter aux outils de simulation, alors que la méthode correcte devrait étre compléte-
ment opposée. Le défi consiste a rechercher de nouveaux outils ou & utiliser ceux qui sont
connus depuis longtemps, mais qui sont simplement oubliés.

Les équations différentielles sont d’'une grande importance car elles modélisent les per-
formances de divers dispositifs mécaniques et électriques ainsi que le comportement des
systémes de controle automatique, comme nous voyons que l'incertitude inhérente a la
modélisation du systéme dynamique conduit toujours a des équations différentielles en

tant qu’outil mathématique correspondant.

Les équations différentielles d’ordre fractionnaire jouent un roéle trés important dans la
description de certains problémes du monde réel. Les ingénieurs trouvent dans les équations
différentielles d’ordre fractionnaire un outil précieux pour la modélisation de nombreux
phénoménes dans divers domaines de la science. En effet, on peut trouver de nombreuses
applications en viscoélasticité, électrochimie, électromagnétique, etc.

La théorie des équations différentielles d’ordre fractionnaire a récemment re¢u beaucoup
d’attention et constitue aujourd’hui une branche importante de I’analyse non linéaire.
Nombreux articles de recherche et de monographies ont paru et sont consacrés aux équa-
tions différentielles fractionnaires, voir par exemple Miller et Ross|[13], Podlubny [16], Kil-
bas, Srivastava et Trujillo[10], Oldham et Spanier|[14|. Dans une série de documents (voir

[5, 6, 4, 12]) les auteurs ont considéré certaines classes de problémes aux valeurs initiales



pour les équations différentielles fonctionnelles impliquant les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville et Caputo.

Dans ce plycopié on s’intéresse a 1’étude de 'existence et 'unicité des solutions pour
certaines classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Notre travail est reparti en trois chapitres qui sont organisé selon le plan suivant :

Le premier chapitre intitulé "Calcul Fractionnaire", contient un ensemble de défi-
nitions et résultats qui nous seront utiles dans la suite de cette étude. Ce chapitre est
partagé en trois sections :

La premiére section, présente un rappelle de quelques définitions et propriétés des fonc-
tions spéciales (Gamma, Béta et la fonction de Mittag-Liffler).

La deuxiéme section, est consacré aux intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-
Liouville et de Caputo.

La troisiéme section, présente une série d’exercices corrigés pour le but d’enrichir le cours.

Le deuxiéme chapitre intitulé "Equation différentielle d’ordre fractionnaire", on
traitera l’existence et 'unicité des solutions d’un probléme aux limites pour les équations

différentielle d’ordre fractionnaire suivant :

‘D¥(t) = f(t,y(t)), pourtout te J=[0,T], 0<a<l,

ay(0) + by(T) = c.

Ot ¢D? est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : J x R — R est une fonction
continue, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.
Ces résultats sont obtenus & 'aide des théorémes du point fixe de Banach et de Leray-

Schauder.

On termine par une série d’exercices corrigés.

Le Troisiéme chapitre intitulé "Equation différentielle semi-linéaire d’ordre frac-
tionnaire", ce chapitre est partagé en quatres sections :
La premiére section, présente un rappelle de quelques définitions et propriétés de la théorie
de Cy-semi-groupes.

La deuxiéme section, est consacré a I’étude des équations différentielles semi-linéaire de



type :
w(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t € J=10,b] ;
u(0) = uyg,

ot A: D(A) C E — E est un opérateur densement défini, f € L*(J, E) et (E, ||.||) est un
espace de Banach.
La troisiéme section, est consacré a l’étude des équations différentielles semi-linéaire d’ordre

fractionnaire de type :

Dy(t) = Ay(t) + f(t,y(t)), t € J=[0,0],0 < a <1 (1)

y(0) = 0. (2)

Avec A un opérateur linéaire fermé et non borné de E, f € C(J, E) et D* est la dérivée
fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

La quatriéme section, présente une série d’exercices corrigés pour enrichir le cours.



Chapitre

Calcul Fractionnaire

1.1 Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation de la différenciation et I'intégration ordi-
naire a I’ordre non-entier arbitraire réel ou complexe. On croit généralement que le concept
de calcul fractionnel découle d'une question posée en 1695 par M. Hépital (1661-1704) a
G.Leibniz (1646-1716), qui cherchait le sens de celui de Leibniz actuellement populaire
notation gZ—E{ = D™y pour la dérivée d’ordre n € N sur la possibilité que n soit une fraction

(Et sin = %7) Dans sa réponse, datée du 30 septembre 1695, Leibniz écrit & L’Hopital

comme suit : "Cela conduira & un paradoxe". Mais il a ajouté prophétiquement :
"D d d ( iles d'un j irées."
e cet apparent paradoxe, des conséquences utiles d'un jour seront tirées.

De ces paroles la, on voit un développement important des équations différentielles frac-
tionnaires ces derniéres années.

Pour plus de détails sur 'interprétation géométrique et physique de la dérivation fraction-
naire voir [17| on peut consulté aussi le site web http ://people.tuke.sk/igor.podlubny/,
rédigé par Igor Podlubny.

1.2 Fonctions Spéciales

Les fonctions spéciales sont définies de maniére assez imprécise, puisqu’elles regroupent
les fonctions que 'usage (ou la fréquence d’utilisation) a fini par associer & un nom. Parmi

ces fonctions, la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffer.
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1.2.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est fonction d’Euler Gamma I'(z),
qui généralise la factorielle n! et permet n de prendre aussi les non entiers et méme des
valeurs complexes.

Nous allons rappeler quelques résultats sur la fonction Gamma.

Définition 1.2.1 La fonction Gamma T'(z) est généralement définie par l'intégrale sui-

vante

['(z) = /O+OO e 't Re(z) > 0. (1.1)

Cette intégrale est convergente pour tout complexe z € C, si Re(z) > 0.

Proposition 1.2.1 L’une des propriétés fondamentales de la fonction Gamma est qu’elle

satisfait o l’équation fonctionnelle suivante :
I'(z+1) ==2[(2). (1.2)
En particulier :
Fn+1)=n!, VneN".

Une autre propriété importante de la fonction Gamma, est qu’elle a des poles simples aux

points z = —n, (n=0,1,2,...).

Preuve. On démontre cette proposition par une intégration par partie de (1.1)

—+00
T(z+1) = / e”t D=L g
0

—+o00
/ et 7 dt
0

—t 210 /+OO —t z—1
= [—e t } +z e 't dt.
0

+oo

N J/
-~

T'(2)

Donc

En particulier, on a :
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et en utilisant (1.2), on obtient pour z € N* :

['(2) = 1I'(1) = 1.1 = 1
I'(3) = 2I'(2) = 2.1! = 2
I'4) = 3I'3) = 3.2! = 3
'n+1) = nl'(n) = nn-1)! = n!
Par conséquent
I'(n) = (n—1)!
]
Proposition 1.2.2 Pour tout n € N*, on a
1 (2n)! /7w
r — )= 1.
(n+2) 4r nl (1.3)
avec
1
()
2
Preuve. On a
1
r(g)=va

En effet, On pose le changement de variable suivant :

u=+t = t=u* et dt=2u du.

d’ot

D’aprés I'intégral de Gauss on a :

Alors
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Calculons maintenant (1.3) pour tout n € N*,

I
T~
S
+

I
N
3
+
NI~ N~ N~ N~

En multipliant et divisant par (2n —2).(2n —4) ... 2, on a :
1\ @n—1).2n-2) ... 321
r 2 = .
(n+ 2) o (2n—2).(2n —4) ... 2 VT
(2n—1)! /7

T 2n ol (n— 1)
C (@2n-1)'ym
©22n-l (p — 1)

En multipliant et divisant par 2n, on obtient :

r <n—|— %) C 2n@2n-1) VT

©220-19p (n — 1)

(2n)! V7

4 n)

Par conséquent (1.3) est prouvée. =

Théoréme 1.2.1 La fonction Gamma est définie et de classe C* sur |0, +o0], ses dérivées

successives sont données par la formule

1.2.2 Fonction Béta

Dans de nombreux cas, il est plus pratique d’utiliser la fonction Béta au lieu d’une

certaine combinaison de valeurs de la fonction Gamma.
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Définition 1.2.2 La fonction Béta est définie par [intégral d’Euler de seconde espéce
1
B(z,w) :/ (1=t dt, Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.4)
0
Cette intégrale est convergente pour tout z,w € C si Re(z) >0 et Re(w) > 0.

Proposition 1.2.3 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation sui-

vante :
I'(2)I'(w)

PEv) = Tera)

Re(z) > 0, Re(w) > 0. (1.5)

D’ou il résulte que Béta est symétrique :
B(z,w) = B(w, 2), Re(z) > 0,Re(w) > 0.

Preuve. Soient (z,w) € C?, avec Re(z) > 0 et Re(w) > 0. En utilisant le théoreme de

= / / 7Tt vl e dt d
o Jo

On effectue le changement de variable r =t + x

M)l (w) = /0 h = /O Tl e e dr at

/000 e_r[/ooo e — )« ! dt] dr

Fubini, on obtient

On pose t = rs et on aboutit a
00 1
Fzlw) = / e / r(1—s) trots* ==t dsdr
0 0

o] 1
= / e TrteT 1/ (1—s)ts* ! dsdr
0

o

= e TpEtes 1drB(z: w)
0

= I'(z +w)B(z,w)

Proposition 1.2.4 Pour tout p,q € C; Re(p) > 0 et Re(q) > 0 on a les propriétés

sutvantes :

1. B(p,q) = B(q,p)

2. B(p,q)=B(p+1,9) + B(p,qg+1)
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3. B(p,q+1) =1B(p+1,9) = 7L B(p,q)
4. B(p,q) = f0+oo %dt = 2f05 (Sint)Zp_1<cos t)2q_1dt
Démonstration.

1.
1 1
B(p,q) = / (1=t dt = / (1 —t)P~9 dt = B(q,p).
0 0

2.
_ I'MT(e+1) Tl qC®I(q)
Boat) = 50,5050 “Thret ) - Gprolp+a
q T(PIl(q) ¢
p+qaT(p+aq) _p+qB(p’q)
on obtient

(p+q)B(p,q+1)=qB(p+q)

et ceci implique

B(p.q) = SB(p,q+1)+B(p,q+1)
pl'(p)l'(g+1)

aC(p+q+1) +Blpatl)
pl'(p)ql'(q)
q'(p+q+1) +Bpatl)
— T B )
D’ou
B(p,q) = B(p+1,q) + B(p,q +1)
3.
_ I'Mrig+1)  T(p)l(q)
Blpa+d) = Tlp+q+1) qClp+q+1)
q pL'(p)I'(e) — qT'(p+1I(g)
pT(p+q+1) pTlp+q+1)
= §B<p+ 1,q)
D’ou

q
B(p,q+1)=——B(p,q
( ) erq( )
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4. On a
1 1 1 .
B(p,q) = B(q.p) = / (L=t dt = / A R VN2
0 0
Posons % —l=r=t= TJ%I et dt = —t%dr, donc
0 -1
1 rP
B = — d
(p-q) /m (r+ 1)pta=2 (r + 1)2 "
+o00 p—1
= / _ dr
o (r+1)pte
D’ou
“+o0o tp*l
B = ———dt
(p,q) /0 ST
e Montrons que B(p, q) = 2ng (sint)?P~!(cost)?1dt
on a B(p,q) = fol tP=1 (1 — ¢)771 dt, alors par le changement de variable
t = sin® a = dt = 2 cos a sin ado
Alors
: 2p—2 2 1
B(p,q) = 2/ (sina)®~*(1 — sin” )7 cos ar sin adov
0
g
= 2/ (sin @)* ! (cos ) * 2 cos adax
0
= 2/2(sin ) (cos a)* tda
0
]

1.2.3 Fonction de Mittag-LefHler

Définition 1.2.3 On appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

+00 k
z
Ea”g(Z) = kgzo m z € C,(X,ﬁ > 0.

Pour g =1

+o0 k
z
Ea,l(z) :Ea(z) :Zm7 ZGC,OZ>O
k=0
Et pour =1, aa=1 on a

El,l(z) = ¢~

Cette derniere joue un réle trés tmportant dans la théorie des équations différentielles

d’ordre entier.
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Propriétés 1.2.1 1. E;;(z) =¢€*

2. ELQ(Z) = -1

z

3. E173(Z) = ez_z#
4. Ey1(2*) = cosh(z)
5 E2’2(22) _ sinh(z)

z

6. Vm € N, Ey ,(2) = Zm%l [ez - Zl:_o2 7@_]7

Démonstration.

1. Soit z € C, alors

+0o0

k +oo
z
Eis(2) = kz T(k+2) Z k: 1) k'

k—1
Comme ¢* = > %0 ”Z, on obtient e* = 2>/ = +1

k—1 _ N z_
et alors /% 20— = ©=L dott By ,(z) = L
+oo  ZF (oo g2
3. Ona Ey3(z) =>4 T(k+3) — 2<k=2 Kl
Puisque

+oo Sk +0o k=2 100 k-2 e — 1

e* —Zk'—1+z+z22 X sz! = 22_Z=E1,3(2)

4.
) +o00 Z2k +o00 Z2k
E = —_——— — h
()= T(2k + 1) =2 o1~ coshlz)
k=0 k=0
5.
) +o0 Z2k +oo 2%
E —
22(7) ;r(zkm) kz(%Jrl)
B 1 f »2k+1
z (2k + 1)
_ sinh(z)
N z
6. Soit m € N fixé on a
1 T2k
Eym(2) zm—1 [ez B F]
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Montrons que Ej ,,11(2) = ZLm [ez - Z:o1 7@_17]
p z
Ei, = Py
1m+1(2) %r k+m+1) & (k+m)(k+m)
_ X b 1 Xk
— kD(k) = kL(k)
1 X2k
k=m

1.3 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire

Dans cette section on va présenter les notions de la dérivée et l'intégrale fractionnaire.
Il existe beaucoup d’approches différentes qui ont été utilisées pour généraliser la notion
de dérivation d’ordre non entiers, par exemple on a : la formule de Griinwald-Letnikov,

Riemann-Liouville et de Caputo, on s’intéresse seulement sur les deux dernier.

1.3.1 Intégrale et dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a € C, (Re(a) > 0) au sens de Riemann-

Liouville généralise la célébre formule attribuée & Cauchy d’intégrale répété n-fois,

Igf(:c):/; dt, /atl dtg.../atnlf(tn) dt
_ 1 ’

-— / (e — 8" f(t) dt, VneN. (1.6)

D’aprés la généralisation du factoriel par la fonction Gamma; (n — 1)! = I'(n). Observent
que le second membre de (1.6) pourrait avoir un sens méme pour des valeurs non-entiéres

de n, il était donc naturel de définir I'intégration fractionnaire comme suite :

Définition 1.3.1 (intégrale de Riemann-Liouville) Soit f : [a,b] — R une fonction

continue. On appelle intégrale fractionnaire d’ordre o € C au sens de Riemann-Liouville
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de f mnotée I, lintégrale suivante :

I f(x) = ﬁ /x(x 0y dt, (x> a,%Re(a) > 0). (1.7)

Ou I' est la fonction Gamma et on note Ig par 1*.

En particulier, pour a« =1, on a :
Lf(z)=1f(z).
Exemple 1.3.1 On considére la fonction f définie par :
fx)=(r—a)’, x€lab] ou B>-1, a>0.
On a alors
°f(z) = ﬁ / @0t — a)? dt. (1.8)

En effectuant le changement de variable suivant :

t=a+ (x—a)r, avec 0<7<1, donc dt=(x—a)dr (1.9)
Done, (1.8) devient

IYf(x) = ﬁ/@ (r—a—(z—a)r)* Ha+ (z —a)T —a)’(x — a) dr

1 ! o
- [ == (@ =0 @) dr
_ (x—a)*tP ! (B+1)—1 a—1
= T(a) /0 T (1—7)*"" dr.
En tenant compte de la fonction Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on aura :
i) =T pis 1)
‘ I(a) ’

_ (@=a)* T3+ (o)
I'a) T(B+a+1)

Alors, on obtient l'intégrale fractionnaire d’ordre o de la fonction f, telle que :

I f(x) = %(z —a)*"?, (1.10)
Cas particulier,
Sia=1. D’apres (1.2) on déduit que
INz —a)’ = ﬁ(w —a)'h.
Si 3 =0. On a dans ce cas
Il = ! (x —a)*.

I'(a+1)
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Proposition 1.3.1 Soit f € C([a,b]). Pour « et 3 des nombres complexe ot Re(a) >
0 et Re(B) > 0, alors l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété

suivante :

I [17f ()] = 1577 f (). (1.11)

Preuve. Soit f € C([a,b]), On a par définition de I

2 [21@)] = g [ =0 (121 0 a

_ ﬁ / N {ﬁ / (= )5 f(s) ds| d.

D’aprés le théoréme de Fubini, on pourra permuter 'ordre d’intégration et on aura :

012 f(2)] = / / (t—s)*7" f(s) ds dt
(s)/ (x —t)* 't — )7 dt ds. (1.12)

J/

W/a

-~

A

En effectuant le changement de variable suivant dans l'intégrale Z, telle que :
t=s+(x—s)1, avec (0<7<1), donc dt=(z—s)dr.
On obtient

T= /0 (x—s5— (v —8)T)* s+ (x—s)7 —5)"Hw—s) dr
= [ He=90=nr @ =9 =) dr
= (z — s)o‘+’g_1 /1(1 — 7')0‘_17”3_1 dr.

En tenant compte de la définition de Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on aura :

T=(e—s)""""B(3,0)

k1 L()I'(5)
T(a+p5)

En retournant a la formule (1.12), on obtient alors
1

=(r—s

12 (1250 = e | {@_S)Mﬁl% N
L e d
[‘(a+g)/a( ) f(s)d

= I;7 f ().

d’otl le résultat. n
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Définition 1.3.2 (Dérivée de Riemann-Liouville ) Soit Re(a) € |n — 1,n[, n €
N* et f € C([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o € C au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction f notée DS, la fonction définie par :

Dgf(x) = D" 17" f(x)]

1 d\" [*
T I(n—a) (@) /a (=) f(t) dt, (n=[Re(a)]+1,2>a). (1.13)
Ou [.] la partie entiere d’un nombre réel et D™ = (d%)n'

En particulier, pour a € N la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouuville coincide
avec la dérivée classique ;
e Sia=0,0na:

Dyf(z) = DI, f(x)] = f(x).

e Sia=neN, ona:
Dy f(x) = D" I f(@)] = DML, f(x)] = D" f(x).
Exemple 1.3.2 On considere la fonction [ définie par :
fx)=(r—a)’, x€lab] ou BER.
Soient n € N* et o >0 tel que a €n—1,n[, Nous avons
D¢(z —a)’ = D" [I}"*(z — a)’].

D’apres (1.10), on obtient :

F(ﬁ + 1) (:E _ a)n—a—l-ﬁ]
B+1+n—a)
(8 +1) K d )"(x_a)n—aw], (1.14)

TT(B+1+n—a)|\da

D¥(x —a)? = D" [F

On sait que
(%)”(m_@naw_(n_O‘Jrﬁ)(n_O‘JFB_1)"'(n—a+6—n+1)(x_a)na+ﬁn

=n—a+Bn—a+p—-1)(B—a+1)(z—a)
FrG+1+n—a)

— _ 4)B«
= TG —at D) (x —a)”™ (1.15)
Par substitution de (1.15) dans (1.14), on aura :
ar NG _ rB+1) I'B+14+n—qa) 5,
Da(w —a) CT(B+1+n—-a)| T(B—-a+1) (x—a) '
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Alors, on obtient la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de la fonction

f, telle que :
pg+1) _
afy B — _ )8«
D& (z —a) F(ﬁ—a—i—l)(x a)’~e.

Cas particulier,
Sia=1. D’apres (1.2) on déduit que

Ir@E+1) - L, d

Dy —g)f — 22T D Ne1 gt L 8
Mo =) = e -0 = e o) = Lo —a)

Remarque 1.3.1 a) Il est important de noter que la dérivée au sens de (R-L) d’une
constante n’est ni nulle ni constante, car st on prend le méme exemple précédant

pour 3 =0 on obtient :

Dgl = m(ﬂf - CL)ia # 0.

b) Par contre la dérivée de (R-L) d’une fonction non identiquement nulle peut étre nulle ;

1 g_ -1
27T T2,

Dia?) = %(%%)/Ox(x—t)—% b ).
A [ Y )

On fait un changement de variable u =

Prenons par exemple o = a =0 nous avons :

% on obtient :
1

1 —1 d 1 1 1 1 1
D2(z7) = —(—— “2(1l—w)" 2 x 2u" 2 xd
(x72) da:<I’(%)/0 x2(l—wu) 22 2u 22 u),

- %(Fé) /01“ — ),
- & (75G9)

- Ha"

- %<r<1%>>:

Lemme 1.3.1 Soient o € R* et n € N tel quen —1 < a < n et fla,b] — R une

fonction donnée. Supposons que D f = 0. Alors

R T(k+1)
f(x>_kzz(]ckf(k+1+a—n)(x_a

ot ¢ sont des constantes quelconques.
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Preuve. Comme D7 f = 0 alors

n—1
(DI f)(z) = 0= " f)(@) = ) cx(z — a)*
k=0
Par composition avec I on obtient
n—1
GN@) = D ali(z—a)
k=0
n—1
- F(k + 1) k+a
= CkI’(k:+1+a)(x a)

bl

=0

En rempalacgant (17 f)(x) par son expression, on trouve

D) = g [ o= S0 = S e e~

uis, par une dérivation classique d’ordre n par rapport & x, on obtien
Puis, d t | d’ord t , btient

1) k+a—n
ch k+1+a—n)<x @)

Remarque 1.3.2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non-commutative,
i.e:
Do D? # D*F £ DP o D
Exemple 1.3.3 On considére la fonction f définie par :
f:la,b) — R
r — f(x)=1
1 11 1,1
Calculer D3 f, DD f et D§ * f

1

Solution. On a D 1= % ~2 cecl nous donne

1 1 d 1 [* 3

DD}l = ——— —dt

00 (%)dfﬁﬁ 0 (:L‘—t)%
1d [*

on sait que

11 1.1
Donc DEDE1=0= D¢ 21 "
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Exemple 1.3.4 Soit la fonction f définie par :

f:la,b) — R
r — f(x)=21a"

N

1 11 141
Calculer DZf, DEDZ f et D" 2 f

1
Solution. De la méme maniére que l’exemple précédent, on trouve que (Dg f)(z) = 0, de

plus on a

D’ou (D(%Doéf)(x) —0#£—Lz2 n

Exemple 1.3.5 Soient a; = % et ag = %, la fonction f définie par :

1 3 13 3 1 143
Calculer D§ f, Dg f, DiDg f, Di D f et D§ > f

Solution. On a

et alors
x 1 1 1 1 1
/t2(1:—t) idt = /7’2(1—7’)2x2x2dr
0 0
1 1 1 3 1
= x/ r?(l—r)‘?dr:x/ r2 (1 —r)2 " tdr
0 0
31
— SL’B(§,—)
Alors
s BRY TONG) 3 ya
pih) = B2l COHD )T
I'z)  TEIG)
% 1 1 d2 3
D’ou
(DgDg f)(x) =0 (1.16)
3 1 3 N/ ZL‘_%
(0§D} (@) = DIS) =2 (117)
x_%

(1.18)
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Alors d’aprés (1.16), (1.17)et (1.18) on a

Dgél D(C)Qf 7é D(C;zDSqf 7& D(O]é1+a2f

Propriété 1.3.1 (Linéarité) Soit Re(a) € |n — 1,n[, n € N* et soient les deuzx fonc-
tions f et g pour laquelle les dérivées fractionnaires d’ordre o € C de Riemann-Liouville

existent. Alors pour A\, € C, on a :

Dy (Af + ng) (x) = XD f)(x) + p(Dgg)(x)

1.3.2 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville
Lemme 1.3.2 Si Re(a) € In—1,n[, n € N* et feC([a,b]), alors on a l’égalité
(DSIZf) (x) = f(=).
Preuve. En se basant sur la propriété classique :
(D"I;f) () = f(x),

Et en utilisant la définition 1.3.2 et de proposition 1.3.1, on déduit

(DSIZ ) (w) = D" [17* (15 f (@)

d’ot1 le résultat. -

Propriété 1.3.2 Sin > Re(a) > Re(B) >n—1>0, alors pour f(z) € C([a,b]), on a la

relation
(DII2f) (&) = 17 f (2)
En particulier, si =k e N et Re(a) > k, alors

(DEISf) (m) = I°7" f(2). (1.19)



1.3 Intégrale et dérivée d’ordre fractionnaire 21

Preuve. En utilisant la définition 1.3.2 et de proposition 1.3.1, on obtient

(DAL f) (x) = D" [I77 (13 f ()]
— D" [] n+a— Bf }
=D"[I} (I8P f(z))]
= 1377 f(x).
d’otu le résultat. n

Lemme 1.3.3 Si Re(a) € In—1,n[, ne N* et feC([a,b]), alors on a U'égalité

~ DU (1;7 f(a))

USD30) () = 100) =32 = Sy o=
En particulier , si 0 < a < 1 alors :
(12D31) (@) = Fo) = 2 - 0

Pour « € N on a :

1eDsf) () = f(2) - 3 2@ gy

Remarque 1.3.3 pourn—1<a<n ona:

~ DU (f(a)

)a—k
MNa—k+1) '

(IeDJf) (x) = DI~ (=) —

(r—a
-1

On déduit alors que la dérivée et l’intégration fractionnaire ne commutent pas en général,
c’est-a-dire :

(12D7) f(x) # (D217) f(x)

1.3.3 Dérivée fractionnaire de Caputo

La notion de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement de la théorie du calcul fractionnaire. Cependant, les de-
mandes de la technologie moderne exigent une certaine révision de I’approche mathéma-
tique pure bien établie, car les problémes appliqués nécessitent 1'utilisation des conditions
initiales f(a), f'(a), etc. Ces besoins ont bientot conduit & la naissance d’une définition
alternative des dérivées fractionnaires qui a été introduit par M.Caputo a la fin des années

soixante.
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Définition 1.3.3 (Dérivée de Caputo) Soient PRe(a) € |[n — 1,n[, n € N* et f €
C"([a,b]). On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o € C au sens de Caputo de f notée

°D¢, la fonction définie par :

Dy flx) =1, [D"f ()]

| z o )
- m/a (x = )"0 @) dt,  (n=[Re()] + Lw>a).  (1.20)

On note °D§ par °D®*.
Remarque 1.3.4 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o €
Jm — 1, m[ s’obtient par une application de l'opérateur d’intégration fractionnaire d’ordre

m — « suwit d’une dérivation classique d’ordre m, alors que la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.
Exemple 1.3.6 On considére la fonction [ définie par :

f(x)=(r—a)’, z€lab] ou B>0.
Soient n € N* et >0 tel que o € [n—1,n], Nous avons

Dy (x —a)’ = I;7* [D"(z — a)’]

I S ARV A 1
_F(n—a)/a( fr-at (- a)”) ™t

On sait que

Lpg+1)

(=) = Fr gyt =™
et donc
‘Dz —a)’ = O Zg?(—; 1_) W) /x(:v — )"t — @) dt (1.21)

En effectuant le changement de variable (1.9) dans Uintégrale T, On obtient
1

I= / (z—a—(r—a)r)" “Ha+(z—a)T —a)’ "(x—a) dr
0

- / (@ - a)(1 =) (& - )" (¢ — a) dr

1
e [ et
0
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En tenant compte de la définition de Béta (1.4) puis de la relation (1.5), on aura :

IT=(x—8)""B(B-n+1n—a)

~(z- 8)5_QF(6 —n+1)l'(n—a)
r'g—a+1) '

En retournant a la formule (1.21), on obtient alors

r'p+1) I'B—n+1)I'(n—a)
I'(n—a)l(B—n+1) I'—a+1)

‘D%z —a)’ = (x —a)?™|.

Ainsi, on obtient la dérivé fractionnaire de Caputo d’ordre o de la fonction f, telle que :

c _ F(ﬁ+1) —a
Da(x—a)ﬁ—m(x—a)ﬁ .
Do
I'p+1) o
F(ﬂ——a—i—l)(:p_a)ﬁ S ﬁ>n—1
‘Dz —a)’ =
0 s Be{0, 1,2, n1}

Remarque 1.3.5 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une fonction constante

f(t) = C est nulle, autrement dit : *D2C = 0.

Propriété 1.3.3 (Linéarité) Soit Re(a) € [n—1,n[, n € N* et soient les deuz fonctions
f et g pour laquelle les dérivées fractionnaires d’ordre o € C de Caputo (1.20) existent.

Alors pour A\, € C, on a :
Dy (Af +pg) (x) = A °Dg f(x) + 1 “Dgg(x).

Propriété 1.3.4 Si Re(a) € In —1,n[, n € N* et f e C"([a,b]), la relation reliant la

dérivée Riemann-Liouville (1.13) et celle de Caputo (1.20) est donnée par :

D () = I PE AU - o)
=D%f k;o Ik —a + D (x—a)™ (n=[Re(a)]+1,2>a) (1.22)

En particulier, lorsque Re(a) €]0,1[, on a :

“DS f(x) = D2 f(a) — ( —a). (1.23)
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A partir de (1.22), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de
Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo, si a est un point zéro d’ordre n de f.

Plus précisément, on a :
f®a)=0, (k=0,1,---,n—1) . Alors, °Df(x)= D>f(z). (1.24)

Preuve. Soit f € C"([a,b]), par définition 1.3.2, on a :

— [P il p)(g
D [f(x) Y a>k] — Dy [f(x) DI a>k]

k=0
AN AU
B <%> /a I'(n—a) J) = kZ:O I'(k+1) (t- a)k] dt.
~- y
Par intégration par partie de l'intégrale Z, on obtient :
___ 1 S0
T e D (f(t) _§ T(k + 1)(t_“)k> S ]m
T ((l‘ . t)nfoﬁl)fl d n—1 f(k)(a)
* /a T(n—a+1) (E) [ﬂt) Tk + 1) (t- a)k] .
Donc,

n—1 (k) a
TZ=1"°"D [f(x) -> f—i))(a; - a)k] :

De méme fagon pour n fois on aura :

n—1
T = o | fay— 5 LD (o gy

= LD" | f(x) -

= [D"f(x) — D"Z F(k;——i—i)@ - a)k]

n—1 (k)
Or kz:% I:f(k——i(—ai)(x —a)* est un polynome de degré n — 1, donc :

T = 11 (D).
Alors,
n—1 (k) a n
D7 | () —Z%@—a)k] ~(4) mre s

= DI (D" f(x)] .-
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En tenant compte de (1.19) de la propriété 1.3.2 et de la définition 1.3.3, on obtient :

n—1 (k) a
D [f(x) Y - a)k] = DIy I (D" )

k=0 Id

= 1,7 [D" f(x)]
=Dy f(x).

En plus par linéarité de 'opérateur D, on a :
Do M@ s A A () .
a f(x)—kzgm(x—a) = Dy f(z) — Dy W(I—@) :
Et d’apres 'exemple 1.3.2; on aura :
e [ W) )k] R A N
o —(x—a)"| = ——— D%z —a
— I'(k+1) — I'(k+1)

= [W)  Tk+1)
4~ T(k+1) T'(k—a+1)

(x —a)F™

k=0

f¥(a o
_ZF —a+ x—a)k .

Alors,
n—1 n—1
f*(a) -
_Z (x —a)*| = Df(x Z (x —a)"
=0 F(k+1) k:OF _a+1
Ce qui montre (1.22). "

Lemme 1.3.4 Soient PRe(a) € In — 1,n[, n € N* et [ € C*([a,b]), alors I’équation

différentielle d’ordre fractionnaire

‘D f(x) =0,
Admet une solution
n—1
F@) =Y el —a)t, (n=re()] + 1),
k=0
Oules ¢, €R, (k=0,1,...,n—1) sont des constantes arbitraires.

Preuve. Soit Re(a) > 0, on a I'équation différentielle d’ordre fractionnaire ;

‘DYf(x)=0.
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D’aprés la définition 1.3.3, on a :
1" [D" f(x)] =
On applique l'opérateur “D]~* aa cette formule, on aura :
Dy D" f ()] =
D’aprés le Lemme 1.3.5, il résulte que :
Dy I D" f(x)] = D" f(x) =

Alors, il suffit de remarquer que

d n n—1
(@J (2:%@—ay>—O,C%ER,(k—QL”wn—1)
k=0

Ce qui montre que :

1.3.4 Relation entre intégrale et dérivées fractionnaire au sens de

Caputo
Lemme 1.3.5 Soient Re(a) € |n—1,n[, ne N* et feC"([a,b]), alors
("D 13 f) (x) = f(x). (1.25)

Preuve. Soient Re(a) € In —1,n[, n € N* et f € C"([a,b]), La relation (1.22) de

proprié¢té 1.3.4 permet d’obtenir le résultat suivant :

n—1 (k;
(g )" (a) -
cDa[a — DO&[O{ _ Dl.
(PN @) = (DD @) = 3 e -
Puis d’aprés le lemme 1.3.2, on a
n—1
(o)™ .-
Da[a o o
(DilE]) (e ;:r —a+1 (v —a)
Et comme k <n—1<Re(a), pour k=0,1,-- — 1, alors les dérivées

(L?f)w)(a)=:0-

Ce qui donne
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Lemme 1.3.6 Soient Re(a) € |n—1,n[, n e N* et feC"([a,b]), alors

(g “Dgf) () = f(x) - (—a)f,  (n=[Re(a)] +1).

Preuve. Soient Re(a) € [n—1,n[,n € N* et f € C"([a,b]), d’aprés la définition 1.3.3,

on a:
(Ig Dy f) (x) = I~ f " ()],
Et d’apres la proposition 1.3.1, il résult que

(Ig D f) () = (15 f™) (@)
— %n)/ (z — )" L™ () at.

J/

-~

(1)

Par intégration par partie de l'intégrale (I;), on aura

(12 D) (o) = s [l = 0 100+ ) [ a2y a
= (=0 V() n_1/ - “f“(t>dt-

En faisant le méme pour (/3), on aura

(I “Dgf)(z) = —%n)(x —a)" D (g) — e

+ ﬁ / x(a: — )" 3 =) at

En poursuivant par une intégration par partie successive, on obtient finalement

(Ig D) (@) = —%@s )y () - ﬁ@s a2 a)
+—/ JaRI(

=————(@—-a a—;x—a”_2 =2 (g

(=) — e = )
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1.4 Exercices

Dans cette partie, nous exposons une série d’exercices d’application dans le but d’en-

richir le cours.

1.4.1 Enoncés

Exercice 1.4.1 Calculer a l’aide de la fonction Gamma les intégrales suivantes :
1. f;oo e dx
2. [F37dz

1
+oo 3 922
3. fo x3e dz

1 x
4- fo \/jlina:
. fjge*2‘$|dx

Exercice 1.4.2 Donner la preuve de la formule de duplication

T+ b

['(2z2) = NG 5

ou de maniére équivalente :

1
B(z, 5) =2%71B(z,2)

Exercice 1.4.3 1. Vérifier que pour tout o > 0 et B > 0 la propriété suivante est
vérifiée :

d
Faplz) = BFapin(2) + 02 Fapia(2)

2. a- Montrer que

n—l g

. z
—2E51(2)=n2 'E1y(2) +n g ()
k=1 n

b- Sachant que E1 ,(0) = 1, calculer E1 1(z).
Exercice 1.4.4 Soit la fonction f définie par :

flz) ="

1. Calculer I*f(x)

2. En particulier, calculer I°f(x) pour o = 5 et §=0,1,2.
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Exercice 1.4.5 Soit la fonction f définie par :

f@) = 5o = 1"

1. Calculer I2 f(z) pour a =1 et o = 2

—_

2. Calculer °D$ f(x) pour o = 1 et a =4

3. Calculer D2 f(x) pour a = 3
Exercice 1.4.6 Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = exp(kz); k>0

1. Calculer I*_ f(x)

2. Calculer D*  f(z)

Exercice 1.4.7 Montrer qu’on peut écrire I sous la forme suivante :

1°f(a) = ﬁ / e e - e

Exercice 1.4.8 1. Calculer I®T[Df(t)]

2. Montrer que
— Dg " f(a)(t —a)**
MNa—k+1)

DG ()] = f(t) -

k=1
Exercice 1.4.9 Soient A > 0 et § > 0. En utilisant la définition de [’exponentielle comme

la somme d’une série entiere.

1. Montrer que

r—a))* T(B+Ek)

Az -1 Aa a+p—1 A
127 (x — )P = e (x — a)*tF Z( ( k! Mo+ 3+ k)

k>0

2. Calculer D¥[e??]

1.4.2 Correction des exercices

Solution 1.4.1 1. [ a%e@dz =T(4)=3!=6

+00 +oo +o0o
/ 3_4Z2d2 — / (eln3)(—422)dz — / 6_(4 1n3)22d2
0 0 0

2.
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Soit x = (41n 3)2?%, alors

/+ooe‘md(x—) = ! /me_;e"”dx

0 41n3 2v41n3 Jo
O

2v/4In3  4vIn3

3. Posons que y = 212 = 1 = % = dr = Zdy

T g oeh 1 T .
e dr = / e Yd
/0 2 fy 1

NI

4. Soit —lnx=u=x=e", alors quand t =1 =u =0 et quand r =0 = u = ©

[ e,
o V—Inz B 0 \/ﬂ
= / u_%e_“du:T(l):\/E
0 2

5. Puisque f(x) = f(—=), alors par le changement de variable (2z = y),

“+o0o +oo “+oo
/ e~ Aol dy = 2/ e dy = / e Vdy =1
—0o0 0 0

Solution 1.4.2 Nous avons
1 1
B(z,2) = /tz‘l(l—t)z_ldt:/ [t(1 — )" dt
0 0
% 1
_ / [t(l—t)]z‘ldt+/ (1 — )t
0 1

2

On pose s =1—1t = ds = —dt, alors

1
2

N|—=

Donc )

Blz,2) = 2/02[73(1 At

On effectue alors le changement de variable s = 4t(1—t) = (1 —s)2 = 1 — 2t et on obtient

1 .(2-1) d
s s
B(z,z) = 2/0 22 11— 20)

: / D1 - )
2(22-1) 0
1 1

sen B 5)
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Alors

Finalement on trouve :

Solution 1.4.3 1.

b- On a:

|
S
D

[
S

222—1 1
'(2z2) = L)'z + <)
T 2
> k
z
E, =
s+1(2) ;;ka+6+n
kzk—t d =
Tkt 55D ~ gz leonl?) Z;Fak+ﬁ+n

=\ (ak+ B)z*
[(ak+5+1)

d
= [BEyp+1(2) + azaEaﬁH(z) =
k=0

(ak + 3)2"
(ak + B)T(ak + 3)

k

I(ak + B)

= Eup(2)

I
S
&
3
L
&5
O
_|_
S

une équation différentielle du ler ordre avec second membre.

dz

d n
y:nznflyjln\y|:z"+c:>y:cez
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omayl0)=1=c=1

n—1

E%J(Z) = ez +nez Zﬁ/o 6_3c a:k_ldx

k=1 n
Solution 1.4.4 1. I°f(x) = [°2° = ﬁ Jy (@ —t)>"1ePat
En faisant le changement de variable : u = % = du = %

On obtient :

1 1
127 = —/ 1 —w)* 2 Yau)’zdu
fag ] @

b e [T ety

= P(oz)er /0(1 u)*  uldu
1

= ml’aJrﬁB(ﬁ—'—l,@)

_ F(6+1) xa—i—,@
a+5+1)

2. pouroz:% et 3=0,1,2. on a :

F(E) T
3
[l = F(E)I%:% -
5
[22? = P(i))x%:E =
F(g) 15V 7«
Solution 1.4.5 On a :
L(G+1)
I%x — B NN e OB
M= = G
LB+1) _
D¢ _ B - -\ =) _ B—a
I VT s B G0
0 ={1,2,...n—1};
cDg(:p—a)ﬁ = g=A }

D(5+1 —a
F(ﬁ(ﬁl)a) (x—a)~@ B>n-—1.

Alors :
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1.
M gl IO 1 TE)
ligl 1)4_3r(4+1+§)(x R “arar Y
; 1 T s 1 TG u
h (x_1)4_3r(4+1+§)(x o “star ;Y
2.
. S S N C) RR S S S C) B
Dl_<x_1>4_3r(4+1—§)($ b’ —3r<1+g>(” D
CDF%(x—l)‘*:o
3.
VI S 4 () g1 TG e
bizle=1) _3F(4+1—g)(x D _3F(1+§)( D
Solution 1.4.6 1.
@ _ g _ 1 > a—1 .
I f(z) = 1% exp(kx) = m/o t* exp(k(z —t))dt
_exp(kz) [,
() /0 t* L exp(—kt)dt
Posons : y =kt = dy = kdt et
. _explkr) [F oy o dy
I¢ exp(kx) = (o) /0 (k:> exp( Z/)k
exp(kz) /°° o1 fott
= exp(—y)dy
D) Jo 7 70 k
~ exp(kx) o -a
Ia) D(a)k™ = k™% exp(kx)

D?__exp(kx) = D"I" Fexp(kx)

d
= ﬁka_” exp(kz)

= k“7"k" exp(kx) = k% exp(kx)

Solution 1.4.7 On pose s =x —t = ds = —dt, quant t =x = s =0 et quant t = a =

s=x—a alors;

@) = o [ =0 o
! ’ a-l — 38)(—ds
- W/ f(x — s)(~ds)
1

= T(a) /Ow—a s f(x — s)ds
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Solution 1.4.8 1.

IHDf()] =

Par intégration par partie avec
vV = f'(s)ds = v = f(s).

PP = prpllt = 6+ oy [ =9 s
_ «a . (t_a)a a
= 1)~ @)

B0 = g [ =9 D)

- P(a1+ 3 / & (1~ )1 D3 (s))ds

- ety [ sriossene]

En faisant des intégrations par parties répétés, nous ontenons

1

1 t ol Mo B t N " i
F(a+1)/a(t_s) [Dif(s)lds = F(Q—M/Q(t—S) T L f ()]s

- Fam s

MNa—n+1

n (t—a)a_k'H dn k .
a ;F(a—kJrQ){dt"k“ o )}

S et A AR

MNa—n+1
n (t_aoc k+1

B ;F(a k+2) (D f ()]

_ [04 n+1 In af ZF — k+2 Da—kf(a)}

Donc

LIDGF0)] =
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Solution 1.4.9

I3[

(x —a)’ ' = ﬁ /x(x — 1) leM(t — a)P e (1.26)

On poset =a+r(x —a) = dt = (x — a)dr alors :

avec

1.5

(1.26)

(1.26) =

1 1
_ / e)\ae(:v—a))\r(x . a)a—l—,@’—l(l . T)a_l’fﬁ_ldT
0

[(a)
)\a(x _ a)cx—i—,@—l

[(a)

e

1
/ e(x—a))\r(l . ,r,)a—lrﬁ—ldr
0

k B ((z — a)\)krk

atf-1 ((z — a)\)k /1(1 _pyerlpikelg,
0

((z —a)N)*
k!
a+p8-1 _ (({L‘ — CL))\)k F(ﬁ + k)F(Oé)

Z k! L(B+k+a)
(z —a)N)* T(B+k)
k! L(B+k+a)

BB+ k,«a)

(d%)n {ewx —a) ) = _/;)A)k T(n E(Zi ?+ 1)

NT(k + 1) d\"
Aa el _ \ntk—«a
¢ Zk!r(n—a+k+1)<dx) (z-a)

k>0

MOE+1) Th+k—a+1)
Aa _ N\k—«
‘ Zk!F(n—aJrkJrl) ot @9

k>0

a —a ()\(ZL‘ — a))kT‘(k: + 1)
6)\(,1;—CL) Z F(I{?—Oz+1)

k>0

Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté les définitions et les propriétées des fonctions spéciales,

I'intégrale d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville, la dérivée d’ordre fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville et de Caputo et a la fin de ce chapitre on a présenté une série

d’exercices corrigés.



Chapitre

Equations Différentielles d’Ordre

Fractionnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle des outils de base et des résultats préliminaires essentiels.
Nous consédérons le probléme a valeur initiale d’équations différentielles d’ordre fraction-

naire au sens de Caputo, nous nous intéresserons a l’existence et I'unicité de la solution.

2.2 Notations et Définitions

Dans cette section, nous présentons les notations et définitions nécessaire pour ce cha-
pitre.
Soit J = [0,T], T > 0, Notons C(J,R) I'espace de Banach des fonctions continues définies

de J dans R, muni de la norme :

[Yllee = sup{ly(®)|/t € J},

ou |.| est une norme sur R.

. Définition 2.2.1 Soit E un espace de Banach et A : E — E, un opérateur. On dit que
A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que :

|Az — Ay||lg < K|z — y||g, pour tout x,y € E.

Proposition 2.2.1 Soit C(J, E) lespace des fonctions continues de J wvers l’espace de



2.3 Théorémes du Point Fixe 37

Banach E et M C C(J, E).

M est relativement compact ssi

(i) M est borné i.e. 3b > 0 tel que ||f|loo < bVf €M,

(ii) M est équicontinu i.e

Ve > 0,30 > O0Vay, 20 € J 1 |1 — 22| <6 = |f(21) — f(22)| < e Vf eM,

(iii) Ve € J , {f(z) € E, f € M} est relativement compact dans E.

Définition 2.2.2 Soient E et F' deuz espaces de Banach et f : E — F une fonction;
o f est dite compacte si l'image f(FE) est relativement compacte dans F,

o f est dite completement continue si elle est continue et ['tmage de tout borné de E est

relativement compacte dans F.

Théoréme 2.2.1 (Arzela-Ascoli) Soit F' une famille des fonctions continues définies
sur un intervalle [a,b]. Alors F est relativement compacte (précompact) dans Cla,b] si F

est équicontinu et uniformément bornée.

2.3 Théorémes du Point Fixe

Dans cette section nous présentons deux théorémes du point fixe qui sont utilisés pour
démontrer l'existence et 1'unicité de solution pour des équations différentielles d’ordre

fractionnaire.

Théoréme 2.3.1 (Contraction de Banach) Soit X un espace de Banach et

f X — X une contraction. Alors, f a un unique point fize.

Théoréme 2.3.2 (L’Alternative Non Linéaire de Leray-Schauder) Soit E un es-
pace de Banach, et U C E convexe avec O € U. Soit F' : U — U est un opérateur
complétement continu. Alors ou bien

(i) F a un point fize

ou bien

(ii) L’ensemble € ={x € U :x = AF(x), 0 <X < 1} est non borné.
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2.4 Probléme aux limites pour des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaire

On va étudier 'existence et I'unicité de la solution d’un probléme aux limites pour des

équations différentielles d’ordre fractionnaire
“D%(t) = f(t,y(t)) avec t € J=10,T], 0 <a<1, (2.1)

ay(0) + by(T') = c. (2.2)

Otu “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R, une fonction
continue, a, b, ¢ sont des constantes réelles avec a + b # 0.
On va présenter deux résultats d’existences, on va utiliser le théoréme de point fixe de
Banach dans le premier résultat et dans le deuxiéme on va utiliser le théoréeme de point

fixe de Leray Schauder.

Lemme 2.4.1 Soit 0 < o < 1 et soit h: [0,T7] — R une fonction continue. Une fonction

y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) = yo + ﬁ /0 (t — s)* 'h(s)ds. (2.3)

St et seulement sty est la solution du probléme a valeur initiale pour l’équation différen-

tielle fractionnaire

cDy(t) = h(t).t € J = [0,T], (2.4)
y(0) = yo. (2.5)

Preuve. Soit y solution du probléme (2.4) — (2.5).
On appliquant l'opérateur I* aux deux membres de 'égalité dans 1'équation (2.4), on
aura :

I°°D%y(t) = I*h(t)

1

I°°Dy(t) = m/o (t — 8)* 'h(s)ds, (2.6)

d’apres le lemme 1.3.6 et pour a =0, et n =1,

on aura

I1°°D*y(t) = y(t) — y(0), (2.7)
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de (2.6) et (2.7) on aura :

I _
)= 0) = s [ (=) h(s)as
@) Jo
et on a
1 t
) = 9(0) + s [ (6= 9 This)ds,
@) Jo
ce qu’il fallait démontrer. [

Lemme 2.4.2 s0it 0 < a < 1, et soit h: [0,T] — R une fonction continue,

une fonction y est une solution de [’équation integrale fractionnaire

1

W0 = o / (t — )2 h(s)ds — —

Ca+b

b (T ol
o /0 (T — s h(s)ds —c|. (28

Si et seulement si y est la solution du probléme aux limites pour ’équation différentielle
fractionnaire

°DY(t) = h(t),t € [0,T], (2.9)
ay(0) + by(T) = c. (2.10)

Preuve. D’aprés le lemme 2.4.1 on a I’équation intégrale (2.3), et on utilise la condition

(2.10) pour calculer la constante vy, donc

ay(0) = ayo, by(T) = by + %/0 (T — 5)* *h(s)ds.

On aura :

b T
ayo + byo + —/ (T — 5)* 'h(s)ds = ¢, avec a+b#0,
(@) Jo

par suite, on aura :

B -1
a+b

b [T ot .
m/o (T — s)* "h(s)ds ]

On obtient alors I’équation (2.8).

Yo

Inversement

On va appliquer l'opérateur *D* a I’équation (2.8), comme il est linéaire on aura :

1 b (T o1
po (@/{) (T — s)* "h(s)ds — c)]

1

cDozy(t) — cDa[F ¢ Do

@ /o (t —s)* "h(s)ds

= cDOIeR(t),
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d’apreés le lemme 1.3.5, on aura

et
ay(0) +by(T) = a| — - —1F b (%/ﬂ (T — 5)* 'h(s)ds — c))]
b ﬁ /0 (T — 52" h(s)ds
- - —11- b % /0 (T — 5)* 'h(s)ds — c)]
- - j_ ; %/@ (T — 5)* 'h(s)ds — c]
+ % i (T — 5)* 'h(s)ds
- a—?—b %/0 (T — 5)* 'h(s)ds — c]
—ab b b? T o1
= @t ol T (ot b)F(a)] /0 (L= 8)" hls)ds
a b

i c(a +b - a+ b)
- —ab(—; j_ab—)i_rb()(i))_ b /0 (T — s)* 'h(s)ds + ¢

et on obtient ’équation (2.10). "

Définition 2.4.1 Une fonction y € C'(J,R) est dite solution du probleme (2.1) — (2.2)

st y verifie [’équation integrale suivante :

1

W = o / (t— )" f (s, y(s))ds — —

Ca+b

b [T ol
m/o (T — ) f(s,y(s))ds — c].

2.5 Résultats Principaux

On va énoncer un premier résultat sur 'unicité de la solution du probléme (2.1) —(2.2)

on utilisons le théoréme de contraction de Banach.

Théoréme 2.5.1 (H;) Supposons qu’ il existe une constante k > 0 telle que

|f(t,u) = f(t,v)| < Eklu—v], pourtoutt € Jettoutu,v € R. (2.11)
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o b
kT (1 + m')

['(a+1)

alors le probléme (2.1) — (2.2) admet une solution unique sur [0,T].

St

<1, (2.12)

Preuve. Transformons le probléme (2.1) — (2.2) en un probléme du point fixe.

Considérons l'opérateur : F': C([0,T],R) — C([0,T],R). Définie par :

1 1

}qw@y:ﬁgléﬁ—sf1ﬂ&M@M8—513

b (T ol
@/0 (T —s)* " f(s,y(s))ds — c] )

(2.13)

Il est clair que les points fixes de I'opération F sont solution du probléme (2.1) — (2.2).
F est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R), alors (Fy) € C([0,T],R). Pour montrer que
F admet un unique point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction.

En effet.

Si z,y € C(]0,T],R) alors pour tout ¢t € J on a :

F@O-FOOl = |go [ =9 (o) = —
Y o
[m/o (T —s)* " f(s,z(s))ds o)

b

= ptnas+ =

S AP _
< g | =) = Flo s
14 ! o
+ Mot /, (T = s)* 7! f(s,2(s)) = f(s,y(s)|ds
kle =yl [ o Bkl —yllee [* o
< o) /O(t—s) Yds + T()a+b /O(T—s) ds
KT (1+ B
Prenons le supremum sur [0, 7], nous avons
KT(1+ 2
wm@—F@wws[ fagy |l vl

par la condition (2.12), Popérateur F' est une contraction et donc F' a un unique point
fixe par le principe de contraction de Banach, qui donne une solution intégrale unique au

probléme (2.1) — (2.2). "

Ta)/o (T —5)*" f(s,y(s))ds — C]

Y
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Le deuxiéme résultat pour le probléme (2.1) — (2.2) est basée sur le théoréme de point

fixe de Leray-Schauder.

Théoréme 2.5.2 Supposons que :
(Hy) f:]0,T] x R — R, une fonction continue

(Hs) 1l existe une constante M > 0 telle que :
|f(t,u)] <M  pourtoutt € [0,T], et tout u € R.
Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet au moins une solution sur [0,T).

Preuve. On va montrer que F' défini par (2.13) admet un point fixe, on va utiliser le
théoréme du point fixe de Leray-Schauder. La preuve est donnée en quatre étapes.
Etape 1 : F' est continu.

Soit {y,} une suite dans C ([0, T],R) telle que y,, — y dans C([0,T7]),R)

ie lir_"I_l |yn — y|lo = 0, on va montrer que lirf |G (yn) — G(y|loo = 0, pour tout t € J.

PO = FOOL = |5 [ (€9 snehas

- = (FL s>a-1f<s,yn<s>>ds—c>

- | s

v L ( - )alf(s,y<8))ds—0)‘

< s [ sl = Sl

¥ % [ — 9 sl = Syl

< ﬁ / (8= 5" s (00 (5) — F (o, ()l

bt [ a*szﬁ%rﬂs,yﬂ(s))—f<s,y<s>>\ds
||f<.,yn<.>>,f<.,y<.>>||oo e -

< T(o) {/O(t—s) ds—i— b[ ds}
1+ b

< oty ) = F Ol
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Prenons le supremum sur [0, 7], on obtient

bl
la+b|
al'(«)

(1+

)T

1E(yn) = F(y)llo < LGy () = FCy()) oo

Puisque f est une fonction continue, nous avons :

bl \7a
e

I'a+1)

1E(yn) = F(y)llo < 1FCun()) = Fy(D)lle = 0 quand n — oo,

donc F' est continu.

Etape 2 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné dans
C(J,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout n > 0, il existe une constante strictement positif
[ tel que pour chaque y € B, = {y € C([0,T],R) : |ly|lcc < n}.

On veut montrer que ||F(y)||c <.

On a pour tout t € [0, 7]

L t — ) f(s. y(s))|ds —|b| ! — ) f(s. y(s —|C|
[F(y)(t)] Sm/()(t ) f (s, y(s))|d +F(a)|a+b|/0 (T — 8)*7 2| £ (s, y(s))| + P
de (H3) on a:
Mo a1 i " - ]
[Fy)(t)] < m/o(t—s) ds+m 0 (T — 5) d8+|a+b|
< M o _ ‘b’M o ‘C|
S @ Tar@lard T+
M @ |b’M lo" ‘C| _
Pl < ot e My

et donc F'(B,) est uniformement borné.

Etape 3 : I transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans C'([0, 7], R).
Soit t1,ty € [0,T], t; < ta, B, un ensemble borné de C([0,T], R) de 'étape deux et soit
y € By,
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Alors
P - Fob] = | [ 6= = 6= o1l
+ ﬁ/ (ty — s) (s,y(s))ds
< %/ t1—8)* "t — (ty — 5)* ds
+ F%/ (ty — 5)* ds
M (0% o (07 (07

< m[(t2 — 1)t — ]+ m(tg —t1)
< (=) (i 1),

Ia+1) ['(a+1)

Quand t; — t5, le membre droit de I'inégalité précédente tend vers 0.
Alors, 'ensemble Y (t) = {F(y)(t) : y € B,} est précompact dans R. D’aprés les étapes
précédentes et le Théoréme d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure que F' est un opérateur
complétement continu.

Etape 4 : Estimations a priori des solutions.
Maintenant reste a montrer que :
e={yeC(JR):y=AF(y) pour 0< <1} estborné.

Soit y € ¢, alors
y=AF(y), pour 0 < A <1,

donc pour chaque t € J on a :

1/ ol 1 b (T o1
y<t>=A[m NG f<s,y<s>>ds—ﬂ<m JRE f<s,y<s>>ds—c>],

pourt € Jona:

) < ﬁ / (t — ) f(s,y(s))ds
o (T ¥
+ T(o)la+b] J, (T —5)* | f(s,y(s))|ds + PR
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on a
Mo A ]
t < — t—s) g . T — s)* 1
bl < rmyﬁ( S v TPl A R Py
M M]b| ||
< TO& (07
= al(e) al(@atb jato]
on a
M o M|b o c
I'(a+1) C(a+1)]a+ 0] la + b

avec R une constante strictement positif. Cela montre que ¢ est uniformement borné par

conséquence du théoréeme 2.3.2 du point fixe de Leray-Schauder.

On déduit que F' admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme de

(2.1) — (2.2). [
Ensuite, nous donnons un résultat d’unicité des solutions du probléme (2.1) — (2.2).

Le lemme suivant est essentiel pour la preuve de notre résultat principal.

Lemme 2.5.1 (Lemme de Gronwall) Soient ¢, et y trois fonctions continues sur un

segment [a.b], a valeurs positives et vérifiant l'inégalité.

v < el0)+ [ vl Ve lab) (2.14)

Alors
1) < o)+ [ elhuorean( [ Wdds o€ o]

Preuve. Posons F(t) = sz/)(s)y(s)ds.
En multipliant les deux membres de (2.14) par 1 (t), on obtient :

F'(t) = () F(t) < @(t)¢ ().

Ce qui s’écrit aussi :

Gﬁnwwwwmmj/w@mxww

ﬂﬂZﬂme/¢®%%

comme G(a) = F(a) = 0, on déduit par intégration :

Gws/¢@wmwefwwwm.
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Or, d’aprés 2.14, on aura

oi0) < 9(0) + GOean( [ " y(s)ds),

d’ou le résultat voulu. ]
Maintenant on va présenté un théoréme d’unicité des solutions du probleme

(2.1) — (2.2).

Théoréme 2.5.3 Supposons que les conditions du théoréme 2.5.2 sont vérifiées et suppo-

sons que de plus qu’il existe une constante positive K telle que :
lft,u(t)) — f(t,v(t)| < K|lu—|oo, V t€J et Yu,ve C(J,R).
Alors le probleme (2.1) — (2.2) admet une unique solution sur J.

Preuve. L’existence d’au moins une solution y(t) du probléme (2.1) —(2.2) est assurée par
le théoréme 2.5.2. Pour prouver I'unicité de y(t), on suppose que le probléme (2.1) — (2.2)
admet une autre solution.

Soit z(t) cette autre solution du probléme (2.1) — (2.2) alors pour chaque ¢ € J, nous

00 =01 = |5y [ €= oDt - = |57 | <T—s>a-1f<s,y<s>>ds—c]
! t ol B ' —8)* 1 f(s,2(s))ds — ¢
- i [ e+ | s [ s st ]

< s [ = st = TG sl

; %’M' /OT<T—s>a1|f<s,y<s>>—f(s,z<s>>|ds]

< s [ oty = sl - o I [ oty - s
< p [T =y sl + o S gty — s
< K“;—&';I') [ =y sl

Maintenant, on va utiliser le lemme de Gronwall 2.5.1, avec ¢(t) = 0 et u(t) = |y(t)—=z(t)],
on obtient y(t) = z(t), ou 'unicité de la solution du probleme(2.1) — (2.2).
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2.6 Exercices

Dans cette section, nous exposons une série d’exercices d’application pour illuster I'uti-

lité de nos principaux résultats.

2.6.1 Enoncés

Exercice 2.6.1 Soit le probleme aux limites suivant :

e e”'ly(®)] _
O e e A USRS O (2.15)

avec

y(0) + y(1) = 0. (2.16)

Montrer que le probleme (2.15)-(2.16) admet une solution unique par le théoréme de

contraction de Banach.

Exercice 2.6.2 Soit le probléeme aux limites suivant :

2

cD%(t) = 19—+€t|y(t)|, teJ=100,1,0<a<1 (2.17)

y(0) +y(1) =1 (2.18)
1. Déterminer la solution générale du probleme (2.17) — (2.18).

2. Montrer que le probléeme (2.17) — (2.18) admet une solution unique par le théoréme

de contraction de Banach.

Exercice 2.6.3 Soit le probleme non linéaire d’équation différentielle d’ordre fraction-

naire avec la condition integrale :
Doy(t) = fl.y(x)),  teJ=[,0<a<1 (2.19)

(1 "y)(a) = b (2.20)
ou : DY est la derivée d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
f:J xR — R une fonction non linéaire borné.
1. Déterminer la solution générale du probleme (2.19) — (2.20).

2. Montrer 'existence de la solution par le théoreme de Leray-Schauder pour (I}~*y)(a) =

0.
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8. Montrer Uunicité de solution.

Exercice 2.6.4 Soit le probleme aux limites avec conditions non locales suivant :
D(t) = f(t,y(t)), pour tout t € J =[0,T],1 <a <2 (2.21)
y(0) = g(y), y(T)=yr (2.22)

1. Déterminer la solution générale du probleme (2.21) — (2.22).

2. Donner des conditions pour que le probléme (2.21) — (2.22) soit admet une solution

unique par le théoreme de contraction de Banach.

Exercice 2.6.5 Soit le probleme aux limites non locales :

o,y — eyl _
D%y(t) = CEGIENPOIE pour tout t € J =1[0,1],1 < <2 (2.23)

y(0) = Z ciy(ti), y(1) =0 (2.24)

4

ou 0 <ty <ty <,,,<tp,<letc;,i=1,...,n sont des costantes positives avec Z?Zl ¢ < z.

Montrer que le probléme (2.23) — (2.24) admet une solution unique par le théoréme de

contraction de Banach.

2.6.2 Correction des exercices
Solution 2.6.1 Posons :
e tr

(O+e)(1+z)

Soit z,y € [0,00) et t € J alors on a :

f(t,z) = (t,x) € J x [0, 00).

t

e Ty
_ e'lr —y|
O+e)(1+z)(1+y)
ot
< (9+6t)|m—y|
1
< E|$—y|-
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D’ot la condition (Hy) est vérifiée avec k = nous vérifions la condition (2.12) est

1
107
satisfaite pour des valeurs appropriées de o € (0,1] aveca =b =T = 1.

En effet,
3k

2l (e + 1)

Alors par le théoréme 2.5.1 le probléme (2.15) — (2.16) a une solution unique sur [0, 1] pour

3k
<lelat+1)> =015 (2.25)

les valeurs de « satisfaisant (2.25).

Solution 2.6.2 1. Soit

(t,0(0) = 25— lu(0)
On a : .
1% D = If (1, y(t)) = ﬁ / (= ) £ (s, y(s))ds
et

Sy - o

I cDa:y(t)_Z .

k=0

et pour a =0, n=1 on aura :
[*°D" = y(t) — y(0)

donc

donce la solution est :

W0 = | = 9 (s, () ds + L (i s (6

2. Soient x,y € [0,00] et t € J, alors on a :

2
t — t < —
Ft0) = [y < grle ol
< Zlr—yl < =lz—y
—|x — —l|z —yl.
= gt Y=gt Y

Alors la fonction [ est lipschitzienne de rapport k = 1—10 < 1.
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On transforme le probléeme (2.17) — (2.18) en un probléeme du point fize :

Considérons 'opérateur :
F:C(0,1,R) — C(0,1,R)
yt) — Fy)(t)

avec !

1 ! ol
1— m/o (1—3s) f(s,y(s))ds] )

Siz,y € C([0,1],R), alors, ¥t € J nous avons :

F)(O) = gy [ (=9 fls.po)ds + 5

PO - FOO < s [0 (sa(9) = fls. ()l
1 ! ol
gm0 ) = (o)l
o L R oy O
e AR v AL
e = yloe | 2=yl
= 100 (a4 1) N 200 (a+ 1)
< m”x — Ylloo-
D’ou
I7(@) = F0) e < gy = vl

Alors l'opérateur F' admet un point fixe unique qui est la solution unique du probléme

(2.17) — (2.18) si pour a € [0,1] et satisfaisant la condition suivante

3

3
— <1<l 1) >
200 (o + 1) (a+1)

%.

Solution 2.6.3 1. Nous avons : (Dy)(x) = f(x,y(zx)).

En appliquant Uopérateur I sur les deux membre de ’équation (2.19)

I3 Dy(x) = 17 f(z,y(x))
1

:iﬂﬁé<x_wlva@Mt

d’autre part comme I}~y = D> 1y nous avons

12Dy() = la) - P A e
= y) - @)
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Alors la solution générale du probleme (2.19)-(2.20) est s’écrit comme se suite :

y(z) = %(x ety ﬁ / “o— 0P f G ()t

2. Supposons maintenant que :
H1) La fonction f:J x R — R, continue bornée

H2) I existe une constante M > 0 telle que :

|f(x,y)| <M pour tout x € J, et tout y € R.

Alors le probleme (2.19) — (2.20) admet au moins une solution sur J.

Transformons le probleme (2.19) — (2.20) avec (I}17*y)(a) = 0 en un probléme du
point fize.
Considérons l'opérateur F : C(J,R) — C(J,R) défini par :

Ple) = g7 | (=0 it yte)i

On va utiliser le théoréeme du point fixe de Leray-Schauder. La preuve est donnée en
quatre étapes.

FEtape 1 : F est continu.

Soit {y,} une suite dans C(J,R) qui converge vers y i.e nEI—Poo |y — yllo = 0, on va

montrer que hrf | F'(yn) — F(y|loo = 0, pour tout x € J.

1

(@) /ox(x — )7 f(tya(t) = f(ty(t))ldt

(@) /Ox(‘” -t Sup |f (£, ya (1)) = F(& y(0))ldt

1 Cun() FG YDl [* a1
< T(a) /O(x—t) dt

h

[F'(yn)(2) = Fy) ()| <

‘ !
—_

<

—

Puisque f est une fonction continue, nous avons alors :

lim |[F(yn) = F(y)llo = 0

n—-4o00
D’o% la continuité de F.

FEtape 2 :F transforme tout ensemble borné en un ensemble uniformement borné

dans C(J,R).
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En effet, il suffit de montrer que pour tout p > 0, il existe une constante strictement
positif n tel que pour chaque y € B, = {y € C(J,R) : ||yl < p} on obtient
1E W)l <.

On a pour tout x € J

Fl)@) < fégpéaw—ifﬂﬂtyﬁﬁwt
M r o1
< m/ﬂ (x —t)*dt
oo
= Ta+1) 7T

Alors F C B,, et F(B,) est uniformement borné.

FEtape 3 : F transforme tout ensemble borné en un ensemble équicontinu dans
C(J,R).

Soit 1,29 € J, 1 < x9, B, un ensemble borné de C(J, R) et soity € B,. Alors :

1 z2 - , N N
F(y)(2) — F(y)(as| = ﬁ@l(@‘” f@mmﬁ_ﬁ@A e
% /oxl (1 = t)a_l — (g — t)a_l]dt + /I2 (25 — t)a_ldt
M ) X ) ur a
T(a+1) <(x2 —o)t - x2> + m(m — 1)
2M . M ) )
m($2_$1) +m(l‘l —{[2)

Quand x1 — o, le membre droit de l’inégalité précédente tend vers 0.
D’ot la continuité de F. D’apres les étapes 2 et 3 et le Théoréeme d’Arzeld-Ascoli,
nous pouvons conclure que F(Bp) est relativement compacte pour tout B, borné i.e

F' est completement continu.

Etape 4 : Estimations a priori
Maintenant, il reste a montrer que :
e={yeC(JR):y=AF(y) pour 0<\<1} estborné.

Soit y € ¢, alors

y=AF(y), pour 0 < A <1,
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donc pour chaque x € J nous avons :

1

F(a)/o (z =) f(t y(1))]dt

M [* a1
< m/o (x —t)* " dt

Mb™
< — = (C = Constante
['(a+1)

y@)| <

Cela montre que € est uniformement borné par conséquence du théoréeme 2.3.2 du
point fize de Leray-Schauder.
On dédwit que F' admet au moins un point five qui est une solution du probléeme de
(2.19) — (2.20) avec (I}17*y)(a) = 0.

3. Supposons que les conditions H1 et H2 sont vérifiées et supposons que de plus qu’il

existe une constante positive k telle que :
[f (@, y(x) = fz,2(2)| S kllz = 2llee, V x€J et Vy,z€C(JR).

Supposons que y(z) et z(x) deuz solution du probléme (2.19) — (2.20), alors pour

tout x € J, nous avons :

1 v o1
ly(z) = z(2)] < m/o (@ = 6)* | f(ty(@) — f(t, 2(1)) dt

k r o1
o / (& — )y — 2lloedt.

En utilisant le lemme de Gronwall avec p(t) =0, on obtient l'unicité de y(x)

Solution 2.6.4 1. Ona:
a ¢ o a 1 ! a—1
D) = 100 = s [ (€= 9 F(e)s
et
n—1 (k t . a)k

G cDa _ Y
k=

[e=]

etpoura=0,1<a<2=n=2onaura :

1 —ak
oDyt = o)~ 3L )~ )

k=

o

Donc;
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on a les conditions non locale :

y(0) = g(y) et

WT) = o)+ Ty(0)+ s [ (T =9 Flspo)ds = or

) = (=)o) + = | (T=9 flo(o)dst s [ =9 s p(a)as

. On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

H1 : La fonction f est continue et 3k; > 0 tel que

£t w) = f(t,0)] < Ralu—v|, VteJ, VuveR.

H2 : La fonction g est continue et ks > 0 tel que

lg(t,u) — g(t,v)| < kolu—w|, VteJ, Yu,veRR.

On transforme le probléme (2.21) — (2.22) en un probléme du point fixe, on considére

Vopérateur A : C(J,R) — C(J,R) défini par :

AW = 7 [ 0= o= [ = s ) (1= P+ o
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Soient x,y € C(J,R), alors ¥t € J nous avons :

A0 - A0 = |5 [ =9 Fowao)ds = s [0 =9 sl

(1= Dygta) + Ly - ﬁ / (t = 5) £ (5, y(s))ds

ey [T =9 (e ds = (1= Pa) =
< | e = (e
b [0 ) 7o, — (5Dl + 11— ) — )
T («) J, ’ ’ T '
< k1||5;(;§J||oo /0 (t . S)a—lds
Bl [ syetas ot ate) - 900)
(Fers + ey e = vl +Falle =l
I [
D’ou
L ) L

Alors A est une contraction et donc A a un unique point fize qui donne une solution

au probleme (2.21) — (2.22) si
2k, T
— 1.
(1—‘(044—1) —l—k‘z) <

Solution 2.6.5 Le probléme posséde une solution unique sur [0,1].
Soit

et
9+e)1+ax)

ft,z) =

pourtout (t,z) € J x [0, 00],

et

gly) = ZCzy(ti)~
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Soient x,y € [0,4+o00] ett € J, on a :

ety ey
\f(t,z) — f(t,y)] = ‘(9+et)<1+q;) B (9+et)(1+y))

e t T Y
o 9+etl+l‘_1+y‘
et |z(l+y) —y(1+ )
T 94| (I+az)(1+y)
_ etz —y|

O+ e)(1+z)(1+y)

e t

< WM—?/’
< iIac—yl-
- 10

L

Donc la condition (Hy) de I'exercice précédent est satisfaite avec ky = §5.

Soient z,y € [0, +o0]

9(e) = 9(o)| = | Y cia(t) = 3 can(ts)

n
< Zcz‘x -yl
i=1

n
Ainsi la condition (Hy) de l'exercice précédent est satisfaite avec ke = > ¢; <
i=1

(SN

On va vérifier la condition (2.12) avec T =1

2K, T 1 -
— thk=———= i)
Tla+D) 27 5at) +;C
Comme Y ¢; < 3, donc
i=1
1

S - i<1lellat+1)> 1
5F(a+1)+izlc (a+1)

Qui est satisfait pour a €]1,2[. D’apres le théoréme de contraction de Banach le probléme

(2.23) — (2.24) admet une unique solution sur [0, 1].

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté un rappel sur quelques résultats de I’analyse fonction-
nelle puis on a traité 'existence et 'unicité des solutions d’un probléme aux limites pour

les équations différentielle d’ordre fractionnaire, Ces résultats sont obtenus a 'aide des
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théorémes du point fixe de Banach et de Leray-Schauder. On a terminé ce chapitre par

une série d’exercices corrigés.



Chapitre 3

Equations Différentielles Semi-Linéaire

d’Ordre Fractionnaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on rappelle des résultats préliminaires essentiels de la théorie des
Co-semi-groupes. Nous consédérons le probléme d’équations différentielles semi linéaire
d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, nous nous intéresserons a ’existence

et 'unicité de la solution.

3.2 Théorie des (C)-semi-groupes

Dans cette section, nous donnons un bref apercu de la théorie des Cy-semi-groupes,

qui est trés important dans I’étude des équations différentielles semi-linéaires.

Dans la suite, on note par F un espace de Banach sur C, et par B(F) 'algébre de
Banach des opérateurs linéaires bornés dans F. On note par I l'opérateur identité dans
B(E).

Pour un opérateur linéaire A : D(A) C E — E on note par
p(A) ={\ € C/\] — A est inversible dans B(E)}
L’ensemble resolvante de A et par
R(,A): p(A) — B(E)
A= ROAA) =M - A
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la resolvante de I'opérateur A.

Définition 3.2.1 On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opé-
rateurs linéaires bornés sur E une famille {T(t)};>0 C B(E) vérifiant les conditions sui-

vantes :

i) T(0) =1 (ou I est lopérateur identité de E )
ii) T(t+s)=T()T(s), Vt,s > 0;

iii) limy 0T (t)x =2, Vx € £

Définition 3.2.2 On appelle générateure infinitésimal du Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 un

opérateur A défini sur [’ensemble :

D(A)={z € E/ %ir% wem’ste}

par
T(x) —
Av = Tim 25 = e pay
t—0 t
Exemple 3.2.1 Soit
C={f:[0,4+00[— R | f est uniformement continue et bornée}
Avec la norme :
Iflle="sup [f(a)l.

a€[0,+o00[
L’espace C' est un espace de Banach.

Définissons :
(T f)(a)=f(t+a), V=0 a€0,+o0]

Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et en plus on a :
Soit f e C
[T f|, = sup |T(t)f(a)]= sup [f(t+a)|

a€l0 oo a€l0 oof

on pose a+t=[0 sia=0 alors f =t et si « =00 alors f = oo

|T@)f]|, = Jsup 1£(B)] < sup |£(B)] = ||f]].

€[t oof BE[0 oo

Alors {T'(t) }1>0 est linéaire borné et HT(t)HC =1Vt>0

. De méme, nous avons :
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i) T(0)f = f(0+a) = f(a) doncT(0) =1

ii) Pour s,t >0 :
(Tt +s))a) =flt+s+a)=T{)f(s + o) =TH)T(s)f(e)

Donc :

T(t+s)f =THT(s)f Y feC

iii)
lim ||T(t)f — f||, =lim sup [f(a+1)—f(a) =0
- Y a€gl0 oof
Par conséquent {T(t)}i>0 est un Cy-semi-groupe.
Soit A : D(A) C C — C' le générateur infinitésimal de Cy-semi-groupe
i) Si f € D(A) , Va € [0 oo alors :
fit+a) - f(o)

lim ) f(o) = fle) = lim ; = f'(a) = Af(a)

t—0 t t—0

Par conséquent :
D(A)c{feC/feC}

it) Si f € C et f' € C alors :

1Y pa)| = t ()
]- tH+a 1 / t+a
= |F DL = ()7l
t+a
< 1] WrE-fEld—ig0
uniformément par rapport a o pour t — 0. Par suite
TWf—f .
e

Dou f € D(A) et {f € C/f € C} C D(A), par conséquent
DA)={feC/feC} Et: Af =f
Remarque.

Dans le cas ot D(A) = E et A € B(E), la famille d’opérateurs linéaires bornés {e?*};>¢

est un semi-groupe uniformément continu de générateur infinitésimal A.
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Théoréme 3.2.1 Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupe sur E, alors il existe deuz constantes

w>0etM>1 tels que :
IT()|pE) < Me** Vt>0

On note SG(M,w) ’ensemble des Cy-semi-groupe exponentiellement bornés.

Définition 3.2.3 Soit {T'(t) },>0 un Cy-semi-groupe sur E.
1. {T(t) }+=0 est dit uniformément borné sur E s’il existe M > 1 telle que :

|7t <M Vt>0

i
2. {T'(t)}+>0 est dit un Cy-semi-groupe de contraction . Si

|7 (t <1 Vt>0

e,

Proposition 3.2.1 Soient {T'(t)}1>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si
x € D(A), alors T'(t)x € D(A) et on a l'égalité :

T(t)Az = AT(H)z, Yt > 0.

Preuve.

Soit & € D(A). Alors pour tout ¢t > 0 on a :

T(Ar = T()lim Th)e —z
. T(W)T(t)x — T(t)x
h—0 h

Donc T'(t)x € D(A) et on a T'(t)Ax = AT (t)x,Vt > 0.

Remarque. On voit que :
T(t)D(A) C D(A), Vt=0.

Proposition 3.2.2 Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors
Uapplication :
T()x:[0,+o0]— E
t —T(t)x
est dérivable sur [0, +o00|, pour tout x € D(A) et on a :

%T(t)m =T(t)Ax = AT (t)x, Vt>D0.



62 Equations Différentielles Semi-Linéaire d’Ordre Fractionnaire

Preuve.

Soient © € D(A), t>0et h>0. Alors :

T(t+h)a—T(t)z T(t)Ax IT)T(We-TH)z _ T(t)Ax

h h
< | TOIFHE - As
< Me|[2EE o]
Par conséquent :
lim T(t+ h)x—T(t)z () A,

h—0 h

d’on :

CT(t)e =T(t) Az, Vt>0.

Sit—h >0, alors on a :

T(t—h)x—T({t—h+h)x

H ME—Wr= 1O r(ae] = i A
_ | =h) _T;Et — T _ 1 hyrin) As
z—T(h)x
< |ITi - h)ll‘ O ST
) T(h); — T Ax+ Az - T(h)Az
< Met=h) ‘ % — Az|| + ‘ Az = T(h)Az )
Par suite :
fg LEZRTZ LTy g,
h—0 —h
ie:
d

ET(t)x =T(t)Az, Vt=0

Alors application considérée dans 1’énonce est dérivable sur [0, +o0c[, pour tout = € D(A).

De plus, on a I’égalité :
AT()r = T(t)Ax = AT (t)z, Vt >0,

Remarque.
Si {T'(t) }+>0 est un Co-semi-groupe différentiable de générateur infiniésimal A, alors pour

tout x € D(A) :
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1. LT (t)x = AT (t)z pour t > 0

2. t — AT(t)x est lipschitzienne pour t >0

Lemme 3.2.1 Soient {T'(t) }+>0 un Cy-semi-groupe sur E. Alors, on a :

’1115% h/ Jr ds = T(t)x

quels que sotent x € E et t > 0.

Preuve.

En effet, soient x € E et h > 0,

1 t+h
HE/ T(s)x ds—T(t)x|| = H Jor —T(t)x ds
t fon

< E/ |T(s)x — T(t)z|| ds
1 t t+h

< = sup ||T(s)z —T(t)z (/ ds)
b seft i+ ¢

<~ swp |T(s)e—T(t)]
h seftitn)

< sup HT —T(t {EH —mnpo 0
s€[t,t+h]

Par la continuité de 'application [0, +o0o[> ¢t +— T'(t)z € E. On a alors :

1 t+h
lim — T(s)x ds =T(t)z

h—0 ¢

Théoréme 3.2.2 Soient {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Alors :

1. Pour toutt > 0 et tout x € F, fo Jx ds € D(A) et
t
A/ T(s)x ds=T(t)r —x
0
2. x € D(A) et Ax =y si el seulement si
¢
Ttzr —x= / T(s)y ds, Yt=0
0
3. Pour tout x € D(A) :

Tt — T(s) — / T A dr — / AT () dr

Preuve.

(3.2)

(3.3)
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1. Soient x € E et h > 0. Alors :

(%) /OtT(s)x ds = % /OtT(h)T(s)x ds — %/{:T(s)x ds
1

t ¢
= —/T(h+s)mds—l/T(s)a:ds
h Jo h Jo

On pose u = h + s alors du = ds. 1l s’ensuit que :

Donc on a :

_ % ( /t T () du— /0 Ty du)

Par passage a la limite quand h — 0 et compte tenu du lemme (3.2.1), nous obtions :
A / T(s)r ds = T —z, W30 et / "T(s)x ds € D(A)
0 0
2. =) siz € D(A) et Az =y, alors nous avons :
LT(s)x =T(s)Ax =T(s)y, Vse€[0,t],t>0

Par intégration sur [0,t] :
t t d
/ T(s)y ds = / —T(s)x ds =T(t)x — x.
0 o ds
<= ) Soient z,y € E tel que :

t
T(t)xr —x = / T(s)y ds, Vt=0.
0

Alors nous avons :

T(t)x — 1
Tz -z = —/ T(s)y ds, Vt=0.
¢ t
d’ou
T(t)x — L[
lim Tz -z = lim i T(s)y ds, Yt=D0.

et d’aprés le lemme (3.2.1) on a :

Az =T0)y =y, Vt=0.
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Finalement on voit que z € D(A) et Az = y.

t
/T(u)Ax du = /AT )z du
s t
d
= /8@ w)z du

e —T(s)z

3. Soit z € D(A)

I
=

Théoréme 3.2.3 Soient {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal, alors :
1. D(A)=F

2. A est un opérateur fermé.

Preuve.

1. Soient x € E et t, >0, n € N, tel que lim ¢, = 0 alors pour :

n——o0

:—/ s)x ds € D(A), Yn e N

ona:
1 [
lim z, = lim —/ T(s)x ds
n——aoo n—aoo n 0
= T0)z ==z

Par conséquent : D(A) = E.

2. Soit (n),eny € D(A) tel que hm r, = z et lim Az, = y. Alors Par (3.3) de

Théoréme ( 3.2.2) on a : o
T(t)x, —T(s)x, = /tT(T)A:pn dr, Vn €N, Vt,s > 0.
Pour s=0ona:
T(#) — T(0)2n = T(£)n — 2 — /0 T(r) Az, dr. ¥n €N,
d’ou

t

lim T(t)x, —x, = lim [ T(7)Az, dr, Vn €N,.

n—oo n—oo 0

et :

Ttr —x= /0 T(r)y dr.
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car .

H /O () Any dr — /0 T(r)Ay dr

) ‘/otT(T)(A%—y) dr
/OtHT<T)||HAxn_yH dr

<
¢
< M/e‘” |Azn — o] dr
0
Wt
< 21 [Z7] am -
w
wt
< 21 (S0 s -] 0
w
Pourt >0on a:
Ttxr—z 1

Finalement, on voit que :

T(t)x — 1 [
lim Mo - =lim- [ T(r)ydr = Az=T0)y =y

t—0 t t—0 ¢t 0

d'ot x € D(A) et Az =y, on résulte que A est un opérateur fermé

Théoréme 3.2.4 ( Unicité de I’engendrement) Soient deux Cy-semi-groupe {T'(t)}+>0

et {S(t)}1>0 ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors

Preuve. Soient t > 0 et € D(A). On définit I'application :
[0,t] 25— U(s)=T(t—s)S(s)r € D(A)

D’aprés la proposition (3.2.2) U est dérivable . Alors :

d d d
U(s)e = ——T(t=5)S(s) +T(t —5)--S(s)
= —AT(t—s)S(s)x+T(t — s)AS(s)x

= —T(t—s)AS(s)x+T(t —s)AS(s)z = 0.

quel que soit x € D(A). Par intégration sur [0,¢] on a :

/tdiSU(s)x ds=0 = U(s)x—U(0)x=0

= U(t)x=U(0)x, Vx e D(A)

d’ou :
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Alors :
puisque D(A) = E, on obtient que :

T(t)x=S(t)r, Vre Eett>0.

Dans la suite pour w > 0 on désigne par : A, = {A € C /Re) > w}.
Soit A € A, et {T'(t) }1>0 € SG(M,w). Nous avons :

T < Me*t, ¥t =0
et on voit que :
e MT(t)z|| < e BT (@)]||||| < Me=Er9)t||z||, vz € E.
Définissons I’application :
R(\): E—E,
Par :
R(\)x = /OOO e MT () dt.
Il est claire que R()) est un opérateur linéaire. De plus, on a :

M

IRz < /0 e T )] di <

d’ou il résulte que R(\) est un opérateur linéaire borné et on a les définitions suivantes :

Définition 3.2.4 L’application :

R(.,A) : p(A) — B(E)
A— R\ A) = (M —A)!

S’appelle la résolvante de A

Définition 3.2.5 Soit l'application :
Ry : A, — B(FE)
A— R, = / e MT(t)z dt
0

qui vérifie la propriété Ry—R,, = (A—p)Rx.R, VA, 1 € A, s’appelle une pseudo-résolvante.
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Définition 3.2.6 L’opérateur :
R:A, — B(FE)
A — R(\) = / e MT(t)x dt
0

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)}i>0 € SG(M,w).

Théoréme 3.2.5 Soient A : D(A) C E — E un opérateur linéaire fermé densement
définit et {T'(t)}1=0 C B(E) une famille d’opérateurs fortement continus pour laquelle il

existe M >0 et w € R tel que :
T < Me*t , ¥t =0

Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. {T'(t) }10 est un Cy-semi-groupe exponentiellement borné ayant pour générateur in-
finitésimal "opérateur A.

2. N, C p(A) et pour tout X € A, et tout x € E on a :

RNz = R\, A)x.

Preuve

1) = 2) pour tout A € A,, et tout x € X nous avons :

T(h)R(A);— RNz _ % /0 h e NT(M)T () dt — /0 N e MT(t)x dt)

1 o0 o0

= = / e MT(h + t)x dt — / e MT(t)x dt)
1 1

= —/ e MT(h+t)x dt — —/ e MT(t)x dt
h Jo h Jo

On pose s = h +t alors ds = dt. 1l s’ensuit que :

s=h sit=0
s=00 S1t=00

donc :

T(h) RNz — RNz 1 (% e NP (s)e ds — 1 /OO e MT(t)z dt
h Jo

Par passage a la limite, on obtient :
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hli%h T(h)R()\)Z — R(\)x ARz — 2

Il résulte que R(\)x € D(A) et :
ARN)xz =AR\N)x—2 Vz e E
c’est a dire :
(M —A) RNz =2z, VrekFE. (3.4)
D’autre part, si € D(A). Alors on obtient :
R(NAz = / e MT(t) Az dt
0.0 J
= M_T(t)x dt
/0 e (t)x N
= [e*AtT(t)x}zo + )\/ e MT(t)x dt
0
= 4+ AR\)z
d’ou :
RA)(M — A)x =z, Vre D(A)
Puisque D(A) = E :

RN —Ax =z, VreFE

Finalement, on voit que A € p(A) et R(A\)x = R(\,A)z, VreFE
i1) = i) Soit A € A, et R(A\,A)z = R(A\)z. On a :

Tt+s)=T(t)T(s), Vt,s=0

De plus, si T(0)x = 0, alors T'(¢)T(0)z = T'(t)0 = 0, pour tout ¢t > 0. Par conséquent
R(AN)z =0, d’ot il résulte x = 0 et par suite, 7(0) = 1. il en découle {T'(¢)};>0. Alors , en

appliquant la premiére partie de la preuve, on a :
R(A\,B) = R(\) = R(\, A)
d’ou il s’ensuit que B = A
Dans la suite, nous présentons I'un des résultats les plus importants concernant les

Cp-semi-groupes. Il s’agit du théoréeme de Hille-Yosida qui permet de caractériser les opé-

rateurs qui sont générateurs de Cyp-semi-groupe.
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Théoréme 3.2.6 ( Hille-Yosida) . Un opérateur linéaire A est le générateur infinitési-

mal d’un Cy-semi-groupe {T'(t) }1>0 € SG(M,w) si et seulement si :
1. D(A) = E et A un opérateur fermé

2. 3w >0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour tout X\ € A, on a :

M
~, Vn € N (3.5)

12O A sy < oy — oy

3.3 Equations Différentielles Semi-Linéaire

On s’intéresse aux équations différentielles semi-linéaire de type
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t€ J =[00], ;
u(0) = uy,

ot A: D(A) C E — E est un opérateur densement défini, f € L*(J, E) et (E, ||.||) est un
espace de Banach.

On commence par considérer le probléme de Cauchy linéaire non homogeéne :

u'(t) = Au(t) + f(t), teJ ;
u(0) = g
Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe {7'(¢)}+>o alors la fonction ¢ —

u(t) = T(t)up est la seule solution du probléme de Cauchy homogene :

W (t) = Au(t), teJ,
u(0) = uy, pour ug € D(A).

(3.6)

il est tout a fait naturel de continuer a considérér pour uy € F la fonction u(t) = T'(t)ug

comme solution du probléme (3.6) mais dans un sens généralisé considérons le probléme :

u(t) = Au(t) + f(t), teJ;
u(0) = ug

(3.7)

A et f comme précédement et ug € E, on a les définitions suivantes :

Définition 3.3.1 (Solution classique ) Une fonction u: J — E est dite solution clas-
sique ou C1 solution de probleme (3.7), siu est continue sur J, continuement différentiable

sur ]0,b], u(t) € D(A) Vt €]0,b] et elle vérifie I’équation (3.7).
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Définition 3.3.2 (Solution forte ) Une fonction u : J — E est dite solution absolu-
ment continue ou solution forte de probleme (3.7), si u est absolument continue sur J,
u € LYJ, FE), u(t) € D(A) pp tout t €]0,b] et elle satisfait u'(t) = Au(t) + f(t) pp tout
t €]0,b] et u(0) = uo.

Remarque 3.3.1 Toute solution classique est une solution forte (I'inverse n’est pas tou-

jours vrais).

Théoréme 3.3.1 (Principe de Duhamel) Toute solution forte du probleme (3.7) est

donnée par la formule :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds (3.8)

en particulier toute solution classique est donnée par la formule (3.8).

La formule (3.8) est dite formule de variation des constantes.
Preuve. Si u est une solution forte de (3.7), t € [0, b], on défini ¢ : [0,¢] — E par :
g(s) =T(t — s)u(s), s €0,
alors g est p.p différentiable sur [0,t] et sa dérivée appartient a L'([0,1], E) et
g(s) = —AT(t— s)u(s)+T(t —s)u'(s)

= —AT(t —s)u(s) +T(t — s)Au(s) +T(t — s)f(s)

= T(t—s)f(s). pptout s € |0,t]

or f € L'([0,0], E) donc 'application s — T'(t — s) f(s) est intégrable sur [0, ¢].

En intégrant sur [0,¢] on obtient la formule (3.8). "

Définition 3.3.3 (Mild solution) Une fonction u : J — E est dite mild solution o
Co-soluion de probleme (3.7), si u est continue sur J, u(0) = ug et satisfait I’équation

intégrale :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds

Théoréme 3.3.2 Soit A : D(A) C E — FE le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe {T(t) }1>0, soit f € L'([0,0], E) continue sur [0,b] et soit

v(t) = /OtT(t —s)f(s)ds, Vte[0,b].

St l'une des conditions suivantes est satisfaite :
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i) v est continuement différentiable sur [0, ]
ii) v(t) € D(A), Vt € [0,b] et t — Av(t) est continue sur [0, b].

Alors :

e Vug € D(A), le probleme (3.7) admet une unique solution classique.

Et

o S’il existe ug € D(A) tel que le probleme (3.7) admet une solution classique alors v

satisfait 1) et ii).

Preuve. Pour tout ¢ € [0,b] et h > 0, on a :

%(T(h) ~1)o(t) = olt + hzi —v®) _ % /t T(t + h— s)f(s)ds.

e Supposons i) satisfaite, f étant continue et v continuement différentiable sur [0, b] alors
le coté droit de 'égalité précédente admet une limite, par conséquant v(t) € D(A) et on
a:

Av(t) ='(t) — f(t) oubien v'(t) = Av(t) + f(t)

e Supposons ii) satisfaite, alors v est différentiable (a droite) et sa dérivée est continue, v

étant continue donc continuement différentiable et satisfait
V'(t) = Av(t) + f(t) comme v(0) =0

On a partout ug € D(A), t — u(t) =T (t)ug + v(t), t € [0,b] est une solution classique de
(3.7).
e Supposons maintenant qu’il existe un uy € D(A) tel que I'équation (3.7) admet une

solution classique u, elle est donc donnée par la formule :

u(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s)ds

donc la fonction ¢ +— v(t) = u(t) — T'(t)ug est différentiable sur [0, 5] et on a :
V'(t) = u'(t) — T(t) Aug continue sur [0, b] donc v’ satisfait ).
Si ug € D(A) alors T'(t)ug € D(A), Vt € [0,b]. Par suite v(t) = u(t) — T'(t)ug € D(A),
Vt € [0,b] et
Av(t) = Au(t) — AT (t)ug = u'(t) — f(t) — T(t)Aug.

Donc t +— Aw(t) est continue sur [0, b] par suite v satisfait 7). n
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Corollaire 3.3.1 Si A : D(A) — E est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T(t)}i>0 et f est de classe C' sur [0,b] alors pour tout ug € D(A) le probleme (3.7)

admet une unique solution classique.

Preuve. L’application ¢ — v(t) est continuement différentiable, en effet

[ =590

Aﬁn@f@—sms

40 = TO50)+ [ 166 i
= W0+ [ 1= s

la conclusion suit d’apres le théoréme (3.3.2), 7). n

Corollaire 3.3.2 Si A : D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe {T(t) }1>0, soit f € L'([0,b], E) continue sur [0,b], f(s) € D(A) Vs € [0,b] et
Af(.) € L'([0,b], E) alors pour tout ug € D(A) le probléme (3.7) admet une unique solu-

tion classique.

Preuve. En effet : pour tout ¢t € [0,b] et tout s € [0,¢] on a : T'(t — s)f(s) € D(A), de
plus la fonction : t — AT (t—s)f(s) = T(t —s)Af(s) est intégrable par suite v(t) € D(A),
t € [0,0], de plus la fonction

t
t— Av(t) = A/ T(t—s)f(s)ds
0
t
- /zw—gAﬂmk
0
est continue sur [0, b], la conclusion suit & partir du théoréme (3.3.2), 7). n

Théoréme 3.3.3 Soit A : D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-
groupe {T () }1>0, soit f € L'([0,b], E) continue sur [0,b] et soit

t
Mﬂ—/TWﬂﬁ@%,WENM
0
St l'une au moins des conditions suivantes est satisfaite :
i) v est p.p différentiable sur [0,0] et v' € L'([0,b], F)

i) v(t) € D(A), Vt € [0,b] et Av(.) € L'([0,], E) .
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Alors :
o Yuy € D(A), le probleme (3.7) admet une unique solution forte.
Et

o S’il existe ug € D(A) tel que le probleme (3.7) admet une solution forte alors v satisfait
i) et ii).

Preuve. La méme preuve de théoréme (3.3.2) n
Corollaire 3.3.3 Si A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe

{T'(t)}+>0, soit f est p.p différentiable sur [0,0] et f" € C([0,b], E) alors pour tout ug €

D(A) le probleme (3.7) admet une unique solution forte.

Preuve. La méme preuve de corollaire (3.3.2) "

Nous intéressons maintenant & un probléme de Cauchy :

u'(t) = Au(t) + f(t,u(t), teJ;

(3.9)
u(0) = g

Avec (E,||.||) espace de Banach, A : D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un
Co-semi-groupe {7T'(t)}+>o-
Soit D un ouvert non vide de R x F et f: D — FE continue. Par intégrée avec le cas non

homogéne, on adapte la définition suivante :

Définition 3.3.4 Une fonction u : J — E est dite mild solution ou Cy-soluion de pro-

bleme (3.7), si (t,u(t)) € D, Vt € J et satisfait I’équation intégrale :

w(t) = T(t)ug + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds

Définition 3.3.5 une fonction f: D — E est dite :

i) Localement lipscitzienne par rapport & sa 2éme variable s’il existe v > 0 et L > 0

(L = Ly,) tel que J x B(ug,r) C D et
| f(t,u) — f(t,v)]| < Llju—v||, VYu,v €& Blug,r)etteJ

ii) Localement lipscitzienne par rapport a ses deuzx variables s’il existe a > 0, r > 0 et

L >0 (L= Ly,) tel que [0,a] x B(ug,7) C D et

| f(t,u) — f(s,0)]| < L(JJlu—v||+ ||t = s|]), Yu,v € B(ug,r) ett,se|0,aql.
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iii) Globalement lipscitzienne par rapport a sa 2¢me variable s’il existe L > 0 tel que
1f(tu) = f o)l < Lllw—ol, V(E,u),(t,v) €D.
iv) Globalement lipscitzienne par rapport a ses deux variables s’il existe L > 0 tel que
1 (E,u) = f(s,0)| < L(llu — vl +[[t = s]]), V(¢ u),(t,v) € D.

Théoréme 3.3.4 Si A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T(t)}+>0 et f : D — E continue et localement lipscitzienne par rapport a sa 2éme variable,
Alors :

Il existe b > 0 tel que le probléeme de Cauchy (3.9) admet une unique Cy-solution définie
sur [0, 0].

Nous énnongons le lemme suivant qui est lui méme un résultat intéressant.

Lemme 3.3.1 Si A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe
{T(t)}1>0 et f: D — E continue, bornée et globalement lipscitzienne par rapport a sa
2¢me variable, Alors :

pour tout ug € E le probléme (3.9) admet une unique Cy-solution définie sur J
Preuve.|Lemme 3.3.1] Soit ug € E, on définit 'opérateur F': C(J, E) — C(J, E) par :
F(u)(t) =T(t)ug + /t T(t—s)f(s,u(s))ds, Yue C(J,E)etteJ.
0
Alors pour tout u,v € C(J, E) et tout t € J on a :
[F(u)(t) = F(0) ()] < Ltlju = vllcwm
par induction on obtient

P (w)(t) ~ F@)(0)] < “r u = vl

d’olt
1™ (u) = F" ()| = —=llu = vllewp)

On fait le sup sur ¢t pour n assez grand, F" est une contraction stricte par le théoréme de

Banach, alors F™ admet un unique point fixe u € C(J, E) et

[Fu—ul = [F(F"u) = F*(u)|| = [|[F"(Fu) = F*"(u)]] < gl[Fu—ull, avecq <1
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d’ott F'u = u est u est alors le seul point fixe de F' car tout point fixe de F' est un point
fix de F". Ce point fixe est alors solution du probléme (3.9). =

Preuve.|Théoréme 3.3.4] D étant ouvert, il existe alors b > 0 et r > 0 tel que :
[0,b] X B(ug,r) C D, f est continue et localement lioschitzienne par rapport a sa 2éme
variable, en diminuant b et/ou r si nécessaire, il existe M > 0 tel que : || f(t,u)|] < M,

V(t,u) € 0,b] x B(ug,r) et
Hf(t,U) - f(t,’l})“ < LHU - UH? V(t,U,), (t,U) < [Oab] X B(Uo,T’>
Soit p : E — E définie par :

Y, S0 ) S B(U,Q,T);
ply) = ,
(y —ug) + ug, si y € E\B(ug,r).

p envoie alors E dans B(ug,r) et elle est lipschitzienne de constante 2.

On définit : g : [0,b] x E — E par g(t,y) = f(t,p(y)), (t,y) € J x E.

f est continue et globalement lipschitzienne par rapport a sa 2éme variable sur [0,b] X
B(ug,r), donc g satisfait les méme propriétés.

D’aprés le Lemme 3.3.1, le probléme de Cauchy :
u'=Au+ g(t,u);  u(0) =ug

a une unique Cy-solution u : [0,b] — E. Comme u(0) = ug et u est continue en ¢ = 0,
diminuant b si nécessaire pour avoir u(t) € B(ug,r) pour t € [0,b]. Dans ce cas on a :
ply) = y et donc g(t,y) = f(t,y) et le probléme (?7)-(3.9) admet alors une unique

Cy-solution. -

3.4 Equations Différentielles Semi-Linéaire d’ordre Frac-
tionnaire

On considére le probléme d’équations différentielles semi-linéaire avec ordre fraction-

naire

Dy(t) = Ay(t) + f(t,y(t)), te J=10,0],0 <a <1 (3.10)

y(0) =0, (3.11)
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Avec A un opérateur linéaire fermé et non borné de E un espace de Banach, f € C(J, E)
et D est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
L’équation (3.10) est équivalente a 1’équation intégrale suivante :

y(t) = ﬁfl/o (t —s)* y(s)ds + ﬁ/{) (t — )1 f(s,y(s))ds. (3.12)

Définition 3.4.1 On dit que la fonction continue y est mild solution du probleme (3.10)-
(3.11), ¥Vt € [0,0], y(0) = 0 et y satisfait la formule de variation des constantes :

1 d

y(t) = m%/o T(t—s)(t—s)*"1f(s,y(s))ds, t>0 (3.13)

Soit By = AR(A, A) = MM — A)~L. Alors pour tout * € D(A), Byr — z quand
A = oo.
Aussi de la condition de Hille-Yosida (avec n = 1), il est facile de voir que
limy . | Brx| < M|x|, depuis

M

Byl =M — A7l <
[Brl = MM = A) 7 <

Ainsi limy o, |B)| < M.

Notons aussi que, si y satisfait (3.13), alors

Théoréme 3.4.1 Soit f : JxC(J, E) — E continue. Supposons qu’il existe une constante

positive k telle que
If(t,u) — ft,0)| < kl|ju—v|, pour teJ et uveC(JE)
St
EM*b*Ey o41(|lw]b) < 1. (3.14)

o M* = M?*maz{e“®, 1}. Alors il existe une mild solution unique du probleme (3.10)-

(3.11) sur J.

Preuve. Transformons le probléme (3.10)-(3.11) en un probléme de point fixe.
On considére l'opérateur F' : C(J, E) — C(J, E') défini par :

ﬂ@@zﬁ%%é@—ﬁaTWﬂﬁ@mw%,WWﬂ-
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Soient y, z € C(J, E), alors pour tout t € J, on a

[E(y)(t) = F(z)(1)] = o) 5/0 (t =) "T(t = 5)[f(s,5(s)) — f(s,2(s))]ds

On pose

1 |d

< Jim o) [ =T T B () — Sl 25Dl
M ! a—1mv

< / (t — )27\ — 5)[f (5, 4(s)) — f(5. 2(5))]ds
M ! a—1 w(t—s

< / (t — )" M9 £(5,(s)) — f(5, 2(s))|ds
EM?e<t] [! ol —ws

< S| [ =0ty - (9 ods

IN

1 t
EM?e“t ||y — 2 oo—’/ t—s5)* le™sds
I~ 2l | | =9

¢
L = /(t—s)o‘_le_wsds
0

On calcule I par intégration par partie nous avons :

Alors

On pose

u=e s , u = —we ¥ds
=
v =(t—s)*ds | v=—1(t—s)*
1 ' '
L = { — —(t— s)ae‘”s} E/ (t —s)%e “*ds
a o oy
1 t
= —t%— u—)/ (t —s)%e “*ds
a a o

¢
I, = /(t—s)ae_“’sds,
0

par intégration par partie, on obtient :

Alors

Puis, on pose

1 t
]2 — _toz-l-l _ L/ (t—S)OH_lG—wst.
a+1 a+1J,
1 2 t
e Ltoﬁ-l + w—/ (t o S)a-i-le—wsds
a ala+1) ala+1) J,

t
I; = /(t—s)o‘ﬂe“’sds
0

1 w t
= — o2 —/ t — 5)*2e¥5(s.
o+ 2 a+2 J, ( )
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Alors,

1 w w?
I = 4o ta—l—l a+2
! e ala+1) * ala+1)(a+2)

u)3

_a(a + 1) (a+2) /0 (8 —s)" e ds

B to‘[l wt N wit? wktk]
B a aola+l) ala+)(a+2) o

et

to‘[ I wt N w?t? whtk ]
al'(a)  al(a)(a+1)  al'(a)(a+1)(a+2) aoll'(«a)
o 1 wt w?t? Wkt
= ! [F(a—i—l) “Ta+2) T@+3) ”'F(k+o¢+1)}
= —wt)*
N ta; r(kf+a)+ 1)
= t"Ey or1(—wt)

Alors,

IA

[F(y)(t) = F(2)(1)] kMt | B g (—wt) [y — 2]l

< RMPet By (Jwlt)lly — 2]l

Prenons le supremum sur ¢ € .JJ, nous avons

sup [F(y)(t) — F(z2)(t)] < sup (kM t*Ey a1 (Jwlt) |y — 2]l)
te[0,b] t€[0,b]

[F(y) = F()llo < M Eyaia(|w[b)lly — 2l

ott M* = M max{e“’, 1}. Par la condition (3.14) Popérateur F est une contraction et donc
F a un unique point fixe par le principe de contraction de Banach, qui donne une mild

solution unique au probléme (3.10)-(3.11). "

3.5 Exercices

Dans cette section, nous exposons une série d’exercices d’application pour illuster 1'uti-

lité de nos principaux résultats.
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3.5.1 Enoncés

Exercice 3.5.1 Ftudier 'existence de la solution de ’équation semi-linéaire avec condi-

tion périodique sous la forme :
u'(t) = Au(t) + f(t,u(t)), teJ=][0,0], (3.15)

u(0) = u(b), (3.16)

Ou A: D(A) C E — E le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe {T'(t)}i>0 sur un

espace de Banach E et f:J x E— E est une fonction continue, u(b) € E.

Exercice 3.5.2 Ftudier [’existence de la solution de [’équation semi-linéaire avec condi-

tion périodique sous la forme :
W) = Au(t) + f(tu(t),  teJ=[0,0], (3.17)

u(0) = ug, u'(0) =1uy (3.18)

Ou A est le générateur infinitésimal de la famille cosinus fortement continue d’opéra-
teurs linéaires bornés {C(t) : t € R} dans l'espace de Banach E et f: J x E — E est une

fonction continue avec données initiales ug, uy € F.

3.5.2 Correction des exercices

Solution 3.5.1 La solution du probléme (3.15)-(3.16) est défini par :

u(t) = T(t)u(0) + /0 T(t—s)f(s,u(s))ds (3.19)
et on a :
b
u(b) = T(b)u(0) + /0 T(b—s)f(s,u(s))ds
En utilisant la condition (3.16), en effet : u(0) = u(b)

b
u(0) — T'(b)u(0) = /OT(b—s)f(s,u(s))ds
M@U—ﬂw]:tATw—ﬂﬂ&M®Ms
w(0) = [1—T(@)" / T(b - 5)/(s, u(s))ds

D’ou la solution

t b
u(t) = /0 T(t—s)f(s,u(s))ds+T(t)[I — T(b)]_1/0 T —s)f(s,u(s))ds
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Pour montrer l’existence et ['unicité de solution, on suppose que les hypothéses sui-

vantes sont verifier :
H1) 3M >0, |T(t)||pE) < M, Vte J.
H2) 3K >0, [f(t,u) — f(t,v)| < Klu—wv]|, Vt € J et Yu,v € E.
Transformons le probléeme (3.15)-(3.16) en un probleme de point fixe. On considére
Vopérateur F : C(J, E) — C(J, E) défini par :

Fu)(t) = /0 T(t—s)f(s,u(s))ds+T(t)[I — T(b)]lfo T(b—s)f(s,u(s))ds

Montrons que F est un opérateur de contraction. En effet, Soient u,v € C(J, E), alors

pour toutt € J, on a

[F(u)(t) = Fo)(®)] < /0IT(t—S)IIf(S,U(S))—f(s,v(S))ldS

HT@)L = T(0)] /O T(b = 9)[[f (s, uls)) = f(s,0(s))|ds

IN

(= )l | (s u(s) — 75, v()lds
T =70 o 176 = 5) ey [ ' F(su(s)) — (s, v()lds
< x| Ju(s) — o(s)lds + MEITOU = TO] o / u(s) — u(s)lds
Prenons le supremum surt € J, nous avons
1P () — F(0) o0 < MEb|lu— vlloc + MEBTOI ~ T0)] ™ a8l — vl

Alors
IF(u) = F(v)|loo < MEb(1+ |TO)I =T 1)) )t — vl

l'opérateur F' est une contraction si
MEbL+T®) —TO)] " ) < 1.

Dans ce cas la, on dit que l'opérateur F' admet un point fize unique qui est la solution

unique du probléme (3.15)-(8.16) par le principe de contraction de Banach.
Solution 3.5.2 Si u est une solution du probléme (3.19)-(3.18) alors
t
u(t) = C(t)ug + S(t)wy +/ S(t—s)f(s,u(s))ds, VteJ
0

Pour montrer 'existence et l'unicité de solution, on suppose que les hypotheses sui-

vantes sont verifier :



82 Equations Différentielles Semi-Linéaire d’Ordre Fractionnaire

H1) 3M, M = sup{||S(t - 5)llne) s V(t, ) € J}.
H2) 3K >0, [f(t,u) — f(t,v)] < K|lu—v|, Vt € J et Vu,v € E.

Transformons le probléeme (3.19)-(3.18) en un probléme du point fize. On considére
Vopérateur F : C(J,E) — C(J, E) défini par :

F(u)(t) = C(t)up + S(t)uy + /0 S(t—s)f(s,u(s))ds

Montrons que F' est un opérateur de contraction. En effet, Soient u,v € C(J, E), alors

pour toutt € J, on a

[F(u)(t) = Fo)t)] = /0 S(t = s)[f(s,uls)) — f(s,v(s))]ds

< / 1S = s)|[f(s,uls)) — f(s,v(s))|ds
0
< IS - 8)||B<E>/O |f(s,u(s)) = f(s,v(s))lds
< (= S)lacey [ Kluls) = o(s)lds
0
Prenons le supremum surt € J, nous avons
[1F(u) = F(0)llo < MED[|lt = vl|so.

l'opérateur F est une contraction si M Kb < 1. Dans ce cas la, on dit que [’opérateur
F admet un point fize unique qui est la solution unique du probléme (3.19)-(3.18) par le

principe de contraction de Banach.

3.6 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre un rappelle de quelques définitions et propriétés de la
théorie de CO-semi-groupes, étude de deux type des équations différentielles semi-linéaire

d’ordre fractionnaire et on a terminé ce chapitre par une série d’exercices corrigés.



CONCLUSION

Dans ce polycopié on a présenté quelques résultat d’existence et d’unicité des solu-
tion d’un probléme aux limites d’équations différentielles d’ordre fractionnaire au sens de
Caputo cas ou « €]0, 1[.

On a présenté aussi quelques résultat d’existence et d’unicité des solutions d’un pro-
bléme d’équations différentielles semi-linéaire d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville ou «v €]0, 1].

Ces résultats sont obtenus a 'aide des notion de I'analyse fonctionnelle, la théorie des
Cy semi-groupes, calcule fractionnaire et I’argument du point fixe.

Nous espérons, dans I’avenir appliquer les méthodes cités dans ce polycopié a d’autres
équations et développer d’autres méthodes numériques de résolution des équations diffé-
rentielles d’ordre fractionnaires, moins couteuse et plus précises que celles proposées dans

ce texte.
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