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INTRODUCTION GENERALE

Le degré topologique et 'indice de point fixe sont des théories importantes dans I'analyse
fonctionnelle non linéaire, car ils permettent d’obtenir des résultats sur I'existence et le nombre
de solutions des équations différentielles (voir [I7]) et de systémes dynamiques (voir [7],[3]).

L’étude de l'indice de point fixe s’applique & une équation de la forme

fz) =,

qui est lice a la théorie des points fixes. D’aprés le théoréme d’extension de Dugundji ({2
nous nous permettons de définir un entier i, (f, ) appelé lindice de point fixe de f sur Q
par rapport & A, ou A est un rétracté de l'espace de Banach qui le contient, 2 un ouvert
borné dans A et f : Q@ — A une application complétement continue sans points fixes sur 9
(voir [10]). Cet indice de point fixe qui est unique est une extension du degré topologique de
Leray-Schauder. L’objectif de ce mémoire est d’étudier 'indice de point fixe appliqué a une k-
contraction d’ensembles grace a I'indice de point fixe d’une application complétement continue
(voir [8]).

Le plan de ce travail se décompose en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions et résultats qui concernent :
les applications compactes, la convexité, le degré topologique en dimension finie (Brouwer) et
le degré topologique en dimension infinie (Schauder).

Dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la théorie de k-contraction d’ensembles, pour cela
nous nous intéressons a la mesure de non compacité qui joue un role trés important dans la
théorie des points fixes et a de nombreuses applications dans diverses branches dans I’analyse
non linéaire. D’une fagon générale, une mesure de non compacité est une fonction définie sur la
famille de tous les sous-ensembles non vides et bornés d’un espace métriques, de sorte qu’elle est
égale & zéro pour toute la famille d’ensemble relativement compacte. Le concept de la mesure

de non compacité a été introduit pour la premiére fois par Kuratowski en 1930. En 1955, le
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mathématicien italien Darbo a utilisé la mesure de non compacité de Kuratowski pour étudier
une classe d’application (k-contraction d’ensembles, 0 < k < 1). Le théoréme de point fixe de
Darbo qui est une généralisation du théoréme de Schauder est utile pour assurer I'existence de
point fixe d’une k-contraction d’ensembles (voir [I§]).

La premiére section du troisiéme chapitre est consacrée a I'étude de 'indice de point fixe
d’une application complétement continue dans un espace rétracté d’'un espace de Banach, cet
indice de point fixe est défini par le degré topologique de Schauder (voir [10]). Dans la deuxiéme
section, I'indice de point fixe d’une application complétement continue est prolongé a I'indice
de point fixe d'une contraction d’ensembles par le théoréme d’extension de Dugundji.
Finalement, dans la troisiéme section nous donnons une application sur I'existence d’un point
fixe positif appliquée aux cones pour les contractions strictes d’ensembles en utilisant l'indice

de point fixe.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE

La premiére partie de ce chapitre est consacrée de rappeler quelques notions et théorémes
qui seront utilisées dans la suite. Dans la deuxiéme partie, nous étudions les définitions et les
théorémes du degré topologique en dimension finie et en dimension infinie que nous aurons

besoin dans I’étude de I'indice du point fixe.
1.1 Application compacte

Définition 1.1.1 [I5] Soient E et F' deux espaces normés, et T € L(E,F). On dit que T est

compacte si ['tmage par T de la boule unité de E est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.2 [15] Soient E et F' deuz espaces normés, et T € L(E,F). On dit que T est

compacte si et seulement si ['image de toule suile borné posséde une sous-suite convergente.

Définition 1.1.3 [20)] Soient E et F' deux espaces de Banach et Q C E un ouwvert. On dit que

T :Q — F est complétement continue si ['tmage de tout borné est relativement compacte.

Remarque 1.1.1 [15]
1l est clair que toute application compacte est complétement continue. La réciproque est vraie

st Q) est borné, ou ) est un ouvert de E.

T(E) compacte <= T(E) relativement compacte.
Proposition 1.1.1 20/ T compacte <= T(E) relativement compacte.

Définition 1.1.4 Soit (X, dx) un espace métrique. Soit F' une partie de C(X) l’ensemble des

fonctions continues de X dans X. Soit x un point de X, on dit que F' est équicontinue en x si :
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Ve > 0,3a > 0 tel que Vy € X, d(z,y) < a = |f(zx) — f(y)| <e,Vf € F.

Définition 1.1.5 Soit (X, dx) un espace métrique. Soit F' une partie de C(X), on dit que F

est équicontinue sur X st I est équicontinue en chaque point x de X.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme d’Ascoli Arzela) [}/

Un sous-ensemble F C C([0,a], E)( avec a > 0 ) est relativement compact si est seulement si :
(1) F est équicontinue,

(2) Pour toutt € [0,a], F(t)={z(t):z(.) € F} est relativement compact en E.

1.2 La convexité

Définition 1.2.1 [13] Soit X un espace vectoriel sur R. Un sous-ensemble E de X est dit

convexre 8i :
M4+ (1-NyeE, Ve,yeE et YAe(0,1).

Remarque 1.2.1 [13] L’intersection de toute famille des ensembles convexes est un ensemble

convexe.

Définition 1.2.2 [13] Si E est un sous-ensemble de X, alors lintersection de tous les en-

sembles convezes contenant E est appelé enveloppe convexe de E, noté par conv(E).

Lemme 1.2.1 [13] Si X est un espace vectoriel sur R et E, Ey, ..., E, sont des sous-ensembles
convezres de X et FF C X, alors :
cvz(E) C E, (1.1)

ot cvx(FE) est 'ensemble des combinaisons convezes des éléments de 'ensemble E.

conv(F) = cvx(F), (1.2)

conv (U}, E;) {Z)\E i >0, Z/\ =1, izl,...,n);neN}. (1.3)

Lemme 1.2.2 [13] Soit E un sous-ensemble d’un espace normé X, alors pour tout x € X :

sup ||z —y = sup [z — 2|
yEconv(E) zeE
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Définition 1.2.3 [J/ Soit (X, dx) un espace métrique et E un sous-ensemble de X, le diamétre

de E est défini par :

diam(FE) = sup d(z,vy).

r,yeE

Remarque 1.2.2 [13] diam(0) =0 et diam({a}) =0, avec a € E.

Corollaire 1.2.1 [13] Soit E un sous-ensemble borné d’un espace normé X, alors :
diam(E) = diam(conv(E)).

Proposition 1.2.1 [l Soit (X,dx) un espace métrique et E, F deuz sous-ensembles de X, si

E CF, alors :

diam(FE) < diam(F) et diam(F) = diam(E).
Proposition 1.2.2 [/ Soit X un espace de Banach et E, F C X, alors on a :
(1) diam(\F) = |\|diam(F) ;
(2) diam(x + F) = diam(F) ;

(3) diam(E + F) < diam(E) + diam(F).

1.3 Le degré topologique en dimension finie

Soit  un ouvert borné de R”, f :  — R™ une application de classe C! sur Q et continue sur
Q (noté C1(Q) NC(Q)), et yo € R™. L’idée du degré topologique est d’associer a la fonction f
en 1 relativement a €2 un entier qui est non nul pour avoir I’existence de solution de I’équation

de la forme :

er? f($)290

1.3.1 Le degré topologique de Brouwer

Définition 1.3.1 [16] Soit f une application de classe C1(Q) N C(Q). Notons J¢(xo) le déter-
minant de la matrice Jacobienne de f en un point xo de 2. Le point xy est dit point singulier

si Jp(xo) = 0. On désigne par S§(Q2) l'ensemble des points singuliers, c’est a dire :
S/(9) = {x € 0, Jy(x) = 0}.

Définition 1.3.2 [16] Un élément xo € Q) est dit point régulier si Jy(zo) # 0.
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Définition 1.3.3 [16] yo € f(Q) est dite une valeur réquliére si :

I Hyo) N Sp(2) = 0.

Dans le cas contraire, yy est dite une valeur singuliére.

Définition 1.3.4 :(Degré topologique de Brouwer) : [10]
Soient Q un ouvert borné de R*, f : Q — R™ une application de C'(2) N C(Q) tel que
Yo & f(O) USH(Y). On définit le degré topologique de f en yo relativement a 2 par :

Y. sgndi(x) si Q0 ({ye}) A0,

deg(f,Q,y0) = ¢ ze@nf-1({yo})
0 si QN f{wo}) =0.

Remarque 1.3.1 [16] si yo ¢ f(OR) est une valeur singuliére, on pose :
d@g(f, Q? yU) - deg(f> Qa yl);

ot Y1 une valeur réguliere proche de yq.

Définition 1.3.5 [1j|/ Soient a > 0, ¢ : [0, +00[C R — R une fonction continue sur [0, 400,

on dit que @ est une fonction poids d’indice v s’il existe § € [0, | tel que :

(p(t) =0, WVt gé [57 O‘]:

on note W, l’ensemble des fonctions poids d’indice a.

n

Remarque 1.3.2 [IJ] On note W} = {gp e W, tel que / o(||z]]2)dx = 1}.

Définition 1.3.6 [1]] Soient f : Q@ C R — R" une fonction de C*(Q)NC(Q) et yo un point
de R™ tel que : yo & f(O2) alors le degré de f en yo dans Q) est définit par :

degil1.2m) = [ (15 = wll) J(@)i,
ot o € W} une fonction poids d’indice a tel que :
0 <a<vy=min{||f(z) - yoll2,x € 00}

Définition 1.3.7 [20] Soit f : Q@ — R"™ une fonction continue sur S, il existe une suite de

fonction fi, € CH(Q) N C(Q) tel que kliI_P | fx — flla = 0 alors pour tout yo ¢ f(O2), on a :
—+00

deg(fa Qv ?JO) - kl—lgr&—loo deg(fka Qv yO)



1.3 Le degré topologique en dimension finie 5

Proposition 1.3.1 [Ij] Soient Q un ouvert borné, fi,fo € CH(Q) NC(Q) et yo € R™. On
suppose que f1, fa 1 Q — R™ sont deux fonctions continues telles que yo ¢ f1(0Q) U fo(99).

Alors pour € > 0 tel que :

/1 = folloo < Fdist(yo, [1(0Q) U f2(092)),

on a

deg(fh Q7 yO) - deg(f?? Q7 ?JO)

1.3.2 Propriétés principales du degré topologique de Brouwer

Nous présentons les propriétés les plus importantes du degré topologique de Brouwer.

Dans la suite, I désigne ’application identité sur R".

Théoréme 1.3.1 ([4] ,[1])]) Soit Q@ C R™ un ouvert borné et f : Q — R™ une application conti-

nue, si yo ¢ f(ON), alors il existe un entier deg(f,Q, yo) satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) (Normalisation)
1 st yg € €D,

Z) deg(]7 Q7 yO) - —
0  si yo ¢S

(_1)n st Yo € Qa

0 si o ¢ Q.
(2) (Additivité) Supposons que 1,y sont deur sous-ensembles ouverts disjoints de § et

Yo & f(OQ) U f(09), alors :

”) deg(_]a Qa yO) =

deg(fa Qa yO) = deg(fv QlyyO) + deg(f7 Q27y0)'

(8) (Invariance par homotopie) Si f;(z) : [0,1] x Q — R™ est continue et
Yo & f(OQ x [0,1]), alors deg(fi, 2, yo) est constant pour tout t € [0, 1].

(4) (Invariance sur le bord) Soient Q un ouvert borné de R" et deux fonctions

f,g € (Q,R™), on suppose que f =g sur O et que yo & f(OQ). Alors, on a :

deg(f7 Qv yO) = deg(gv Qa yO)

(5) (Propriété d’excision) Soit f : 1 — R™ une fonction continue sur un ouvert borné

Q, alors pour tout ensemble fermé K C Q tel que yo & f(K) U f(OS2), on a :

deg(f7Q7y0) = deg(f,Q - K7y0)'

(6) (Existence) Sideg(f,Q,yo) # 0, alors f(x) = yo a une solution dans S).
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Preuve

(1) i) Siyo €, on adeg(I,Q, o) est bien défini et QN T ({yo}) # 0, donc :

deg([a Qa yO) = SgnJI(y0)7

=1.

Siyo & Q, on a deg(I,$,yo) est bien défini et QNI (yo) = 0, done :
deg(Iv Qv yO) = 0.

i) Siyo € Q, on a deg(—1,Q,y0) est bien défini et QN (—I1)"(yo) # 0, donc :

deg(—[, QJ yO) = SignJ*I(‘r%

n

= 57/9”(_1) )
= (1"

Siyo & Q, on a deg(—1,9Q,yo) est bien défini et QN (—1)" (yo) = 0, done :
d@g(—], Q7 ?JO) =0.

(2) Soit fi. une suite de fonctions de C*(Q) N C(Q) tel que :

lim || fx — flla =0.
k—+o00

Alors, on a :

deg(f) Q) yO) = kgg—loo deg(fk) Q) y0)7

= lim Q@(ka(x)—y0H2)Jfk($)d3?,

k—4o00

= lim P1fk () = yoll2) Iy (w)d,

k=400 Jo—0,u0,

= i [ o) sl @)+ tim [ o)~ oll) i @
92 ©JQ

k—4o00

= deg(f, 1, y0) + deg(f,Q2,y0).

(3) Soit e = Ldist(yo, f(0Q x [0,1])) ; d’apreés la continuité uniforme de f, sur Q x [0,1], i

existe § > 0 tel que si [t — to| < & pour tout v € Q on ait :

|f(z,t1) — f(z,t2)] <e.

Par conséquent, d’aprés la proposition (1.3.1)), on a :
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(4)

(5)

(6)

deg(f('7t1)7 va()) = deg(f('th)v Qay()) pour tout t17t2 € [07 1] tel que |t1 - t2| < J.

Puisque [0, 1] est un compact, on peut trouver un recouvrement d’intervalles finis |t;, ;11|

de longueur 0, donc Vt;, t;y1 € [0,1], on a :
deg(f(,t:), 2 y0) = deg(f(z,tit1), 2, 90),
alors :
deg(fi, 2, yo) est constant pour tout t € [0,1].
Considérons [’homotopie suivante :
H(z,t) =tf(z)+ (1 —t)g(x), Vtel0,1].

On a : Hy(x) # yo, cest a dire : yo ¢ H(0), donc deg(Hy, 2, yo) est bien défini. Par
homotopie, on a deg(Hy, 2, yo) est constant Vt € [0,1], c’est & dire :

deg(Hy, 2, y0) = deg(Hq, 2, yo),

donc
deg(f, 2, yo) = deg(g, 2, yo)-
Ona:Q=KU(Q—-K), alors :
deg(f, S yo) = deg(f, K,yo) + deg(f, Q2 — K, yo).
Comme deg(f, K, yo) est bien défini et KN f~*({yo}) =0, donc :
deg(f, K,yo) = 0.

Ainsi

deg(f, €2 y0) = deg(f,Q — K, ).

Supposons que f(x) = yo n'admet pas une solution dans Q, donc yo & f(Q). D’apres la

proprz'été on a:
deg(f7 Qa 3/0) =0.

Ce qui est absurde. [ |
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1.3.3 Théorémes fondamentaux du degré topologique de Brouwer

Théoréme 1.3.2 :(Théoréme de point fire de Brouwer) [}/
Soit 1 C R™ un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non-vide et f : 0 — Q une fonction

continue, alors f admet un point fixe.

Preuve

Etape 1 Considérons Q0 comme une boule B(0,7) = {z, ||z|s < r}.
a) Sl existe xo € 0N tel que f(xo) = xo, le résultat est prouve.

b) Sinon, introduisons ’homotopie suivante : fi(z) = (I —tf)(x) pour tout t € [0, 1].
Ona:0¢ f(0), c’est a dire : le deg(f:,Q,0) est bien défini. D’apres la propriété [(3),

on a :
deg(f,2,0) est constant pour tout t € [0, 1],
c’est a dire :

deg(fo,92,0) = deg(f1,9,0),
=1.

Donc,
deg(f1,9,0) = deg(I — f,£,0).
Ainsi,
deg(I — f,£,0) # 0.
D’apres la pmprz’été[@ on a:
dzg € Q, tel que (I — f)(zg) =0,

c’est a dire,

f(QCo) = Zo-

Etape 2 Soit Q un convezxe, compact, non-vide. Soit B(0,r) tel que Q C B(0,r) et soit

R : R" — Q une rétraction. L’application f o R est continue, d’aprés U'étape (1) :

dxg € B(0,r) tel que (f o R)(xg) = 0.
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Puisque

f(2)cQ et R(xp) €9,

donc xy € Q). Comme

R(.I'o) = 2o,
alors :

(f o R)(z0) = f(w0) = o,

dzg € Q tel que f(xy) = xo.

Théoréme 1.3.3 (Théoréme de Borsuk) [16]
Soit Q C R™ un ouvert borné, symétrique par rapport a Uorigine et f : Q@ — R™ une application

continue, impaire telle que 0 ¢ f(0S2). Alors :
a) Si0¢Q, le degré deg(f,Q,0) est pair,
b) si 0 €, le degré deg(f,2,0) est impair.
Preuve Dans le cas ot f € C'(Q) N C(Q), et 0 est une valeur réguliére.
a) Si0 ¢ Q,ily adeux possibilités :
i) f71(0) =0, donc deg(f,€,0) =0,
ii) f71(0) # 0; f étant impaire, on a :
e f0) = —x € f(0),
et donc
7H0) ={z1, 29, ..., oN, —T1, —T2, ..., — TN}
D’autre part,

Df(—x)=Df(z), Vx e
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Par conséquent,

deg(f,92,0)= > sgnJs(x),
zeQNf~1(0)
N

=3 sgndp(a) + 3 sqndy(—as),

i=1 i=1

N
=2 Z sgnJp(x;).
i=1

Donc le degré deg(f,€2,0) est pair.
b) 0 € Q. Comme f est impaire, f(0) = 0, alors on a :
i) f71(0) = {0}, donc deg(f,2,0) = sgnJ;(0) =1,

i) f740)={0}U{xy,...,xN, —21,..., — TN}, et alors :
N
deg(f,$2,0) = sgnJg(0) + 2 Z sgnJs(x;),

=1

donc le degré deg(f,€2,0) est impair.

1.4 Le degré topologique en dimension infinie

Le degré topologique en dimension infinie ne pourra donc pas étre défini pour toutes les
applications continues d’'un Banach X dans lui- méme : il faut restreindre les fonctions que
I’on considére. Il existe plusieurs degrés en dimension infinie, qui ont justement pour principale
différence la classe de fonctions a laquelle chacun s’applique; le degré que nous allons étudier
ici, appelé degré de Leray-Schauder, est construit sur les applications qui différent de I'identité
par une application compacte.

Exemple [14] Soient [?(N) Pespace des suites x := (z,,),>0 de carré sommable et B la boule

unité fermée de [?(N). On désignera par ||z|| la norme de x, ¢’est a dire :

oo
[EEE e
n=0

Six € B on définit T'x par :

(T (Vi e PP
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Evidemment, on a T est continue, Tz € B et ||Tz|| = 1. Cependant, 7" n’admet pas un point

fixe sur B. En effet, si x = Tx, on a :

pour tout n > 0,z,11 = x, et kg = /1 — ||z
Or,
)] = IT=]] = 1.

Par conséquent, zo = 0, donc x = 0. Ce qui contredit ||z|| = 1.

1.4.1 Le degré topologique de Leray-Schauder
Lemme 1.4.1 [T} Soit Q un ouvert borné de X. Si T : Q — X est compact tel que 0 ¢ T(09),

alors il existe € > 0 tel que pour tout 0 € OQ on ait : || u—Tu ||> e.

Lemme 1.4.2 [14] Soit Q un ouvert borné de X, T :Q — X un opérateur compact tel que
0 ¢ T(092). Alors sie > 0 est tel que || u—Tu || > 4e pour tout u € 0Q, il existe un sous-espace

vectoriel de dimension finie E. de X et un opérateur T. : Q — E., tel que :
VueQ, ||Tau—Tu|<e,
Vu e 0, ||u—"T.u||> 3e.

Définition 1.4.1 [T]|] Soient X un espace de Banach, Q un ouvert borné de X, T : Q — X
un opérateur compact tel que 0 & T(09Q). Soient ¢ > 0,E. C X et T.:Q — E. étant donnés
par le lemme , on considére I un sous-espace vectoriel de dimension finie contenant E.
et tel que Qp := FNQ # 0. On définit le degré topologique de Leray-Schauder par :

deg([ -T,9, 0) = degF(IF - 1., Qp, OF)'

Remarque 1.4.1 1) Cette définition ne dépend que de T et de €.

2) Si dimension X < 0o, degré de Brouwer et de Leray-Schauder coincident.

1.4.2 Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

Dans toute la suite, supposons que X est un espace de Banach, (2 un ouvert borné de X et
T : Q — X un opérateur compact. La démonstration de ces résultats découle de la définition
du degré de Leray-Schauder, ainsi que des propriétés analogues du degré de Brouwer. C’est

pour ca nous allons énoncer les résultats sans démonstration.
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Proposition 1.4.1 :(Normalisation) [1]|]
1 st Yo € 9,

deg(1,2, yo) = _
0  si yo ¢S

Proposition 1.4.2 :(Additivité) [17)]
Si Oy, Qs sont deux ouverts bornés disjoints et T : O UQy — X est un opérateur compact tel

que 0 & T(0Q1 U 0y), alors :
deg(I —T,9, UQy,0) =deg(I —T,Q1,0) +deg(I —T,€s,0).
Proposition 1.4.3 [1]] Si yo € X tel que pour tout uw € Q on a : u — Tu # yo, alors :
deg(I —T,Q,y0) = 0.

Corollaire 1.4.1 :(Ezistence)[1]]
Si yo € X tel que pour tout w € 9 on a : u—Tu # yo et deg(I —T,Q,y0) # 0, alors :

il existe u € ) tel que u — Tu = yp.

Proposition 1.4.4 :(Invariance du degré par translation) [1]]

Siyo € X tel que yo # (I —T)(092), alors :
d@g([ - T7 Qa yU) = deg(‘[ -T - Yo, Qu O)

Corollaire 1.4.2 :(Invariance par homotopie) [1]]

Soient yo € X et H:Q x[0,1] = X une application compacte telle que pour tout

(u,t) € 0 x [0,1] on ait : uw— H(u,t) # yo, alors deg(I — H(.,t),,yo) est constant pour tout
tel0,1] :

deg(j - H('at)7Q7y0) = deg(‘[ - H('70)797y0>'

1.4.3 Théorémes fondamentaux du degré topologique de Leray-Schauder

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de point fixe de Schauder)[])] Soient Q0 un sous-ensemble
convezxe, fermé, borné non-vide d’un espace de Banach X et T : Q0 — € une application

compacte, alors T admet au moins un point fize.

Preuve

Etape 1 Considérons Q = B(0, R) = {z, ||z|]» < R}.

i) S’il existe xo € 0N, tel que T(x¢) = x¢ alors le résultat est prouvé.
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i) Sinon, considérons ’homotopie suivante : Ty(x) = (I — tT)(x) pour tout t € [0,1]. On a,
0 ¢ T(09), donc deg(T;,2,0) est bien défini. D’apres le corollaire (1.4.2)), on a :

deg(T;,Q2,0) est constant pour tout t € [0, 1],

c’est ¢ dire :

deg(T1,9,0) = deg(I —T,12,0),

= deg(T0>Q70)7
= deg(I,£2,0),
= 1.

Alors, d’apres le corollaire (1.4.1)), on a :
dxg € Q tel que: (I —T)(x) =0,

c’est o dire :
T(l’o) = X29-

Etape 2 Soit Q un convexe, fermé, borné, non-vide. On considére ['application continue

r: X — Q et B(0,R) une boule contenant 2. L’application T or est compacte, d’aprés l’étape
@, ona:
Jzg € B(0, R) tel que : (T or)(zo) = o,
c’est a dire :
dxg € B(0, R) tel que : Tr(xo)] = xo.
Or, r(xg) € Q et par hypothése T(Q) C Q, alors xy € Q et donc T(xg) € Q. Par conséquent,

dxg € Q tel que : T(xg) = xo.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme de Borsuk) [16/
Soient Q0 un ouvert borné de X contenant l'origine et symétrique par rapport a celui-ci, on

considére une application compacte T définie sur ) est impaire alors, si

0& (I —=T)(00) le degré deg(I — T,,0) est impair.
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Alternative non linéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.4.3 [/ Soient Q un ouvert borné d’un espace de Banach X et f:Q — X une

application compacte, alors ['une des propriétés est satisfaite :
(1) f admet un point fize dans <2,
(2) dx € 09,3t € [0,1] tel que : x = tf(x).
Preuve Supposons que n’est pas satisfaite, c’est a dire :
Ve e 0O,V € [0,1], (I —tf)(x)#0,
donc :
deg(I —tf,€,0) est bien défini,
d’aprés la proposition d’homotopie (1.4.2)), on a :
deg(1,8,0) = deg(I — f,9,0) = 1.
Par la proposition d’existence (1.4.1]), on a :
dr € Q tel que : f(z) = x,
donc :

f admet un point fixe dans 2.



CHAPITRE 2

LES CONTRACTIONS D’ENSEMBLES

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous étudions la mesure de non compacité de Kura-
towski et ses propriétés. La deuxiéme partie est consacrée a étudier les contractions d’ensembles

qui sont nécessaire dans notre étude de I'indice de point fixe.
2.1 La mesure de non compacité de Kuratowski

Définition 2.1.1 (21 Soit X un espace de Banach et A la famille de tous sous-ensemble borné
de X. Une fonction ® définie de A dans [0, +00) est appelée mesure de non-compacité (MNC)

sur X si elle vérifie les propriétés suivantes :
1) ®(A) =0 < A est relativement compact , VA € A.
2) ®(A) = d(A), VAc A
3) ®(A1 U Ay) = max{P(A;),P(A42)}, VA, Ay e A
Définition 2.1.2 [13] Soit (X, d) un espace mélrique et QQ un sous-ensemble borné de X. Alors

la mesure de non compacité de Kuratowski de @ noté par o(Q), avec :

a(Q) =inf{d > 0 : Q admet un recouvrement fini par des ensembles de diamétre inférieur ou

égal d}.
C’est a dire :

a(@Q)=inf{d >0:Q Cc U5, :S; C X,diam(S;) <d (i=1,..,n);n € N}.

2.1.1 Propriétés de la mesure de non compacité de Kuratowski

Lemme 2.1.1 [13] Soit Q,Q; et Qo des sous-ensembles bornés d’un espace métrique (X,d),

alors :
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(a) 0 < a(Q) < diam(Q).

(b) Régularité : o(Q) = 0 si et seulement si Q est compact.

(c) Invariance par passage a la fermeture : o(Q) = o(Q).

(d) Momnotonie : Si Q1 C Q2 alors a(Q1) < a(Q)2) (a est croissante).
(e) Semi-additivité : o((Q1 U Q2) = max{a(Q1),a(Q2)} .

(f) a(@:1 N Q) < minfa(Qy), a(Q2)}-

Preuve

(a) Soit {S;}1<i<n un recouvrement de ’ensemble @), alors :
a(Q) < diam(S;) < diam(Q), Vi€ [1,n].

(b) Comme X est un espace de Banach, alors :

@ compact < () est relativement compact,
& Ve>0,35,06G=1,..,n), tel que Q CUL,S; et diam(S;) < e, Vi,

& a(@) =0.

(¢) D’une part, on a: Q C Q = a(Q) < a(Q).

D’autre part, par définition de a(Q), on a :

Ve > 0,3{S;}, tel que Q C U ,S;,

et
diam(S;) < a(Q) +¢ Vi=1,..,n.
Comme
Q CUL,S;, et diam(S;) = diam(S;) < a(Q) +¢ Vi=1,...n.
On obtient

a(Q) < a(Q).

(d) Ona@Q; C @y donc tout recouvrement de 'ensemble @5 est un recouvrement de I’ensemble

Q1. Par conséquent, a(@Q)1) < a(@Q)3) donc, on a bien monter que « est croissante.
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(e)  Montrons que max{a(Q1),®(Q2)} < a(Q1U Q) :
D’aprés @, on a :
Q1 C (Q1UQ2) = a(Q1) < a(Q1UQs),

et

Q2 C (Q1UQ2) = a(Q2) < a(Q1 U Q2),

donc

max{a(Q1), a(Q2)} < a(Q1 U Q7).

e Réciproquement, montrons que a(@Q; U Q2) < max{a(Q1), a(Q2)} :
Soit £ > 0, posons max{a(Q1),x(Q2)} = s. Par définition de a(Q), on a : Q1 et Qs
peuvent étre recouvert par un nombre fini de sous-ensemble de diamétre inférieur a

s + €. Par conséquent, on a :

a(Q1UQs) < s+e,
c’est & dire :
a(Q1 U Q2) < max{a(Q1), (Qa)} +¢.
(f) D’aprés|[(d)] on a :

Q1NQ2 C Q1= a(Qi1NQ2) < a(@y),

et

Q1N Q2 CQy = a(Q1NQ2) < a(Q2),

donc,

(@1 N Q2) < min{a(Q1), a(Q2)}

Lemme 2.1.2 [13] Soit Q,Q; et Qy des sous-ensembles bornés d’un espace métrique (X,d),

alors :
(i) Sous-additivité : a(Q1 + Q2) < a(Q1) + a(Q)2)
(i1) Invariance par translation : a(Q + x) = a(Q), pour tout v € X

211 nvaritance par passage a L'enveLoppe convexre . « = «olconv
i) T . 3 1 [
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(iv) Semi-homogénéité : a(\Q) = |Na(Q), VAER

Preuve

(i)

(i)

Soit .S; un sous-ensemble borné de X avec diam(S;) < d pour tout i = 1,...,n et
()1 C U, S;. De plus, soit G un sous-ensemble borné de X avec diam(G;) < p pour tout

J=1,..,met Qy CUL, Gj, alors :
Ql + QQ C U?:l U;nzl (S@ + Gj) et dzam(Sz —+ G]) <d —l—p,
donc :

a(Q1 + Q) < d+p.

D’ou le résultat a(Q1 + Q2) < a(Q1) + a(Q2).

Soit z € X, d’aprés [(d)| on a :

a(@+1z) < Q) + a({r}) = a(Q),

et on a aussi :

a(Q) = a((Q +z) + (—x)),
< a(Q + ) +a({-r}),

< a(Q+1).

D’ott on obtient que a(Q + z) = a(Q), Vz € X.
e Montrons que a(Q) < a(conv(Q)). Comme Q C conv(Q), alors a(Q) < a(conv(Q)).
e Montrons que a(conv(Q)) < «(Q). Pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini
{Q1,...,Qr} de Q avec :
diam(Q;) < a(Q) + ¢, pour i = 1,..., k.
Supposons que S; est convexe, puisque :
diam(conv(S;)) = diam(S;) pour i = 1, ..., k,

On prend :
k
A={(Ni A M) s A =00 =1,k >\ =1},
i=1
et

k
S(\) = Z/\ZSZ- pour tout A = (A1, ..., \x) € A.
i=1



2.1 La mesure de non compacité de Kuratowski 19

On a:
a(S(A)) < a(Q) + ¢ pour tout A € A.

Maintenant, montrons que UyepS(A) est convexe. Pour A = (A\y, ..., A\g), o = (p1, ..., i) €

k k
Aetxz = Z)‘ixi € S(\),y = Z,uiyi € S(u) ou x;,y; € S;pouri=1,...,k. On a:
i=1

=1

i £\ (1— ),
tr+ (1 —t)y = Z (tNi + (1 —t)uy) L)\' m (11_ t);pxi + vt (1 ;)M‘yi :

=1

Ainsi, UyeaS(A) est convexe. Par conséquent, on a :

conv(Q) C conv(UF_,S;),

C U)\GAS(A) .

Puisque A est compact, il existe \',..., A" € A, tel que :
UaeaS(\) C UL S(\Y) +eB(0,1),
dons, on a :
conv(Q) C U S(\") +eB(0,1).
Ce qui implique que :

a(conv(Q)) < a(Q) + 3¢,

quand € — 0T, on obtient :

a(conv(Q)) < a(Q).

(iv) Pour A = 0, c’est évident. Soit S; un sous-ensemble borné de X avec diam(S;) < d pour

tout i =1,...,n et Q1 C U,S;. Alors,
pour tout A € R,  AQ C U AS; et diam(A\S;) = |\|diam(S;).
Par conséquent, on a :
a(AQ) < [Aa(Q).
De méme maniére, on a :
a(Q) = a(ATH(AQ)) < A a(AQ) avec A # 0,
c’est a dire :

Aa(Q) < a(AQ).
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Lemme 2.1.3 ( Lemme de Kuratowski) [13] Soit (X,d) un espace métrique complet. Si
(F,) une suite décroissante non vide, fermé. (F,) sont des sous-ensembles bornés de X tel que :

lim a(F,) =0, alors Uintersection Fyo = N2, F), est un sous-ensemble non vide et compact de
n—oo

X.

Preuve L’ensemble F, est un sous-ensemble fermé de X. Puisque F,, C F,, pour tout

n=1,2, .., daprés|(a) et [b)] du lemme (2.1.1]), on obtient que :
F,, est un ensemble compact.

Maintenant, montrons que Fy, # ) : soient x,, € F,, (n=1,2,...) et X,, = {x; : i > n} pour

n=1,2,.... Puisque X,, C F,, d’aprés et [(e)] du lemme (2.1.1)), on obtient que :

a(Xy) = a(X,) <a(F,), pour tout mn. (2.1)

a(Xy) =0.

Par conséquent, X; est un ensemble relativement compact, ainsi la suite (x,) a une sous-suite

(xn,) convergente avec x = lim z,, € X. Puisque F,, est fermé en X, on a :
n—oQ

x € F, pour tout n =1,2, ...,

alors ¢ € F,, donc :

Fo £ 0.
[ |

Théoréme 2.1.1 [/ Soit X un espace de Banach, Q C C([0,1], X) un sous-ensemble équi-

continu et borné, ot a,b € R. Alors,

a(Q) = max a({z(t) : 2(.) € Q}).

te(a,b|

Preuve (voir [4])

Lemme 2.1.4 [1 Soit X un espace de Banach, Q@ C C([0,1], X) un sous-ensemble équicontinu.

Supposons que f est une fonction uniformément continue sur

R={(t,z) :t €0,1],z € B(xo,70) 08 19 > 0,20 € X},
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et pour tout M C B(xg,10) et tout t € [0, 1], f vérifie la condition suivante :
alf(tx M)) < ka(M).
Alors, on a l'inégalité

o ({au+ | (s, w(s))ds () € Q}) <k mpx a(Qls))

s€[0,1]
Définition 2.1.3 (La mesure généralisée de non compacité) [5]
Supposons que [ est une application qui affecte a chaque sous-ensemble borné () de X un
nombre réel positive (Q). On appelle 5 la mesure généralisée de non compacité si elle satisfait

les propriétés suivantes :
(1) B(Q) = 0 si est seulement si la fermeture de Q) est compacte,

(2) B(conv(Q)) = B(Q) pour tout ensemble borné QQ C X (conv(Q) est la fermeture conveze

de Q, c’est a dire le plus petit ensemble fermé, convere qui contient @),

(3) B(Q+S) < B(Q)+ B(S) pour tout ensembles bornés Q et S, avec Q+S ={q+s:q€
Q,s €S},

(4) QU S) = max{B(Q), 5(5)}.

Application

Soit E un espace de Banach de dimension infinie et B(0,1) la boule unité de E. Alors :
a(B(0,1)) = 2.
En effet, d’apreés le lemme @ on a:
a(B(0,1)) < diam(B(0,1)) = 2.
Supposons que «(B(0,1)) < 2; alors :
il existe {Bg }1<k<n tel que diam(By) < 2 pour k € [1,n] et B(0,1) C U;_, By.

De plus, on peut choisir les ensembles B; fermé. Si F' un espace de dimension n, les ensembles
{Bi;NF}1<;<, recouvrent la boule unité BNE. D’aprés le Théoréme des antipodes de Lusternik-

Shnirelmann-Borsuk (1)(voir annexe), il existe au moins un des ensembles B; qui vérifie :
diam(B;) > diam(B(0,1)) = 2,

ce qui est absurde, donc a(B(0,1)) = 2. D’une facon plus générale B;(zg,r) = 2r. [

Exemple Soit B(0,1) la boule unité d’un espace de Banach de dimension finie X. Alors :
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a(B(0,1)) = 0.

En effet, B(0,1) est compacte < dimX < oo. D’une facon générale, a(B(zg,7)) = 0 avec
B(xg, 1) est la boule de centre zq et de rayon r dans X, car B(xo, ) est compacte dans 'espace

de dimension finie X.

2.2 Les contractions d’ensembles

Soient X, Y deux espaces de Banach, ) un ouvert de X.

Définition 2.2.1 [11] Soit T : X — Y wune application continue et bornée

e On dit que T est une k-contraction d’ensembles s’il existe k > 0, tel que :
a(T(Q)) < ka(Q), VQ borné de X.

o T est appelée k-contraction stricte d’ensembles s1 0 < k < 1.

e T est dite condensante si

a(T(Q)) < a(Q), YQ borné non relativement compacte .

Proposition 2.2.1 [19] Soient E1, Ey et E3 trois espaces métriques et supposons que

T, : By — Es, et Ty : Ey — E3 sont respectivement ky, ko-contractions d’ensembles. Alors :

T5 0T, : By — E5 est une kikq-contraction d’ensembles.

Preuve On a T; et T, sont respectivement kq, ko-contraction d’ensembles, donc par définition

on a 71} est continue bornée et :
a(T1(Q1)) < k1a(Qq), V@i un ouvert borné de Ej,
et Th est continue bornée :
a(T5(Q2)) < kaar(Q2), V@2 un ouvert borné de Fj.
Done,
T5 01T : By — Es5 est continue borné.

D’autre part, pour tout () borné de E; on a :

a((Ta 0 Th)(Q)) = a(T2(T1(Q))) < kok1a(Q).
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Proposition 2.2.2 [19] Soient X un espace de Banach, E un espace métrique. Si Ty : E — X

et Ty . B — X respectivement kq, ko-contraction d’ensembles. Alors :

T+ Ty : E— X est une (k1 + ko)-contraction d’ensembles.

Preuve Soient 177,75 : E — X sont respectivement ki, ko-contraction d’ensembles, donc par

définition on a T4, T sont continues, bornées et :

a(T1(Q)) < k1a(Q);  VQ un ouvert borné de E,
et

a(TH(Q)) < ka(Q);  VQ un ouvert borné de E.
Done,

Ty + T : E — X est continue, borné.

D’apres lemme (2.1.2) [()l pour tout @ un ouvert borné de E, on a :

a((Ty + 12)(Q)) < a(Th(Q)) + a(Ta(Q)),
< k1a(Q) + ke (Q),
S (]{71 + k?g)Oé(Q)

D’ou le résultat. [ |

Proposition 2.2.3 [18] Soient (X1,dy) et (Xo,da) deuz espaces métriques et T : X1 — Xo

une application continue.
a) Si T est une k-contraction, alors T est une k-contraction d’ensembles,

b) si T est compacte sur les ensembles bornés, alors T est 0-contraction d’ensembles.

Preuve

a) Soit @ un ensemble borné dans X et supposons que a;(Q) = d. Etant donné ¢ > 0, on

peut écrire QQ = UL, Sj, diam(S;) < d +¢. Ainsi,
et puisque 7" est une k-contraction, alors :

diam(T'(S;)) < k(d + ¢).
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Puisque ¢ est quelconque, alors :
as(T(Q)) < kd

et T est une k-contraction d’ensembles.

b) Soit @ un ensemble borné dans X;. Puisque nous supposons que T est compacte sur des

ensembles bornés, T'(Q) est compacte et donc totalement borné. Ainsi,

a(T(Q)) = w(T(Q)) =0,

donc, T est O-contraction d’ensembles.

Proposition 2.2.4 [J|] Soient E un espace réel normé, B(0,1) la boule unité de E et

T :FE — B(0,1) une application définie par :

o E ez
x, x € B(0,1).

Alors T est une 1-contraction d’ensembles.

Preuve Soit () C F un ensemble borné. Il est évident que T(Q) C conv({0} U @), donc on a :

a(T(Q)) < afconv({0}UQ)),
a({0}U @),
Q).

I
Q

Donc, T est une 1-contraction d’ensembles. |

Lemme 2.2.1 [19] Soient Q1 et Q2 deuz sous-ensembles fermés d’un espace métrique X. Sup-
posons que T : Q1 C X = X et T' : Qs C X — X sont deuz k-contractions d’ensembles telle
que T =T sur QN S. Soit Uapplication T" : Q1 UQy C X — X définie par :

T(x) st x € @,

T (2) st T € Qs

Alors, T" est une k-contraction d’ensembles.

Preuve Le fait que T et 7" sont deux k-contractions d’ensembles, alors elles sont des applica-

tions continues bornées de ()1 et () respectivement et :
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a(T(A)) < ka(A), VA un ouvert borné de ;.
(A)) < ka(A), VA un ouvert borné de Q5.

N /! . 7
D’ou, T" est continue et bornée sur ()1 U Qs.

De plus, on a :
O[(T(A)) si A C Qla
o(T'(4)  si AC Q..

Posons A un ouvert borné de Q1 U Qs. D’aprés le lemme (2.1.1)) [(e)] on a :

/1 /

a(T"(A)) < max{a(T(A)),a(T (A))},
< kmax{a(A),a(A)},
< ka(A).

/! .
Donc, T" est une k-contraction d’ensembles. |

Proposition 2.2.5 [19] Soient X un espace de Banach, E un sous-ensemble de X,
T:E C X — X une k-contraction d’ensembles et A : E — RY une fonction continue telle que
sup{\(z):z € E} =6 <o00. On définit T : E C X — X par :

T = \x)T(x), VzecE.

Alors, T est une dk-contraction d’ensembles.

/ . L, . , N
Preuve On a T" est continue et bornée, soit A un sous-ensemble borné de E. D’aprés le lemme

[(d)] et le lemme (2.1.2) [(iD)][(iv)} on a :

T'(A) C conv({0} UST(A)).

Donc :

/

a(T'(A)) < (conv({0} UST(A))),
= a({0} U ST (A)),
< max{({0}), a(0T(A))},
< Ska(A).

D’ot, T est une dk-contraction d’ensembles. |
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Lemme 2.2.2 [I2] Soit E un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X. SiT : X — X
est une application de la forme Ty + T, ou T} est une application linéaire borné et Ty est une

application complétement continue. Alors :
a[T(conv(E U {0}))] = a[T(E)], avec 0 € E.
Preuve D’une part on a : E C cono(E U {6}), d’apreés le lemme (2.1.1) [(d)] on a :
a[T(E)] < [T (conv(E U {6}))].

D’autre part, puisque T'(conv(E U {6})) C Ty (conv(E U {6})) + Tx(conv(E U {6})), alors :

a[T(conv(E U {6}))] < o[Ty(conv(E U{0})) + Ty (conv(E U {6}))],
< a[Ty(conv(E UA{0}))] +  alTy(conv(E U {6}))]

~
=0 par compacité de T»

a|T) (conv(E U {0}))],

(
afconv(Ty(E U{0}))],
afconv(Ty(E) U Ti({6}))];

(

= max{a(T1(E)), o(T1({6}))},
a[Ty(E)].
Or, on a :

T1 - T + (—TQ),
donc, d’apres le lemme (2.1.1]) [(b)] et le lemme (2.1.2)) [(i)} on obtient :

a[Ty(E)] < o[T(E)] + a[-T,(E)]

< a[T'(E)].

Ainsi, on a :
a[T'(conv(E U{0}))] < a[T(E)].
Par conséquent,

o[ (@mw(E U {6}))] = o[T(E)).
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2.2.1 Généralisation du théoréme de Schauder

Corollaire 2.2.1 [20] Soit D un sous-ensemble conveze, fermé, non vide, D non nécessaire-
ment borné, d’un espace de Banach X et f : D — D une application continue tel que f(D)

est inclus dans un compact de D. Alors f admet au moins un point fize .

Corollaire 2.2.2 [18] Soit D un ensemble fermé, borné, conveze dans un espace de Banach
X. Soient T : D — D une application continue, Dy = convT (D) et D,, = convT(D,_1) pour

n > 1. Supposons que o(D,,) — 0, alors T admet un point fize.

Preuve Il est clair que D,, est fermé, borné, convexe et non vide et D,,.1 C D, pour n > 1.

D’aprés le lemme (2.1.3)), on a :

Dy, = Np>1D,, est non vide, compact et convexe.

Par notre construction 7' : D,, — D11, on a T : Dy — Dy. 1l s’ensuit du corollaire (2.2.1))
que T admet un point fixe. [

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Darbo) [18]
Soient D un ensemble fermé, borné, convexe et T : D — D une k-contraction d’ensembles,

0<k<1. Alors, T admet un point fize.

Preuve Il suffit de montrer que a(D,,) — 0 quand n — +o00. Mais

o(Dy) = ofem(T(D))),
= o(T(D)),
< ka(D).

D’une fagon générale :

a(Dy) = a(conv(T(Dn-1))),
= OC(T<DTL*1))7

S kOé(Dn_l)

Ce qui implique que a(D,,) < k"«(D), quand n — oo, on a : a(D,,) — 0. Donc, T" admet un

point fixe. ]
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2.3 Application

Application & un probléme de Cauchy dans un espace de Banach [4]

Soit X un espace de Banach et f(t,z) : [0,1] x B(xg,r9) —> X une application continue

satisfaisant :
a(f([0,1] x B(xg,7))) < ka(B(zo,r)) pour tout r € (0, rg),

ou k € (0,1) et ry > 0 sont des constantes. Alors, il existe ¢y € (0, 1] tel que le probléme de

Cauchy suivant :
2'(t) = f(t,z(t)),t €]0,1],
z(0) = xp.

(2.2)

admet une solution.
Appliquons le Théoréme de point fixe de Darbo (2.2.1). En effet, posons :

D = sup{||f(t,z)] : (t,x) € [0,1] x B(xg,70)} et tg = min {1, %}
Soit E = C([0,to], X) un espace de Banach muni de la norme ||z|| g = max{||z(¢)||x : t € [0, 1]},

et soit :
K ={z(.) € E:2(ty) = z0, ||2(t) — z(to)|| <10},

est un sous-ensemble fermé borné de E. K est un convexe car,

soient z,y € K et A € [0,1], on a:
r €K alors ze€E:x(ty) =x9 et |x(t)—z(t)|x < 7o, (2.3)

et
ye K alors yeE:y(ty) =x0 et |y(t)—ylt)|x < ro. (2.4)

Multiplions I’équation par A, on trouve :
Ax € E  x(ty) = Axg et A||z(t) — z(t)||x < Aro. (2.5)
Multiplions I’équation par (1 — \), on obtient :
(I=NyeE (1=Nylt)) =1 =Nz et (1=A)y(t) —ylto)lx <1 —=A)ro.  (2.6)

Donc
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Az(to) + (1 — N)y(to) = Az + (1 — Nz = 0,
et
[ACz(t) = z(to)) + (1 = M (y(t) — y(to))llx < Alz(t) — z(to)llx + (1 = Nlly(t) — y(to)llx -
Ce qui nous donne
(A (t) + (1 = Ny(t)) = (Az(to) + (1= Ny(to))l|x < Arg + (1 = A)ro = ro.
D’oit Az + (1 — A)y € K. Maintenant, on définit Papplication T : K — K par :
Tx(t) = zo + /Ot f(s,2(s))ds.

Montrons que 71" est une k-contraction d’ensembles, tout d’abord on montre que 7" est continue.

Soit (z,,)nen une suite de K qui converge vers x.
(T'z,)(t) = xo + /Ot f(s,xn(s))ds, ¥t € [0,1].
D’une part, on a :
f(s,zn(s)) = f(s,2(s)), Vse€|0,t], quand n — +o0.

D’autre part, on a pour tout ¢ € [0,1] :

/Otf(s,xn(s))ds < /Ot £ (s, zn(s))|ds,

< sup |17(5,2a(s))x / ds.

s€[0,1]
<tk Vtelo,1],

<k.
Donc,

[T2n — Tl = max. [(Tn)(t) — (T) ()] x,

te[0,to

= Imax

te[0,to] ’

X

/Otf(s,xn(s))ds - /Otf(s,x(s))ds

< max

t€[0,to] ’

X

{ /Otﬂs,xn(s)) - f<s,x<s)>] ds

IN

t
max / | f(s,zn) — f(s,2(5))||x ds — 0 quand n — +o0.
tE[O,to} 0
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Ainsi, T est continue.
Maintenant, montrons que «(7(Q)) < ka(Q) avec @ est un sous-ensemble borné de E et

0 <k < 1.On a, d’apreés le théoréme (2.1.1)) et le lemme (2.1.4)), on trouve :

a(T(Q)) = sup a({(Tz)1):x() € @}),

t€0,¢0]

oo [ e aee])

S tok@(Q)7
< ka(Q).

Donc T est une k-contraction d’ensembles et K est un ensemble convexe, fermé et borné de E

alors d’aprés le théoréme de Darbo T" admet un point fixe sur K. D’ou le résultat.



CHAPITRE 3

[INDICE DE POINT FIXE

La premiére partie de ce chapitre, est consacrée a ’étude de I'indice de point fixe pour les
applications complétement continues. Dans la deuxiéme partie, nous prolongeons la notion de
I'indice de point fixe d’une application complétement continue & une k-contraction d’ensembles.

La troisiéme partie est consacrée a une application de I'indice de point fixe sur le cone.
3.1 L’indice de point fixe d’une application complétement

continue

Définition 3.1.1 [6] Un sous-ensemble F' C X est dit un rétracté de X s’il existe une appli-

cation continue r: X — F telle que r(x) = x,Vz € F.

Remarque 3.1.1 Tout sous-ensemble fermé, convezre, non vide de X est un rétracté de X. En

particulier, tout cone de X est un rétracté de X.

Théoréme 3.1.1 [10)]

Soit A un rétracté d’un espace de Banach X. Alors, pour tout sous-ensemble ouvert borné
Q) de A et toute application complétement continue f : Q — A qui n’a pas de points fizes sur
08, il existe un unique entier is(f, Q) appelé Uindice de point fize de f sur Q par rapport o A

satisfaisant les propriétés suivantes :
(1) Normalisation is(f,Q) =1 si [ est constante sur Q.
(2) Additivité Si f : Q — A n'a pas de points fives sur 09, et le point fize de f sur € se
trouve dans 1 U s, ou Qy et Qg sont deuxr ensembles ouverts, disjoints inclus dans €,

alors :
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iA(fa Q) = iA(f? Ql) + iA(fa QQ)

En particulier, si f n’a pas de points fizes dans ), cela veut dire que is(f, Q) = 0.

(3) Invariance par homotopie ia(H(t,.),Q2) est indépendant de t (0 < ¢t < 1) quand
H :[0,1]x Q — A est complétement continu et H(t,x) # = pour tout (t,x) € [0,1] x 0.

(4) Permanence io(f,Q2) = ig(f,QN B) = ig(flgrg: ) si B est une rétraction de A et

f(Q) c B.
De plus, soit :

M = {(f,Q, A)/A un rétracté de X,Q un ouvert borné dans A, f : Q — A est

compleétement continue et f(x) # x sur 0}

Alors, il existe une seule fonction d: M — Z satisfaisant - . En d’autre termes,

ia(f,Q) est défini de maniére unique.

Preuve Tout d’abord, montrons I'unicité de 'indice de point fixe. Supposons que X = A, soit

{ia(f,Q)} est une famille quelconque satisfaisant les conditions [(1)] - [(4)] on définit :

d(g,Q,p) le(f—f—p,Q), (31)

Ou g = I — f,Q un ouvert borné de X, g(x) # p sur 0%, c’est a dire : f + p n’a pas de points
fixes sur 0€2. D’aprés les conditions on peut montrer que la fonction d(g, 2, p) a quatre

propriétés qui caractérisent le degré de Leray-Schauder, on a :

d(g,Q,p) = deg(I — f, 2, p). (3.2)
On prend, p = 0 dans et , on obtient :

ix(f,Q) =deg(I — f,9Q,0). (3.3)

Supposons que A est un rétracté quelconque de X et r : X — A une rétraction quelconque
pour les sous-ensembles ouverts 2 de A, on choisit la boule Br = {z € X, ||z|| < R} tel que

2 C Bg. Alors, on a :

ia(f,Q) = ix(for,Benr (Q)),
=deg(I — for, BgNr 1(Q),0). (3.4)
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En effet, r : X — A une rétraction donc continue. Par conséquent, €2 est un ouvert de A, donc

r~1(Q) est un ouvert de X. Il est clair que Bg N7~1(Q) est un ouvert de X, et on a :

BrNr=1(Q) c r—1(Q) c r1(Q) = r~1(Q),
donc
(for)(BrNr=HQ)) C (for)(r™'(Q)) = f(Q) C A.

Et on a:

zo €77 1), (f or) (o) = 20 = 0 € Q, f(0) = To. (3.5)

Alors, d’aprés la propriété on a:

D’ou, d’aprés (3.4) et Punicité du degré de Leray-Schauder, on obtient I'unicité de l'indice de
point fixe. ]
Pour prouver les propriétés [(1)] - nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3.1.1 Soient A un rétracté d’un espace de Banach X, ) un sous-ensemble ouvert
borné de A et f: Q — A une application complétement continue qui n’ a pas de points fizes

sur OS2, alors :
ia(f,Q) =deg(I — for, BRNr—1(Q),0),

est indépendant du choix de r et de R, ot r : X — A une rétraction et Br est une boule de

X de rayon R.

Preuve Soit R; > R, puisque :
() C Bg ﬂT’_1<Q) C BR1 N T’_l(Q>.

D’apres (3.5)), on sait que for n’ a pas de points fixes dans d(Br N7~ (). Par conséquent,

d’aprés la propriété d’excision du degré de Leray-Schauder, on a :

deg(I — for,Bg Nr~1(Q2),0) = deg(I — f or, Bg, N771(),0).
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C’est a dire : 14(f,2) est indépendant du choix de R.

Soit r; : X — A une autre rétraction de X et soit V = BrNr~1(Q)Nr;*(Q). Alors, V est un
ensemble ouvert borné de X et Q) C V. D’aprés , on a for n’a pas de points fixes dans
BrOr L(Q\V et for; n'a pas de points fixes dans Br Ny (Q)\V. Do,

deg(I — for, BeNr 1(),0) = deg(I — for,V,0). (3.6)
Et
deg(I — fory, BeNr;*(Q),0) = deg(I — fory,V,0). (3.7)

Introduisons ’homotopie suivante :

H:[0,1]xV—X
H(t,x) =z —rlt(for)(x) + (1 —1)(f ori)(@)].

On a, le degré de Leray-Schauder deg(I — H;,V,0) est bien défini. En effet, supposons qu’il
existe to € [0,1] et 29 € IV tel que :

Hiy (o) = 0 <= w0 — 1[to(f o 7)(w0) + (1 — to)(f o r1)(0)] = 0,

= @0 — rltof(r(20)) + (1 = 10) f(r1(20))] = 0,

car, r(xg) = xo,r1(x0) = xo et f(xg) = xo. D’aprés (3.5), zo € Q C V ce qui contredit le fait

que xo € JV. Ainsi, par invariance d’homotopie du degré de Leray-Schauder, on a :
deg(I — fory,V,0)=deg(l — for,V,0). (3.8)

Done, d’aprés (3.6), (3.7) et (3.8), on a :
deg(I — for, BRNr~1(Q),0) = deg(I — fory, BrNr;'(),0). (3.9)

Ce qui montre que i4(f,2) est indépendant du choix de 7. |
Remarque 3.1.2 D’aprés les propriétés du degré de Leray-Schauder et ’équation (3.4)), les

propriétés - du théoréeme (3.1.1)) sont bien vérifiées.

Corollaire 3.1.1 L’ndice de point fize vérifie les propriétés suivantes :

(a) Soit Qo un sous-ensemble ouvert de Q tel que f n’a pas de points fizes sur Q\Qg

ia(f, ) = ia(f, Qo).
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(b) Siia(f,Q) #0, alors f admet au moins un point fize sur €.
Preuve
(a) Soit Q; = Q et Qy =0, alors on a :
Donc, par hypothése f n’a pas de points fixes sur 02, d’apreés la propriété d’additivité
on a :
Z.A(fv Q) = iA(f? Q) + Z.A<fa (D) - iA(fv Q) = 0.
On prend, Q1 = Qg et Qy = 0 d’aprés la propriété d’additivité on obtient :
ia(f, Q) =1ia(f, Qo).

(b) Supposons que f n’a pas de points fixes sur Q. Soit Q = ), puisque f n’a pas de points

fixes sur Q et 9Q, donc f n’a pas de points fixes sur Q. D’aprés la propriété [(a)), on a :

ia(f, Q) =ia(f Qo).
=ia(f,0),
=0.

Ce qui contredit le fait que i4(f,2) # 0.

3.2 L’indice de point fixe d’une k-contraction d’ensembles

Le concept de l'indice de point fixe d’une application complétement continue peut étre

prolongé a des contractions strictes d’ensembles.

Théoréme 3.2.1 [§] Soit A un ensemble fermé, convexe, non vide d’un espace de Banach X et
Q un sous-ensemble ouvert de A. Soit f : QQ — A une k-contraction d’ensembles (0 < k < 1)
qui n’a pas de points fizes sur OS). Soit A} = convf(Q), A, =convf(A,_1NQ) (n=2,3,..).
Alors
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ia(f, Q) =ia(f1,9Q),

avec f : Q — D est une application complétement continue et fi(x) = f(z) pour tout

x € DN, ou D est un sous-ensemble convexe, compact, non vide de A.

Preuve Le fait que A, N Q # () pour tout n, alors A, # (). Evidemment, A, C A; et

A, CA,_.1 Vn e N*" Comme f est une k-contraction d’ensembles, alors on a :

a(A,) < a(convf(A,-1 N1QY)),
< ka(A,_1 NQ),
< ka(A,-1),
<k la(4r), (n=1,..).

D’ou, nl_l)I_’I_loo a(A,) = 0. D’apreés la proposition (1)), ona: D = N2, A, est un ensemble convexe,

compact, non vide de A et DN Q est non vide compact. De plus, f(DNQ) C D. Comme D est
compact, application f : DN — D est complétement continue. Par conséquent, d’aprés
le théoréme d’extension de Dugundji (Voir I'annexe) il existe une application complétement

continue :
f1:Q — D tel que fi(x) = f(z) pour tout z € D N K.
Il est clair que f; n’a pas de points fixes sur 92. D’ou, d’aprés le théoréme (3.1.1)) 'indice de
point fixe i4(f1,2) est bien défini. Ainsi, I'indice du point fixe is(f, Q) est défini par :
ia(f, Q) =ia(f1,9Q). (3.10)
L’indice du point fixe définit dans (3.11) et (3.10) est indépendant du choix de f;. En effet,
supposons que fi, fo : @ — D deux applications complétement continues telles que :

f(z), YeeDNQ,
f(z), VYzeDnN.

fi()
fa(z)

Introduisons I’homotopie suivante, H(t,7) = tfi(x) + (1 —t) fo(z) avec H : [0,1] x Q — A est
complétement, continue. On a H(t,x) # = pour tout (¢, z) € [0,1] x 9. Car, supposons que si
t€[0,1],z0 € 00 et H(t,xy) = xo, alors :

tfi(zo) + (1 —t) fo(xg) = xo-
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Puisque fi(x¢), f2(xo) € D qui est convexe, on a :

tfi(zo) + (1 — ) fa(z0) = wo.
Ainsi,
10 €DNQ et fi(z) = falwg) = f(20),

et donc

f(xo) = Zo,

ce qui contredit le fait que f n’a pas de points fixes sur 9. D’ott, d’aprés la propriété [(3)] du

théoréme (3.1.1), on a :

ia(f1,Q) = ia(f2,Q).

Remarque 3.2.1 Si A, NQ = 0 pour certains n,
ia(f, Q) =0. (3.11)

D’une fagon générale, on définit I'indice de point fixe de f sur ) par rapport & A par :

Définition 3.2.1 (5] Soient A un sous-ensemble conveze, fermé de X et Q@ un sous-ensemble
borné, relativement ouvert de A. Soient Ay = convf(Q), A, = convf(QN A,_1) et D un
ensemble conveze, compact tel que Ny>1A, C D C A et f(QND) C D. Soit G un ouvert borné

de X tel que GND =QND et soit g: G — D une application continue tel que :

g|QmD = f|QmD~

Si Uensemble {x € X, f(x) = x} est compact non vide. D’une facon générale, si f : Q@ — A
est une k-contraction d’ensembles par rapport o B sur Q et f(x) # x pour x € 9L, alors on

définit l'indice de point fize de Uapplication f sur 2 par rapport & A par :
Z.A(fa Q) = d€g([ -9 G7 O)
Théoréme 3.2.2 [§/ L’indice de point fize d’une k-contraction d’ensembles vérifie les proprié-

tés sutvantes :

(i) (Normalisation) si f : Q — Q une application constante (f(z) = yo pour tout v € Q

et y, une constante de ), alors :
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iaf,Q) = 1.

(i1) (Additivité) si Qy et Qo sont deuxr sous-ensembles ouverts disjoints de § tel que f n'a

pas de points fires sur Q\ (£ UQy), alors :

iA(fa Q) = iA(f) Ql) + iA(fa QQ)

(i1i) (Invariance par homotopie) supposons que :

(a) H : [0,1] x Q — A est continue et H(t,r) est uniformément continue en t par

rapport & x € S,

(b) H(t,.) : Q@ — A est une k-contraction avec 0 < k < 1, ot k ne dépend pas de
t €10,1],

(¢c) H(t,x) # x pour tout t € [0,1] et x € ON.

Alors :
ia(H(t,.),Q) = constant pour tout t € [0,1].
(iv) (Permanence) si B est un sous-ensemble conveze fermé de A et f(Q) C B, alors :
ialf,Q)=1ig(f,Q2NB).

(v) (Propriété d’excision) si Qy est un ouvert par rapport a A, Qo C Q et f n’a pas de

points fizes sur Q\Qy, alors :

ia(f, Q) =ia(f, Qo).

(vi) (Propriété d’existence) siia(f,) #0, alors f admet au moins un point fize sur .

Preuve
(i) On a:
iA(fv Q) = deg([ -9, G7 0)
Comme
glonp = flonp, et GND=QND,
alors

g(x) = f(x) = Yo
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(1)

(iii)

Ainsi

iA(f7 Q) = d@g(] — Yo, G7 0) 7é 07
- deg(-la G7 y0)7
= 1.
Puisque f(z) # x pour x € 9(Q UQy), c’est a dire :
(I — f)(x) # 0 pour z € 9(2; UQy),
alors
(I — f)(x) # 0 pour z € I((2; U Q) N D).

De plus, on a :

f|(91u02)mD = 9|(Qlu92)mD;

et
(QUQ)ND=CGND,
Ainsi
deg(l_g7G7O) = deg<1_ga Ql UQ270>7
= d6g<[_ga Qlao) +d€g(1_g>ﬂ270)7
:Z.A(f7ﬂl)+iA(f7 92)
On a

ia(He, Q) = deg(I — g1, G, 0),

ou gi(x) = Hy(x) avec 0 <t < 1.

Comme
(I — Hy)(x) # 0 pour z € 012,
alors
(I — Hy)(x) # 0 pour z € 9(2N D).

De plus, on a :
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Hilonp = gilanp et QN D =GN D,
donc
(I —g:)(x) # 0 pour z € (G N D),
ce qui donne
(I —g)(z) # 0 pour x € 0G,
donc
deg(I — g+,G,0) est bien défini.

D’aprés la propriété de 'invariance par homotopie du degré topologique de Schauder, on
a:

deg(I — ¢g;,G,0) = constant, pour 0<t<1

ce qui donne

ia(Hy, Q) = constant  pour 0 <t <1.

(iv) On a B est un sous-ensemble convexe, fermé de A et f(Q) C B, c’est a dire :

f:Q— B.
Puisque
f(zx)#x pour x€Q,
alors
(I —f)(x)#0 pour x €0,
donc

(I—f)(z)#£0 pour ze€d(QnB)ND).

De plus, on a :

fleonsynp =glenp et (QNB)ND =GN D,

donc

Z'B<f7QmB) = deg([—g,G,O),
=i4(f, Q).
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(v) Soit ©1,Qy deux sous-ensembles ouverts disjoints de € tel que :
Ql =Q et QQ = @,

alors on a :

O\ (O U Q) =09,

Donc, par hypothése f n’ a pas de point fixe sur 02, c’est a dire :
(I —f)(x)#0 pour =z € I(QUQy),

donc

(I —f)(x)#0 pour x€d((QUQy)ND).

De plus, on a :
f|(91U92)ﬂD = g|(Q1UQQ)ﬁD et (Ql ) QQ) N D = G N D7
donc

iA(f, Ql U QQ) = d@g([ — g, G, 0),
=i4(f,Q).

D’aprés la propri¢té d’additivité (i)} on a :

iA(fv Ql) + Z.A(f7 (D) - iA(f? Q) = iA(fv @) = 0.

On prend
lego et QQZ(Z),
alors
iA(fv Q) = Z.A(fa QO) + iA(fv @)
Ainsi
iA(fa Q) = Z.A(fa QO)
(vi) On a

iA(fv Q) = deg(I -9, G»O) 7é 07
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donc

dJreG tel que (I —g)(z)=0,

c’est a dire :

Jr e G tel que g(x)=x.

Comme g est une application de GG a valeur dans D, alors

g(z) € D,

ce qui donne x € D, donc

dJre GND tel que g¢g(z)=uz.

De plus, on a :

GND=QnND,
alors
dreQnD tel que g(z)=u.
Comme
f’QﬂD = g‘ﬂmDy
alors
JreQnND tel que f(x)=uz,
d’ou

dr e tel que f(x)=uz.

Théoréme 3.2.3 Soit A un ensemble fermé, convere dans X. A; un sous-ensemble borné,
fermé, convere de A et Q) un ensemble ouvert, non vide de A avec Q C Ay. Si f : Ay —> A est
une k-contraction d’ensembles (0 < k < 1), f(A1) C Ay et f n'a pas de points fizes sur A1\,

alors :

ia(f,Q)=1.
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Preuve Il est clair que A; est un ensemble fermé dans X et Q C A;, d’aprés la propriété |(4)
du théoréme (3.1.1), on a:
ia(f, Q) =ia,(f, Q2N Ay). (3.12)

Puisque €2 est un sous-ensemble relativement ouvert de A et QO C A; C A, est aussi un

sous-ensemble relativement ouvert de A;. On a f n’a pas des points fixes sur A;\Q et d’aprés

la propriété [(a)] du théoréme (B.1.1]), on a :
in (f, A1) = ia, (f, ). (3.13)

On prend xy € Q C Ay, soit H(t,x) = txg + (1 — t)f(z). Evidemment, H : [0,1] x A; — A,

est continue. Pour tout ¢ € [0,1] et Q@ C Ay, on a:

a(H(t,Q)) < (1 - a(f(Q)),
(1 - )ka(Q).
ka(Q).

IN

IN

Et donc, pour tout ¢t € [0,1], H(t,.) : Ay — A; est une k-contraction d’ensembles. Notons

que quand A; est traité comme sous-ensemble ouvert de A; sa frontiére est vide. D’aprés les

propriétés et du théoréme (3.1.1)), on a :

A
=4, (H(1,.), A

: (3.14)
=4, (20, A1) = 1.
Alors, d’apreés (3.12), (3.13) et (3.14) on obtient que
ia(f,Q)=1.
n

Corollaire 3.2.1 Soit A un ensemble fermé, convexe dans X et ) un sous-ensemble ouvert,

borné, conveze, non vide de A. Si f : Q@ — A une contraction d’ensembles et f(Q) C Q, alors

ia(f, Q) =1



3.2 L’indice de point fixe d’une k-contraction d’ensembles 44

Preuve Il suffit de prendre A; = Q dans le théoréme (3.2.3) et on obtient la preuve. |

Théoréme 3.2.4 Soit A un ensemble fermé, convere dans X et Q un ensemble ouvert, borné
dans A avec 0 € Q. Si f : Q — A est une k-contraction d’ensembles (0 < k < 1) qui satisfait

la condition suivante :

flz) £ px, €0, p>1, (3.15)

alors

ia(f, Q) =1

Preuve Soit H(t,7) = tf(x), évidemment H : [0,1] x Q — A est continue et H(t,.): Q — A
est une k-contraction d’ensembles avec 0 < k < 1. En outre, d’aprés (3.15) et € Q, on a
H(t,z) # x pour tout x € 9N et 0 < k < 1. Ainsi, d’aprés les propriétés [(4)] et [(3)] du théoréme

(3.1.1), on a :

ialf,Q) =1iA(6,9),

Théoréme 3.2.5 Soit A un ensemble conveze fermé dans X, Q un ensemble ouvert borné dans
Avet f: Q — A une k-contraction d’ensembles (0 < k < 1). S7il existe ug € A, ug # 0, tel que

Aug € A pour tout 0 < A < o0 et -
r — f(z) # Aug, €I AX>0. (3.16)
Alors

ialf,Q) = 0.

Preuve Supposons que i4(f,2) # 0. D’apreés la relation (3.16|), choisissons Ag > 0 tel que :

Mo > [luol =" sup(flz ]| + [1.f (2)])- (3.17)

zeQ
Soit H(t,z) = f(x) + Aotug. Puisque, A est un convexe fermé on a pour tout entier positif n :
1 1 1
L— =) f(x) 4+ Xotug = | 1 — = ) f(x) + —.nAotug € A.
n n n

Et donc, quand n — oo, on a : f(z) + Atug € A pour tout x € Q et t € [0,1]. Ainsi,

H :[0,1] x Q — A est une application k-contraction d’ensembles pour tout ¢ € [0, 1]. D’aprés
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la condition ([3.16) on obtient que H(t,z) #  pour tout x € IQ et t € [0, 1]. Par conséquent,

d’aprés I'invariance par homotopie, on a : is(H(1,.),Q) = is(H(0,.), ), c’est a dire :
ia(f + Aouo, Q) =ia(f, Q) # 0.

D’aprés la propriété [(b)] du théoreme (B.1.1)), on a il existe zg € Q tel que zg = f(z0) + Aotto,
et donc Ao < [Juol| 7 (||| + ||f(x)]]), ce qui contredit avec (3.17). D’ou le résultat. |

3.3 Application de I'indice de point fixe au cone

Dans cette section, nous présentons une application de I'indice de point fixe au céne qui
nous assure la positivité des solutions (voir [9]).
Soit K un cone d'un espace de Banach X et K; = {x € K, ||z <r}, Ky = {zv € K,r <
|z|| < R avec R > r > 0}. Considérons une k-contraction d’ensembles T": K — K vérifiant

la condition suivante :
[T ()| < lz[l,Vz € K et [z||=r;||T(z)] > [|z|, V2 € K, ||lz]| = R. (3.18)

Alors, T admet un point fixe x € K. En effet, puisque T vérifie la condition (3.18]), alors :
— Sl existe x € 0K, UOKp tel que T'(x) = x, alors T admet un point fixe sur Ks.
— Sinon, T n’admet pas de point fixe. Posons Q = Kp, Q) = Kg\K; C Kpet Qy = K, C

Kp. On a alors :
Ql ﬂQQ = (Z), g\(Ql U Qg) = 8K1 UaKR,

dans ce cas, la condition (3.18) devient :

IT(@)| < |z et T(z)# x,Voe dKy, (3.19)

T (x)|| > ||| et T(x)# z,Vo e dKpg. (3.20)

D’un coté, on a : (3.19) = (3.15)). En effet, supposons que (3.19)) est vérifiée et que (3.15))

ne ’est pas. Donc :
dxg € OK,, o > 1 tel que T(xo) = poxo.

o Sipo > 1, [[T(o)|l = llmooll = pollzoll > [lzoll, ce qui est absurde.

e Sipp =1, T(x9) = x¢. Ce qui est absurde. Ainsi, on obtient que :
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T (z)]| <|lz| et T(x) # z,Vo € 0K/,
donc
T(x) # px,VYo € 0K, et > 1.
Par suite, d’aprés le théoréme ona:

ZK(T7 Kl) = ]_

D’autre coté, (3.20) = (3.16). En effet, supposons que :

Yug € K,dxg € 0Kg,INg > 0 tel que xg — T(l’o) = Aug et Aug € K.
e Si \g =0, T(zg) = o, ce qui contredit avec T'(z) # x,Vr € 0K,
e si \g > 0,20 — T(xg) = Aug > 0, donc T'(xg) < x alors :
1T (o) || < [|oll-
Ce qui contredit le fait que ||T'(z)|| > ||z||, V& € Kg. D’aprés le théoréme ({3.2.5)), on a :
ix(T,Kgr) =0.

Comme T'(z) # z,Vor € 0K, U 0Kg, d’aprés ladditivité de l'indice de point fixe, on

obtient :
ix(T,Kp) =i (T, Kg\K1) +ir(T, K),
alors
i (T, Kg\K;) = —1.

Donc, nous avons bien montrer que ix (T, Kz\K;) # 0. D’aprés la propriété d’existence

de 'indice de point fixe, on déduit que :

T admet au moins un point fixe z € Kz\K;, = K.
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Définition 1 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé

qui est complet pour la distance déduite.

Théoréme des antipodes de Lusternik-Shnirelmann-Borsuk

Théoréme 1 [13] Soit S une sphére dans un espace normé de dimension n et (By)i<g<n un
recouvrement de S par des fermés, alors au moins un des ensembles By contient deux points

antipodauz c-a-d diam(By) > diam(S).

Théoréme d’extension de Dugundji

Théoréme 2 [1(] Soient X et Y deux espaces de Banach, A C X une partie fermée, bornée
de X et f : A — Y une application complétement continue. Alors, f admet une extension

complétement continue f: X —s Y telle que f(z) C conv(f(A)).

Proposition 1 [I0] Soit Q un ouvert borné d’un espace de Banach E et F : Q — E une
k-contraction d’ensemble (0 < k < 1), supposons que Dy = convF(Q) et D,, = convF(D,_1 N
Q) (n=2,..). SiD,NQ#0 alors a(D,) — 0 et D = N>, D,, est un convere, compact non

vide. De plus, D N Q) est compact non vide, F(DNQ) C D.

Les cOnes

Définition 2 [5/ Soit X un espace de Banach, un cone K est un sous-ensemble fermé non

vide de X tel que :

1) Siz,y € K et A\, sont des réels positifs, alors \x + uy € K ;
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2) six e K—{0}, alors —x ¢ K.

Définition 3 [J/ Soit E un espace vectoriel linéaire et K un sous-ensemble convexe non vide

de E. On appelle K un cone si :
1) \x € K pour tout x € K et A\ >0;
2) Kn(=K)={0}.

St E est un espace linéaire et K C E est un céne, on définit une relation d’ordre sur E comme

suit :

x <y siet seulement sty —x € K.

Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue

Théoréme 3 Soit (f,)nen une suite de fonctions appartenant o L'(Q)) avec Q C R". On sup-

pose que :

1) fulx) — f(x) pp sur Q;

2) il existe une fonction g € L'(Q) telle que :
Vn € N, [fu(x)| < g(x)pp sur Q.
Alors,

feL'(Q) et | fu— flloiw — 0.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions la théorie de I'indice de point fixe qui est une extension

du degré topologique de Leray-Schauder. Nous nous permettons d’étudier I'indice
de point fixe d’'une k-contraction d’ensembles grace a I'indice de point fixe d’une

application complétement continue.

Mots-clés: le degré topologique, la mesure de non compacité de Kuratowski, la contraction

d’ensembles, I'indice de point fixe.

Abstract

In this work, we study the theory of fixed point index which is an extension of the
topological degree of Leray-Schauder. We allow ourselves to study the fixed point index of

k-sets contraction thanks to fixed point index of an application completely countinuous.

Keywords: the topological degree, the Kuratowski measure of non-compactness, set contractions,

fixed point index.
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