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Introduction

La théorie de la bifurcation, comme le reste de 'analyse non linéaire, a connu une croissance tres
rapide au cours de ces derniéres années, a la fois en théorie et en applications. Cette notion a une

grande importance dans de nombreux domaines de la physique mathématique.

Un grand nombre de phénomenes non linéaires conduisent a des modeles mathématiques de la
forme
F(A,x)=0 €y

ou x représente la solution recherchée dans un espace de Banach X et A est un parametre réel, et F
application de R x X dans I'espace de Banach Y. Dans la théorie de la bifurcation, on suppose que
I’équation ci-dessus a un ensemble connu de solutions, les solutions "triviales", et on dit que (A, x,)
sur cet ensemble est un point de bifurcation si, a n’importe quel voisinage de ce point, on a des

solutions qui ne sont pas triviales.

Le terme bifurcation est généralement associé a la notion de changement qualitatif ou topo-
logique dans le comportement d’un systéme, lorsqu’un ou plusieurs parameétres dont elle dépend
varient. Plus précisément, nous entendons par bifurcation une variation du nombre de solutions

d’une équation en fonction des parametres.

La théorie de la bifurcation est un sujet d’origine mathématique classique important de I'analyse
non linéaire. Beaucoup de travaux ont été établie concernant des problemes de valeurs propres non

linéaires, en particulier pour les équations différentielles ordinaires et les équations intégrales, etc.

Les traveaux de Krasnosel’skii a une place particuliére dans la théorie des bifurcations des solu-

tions aux problémes de valeurs propres non linéaires, en particulier le théoreme classique concernant
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la bifurcation a partir des valeurs propres de multiplicité impaire [17]. En 1971, Crandall et Rabi-
nowitz ont résolu le probléme a des valeurs propres simples et caractérisé les branches de solutions

qui bifurquent [5].

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probleme de bifurcation de solutions du probleme
non linéaire (1), le résultat est obtenu en utilisant le concept de valeurs propres. Ainsi, nous présen-
tons I'un des résultats les plus célebres de la théorie de bifurcation appelé "bifurcation a partir d'une

valeur propre simple", qui a été développé par M. G. Crandall et P H. Rabinowitz.

Ce mémoire se décompose de trois chapitres :

Le premier chapitre, nous étudions le degré topologique en dimension finie de Brouwer et en
dimension infinie de Leray-Schauder dont nous aurons besoin pour définir I'indice de Schauder.
([11], [13], [17], [18], [20D)

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons des résultats importants concernant la solution
d’un probléme non linéaire dans la théorie de bifurcation. Nous examinons la méthode de Lyapunov-
Schmidt et nous prouvons l'existence des branches de solutions par le théoreme de Krasnosel’ski ou
la multiplicité algébrique de la valeur propre du probléme linéaire est impaire, dont la preuve en
utilisant I'indice de Schauder. ([3], [4], [7], [8], [10], [21], [23])

Dans le dernier chapitre, on va se baser sur les travaux de M. G. Crandall et P H. Rabinowitz
concernant la bifurcation a partir d’'une valeur propre simple. Ensuite, nous donnons quelques résul-

tats obtenus a partir de ces travaux et des applications simples.



CHAPITRE 1

Préliminaires

On entame ce chapitre par quelques notions de base, puis nous passerons a la premiere partie
qui est consacrée aux définitions et propriétés du degré topologique de Brouwer en dimension fini et
le degré de Leray-Schuder en dimension infini, ensuite dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous

allons définir I'indice de Schauder a l'aide du degré topologique de Leray-Schauder.

1.1 Notions de base

Dans cette section, nous exposons les outils mathématiques qui seront utilisées comme les appli-

cations compacts et quelques notions sur le calcul différentiel.

1.1.1 Applications compactes

Soient X et Y deux espaces de Banach et Q un ouvert de X.

Définition 1.1.1 [24]

Une application linéaire continue f : X — Y est dite compacte si f (€2) est un compacte de Y.

Proposition 1.1.1 [15]

Soit f : X — Y une application linéaire continue, les assertions suivantes sont équivalentes :
i) f est compact.
ii) Pour toute partie A borné de X, I'ensemble f (A) est relativement compact dans Y.

iii) L image de toute suite bornée (x,) ey de X posséde une sous-suite (f (x,)),ey CONvergente.
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Proposition 1.1.2 [20]

f est dite complétement continue si elle est continue et compacte.

Proposition 1.1.3 [15]

Soient X, Y et Z des espaces de Banach, f : X — Y et g : Y — Z deux applications linéaires

continues, si f ou g est compacte alors g o f est compacte.

Définition 1.1.2 [12]

Une application linéaire continue f est dit de rang fini si la dimension de son image est finie.

Proposition 1.1.4 [15]

Tout application linéaire continu de rang fini est compacte.

Théoreme 1.1.1 [24]

Une application linéaire continue f : X — Y est compact si et seulement si f est limite d’'une suite

d’'opérateur de rang fini.

1.1.2 Applications différentiables

Définition 1.1.3 [2](Dérivée de Fréchet)

Soit x, € Q, on dit qu’une application f : Q — Y est Fréchet-différentiable (ou différentiable au

sens de Fréchet) au point x s’il existe un opérateur linéaire et continu L : X — Y, tel que

f(xo+h) = f(xo) — Lh=o(||h]]),

ol
o(|IAl])
N
||kl

0 quand ||h|| — 0.

Définition 1.1.4 [22]
L application f : Q — Y est Fréchet-différentiable au point x, s’il existe un opérateur linéaire et

continu L : X — Y et une application ¢ de X dans Y, tel que
f(xo+h)=f(x,)+ Lh+||h|le(h), avec ||ilj|mog(h) =0.

Lemme 1.1.1 [19]

Si f : Q — Y est une application différentiable compacte alors la différentiabilité de f au point

Xo €Q, Df(x,) : X — Y est un opérateur linéaire compact.
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Définition 1.1.5 [22](Dérivée en un point suivant une direction)

Soient f : Q@ — Y une application, x, € Q et d € X. La limite

i f(xg+hd)— f(xo)
1m
h—s0 h

lorsqu’elle existe, est appelée dérivée de f au point x, suivant la direction d. Elle est notée Df (x,)(d).

1.2 Le degré topologique en dimension finie

Dans cette section nous présentons la théorie du degré topologique de Brouwer et ses propriétés
principales.
Dans la suite, nous considérons 2 un ouvert borné de R" et f : Q — R" une application continue.

92 désigne la frontiere de Q et J;(x) le jacobien de f au point x, telle que

2f;
Ji(x)=det Df(x) =det ( (x)) .
8xj 1<i,j<n

1.2.1 Le degré topologique de Brouwer

Définition 1.2.1 [20]
Un point x € Q est appelé un point régulier de f si le jacobien de f au point x est inversible (c.a.d :

J:(x)#0), sinon x est appelé un point singulier de f.
On note I'ensemble des points singuliers de f sur Q par S;(2) = {x € Q, J;(x) = 0}.

Définition 1.2.2 [20]
Un point p € R" est appelé une valeur réguliére de f si f ~*(p) N S;(82) = @, si non p est dite valeur

singuliére de f.

Définition 1.2.3 [20]
Soient f une fonction de classe C* sur Q et continue sur Q noté f € C}(Q)NC(Q) et p € R" tel que
p & f(OQ)U f(S;(£2)), on appelle le degré de Brouwer de f au p relativement a 2 Uentier :

Z sign J(x) Si QnfYp)#@,
deg(f,Q,p) =1 xeanf-1(p)
0 Si Qnfll(p)=0.
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Exemple 1.2.1

Soient Q = {x € R?/|x| < 1} et 3Q = S! la sphére unité de centre 0. Soient p, = (0,0) et

f:QCcR* —R?

(x1,x3) — f(xy,x) = (23(% —1,2x;x5).
~ / \V_/

A fa

Cherchons x = (x4, x,) tel que f(x) = p,

2x2—1 =0

2x1x, =0

flx1,%,)=(0,0) = {

Donc on trouve deux solutions (‘/72, 0), (%ﬁ, 0) & 99, alors le degré est bien défini.

Calculons le jacobien de f au points (%, 0) et (%@, 0) avec

9h oA

_ dx dx
Jp(x1,x,) = det A
0x;  9xy

4x; O
= det .
2x, 2x;

Donc on a Jf(‘/?i,o) =4#0et Jf(%i,o) =4 #0, ce qui donne f*({py}) NS;(Q2) = @, alors p, est

une valeur réguliere et le degré de f au p, est :

deg(f:Q:Po) = Z Sigan(X)

xeQnf ' ({po})
=sign Jf(‘/g, 0) +sign Jf(%i, 0)
=1+1

=2.
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Définition 1.2.4 [17]

Soit f € CY(Q)NC(Q). Si p & f(IN) est une valeur singuliére de f, alors on prend une valeur
réguliére p, proche de p telle que p, ¢ f(0Q) eton a :

deg(f:Q:p) = deg(f,Q,pl).

Définition 1.2.5 [11]

Soient a > 0, ¢ : [0,+00[C R — R une fonction continue sur [0,+oo[, on dit que ¢ est une

fonction poids d’indice a s’il existe 6 € [0, a] tel que ¢(t) =0 pour t &[5, a].

On note W, ’ensemble des fonctions poids d’indice a et on désigne par || - ||, la norme euclidienne
de R".

Remarque 1.2.1
1) Si¢p €W, et
g: R" —R
x —g(x)=¢(lxll),
alors g est une fonction continue a support compact dans R". Ainsi f e @UIxll2)dx est bien défini.

2) On note par W; ={¢p e W, tel que f]R” ¢ (|lx|l,)dx = 1}.

Définition 1.2.6 [11]
Soient f € CHQ)NC(Q) et p € R" tel que p ¢ f(IN), alors le degré de f au point p dans ) est
défini par
d€g¢(f,Q,P)=J ¢ (I1f (x) = pll2)J (x)dx,
Q

ol ¢ € W une fonction poids d’indice a tel que

0<a<y=minlf(x)—pl,.
x€o

Proposition 1.2.1 [20]

Soient f : Q € R" — R" une fonction de classe C}(Q) N C(Q) et p ¢ f(9Q). Si pour tout x €
Qn f({p}) avec J¢(x) # O, alors les définitions 1.2.3 et 1.2.6 sont équivalentes, c-a-d : il existe une

constante d vérifiant

0<a<y=min|f(x)-pll,
x€oN
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telle que V¢ € W avec a € [0,Q], ona :

Z sign J;(x) Si Qnfl(p)#@,
deg,(f,Q,p) =1 xeonf '
0 Si Qnfi(p)=a.

Définition 1.2.7 [11 J(Extension de la définition du degré)
Soit f :  — R" une fonction continue sur Q et p & f(9Q), ot p un point fixé de R™. Soit (f,),
une suite de fonctions de C*(£,R") N C(Q, R") telle que

i) #p,  Vxe0qQ,

et
klim llfe = fllg=0.
—00

Alors le degré topologique de f au point p par rapport a 2 est défini par :

deg(f) Q:p) = kh_{lgodeg(fk’ Q;p)

1.2.2 Propriétés du degré topologique de Brouwer

1) Le degré de I'identité [13]
Soit I : @ — R" I'application identité, on a :
1 sipeq,

1) deg(I,Q,p) = _
0 si p&gQ.

(=1 si peq,
i) deg(~1,2,p)= o
0 si p&Q.

Preuve:

i) e Sip €, on suppose qu’il existe un x € 9 tel que

I)=p = x=I"({p})
= x=p,

il y a une contradiction car p & 91, donc le degré est bien défini. On a QNI~*({p}) # @,

alors
deg(I,Q,p)=sing J;(x)=1.
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e Sip &Q, le degré est bien défini car p ¢ I(Q) etona QNI~'({p}) =3, alors
deg(I,Q,p)=0.

ii) o Sip e, supposons 3 x € N tel que

(-Dx)=p = —x=p
— x=-p€ef,

donc le degré est bien défini et on a QN (=I)"'({p}) # @, alors
deg(—I, sz) :Sing ']—I(x) = (_1)n
e Sip &Q, vérifions si p & (—1)(8Q)

x€dQd = (-Nx)e(-I1)aN)
— pein, (ce qui contredit que p & Q)

donc le degré est bien défini et QN (—I1)"'({p}) = @, alors

deg(—I,Q,p)=0.

2) La continuité par rapport a la fonction [13]
Soient f;, f, € C1(Q) N C(Q) et p € R" satisfait y = mg% Ilf1(x) — plly, sia €]0, y[ et
xe

1
sup [[f1(x) = o(x)ll; < e,

x€Q
alors
deg(fljﬂsp) = deg(f2> Qap)

Preuve:

On pose a, = %a et soit u(t) : [0,+00[— [0, 1] une fonction de classe C! sur [0, +-o0o[ définie

par :

1 si t€[0,2a,],
u(t) = { . ’
0 si t>3ay,
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et soit H : € R" — R" une fonction de C'(£2) N C(Q) définie par :
H(x) = [1—u(llfi(x) = pll2)] f10G0) + plllf,G) = pll2) f2 ()
Montrons que deg (H, 2, p) est bien défini, c.a.d :
H(x) # p, Vx €0,

alors
IH(x) — pll, >0, Vx €9Q.
En effet :
1f10) =plly =1fi(x) —H(x)+H(x) = pll,

< 1f1(x) =HO)ll, + IH(x) = plls
ce qui donne
IH(x) = pllz = If1(x) = plly = I f1(x) = H(x)ll,,

avec

1AG)=H, =0 = [1=ulf) = pll)] G — ulllfi () = pll) ()|,
= ||uCllf,G) = plla)fr () — il f () — Pl ()|

= p(llf1G0) = plIDIA GO = £l <@ (pour p=1)

Pour tout x € 9, on a:

If1(x)=pll, Zy>a="7a,
d’ou
|IH(x) — pll, = 60, > 0,

pour ¢ € W, , donc deg (H,, p) est bien défini.
1) Montrons que deg (H,,p) = deg (f;,9,p). Soit ¢, € W51a0 tel que ¢,(t) =0 pourt €

[0,4a,[ etona:

IHG) = pll, = IHG) = A0, +1,() = pll;

< ag+[Ii(x) = pll-
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i) Sil|fi(x)—pll, <3ay, ona:
IH(x) = pll; < 4ay,

ce qui donne
¢1([1H(x) = pllo) = ¢1(1/21(x) — pll2) =0,

donc

deg , (H,Q,p) =deg , (f1,2,p) =0.

ii) Si||f;(x) — pll, > 3a,, on a par la définition de H et u

u(llf:(x) = pll) =0,

donc
H(x) = fi(x).
Par suite :
J ¢1(I[H(x) — pll2)T(x)dx =J é1(1Lf1(x) = pll)Jp, (x)dx,
Q Q
donc

deg (HJ sz) = deg (fl:Q;p)-

2) Montrons que deg (H, 2, p) = deg (f,,Q, p). Vérifions tout d’abord que deg (f,,,p) est
bien défini, c.a.d :

lf2(x) —pll, >0, Vx € 8Q.

Soit ¢, €W, ,ona:
I10)—pll, = [lfi(x) = f20x) + fo(x) = pll

< A1) = £20)ll2 + [ fo(x) = pll2,

ce qui donne

1f200) —plla = [1f200) = pll2 = If1(x) = £20)l,
> [f1(x) =plla — ag

> 6a,>0,
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donc deg (f,, £, p) est bien défini.

i) Si||f;(x)—pll, > 2a,, alors on trouve que ||f,(x) —pll, > a, etona:

1f100) = plly < |If1() = HGOIl, + [IH(x) = pll,,

ce qui implique

IHO) —pll, = Ifi00) = plly = I1f20x) = HOXIL,
> ay>0,
donc
¢,(IlIH(x) = pll2) = ¢,(llfo(x) = pll,) =0,
alors

deg (H,Q,p) =deg (f,,Q,p) =0.

ii) Si|[f;(x) — pll, < 2a,, par la définition de H et u on obtient

u(llf100) = pll) =1,

ce qui donne que H(x) = f,(x), donc

¢2([[H(x) = pll2) = ¢([lf20x) = pll2)-

Alors
deg , (H,Q,p) =deg 4 (f2,Q,p).
Ainsi,
deg (fl:Q:p) - deg (f2: an)

3) Additivité [17]
Soient f :  — R" une fonction continue et Q,,, deux ouverts bornés disjoints de R" tels
que Q=0Q,UQ,.Sip ¢ f(Q\(Q,UQ,)), alors

deg(f:ﬂxp) = deg(f:ﬂbp) +d€g(f, Qz:P)-
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Preuve:

Soit (f.), € CY(Q,R") N C(Q,R") une suite de fonctions tel que klim lfe —fllg=0etp ¢&
—+00

f(992), alors d’aprées la définition d’extension 1.2.7 et la proposition 1.2.1, on a :

deg(f:Q:p) = kEToodeg(kaQJp)

- kliTOOJ ¢ (llf(x) = pll2) J5 (x)dx

—+00

= Jim J ¢ (Il fi(x) = pllo) Jp, (x)dx

- kgrpmf ¢(||fk(x>—p||2)Jfk(x)dx+k1gr+nwf BUIA) — pll) Ty (x)dx
% Q

= degq&(fjﬂlzp)+deg¢(f5Q2:p)

= deg(f:Qlap)+deg(fJQ2:p)- u

4) Invariance par homotopie [13]
Soient H, : Q x [0,1] — R" une fonction continue, p € R" tel que p & H,(3Q x [0,1]). Alors
pour tout t € [0,1] ona:
deg(HOJ Qsp) = deg(Hls Qsp)
Preuve:

Soit € := %a et comme H, est uniformément continue sur le compact  x [0, 1], alors il existe

5 >0tel quesi|t, — t,| < &, pour tout x € Q on ait :
sup ”Htl(x) - th(x)“ <E&.
xeN

Par conséquent, d’apres la propriété 2), on a :

deg (H,,Q,p) = deg (H,,,Q,p),

pour tous t; , t, € [0,1] tels que |t; — t,] < 6.
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5)

6)

Puisque [0, 1] est un compact, on peut trouver un recouvrement d’intervalles finis ]t;, t;,;[ de

longueur &, donc pour tous t;,t;,; € [0,1],ona:

deg (Hti:Q’P):deg (Ht Q:p)

i+1°

Ainsi, deg (H,,Q, p) est constant. [ |

Invariance sur le bord [17]

Soient f, g : 2 — R" deux fonctions continues et p € R". Si p & f(9Q) et f|,q = glaq, alors

deg(f,Q,p) =deg(g,Q,p).

Preuve:

On considere ’homotopie suivante :
H()=tf(x)+(1-0)g(x),  Vee[o,1].

Montrons tout d’abord que deg(H,, 2, p) est bien défini, c.a.d : p € H,(9Q).

Nous supposons que 3 x € 0 tel que :

H(x)=p = tf(x)+(1—-1t)glx)=p
= tf(x)+A-t)f(x)=p (car f = g sur 9Q)
= f(x)=p,

ce qui contredit que p & f(9Q), donc p & H,(90) et le degré est bien défini. Par la propriété
d’homotopie 4) on a :
deg(H07 QJ P) = deg(Hb Q, p):

avec Hy(x) = g(x) et Hy(x) = f (x).
Alors
deg(f,$2,p) = deg(g, 2, p).

Propriété multiplicative du degré[9]
Soit f; : 2; — R" et f, : Q, — R™ deux fonctions de classe C', ou1 , et Q, sont deux ouverts

bornés respectivement de R" et de R™. Soient p; ¢ f,(9;) et p, & f,(99Q,). Alors

deg (f; X fo5,2; X Qy,(py,py)) = deg (f1,4,p1).deg (f2, 22, P2),
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ol (f; X fo)(x1,x5) = (f1(x1), fo(x3)), V(xy,x,) €R® X R™,

Preuve:

Comme f; et f, deux fonctions de classe C?, le produit f; x f, est aussi de classe C'. Puisque
p1 € f1(09) et py & f,(9,) on a:

(f1 X f2)(x1,x2) # (P1,P2)s V(x1,x,) €3 X 0Q,.

Par conséquent, nous avons

deg (f1 X f2,Q1 X Qy,(p1,P2)) = Z sign J, g, (x)

x€(f1 % fo)1(p1,p2)

. Dx fl(xl) 0
= Z sign det !
( 0 szfz(xz))

x€(f1xf2)"1(p1,p2)

= Z sign det D, f;(x;). det D, f,(x,)

x;€f 1(py), i=1,2

Z sign det D, f;(x;)

2
=1 x;ef~p;)

= deg(fbQ1:P1)-deg(f2:Qz,P2)- |

7) Propriété d’excision[13]
Soient f : Q — R" une fonction continue et p € R™. Si D C  est un ensemble fermé, et
p € f(D)Uf(IRQ), alors
deg(f,Q,p) = deg(f,Q\D, p).

Preuve:

Ona Q= (Q\D)UD avec (2\D)ND = &, donc d’apres la propriété d’additivité 3) on trouve :

deg(f,Q,p) =deg(f,D,p)+deg(f,Q\D,p).

Par hypothéses on a D est un ensemble fermé (c.a.d : D = D) et puisque p & f(D), alors
p & f(8D), donc nous concluons que deg(f, D, p) est bien défini et que DN f ~(p) = &, ce qui

donne
deg(f,D,p)=0.
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Ainsi,
deg(f,Q,p)=deg(f,Q\D,p).

|
8) Propriété d’existence[13]
Soit f : 2 — R" une fonction continue et p € R" tel que p ¢ f(99). Si deg(f,,p) # 0, alors
I’équation f(x) = p admet au moins une solution dans €.

Preuve:

Supposons qu’il n’existe pas un x € Q tel que f(x) = p (c.a.d : f}({p}) = @), et on a par

hypothése que p & f () donc p & f ().
On prend Q, = Q et Q, = & avec ; N Q, = &, d’apres la propriété d’additivité 3) on trouve

deg(f,Q,p) =deg(f,Q,p)+deg(f,d,p) = deg(f,a,p) =0.

Maintenant on prend Q; = Q, = @ tel que Q = Q; UQ, = &, on obtient

deg(f,Q,p) =deg(f,d,p) +deg(f,d,p) = deg(f,Q,p) =0.

9) Invariance par translation [13]

Soient f : 2 — R" une fonction continue, a € R". Si p & f(9), alors
deg(f —a, Qsp - a) = deg(fs Qsp)

Preuve:

Soient H, et p, deux homotopies continues telles que :

H,:Qx[0,1] —R"
(X,t) '_)Ht(x)t):f(x)_ta’
et
p,:[0,1] —R"
t —p(t)=p-—ta.
Vérifions que deg(H,, 2, p,) est bien défini, c.a.d : V(x,t) € 9Q x [0,1], H,(x,t) # p.(t).
En effet, on suppose que 3 x € 90 tel que

H/(x,t)=p.(t) = f(x)—ta=p—ta
= f(x)=p,
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il y a une contradiction car p € f(92), donc deg(H,, 2, p,) est bien défini. D’apres la propriété
d’homotopie 4) on a :
deg(HO) Q: pO) = deg(le Q)pl)a

tel que
deg(Hy,2,py) =deg(f,,p),

deg(Hy,Q,p,) =deg(f —a,Q,p—a).

Alors
deg(f —a, Qsp - a) = deg(fs Qsp)

1.2.3 Théoremes fondamentaux du degré de Brouwer

Théoréme 1.2.1 [I](Théoréme de Brouwer)
Soient 2 un convexe, compact non vide de R" et f : Q@ — § une fonction continue. Alors f admet

un point fixe.
Théoreme 1.2.2 [17](Théoréme de Poincaré-Bohl)
Soient Q un ouvert borné de R" et f, g : & — R" sont deux fonctions continues. Si

tf(x)+(A—-t)g(x)#p, Vte[0,1]etVxedq,

ol p € R", alors
deg(f,Q,p) =deg(g,,p).

Preuve:

On pose
H,(x)=tf(x)+(1—1t)g(x), Vte[0,1].

Puisque tf(x)+ (1 — t)g(x) # p pour tout x € 99, alors deg (H,, 2, p) est bien défini. D’apres la

propriété de I'invariance par homotopie 4) on a :
deg(H,,Q,p) =deg(H{,9,p),

avec
deg(H,,Q,p) =deg(g,,p),

deg(H,,Q,p) =deg(f,Q,p).
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Alors
deg(f,Q,p)=deg(g,Q,p).

Théoréme 1.2.3 [14](Théoréme de Borsuk)

Soit Q2 un ouvert borné de R", symétrique par rapport & 0 € €, et f : @ —> R" une application

continue et impaire, telle que 0 & f (92). Alors deg(f,,0) est impair.

Preuve:

Puisque 0 ¢ f(9RQ) alors deg (f,2,0) est bien défini. Premiérement on a :

f estimpaire = f(—x)=—f(x)
= —Df(—x)=-Df(x)
= Df(—x)=Df(x),

ce quimplique que J;(—x) = J;(x).

Comme f est impaire on a f(0) =0 et
x € fH{0) = —x e fH({0D),

donc on a deux cas :

1) Si f1(0) = {0}, on trouve

deg (f,9,0) = sign J;(0)
=+1.

2) Sif1Y0)={0}u{—x;,—Xx,,...,—X,,X],Xo,...,X,},0NQ:

deg (f,9,0) = Z sign J;(x)

xeQnf~1(0)

= sign J;(0) + Z sign J;(—x;) + Z sign J¢(x;)

i=1 i=1

=41+ ZZsign Jr(x;).

i=1

Alors dans les deux cas le degré est un entier impaire. [ |
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Théoréme 1.2.4 [17](Degré d’une application paire)

Soient Q un ouvert borné de R" et f : Q@ — R" une fonction paire (c.a.d: f(x) = f(—x),Vx € 99Q),
alors on a deg(f,,0) est pair.

1.3 Le degré topologique en dimension infinie

Le degré topologique en dimension infinie ne pourra pas étre défini pour toutes les applications
continues d’'un Banach X dans lui-méme. Dans ce cas on va introduire la notion des opérateurs
compacts qui sont des perturbations compactes de I'identité, c.a.d : des opérateurs du type I — f ou

f est compact et I désigne 'application identité de X, qui est appelé degré de Leray-Schauder.

1.3.1 Le degré topologique de Leray-Schauder
Soit X un espace de Banach de dimension infini muni de la norme ||.|.

Lemme 1.3.1 [13]

Soient £ un ouvert borné de X et f : Q — X un opérateur compact sans point fixe sur 9. Si € > 0

tel que
Ix —fQOll = 4e,  Vxedq,

alors, il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie F de X et un opérateur f. : Q — F tels que :
Vxe, |lf(x)-f)ll<e,

Vx €09, llx — f.(x)|| = 3e.

Définition 1.3.1 [13](Le degré de Leray-Schauder)

Soient Q un ouvert borné de X et f :  — X un opérateur compact sans point fixe sur 3 (c.a.d :
0&(I—f)2N). Alors € > 0,F C X, et f. : Q —> F étant donnés par le lemme 1.3.1 . On considére
G un sous-espace vectoriel de dimension finie contenant F, tel que Q; := G NQ # @. On définit le degré

topologique de Leray-Schauder par :
deg(I - f: Q, O) = deg(IG - fe: QG: O)

1.3.2 Propriétés du degré topologique de Leray-Schauder

Nous citons quelques propriétés importantes du degré topologique de Leray-Schauder. La dé-
monstration de ces résultats découle de la définition du degré de Leray-Schauder, ainsi que des

propriétés analogues du degré de Brouwer.
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1) Le degré de I'identité[17]

1 si peq,
deg(1,,p) = _
0 si pgQ.

2) Additivité[13]
Soient Q,, Q, deux ouverts bornés disjoints et f : 2, UQ, — X est un opérateur compact. Soit
peXtelquep & (I—f)Id)U —f)I9Q,), alors

deg(I _f)Q)p) = deg(I _faﬂl)p)+deg(l _f)QZJP)'

3) Invariance par translation[13]

Soient f : 2 — X est un opérateur compact et p €X. Si p ¢ (I — f)(8Q), alors
deg(I _f;Q:P) = deg(I _f _pJQJO)

4) Propriété d’existence[13]
Soient f : O — X est un opérateur compactetp € X.Sip ¢ (I—f)(0Q) etdeg(I—f,Q,p) #0,

alors il existe x € Q tel que x — f(x) =p.

5) Invariance par homotopie[17]

Soit H, : Q x [0,1] — X un opérateur compact, tel que
peX\(I—-H,)(2Q,t), Vte[0,1].

Alors deg(I — H,, 2, p) est constant pour tout t € [0,1], c.a.d :
deg(I —H,,Q,p) =deg(I —H,,Q,p).

6) La continuité par rapport a Popérateur[13]

Soient f;, f, :  — X deux opérateurs compacts et p € X tel que

pEUI - f)@Q)U - f,)(09),

alors, s'il existe £ > 0 satisfait sup || f;(x) — fo(x)|| < e, ona:
x€N

deg(I _fl)Q)p) = deg(I _fz;Q,P)-
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1.3.3 Théoremes fondamentaux du degré de Leray-Schauder

Théoréme 1.3.1 [27](Théoréme du point fixe de Schauder)
Soient 2 un sous ensemble convexe fermé, borné non vide d’un espace de Banach X et f : Q — Q

une application compacte, alors f admet au moins un point fixe.

Théoréme 1.3.2 [20](Alternative non linéaire de Leray-Schauder)

Soient X un espace de Banach et Q C X un sous ensemble ouvert borné contenant 0. Si f : Q — X

est une application compacte continue. Alors l'une des deux propriétés suivantes est satisfaite :
i) fa un point fixe sur Q,

ii) il existe A > 1 et x € 9Q tel que f(x) = Ax.

Théoréme 1.3.3 [27](Théoréme de Borsuk)

Soit Q C X un sous ensemble borné ouvert symétrique par rapport a Uorigine et contenant 0. Soit
f : Q —> X une application compacte, ce qui est impair et tel que 0 & (I—f)(32). Alors deg(I—f,£,0)

est impair.

Théoreme 1.3.4 [25](Théoréme de Rothe)

Soit B une boule ouvert de X et f : B— X une application compacte continue tel que f(0B) C B.

Alors f admet au moins un point fixe.

Théoréme 1.3.5 [25](Théoréme de Schaefer)

Soit X un espace de Banach et f : X — X une application complétement continu. Alors

1) il existe pour tout A € [0,1] au moins un x € X tel que x = Af (x),

ou bien

2) lensemble {x € X : x = Af(x),0 < A < 1} est non borné dans X.

1.4 DLindice de Schauder

Dans cette section, nous allons faire intervenir le degré de Leray Schauder pour calculer I'indice

des perturbations compactes de I'identité.

1.4.1 Lindice des applications différentiables

Soient X et Y deux espaces de Banach de dimension finie, et  un ouvert borné de X. Soit

f : Q — Y une application continue et p € X tel que p & f(3). Supposons que 'équation f(x) = p
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possede une solution isolé x, € Q, c.a.d, il existe une boule B,(x,) ol x, est la seule solution de cette

équation. Alors pour tout r, €]0, r[ et par la propriété d’excision 8) on a :
deg(f,B,(xo),p) = deg(f,B, (xo),p).

Définition 1.4.1 [11]

On définit lindice de f au point x relativement a p par :
i(f,xo,p) :=deg(f,B, (xo),p)-

Théoreme 1.4.1 [11]

Soient f :  C X —> Y une application continue dans Q et p € f(3Q). Supposons que I’équation

f (x) = p posséde uniquement n solutions distinctes xy,- - , X, contenues dans 2. Alors

n

deg(f,9,p) =) i(f,x;,p).

j=1

Remarque 1.4.1
Soient f € C'(2) et J¢(x,) # 0, alors

l(f: XO)p) = deg(f:Bro(XO),p)
= Z sign Jp(x)

anxef({p}H
=sign Jp(xo).
Lemme 1.4.1 [14]

Soit A une matrice carré inversible (réguliére) de taille n et A, -, A,, les valeurs propres strictement

négatives et de multiplicités respectives ry,- -+ ,1,,. Alors
m
signdetA=(—-1)", ol r :er.
=1

Preuve:
Soient U, .1, Umias - - - » Uy €S Valeurs propres positives de la matrice A et de multiplicités respec-

tives k1, Kipyos - - - k. Alors
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det A= ]_[w ]_[ u

j=m+1
—ﬂ( 1) 20" 1_[ u;
j=m+1
=(- 1)f1_[|x E 1_[ uy,
j=m+1

m
avecr = Z r;. Alors on a
=1
sign det A= (—1)".

Corollaire 1.4.1 [19]

Si A est une matrice réguliéere et T =1 — A, alors
sign det A= (—1)F,

ouf3 = Z r,(T) et r, désignant la multiplicité de la valeur propre A.
A>1

Théoréme 1.4.2

Soient Q un ouvert borné contenant Uorigine et f € C'(Q,Y) telle que f(0) = 0. Alors

ott 3 est la somme des multiplicités des valeurs caractéristiques de I — D(0) qui sont dans ]0,1[. S'il

n’existe pas des valeurs caractéristiques comprise entre O et 1 on pose 3 = 0.

Preuve:

D’apres le corollaire (1.4.1) on a :

i(f,0,0) =sign J¢(0)
= sign det D((0)
=(-1)F,

ol 3 est la somme des multiplicités des valeurs caractéristiques de I —D;(0) qui sont dans ]0,1[.
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1.4.2 Lindice des applications linéaires compactes

Soient X un espace de Banach de dimension fini et L : 2 — X un opérateur linéaire compact.

On désigne par u une valeur caractéristique de L et par m(u) son ordre de multiplicité, tel que
. o0
m(u) = dim [ U N (uL —I)”} ,
n=
ou N désignant le noyau.

Théoréme 1.4.3 [14]

Ona:
i(I —L,0,0)=(—1)",

ouf= ) m).

Oo<u<1

Corollaire 1.4.2 [14]

Soit Q un ouvert borné de X avec 0 € Q. Si A # 0 n’est pas une valeur caractéristique de L, alors
deg(I - AL,9,0) = (-1)",

o f= ) mu).

0<p<A
1.4.3 Lindice des perturbations compactes de I’identité
Soit X un espace de Banach et Q un ouvert borné de X. Considérons I’équation
d(x)=x—-T(x)=0, (1.1)
ou T : 2 — X est un opérateur compact.

Théoréme 1.4.4 [17]

Soit T est Fréchet différentiable au voisinage de x,. Si 1 n'est pas une valeur caractéristique de

T’'(x,), alors x, est une solution isolée de Uéquation (1.1) et on a :

i(I = T,x,,0) = i(I — T'(x),0)
= (-1,

ouf = Z m(u), avec u est la valeur caractéristique de T'(x,).
O<u<1
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Preuve:

Par translation, on peut se ramener au cas ou X, est nul, c.a.d : on va montrer que

i(I—T,0,0)=i(I — T'(0),0,0)
=(-1)".

Comme T est Fréchet différentiable au voisinage de x et par translation on a :
@(x) = ¢'(0)x + [Ix|le(x),

avec lime(x) = 0.
x—0

Considérons la déformation suivante :
T.(x) =T'(0)x + tllx]le(x), vVt e [0,1],

ol T,(x) est un opérateur linéaire compact uniformément continue en t.
Puisque 1 n’est pas une valeur caractéristique de T’(0), alors il existe r, > 0 tel que Vx € B, (0) et
Vte[0,1],ona:

(I—-T,)x #0.

Supposons l'inverse, Vr > 0, il existe x € B,(0) tel que

(I-T)x=0= x=T'(0)x + t]|x|le(x)
= (I - T'(0))x = t]|x|le(x).

Comme 1 n’est pas une valeur caractéristique de T'(0), on a (I — T’(0))x # 0 ce qui donne que t > 0

et I — T’(0) est un opérateur inversible et d’inverse continu donc

I-T)x=0=>x= tl|x||le(x)

1
1—-T'(0)
= ||x|| = tllx[|( — T'(0))"e(x)

1
= e(x) = ;(I — T'(0)),

par passage a la limite on a lir% e(x) =0, ce qui donne
X—

%(1 —T(0)=0=>1—T'(0)=0,
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ce qui est absurde, donc deg (I — T, B, (0),0) est bien défini. Par homotopie
deg (I — T, B, (0),0) = constant,

cad:
deg (I - T'(0), B,,(0),0) = deg (I - T, B,,(0),0).

Par conséquent,
i(I - T,0,0) = deg (I — T, B,,(0),0)
= deg (I - T'(0), B,,(0),0)

=i(I — T'(0),0,0)
= (-1)F.

Corollaire 1.4.3 [17]

Sous les hypothéses de théoréme 1.4.4, pour tout A qui n’est pas valeur caractéristique de T'(0) on

i(I — AT, x,0) = (—1)F,

ouf = Z m(u), avec u est la valeur caractéristique de T'(0).
Oo<u<l1



CHAPITRE 2

Bifurcation a partir des valeurs propres

Dans ce chapitre, nous présentons des résultats importants concernant la bifurcation, compre-
nant la méthode de Lyapunov-Schmidt et a 'aide de cette méthode, nous donnons le théoreme de

bifurcation a partir d’'une valeur propre de multiplicité algébrique impaire donné par Krasnosel’ski.

2.1 Théoreme des fonctions implicites

Le théoréme des fonctions implicites est 'un des outils analytiques les plus importants pour la

solution d’'un probléme non linéaire

F(x,y)=0 2.1)

ouF :U xV — Z est une application, U C X et V C Y sont des ensembles ouverts, et X, Y et Z

sont des espaces de Banach réels, il s’énonce comme suit :

Théoréme 2.1.1 [2](Théoréme des fonctions implicites)

Soit F une application de classe C' et (x,,y,) € U X V une solution de (2.1). Supposons que

F(XO: yO) = O:

et

D, F(xg,Yo) : Y — Z est un isomorphisme avec un inverse continu.

Alors, il existe un voisinage U; x V; C U X V de (x,, y,) et une application ¢ : U; — V; C Y de classe
C! tel que
¢(x0) = Yos
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F(x,p(x))=0, Vxel;.

De plus, pour k > 1si F € CX(U x V, Z) alors ¢ € C*(U,,Y).

Exemple 2.1.1 Soit Uapplication F définie par :

F: R*> —R
(x,y) — F(x,y)=x*+y*—4,

R est un espace de Banach et F est de classe C' car polynomiale.
Ona F(0,2) =0 et D,F(0,2) = 4, cest un isomorphisme. Nous sommes dans les conditions d’applica-
tion du théoréme des fonctions implicites. Il existe un voisinage U; x V; C R? de (0, 2) et une application

¢ : Uy — V; C Rest de classe C' tel que ¢(0) =2 et
F(x,p(x))=0, Vxel;.
On exprime y en fonction de x on trouve

Flx,y)=0=x*+y?—4=0

=y =+V4-x2

donc Uapplication ¢ définie comme suite :

2R [_272] — R

x— p(x)=1v4—x2

2.2 Bifurcation

La théorie de la bifurcation étudier la structure des solutions pour des équations non-linéaires
définies dans des espaces de Banach et dépendant d’'un parametre.
Soient X et Y deux espaces de Banach, (1,,x,) € R XX et F : R x X — Y un opérateur tel que

F(Ay,x,) = 0, on veut déterminer toutes les solutions non triviales de
F(A,x)=0,

dans un voisinage de (A,, x,).
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Définition 2.2.1 [2]

Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit F Uapplication continue

F:RXX —Y
(A, x)— F(A,x).

On consideére Uéquation de la forme
F(A,x)=0, (2.2)

et telle que
F(1,0)=0, VAER.

La solution (A, 0) s’appellera la solution triviale de Uéquation (2.2). Lensemble
S={A,x) eRxX :(A,x)#(,0),F(4,x) =0},
s’appellera U'ensemble de solutions non triviales de l’équation (2.2).

Définition 2.2.2 [2]
(Ao, 0) est appelé point de bifurcation s’il existe une suite (A, x,) € RxX, avec x, #0et F(A,,x,) =

0, tel que
hm (A’m xn) = (A’07 O)

Définition 2.2.3 [2]

(Ao, 0) est appelé point de bifurcation de 'équation (2.2) si et seulement si tout voisinage de (A, 0)

contient une solution non triviale de U'équation (2.2).

Proposition 2.2.1 [2]

La condition nécessaire pour que (Aq,0) est un point de bifurcation de F est que la différentiabilité
de F au point (A,,0), D, .F(A,,0) est non inversible.

Preuve:

Si D,F(A,,0) : X — Y est inversible alors le théoréme des fonctions implicites est applicable.

Alors il existe un voisinage I X V de (4,,0) et une application ¢ : [ — V C X telle que ¢(A,) =0 et
F(A, (1)) =0, VAel CR.

On a
F(2,0)=0, VAR,
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ce qui implique que ¢(A) =0, donc F admet (A, 0) comme unique solution au voisinage de (A, 0).
Alors (A, 0) n’est pas un point de bifurcation de F. [ |

Dans la suite, on supposera que X =Y. Soit 'équation
F(A,x)=x — AAx+ G(A,x)=0, (2.3)

oux €X,Ae€R,A: X — X est un opérateur linéaire compact et G : R X X — X une application
continue vérifiant
G(A,x) = o([lx|D). 2.4

Remarque 2.2.1 [17]

On a (A, x) = (A,0) est une solution de U'équation (2.3). Le probléme de bifurcation de (2.3) au
point (A, Q) permet de trouver une solution (A, x;) 7# (A, 0) de Uéquation (2.3) tel que x; — 0 quand
A’ — Ao.

Proposition 2.2.2 [14]

Si (Ay,0) est un point de bifurcation alors A, est une valeur caractéristique de Uopérateur A.

Preuve:

On suppose que A, n’est pas une valeur caractéristique de A, c’est a dire :

AAX X => X — A Ax #0
= (I — A,A)x #0,

alors (I — A,A) est inversible et donc il existe ¢ > 0 tel que
(I = AA)x|| = cllx]l,  VxeX.
Alors pour tout (A, x) eRxX,ona:

llx — 2Ax + G, )| = [1x — AAX + AgAx — AAx + G(A, x)||

> [l = 20Ax || = [I(A = Ap)Ax + G(A, x|

> [|(I = 2pA)x[| = [I[(A = Ao)Ax]| = IG(A, x)|

2> cllx]l = [A = AolllAll[|x]] = 1G(A, 2)l
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et puisque G une application continue, il existe une constant ¢’ > 0 telle que

[lx = 2Ax + G(2, )| = cllxl = |2 = AollIAllllx| — cl|x]]

> (c = Dllxll =12 = Aol lAlllIx]I.

Si||x]| # 0 et |A — A,| est assez petit et si ¢’ < ¢, alors
[c—c" = A= ZolllAllTlIxIl >0

donc
|[x — AAx + G(A,x)|| >0
Ainsi, 'équation x — AAx + G(A, x) = 0 admet O pour unique solution au voisinage de (A4,,0). Par

conséquent, (A,,0) n’est pas un point de bifurcation, ce qui est absurde. [ |

Remarque 2.2.2 [14]

La réciproque de la proposition 2.2.2 est fausse. En effet,
On prend un contre exemple

Soit X =Y = R? et Uapplication F définie par :
X 1 0\ (x x3
F(,)=|""|-2 HES R
X, 0 1) \x, —x;
—————

On a Ay, = 1 est une valeur caractéristique de A = I. Vérifions si (1,(0,0)) est un point de bifurcation

pour F :
X, 1 0\ [x x; 0
F(A,x)=0—= -2 + =
X, 0 1/ \x, —x3 0
x; —Ax; +x3 =0,
—
Xy — Axy —x2 =0.
Donc, on a

X, —Ax, = —xg’, (2.5)
Xy — AXy = X3 (2.6)
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Si on multiplions (2.5) par x, et (2.6) par x, et faisons la soustraction entre les deux équations on
trouve xf + x;‘ = 0, ce qui implique que (x,x5,) = (0, 0) est une solution unique de F. Alors (1,(0,0))

n’est pas un point de bifurcation. [ |

Exemple 2.2.1 Soit U'application définie par :

F:RXR—R
(A, x)— F(A,x) = Ax — x>.

On a A = 0 est un point de bifurcation pour F.
En effet,
Ona
VA ER, F(A,0)=0,

et comme D, F(0,0) = 0 donc F n’est pas inversible.

Cherchons Uensemble des solutions non triviales de F :

FA,x)=0=>Ax—x>=0
= x(A—x¥)=0

= x=0o0ul=x2

donc on a deux cas :

1) Si A <0 on a une unique solution est x = 0.

2) Si A > 0on a 3 solutions sont x =0, x = —v/A et x = VA, donc
S ={(h,—V2), (A, /A, tel que A > 0}.

Alors A = 0 est un point de bifurcation pour F.

Exemple 2.2.2 Soit le probléme définie par :

Axy +x,(xc2+x2)=0,
SR 2.7)
—Ax; +x,(x2 4+ x2) =0,
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pour tout (x;,x,) € R?%, le probléme s’écrit sous la forme
Ax, +x,(2+x2)=0 0 1)\ (x x; (% + x? 0
SERE R = A 1+1(;2)=
—2Ax; +x,(x2 +x2)=0 =1 0/ \x, x5(x7 + x3) 0
< Mx + G(x) =0,
avec x = (x1,x,), et G(0) =D,G(0) =0.

L opérateur linéaire pour A = 0 n’est pas inversible, donc le théoréme des fonctions implicites n’est pas

applicable. Alors on a :

Axy +x1(x2 +x2)=0 Axy +x1(x2 +x2)=0 X X,
—

—Ax; +x,(x2+x3)=0 —Ax; +x,(x2+x3)=0 X X
= x2(x2 +x2) +x3(x>+x2)=0
= (x}+x7)*=0

= (x1,x5) =(0,0).

La seul solution de probléme (2.7) est (x;, x,) = (0, 0), donc (0, (0,0)) n’est pas un point de bifurcation.

2.3 La méthode de Lyapunov-Schmidt

La méthode de Lyapunov-Schmidt d’écrire la réduction du probleme F(A,x) = 0 qui est de
dimension élevée ou infinie, a un probléeme de dimension fini et inférieur en général, lorsque la dif-
férentiabilité de F au point (4,,0), D, F(A,,0) n’est pas inversible.

Soit 'équation (2.3) avec G satisfait (2.4), et A;' valeur propre de A de multiplicité algébrique
m=> 1.
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On décompose I'espace X en somme direct de deux sous-espaces invariants tel que
X=X,®X,,

ou
X, = U {xeX/(I-21A)"x =0}, avec dimX,=m.

neN

Ainsi, A peut se décomposer en somme de deux opérateur A, et A;, ou
Ay :A|X0 1 Xy — X,
Ay =Aly, 1 X, — X
Soient P, : X — X, et P, = — P, : X — X, deux projections canoniques.

Théoréme 2.3.1 [17]

Soit Ay ! une valeur propre de A de multiplicité algébrique m > 1, alors le probléme de bifurcation

de (2.3) au voisinage de A = A, est équivalent au
x —AApx + PyG(A, x + (A, x)) =0, Vx € X,. (2.8)

Preuve:

Le probleme (2.3) est équivalant au systéme suivant :

{ X — Ayx +P,G(A,x+y) =0, Vx €X,, (2.9)
y—2A;y+P,G(A,x+y)=0, VyeX,. (2.10)

On pose H(x,y)=y — AA;y + P,G(A,x + y), alors
H(O, O) == plG(A’OJ O) == O,

D,H(0,0) =1 — A4A,.

On a A;' est une valeur propre de A, alors

(I=2A)x+y)=0 = (I —-2A)x+T—2A)y =0

= ([ —2A)y=0 (x €X,)
= (I —2¢A)y=0 (ryeXy)
= y=0

= N(A4,) = {0}.
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Donc A, ! west pas une valeur propre de A;, alors (I — AyA,) est inversible. Ainsi,
D,H(0,0) : X; — X;,

donc D,H(0,0) est un isomorphisme.
D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage U x V de (0, 0) tel que ’équation

(2.10) admet une unique solution
y=9¢A,x), avec  @(A,x)=co(]lx]D. (2.11)
De (2.9) et (2.11)ona:
x — AAyx + PyG(A, x + ¢(A,x)) =0, Vx € X,.
qui est une équation de dimension m qui s’appelle équation de bifurcation du probleme (2.3). H

Exemple 2.3.1 Considérons le systéeme suivant défini par :

ap Xy +apx, + fi(xg,x,) =0, 2.12)
Ay X1 + Ay Xy + fo(X1,X,) =0,

ott a;; = a;;(A) sont des fonctions continues de A, et f, f, sont des fonctions de classe C* satisfaisant
que

(f10x), fo(x)) = o([lx[]).

Le systéme (2.12) s’écrit sous la forme
a; (1) a;(A) X n f1(x1,x3) _ 0
ay (L) ax(A) Xy folx1,x3) 0
Soit A, la matrice définie par
_ a;1(A)  a;p(R)
Al - P
ay(A) axp(A)

admet deux valeurs propres simples dans le voisinage de A, sont 3; = A — A, et B, = 1 donc A, est

/ A_A«O 0
A, = 0 1)

Remarquons que (A, (x1,x,)) = (A, (0, 0)) est une solution trivial de (2.12).

diagonalisable et on a
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Le systéme (2.12) est équivalant au systéme suivant :

Xy + Fy(xq,Xx5) =0, (2.149)
ot F;(x) =o(||x]]),i =1, 2.
On pose
H(xy,X5) = Xy + Fy(x1, X,),

alors on a H(0,0) =0 et D, H(0,0) = I est inversible, donc d’apres le théoréme des fonctions implicites,
il existe un voisinage U X V de (x;, x,) = (0,0) tel que (2.14) admet une unique solution au voisinage

deU,etona:
X, =9(x1),  plxq) = o(llx]]). (2.15)

Introduisons (2.13) et (2.15) on obtient :

(A — Ao)xy + F1(x1, 9(x;1)) =0,
F1(x1, 0(x1)) = o({lx4 ]

(2.16)

Ainsi, Uindice de bifurcation de systéme (2.12) est équivalent a (2.16) et d’apreés le théoréme 1.4.4 et le

corollaire 1.4.3, on a :

i(A=A)DI+F.,0,0)=i((A—AyI+ D,F;,0,0)
=i((A —2()1,0,0)

1 siA> A,

Ce qui est implique que (2.16) a une point de bifurcation (A,,0). Alors, (1,,0) est une point de bifur-
cation de (2.12).

2.4 Bifurcation a partir des valeurs propres de multiplicité algé-
brique impaires

Dans cette section, nous présentons le théoreme classique de Krasnosel’ski constitue 'un des

principaux outils topologiques permettant d’étudier la bifurcation.
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Théoréme 2.4.1 [17](Théoréme de Krasnosel’ski)
Sous la condition (2.4), si A: X — X un opérateur linéaire compact et A " est une valeur propre

de A de multiplicité algébrique impaire. Alors (A,,0) est un point de bifurcation de

Preuve:

F(A,x)=x —AAx + G(A,x) =0.

OnaA; ! est une valeur propre de multiplicité algébrique impaire, alors d’apres le théoréme 2.3.1

le probleme (2.3) est équivalant a 'équation (2.8). On peut écrire I'équation (2.8) sous la forme :

x —AApx +g(A,x)=0,
g(A,x) = PyG(A, x + ¢ (A, x)) = o(]|x]]).

(2.17)

Comme A, est un opérateur linéaire de dimension fini, alors il existe une base de X, tel que A, peut

s’exprimer sous forme de Jordan. Supposons que

alors

x—AMyx+gA,x)=0 =

(23

0 0 )
Ayt :
1
0
0 1 ')
(Xl\ (7‘51 0
Xq 1 Aal
P l-Al 0 1
\xn) 0
(1-a70 O
—A 1-2Ag"
0 —A

0

(xl\

Xy

=
I

et

\Xm

(Xl\

X2

2,
0 )

2 1-2271)

+g(A,x)=0

(x)

\XnJ

+g(A,x)=0,
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ou m est la multiplicité algébrique de A ! qui est supposé impaire.
Ona
g(A,x) =g(A,0)+ D, g(A,0)x + o([|x]),

ce qui donne

g%, x) = o(llx]l) <=>{ g(2,0)=0,

D.g(A,0)=0.

D’apres le théoreme 1.4.4 et le corollaire 1.4.3,on a :

i(I — A4, +g,0,0) =i(I—2AA,+D,g(2,0),0,0)
=i(I — AA,,0,0)
= sign det (I — AA,)
=sign (1 - A;'A)" (puisque m est impaire)

=sign (1 — Aglk).

D’un coté :
Sil<d, =A,'A<1
=1-21,'1>0,
alors
i(I — A4, +£,0,0) = 1.
De l'autre coOté :
SiA>2, = -A;'A< -1
= 1-1,'1<0,
alors
i(I —AA,+£,0,0) =—1.

Ce qui implique que le point (4,,0) est un point de bifurcation de ’équation (2.8). Ainsi, (1,,0) est

un point de bifurcation de I'équation (2.3).



2.4 Bifurcation a partir des valeurs propres de multiplicité algébrique impaires 37

Exemple 2.4.1 Soit X =Y =R3 et A: R® — R est un opérateur linéaire compact défini par :

010
A=10 0 O
0 01
Cherchons les valeurs propres pour A :
-1 1
det A—A)=0=|0 —-A 0 |=0
0O 0 1-2

= A(1-A1)=0

A=0,
= { ou
A=1

On a A, =1 est une valeur propre simple de multiplicité impaire égale 1.
Il faut montre que (A4,0) = (1,0) € R x R? est un point de bifurcation pour 'équation

x — AAx + G(A,x) =0,

avec G(A,0) =0et D,G(A,0) =0, etona:

X 010 X
X—AMx+GA,x)=0=|x, | -A]|0 0 O x, | +G(A,x)=0
X3 0 01 X3
= |0 1 0 xy | +G(A,x)=0.
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D’apreés le théoréme 1.4.4 et le corollaire 1.4.3, ona :

i(I-AA+G,0,0) =i(I-AA+D,G(A,0),0,0)
—i(I — 2A,0,0)
= sign det (I — AA)

1 A 0
=sign |0 1 0
0 0 1-24

=sign (1 —A),
donc
1 siA<l,

i(I—2A+G,0,0) =
-1 siA>1.

Alors (1,0) est un point de bifurcation de I'équation

x — AAx 4+ G(A,x) =0.



CHAPITRE 3

Bifurcation a partir d’'une valeur propre simple

Ce chapitre est consacré a un cas spécial du théoreme de Krasnosel’ski, ot la multiplicité de valeur
propre est simple. Nous allons donner dans ce chapitre le théoreme de Crandall et Rabinowitz qui
est la base principale de la bifurcation a partir d'une valeur propre simple, ot le nombre de branches

de solutions du probléme (2.3) est précisé.

3.1 Quelques notions

On donne dans cette section quelques notations et définitions seront utilisées dans ce dernier

chapitre.

Notations
Soit X et Y deux espaces de Banach, A: X — Y un opérateur linéaire borné.
— || - || désignant la norme associé a X et Y, et méme les normes des opérateurs linéaires.
— N(A) = {x € X : Ax = 0} le noyau de A.
- RA)={y €Y :Ax =y, pour x € X} I'image de A.

— La codimension d’un sous-espace Z de Y est la dimension de Y \Z et noté par :
codim (Z) = dim (Y\2Z).

— On note par [v] I'espace engendré par v.
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Définition 3.1.1 [16]
Soient A, B deux opérateurs linéaires bornées de X dans Y. Alors A € R est dite valeur propre de

(A, B) ou bien B-valeur propre de A si 0 est une valeur propre de de A— AB, c.da.d, si
dim N(A—AB) > 1.

Définition 3.1.2 [6]
Soit A, B deux opérateurs linéaires bornées de X dans Y et x, € X. Alors A € R est une valeur propre
simple de (A,B) si :

1) dimN(A—AB)= codimR(A— AB)=1,
et si N(A— AB) = [x,],

2) Bx, ¢ R(A— AB).

Remarque 3.1.1 [16]

SiX CY etB=1, tel que I est Uopérateur d’identité dans Y, on dit simplement que A est une valeur

propre simple de A.

Théoreme 3.1.1 [2](Alternative de Fredholm)

Soit A: X — X un opérateur linéaire compact et u # 0. Alors
1) N(uI —A) = {0} si et seulement si R(ul —A) =X.
2) R(ul —A) = [N(ul —A)]* ={x €X : (¢,x) =0, V¢ € N(ul —A")}.

Définition 3.1.3 [8]
Un opérateur linéaire continue A: X — Y est dite de Fredholm si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :
1) N(A) est un sous-espace de dimension finie de X.

2) R(A) est un sous-espace fermé de Y de codimension finie.

Définition 3.1.4 [8]

Si A est de Fredholm, lUindice de A est Uentier :

ind (A) = dim N(A) — codim R(A).
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3.2 Théoréeme de M. G. Crandall et P H. Rabinowitz

Cette section est présenté les résultats les plus importants concernant la bifurcation a partir d'une
valeur propre simple.
Comme premier résultat on a le théoreme de Crandall et Rabinowitz, et pour la preuve de ce théo-

réme on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3.2.1 [5]

Soient X et Y deux espace de Banach, V un voisinage de 0 en X et
F:(-1,1)XxV —Y

une application continue telle que :
a) F(A,0)=0pour |A| <1.
b) Les dérivés partielles F,, F, et F,, existent et sont continues.
¢) N(F,(0,0))et Y/R(F,(0,0)) sont de dimension 1.
d) F;,.(0,0)x, ¢ R(F,(0,0)), ou x, €X tel que

N(F.(0,0)) = [x,].

Alors, il existe un voisinage U, de (0,0) € R X V et une fonction g continue sur R avec g(0) = 0, tel que
F(A,axy+2)=0,0ua€R, (A, ax,+2)€ U, et z € Z avec Z le complémentaire de N(F,(0,0)) dans
X,ona:

llzll + lallA] < [alg(a).

Preuve:

D’aprés 'hypothése b) on a F est de classe C!, ce qui implique qu’il existe un voisinage U, de
(0,0) € R x V et une fonction continue h sur R avec h(0) = 0, tel que si (4, ax, + 2) € U,, alors on
a:

F(A,axy,+z)=F(A,axy)+2zF, (A, ax,) + zh(z), 3.1

F(A,ax,) =F(A,0)+ aF,(A,0)x, + ah(a), (3.2)
F.(,0)xy = F.(0,0)x, +AF,,(0,0)x, + Ah(1). (3.3)
—_—

1
0
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On introduit la norme sur les trois équations au-dessus on trouve :

||F(7L, axy,+z)—F(A, ax,) —zF,. (2, axO)H < |IzllCll=]), (3.9
|F(2, axo) = F(A,0) — aF, (2, 0)x,|| < lalh(lal), (3.5)
|F (2, 0)xt6 — AF;..(0,0)x, | < IAIR(IAI). (3.6)

D’autre part, on a F(A, ax, +2z) = 0 ce qui donne
0 = F(A,axg+2)

=0
= F(A,axy,+2)—F(A,axy)+ F(A,ax,) — F(A,0)

= F(A,axy+2)—F(A,ax,)+ F(A,ax,) — F(A,0) — F,(A, axy)z
+F (A, ax)z —F,.(0,0)z + F,(0,0)z — aF,(A,0)x, + aF,(A,0)x,
—AaF,;,(0,0)x, + AaF,,(0,0)x,

= [F(A,axq+2)—F(A,axy) — F. (A, axy)z] + [F,(A, axy)z — F,(0,0)z]
+[F(A,axy) — F(A,0) — aF,(A,0)x,] + [aF,(A,0)x, — AaF,;,(0,0)x,]

+F,.(0,0)z + AaF,,(0,0)x,.

Donc

F.(0,0)z + AaF,,(0,0)x, =— [F(A,axy,+2) — F(A,axy) — F.(A, axy)z] — [F, (A, axy)z — F,(0,0)z]
— [F(A,axy) — F(A,0) — aF,(A,0)x,] — [aF,(A,0)x, — AaF;,(0,0)x,].
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En utilisant les équations (3.4), (3.5) et (3.6), on trouve

HFX(O, 0)z + AaF,, (0, O)XOH = || [F(A,axy,+2) — F(A,ax,) — F (A, ax,)z]
+[F (A, axq)z — F,(0,0)z] + [F(A,ax,) — F(A,0) — aF,(A,0)x,]

+[aF, (2, 0)x, — AaF;,(0,0)x,]]|

IA

IIF(A, axy,+2z)—F(A,ax,) — F,.(A, axo)z”
+ ||Fe (A, axg)z = F.(0,0)z| + [[F (A, axo) — F(A,0) — aF, (2, 0)x,||
+lal ||F. (A, 0)x — AF;.,.(0,0)x, ||

< N2l AClzI) + | Fe (2 axe) — F,(0,0)|| l1z]l + lal AClal) + [l [2] R(IAD.

D’apres les hypotheses c) et d) 'application linéaire F,(0,0)z + AaF,,(0,0)x, est un isomorphisme.

Ainsi, il existe une constante k > 0 telle que
||F.(0,0)z + 2aF;,.(0,0)x,|| > k(llzl| + |al|A]), ~ VA,a€R, VzeZ.

Donc

k(llzll +1allAD) < ||F.(0,0)z + AaF;,(0,0)x||

A

< lzlirCllzl)) + || Fo(2, axo) = F.(0,0) llz]l + lalh(lal) + |al|AlA(A].

Maintenant, choisissons un voisinage U; de (0,0) pour que (A, ax,+ z) € U, et tel que
h(llz]l) < .
z )
~ 4

|, (3 ax)~ F.(0,0)] < %,

k
h(Ah = 3.
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Alors, on trouve

k k
k(llzll + lallAl) - = Zllzll + Zllzll + lalh(lal) + S lallAl

R

k
121l + lalh(jal) + SlallAl,

N

<

ce qui donne

k k k k
k(llzll + lallAD) < Sllzll + lalh(jal) + SlallAl = klallAl + kllzll < Z izl + |alh(lal) + S]allA]
k k
= Slizll + SlallAl < lalh(ja])

2
= [lzll +[al[A] = ~lalh(lal)
= llzll + lal|A] < [alg(lal),

2
avec g(|a|) = Eh(IaI), donc on a l'existence d’une fonction g, qui est continue d’apres la continuité
de h, avec g(0) =0. [ |

Théoréme 3.2.1 [5](Théoréme de Crandall-Rabinowitz)

Soient X et Y deux espace de Banach, V un voisinage de 0 en X et
F:(-1,1)XV —Y

une application continue satisfaisante les hypothéses du lemme 3.2.1.

Si Z est le complémentaire de N(F,(0,0)) dans X, alors il existe un voisinage U de (0,0) dans R x X,
un intervalle (—a,a) et des fonctions continues ¢ : (—a,a) — R, ¢ : (—a,a) — Z tel que ¢(0) =
0, Y(0)=0et

FH0)NU = {(p(a), axo + ap(a)) : la] < a} U{(4,0) : (2,0) € U}. (3.7)
De plus, si F,, est aussi continue, les fonctions ¢ et 3 sont continument différentiables.

Preuve:

Soit f : R? x Z — Y la fonction définie par :

a 'F(A,a(x,+2)) si a#0,

(3.8)
F.(A,0)(x, +2) si a=0.

fla,A,z)= {
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tel que a(x,+2z) eV, et |[A]| < 1.
Les dérivées partielles f; et f, existes et sont continues en (a, A,z), donc f est de classe C'.
D’autre part, on a N(F,(0,0)) = [x,] donc

£(0,0,0) = F,(0,0)x, = 0. (3.9)

On dérivons l'application (A,z) — f (0, A, z) par rapport a (A,2) en (0,0), on trouve

£::(0,0,0)(2,2) =lim f(0, 4, hz)h—f (0,0,0)

f(0,hA, hz)
RS0 h

F.(hA,0)(x + hz)
T h=0 h

F.(hA,0)x, .. F.(hA,0)hz
— 4+ ]lim——
h—0 h h—0 h

=0

F,(hA,0)x, — F,.(0,0)
E) Xg — X ) X
=lim X "h ® +F.(0,0)z

li [Fx(hxy O) - Fx(()) 0):|x0
0 hA

+F,_(0,0)z

= AF,,.(0,0)x, + F,(0,0)z.

Donc 'application linéaire
fo(0,0,0) RxZ —>YJ (310)

est un isomorphisme sur Y d’aprés les hypotheses c) et d) du lemme 3.2.1. Alors, d’apres le théoreme

des fonctions implicites, il existe deux applications continues ¢ et v définies dans un voisinage
ouvert de 0 € R tel que ¢(0) =0,(0) =0 et

f(a: 90(0‘), 1/)(01)) =0
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pour a ~ 0. Uaffirmation d’existence du théoreme découle de la définition de f.
Prouvons l'unicité, en effet :

D’apres le lemme 3.2.1, il existe une fonction g continue sur R avec g(0) = 0, tel que
llzll +lal|A] < |alg(a).

Si a =0, on trouve que z = 0.
Sia#0,ona:
lla™ 2]l +|A] < g(a),

et par la définition de f on a :

fla, A, a'2)=a 'F(A, alx, + a '2))

=a 'F(A,ax,+2)
_V_/
=0

=0.
D’autre part, pour a assez petit et puisque g(0) =0, on a:
lla™"z|l + |2 ~0,

et on trouve que

fla,p(@),p(a)) = f(a, A, a™'2).

Ainsi,

A=op(a) . A=p(a),
alz =y(a) z=ay(a).

Alors
(A, axg+2) = (¢(a),ax, + arp(a)).

Maintenant, on s’intéresse a ’équation de la forme :
F(A,x)=L(A)x +G(A,x)=0, (3.11)

ou L(A) := F,(A,0) : X — Y est un opérateur linéaire continu ot X et Y sont deux espaces de
Banach, L(A,) est un opérateur de Fredholm d’indice zéro et G : R x X — Y une application
vérifiant

G(A,0)=0 et G, (A,0)=0, VA € vois(Ay). (3.12)
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tel que F(A,0) =0, pour tout A dans un voisinage de A,,.

Corollaire 3.2.1 [16]

Supposons que F(A, x) est une application de classe C™ pour r > 2, et zéro est une valeur propre
simple de (L(A,), L'(Ay)), ot L'(Ay) la dérivée par rapport a A de Uopérateur L au point A,. Soit Z C X
un sous espace tel que :

N(L(A))®Z =X.

Alors, il existe a > 0 et deux applications de classe C"*
¢:(-a,a) =R, Y:(-a,a) —2Z,
tel que

¢(0)=2,  v(0)=0,

et pour chaque a € (—a,a)
F(p(a),x(a)) =0,

et

x(a) = a(¢y +y(a)),

ot ¢ € X\{0} tel que N(L(A)) = [0l

De plus, il existe p > 0 tel que si F(A,x) = 0 et (A,x) € B,(A,,0), alors soit x = 0 ou bien (A,x) =
(¢(a), x(a)) pour certain a € (—a,a), ot B, (A, 0) est une boule de centre (14,0) € R x X et de rayon
o.

Preuve:

L'application F vérifie par hypothése
F(A,0) =0, VA evois(Ay),

et puisque F est de classe C" donc les dérivées partielles F,, F,, F,, existes et sont continus.

Comme zéro est une valeur propre simple de (L(A,),L'(1,)), alors on a :
dim N(L(A,)) = codim R(L(A,)) =1,

ce qui donne
dim N(F,(A,0)) = codim R(F,(1,,0)) =1,
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eton a L'(Ay)¢p & R(L(Ay)), ot N(L(Ay)) = [¢,], ce qui implique

F3.(20,0)¢0 & R(F,(A,0)),

et
N(F.(20,0)) = [¢o],

donc toutes les hypotheses du théoréme 3.2.1 sont satisfaites.
De plus, on a N(L(A,))®Z =X, c.a.d : Z est le complémentaire de N(F,(A,,0)) dans X, alors d’apres

le théoreme 3.2.1, il existe un voisinage de (4,,0), un intervalle (—a, a) et deux fonctions continues
¢:(-a,a) —R, Y:(-a,a) —7Z,

tel que p(0) = Ay, Y(0) =0 et
F(p(a),ag,+ ay(a)) =0.

Corollaire 3.2.2 [17]

Sous la condition (3.12) et A : X —> X est un opérateur linéaire compact. Si A, 1 est une valeur

propre simple de A, alors U'équation
F(A,x)=x—-AAx+G(A,x)=0

posséde exactement au point (A, 0) deux branches de bifurcation.

Preuve:

Ona
F(A,x)=x—AAx+ G(A,x) =0,

satisfaisant F(A,0) = 0 et puisque A un opérateur compact et G une application continue alors on a :

F.(A,x)=1—-2AA+G,(A,x),
F)L(A, X) - _AX + GA(A,X),
F,,(A,x)=—-A+G,,(A,x),

ce qui implique que les dérivées partielles sont existes et continues. Ainsi, on trouve

FX(AOs O) =1- A'014 et F)\.X(A’OJ O) = —A.
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Puisque A5 est une valeur propre simple de 4, alors
dim N(A;'I —A) = codim R(A;'I —A) =1,
ce qui donne

dim N(A;'I —A) = dim N(I — A,A)
= codim R(F,(A,,0))
=1,

puisque X, est le vecteur propre de A correspondant a A ; 1 alors
N(Ag ' —A) = [x],

et que x, & R(A,'I — A), implique que x, ¢ R(F,(2,,0)), ce qui donne que
N(F,(44,0)) = [xo].

Alors, F vérifié les hypotheéses du théoreme 3.2.1 donc I'équation F(A,x) = 0 posséde exactement

au point (A, 0) deux branches de bifurcation. [ |

3.3 Applications

Dans cette section nous présentons des applications simples du théoreme de M. G. Crandall et P

H. Rabinowitz.

Exemple 3.3.1 Soit I'équation suivante :

1
Ax — xPsin— =0, (3.13)
X

oux €Retp>3.
On observe que Uéquation (3.13) a le méme type que Uéquation (3.11), telle que
F: R? —R
1
(A,x) — F(A,x)=Ax —xPsin—,
x
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ou
1
L(A)x = Ax et G(A,x)= —xPsin e

avec G(A,0) =0et G,.(A,0) =0.
Ona
F(1,0)=0, VYAeR.

De plus, A, = 0 est 'unique valeur propre de L(A) et on a L'(A,) =1.
Vérifions que zéro est une valeur propre simple de (L(A,),I) :
N(L(Ay)={x€R:L(Ay)x =0}
={xeR: A;x =0}
=1{f : B €R\{0}},

onprend B=1,etona:

R(L(Ap)) ={y € R: L(A¢)x =y}

={yeR: Ayx =y}

= {0},
donc on a

dim N(L(A,)) =1 et dimR(L(A,))=0,
ce qui donne que
codim R(L(A,)) =1,

et que

B=1¢R(L(A)) et N(L(A,))=[1].

Donc, toutes les hypothéses du corollaire 3.2.1 sont satisfaites. Alors, il existe a > 0 et deux applications

continues @ et Y tels que (0) = A, Y(0) = 0 et pour chaque a € (—a,a)

F(e(@),a[1+(a)]) =0.

L équation (3.13) a deux courbes de solutions, alors soit x = 0 et A = xp_lsin% ou bien il existe
a € (—a,a) pour lequel

(A4, x) = (p(a), al1+ ()]
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Exemple 3.3.2 Considérons le probléme aux limites non linéaire

—x"(t) = Ax(t)[1 +h(x(t))], t€(0,1)

(3.14)
x(0)=x(1) =0,
ol A est un paramétre réel et h : R — R est une fonction de classe C* telle que
h(x) = hyx? + o(x?), (3.15)

quand x — 0, avec
h, # 0.

Considérons les espaces de Banach
X =Cy([0,1), Y =c([0,1]).

On remarque que Uéquation du probléme (3.14) a la méme forme que Uéquation (3.11), telle que

Uopérateur F est défini par :

FRxX —Y
(A, x)— F(A,x)=x" 4+ Ax[1+h(x)],

avec
L(A)x =x"+ Ax et G(A,x) = Axh(x).

On a Uapplication F est de classe C* et satisfaite
F(A,0) =0, VA eR.

Le probléme (3.14) est constitué d’'une équation non homogeéne avec des conditions aux limites, on

résoudre le probléme homogeéne qui s’écrit comme suit :
{ —x"(t) = Ax(t), t€(0,1) (3.16)
x(0) =x(1)=0. (3.17)
Ona 3cas:

1) Si A = 0, Péquation (3.16) devient x” = 0 qui a U'équation caractéristique de la forme r* = 0,
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donc la solution s’écrit sous la forme
x(t) =at+ f,

avec les conditions aux limites (3.17) on a :
x(0) =0 a =0
>
x(1) =0 B =0

2) SiA<O,ona:
xX"4+2Ax=0 = r’4+1=0
= r’=-2

— r=+vT7,
donc la solution est de la forme :
x(£) = ae™ 7+ Be VA,
de (3.17) ona:
x(0) =0 B=-a
x(1) = aeV* —ae V*=0
{ a _
=
/3 =
— x=0

3) SiA>0,0ona:
X'"+Ax=0 = r’4+1=0
— r2=-2
— r==iV2,

donc la solution est de la forme :

x(t) = acos ﬁt + B sin ﬁt,

x(0) =0 . a=0,
x(1) =0 BsinvA =0,

avec
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supposons que f3 # 0 donc
sinvA=0 = VA=nn
= A=n?n%

Donc les valeurs propres de U'équation (3.16) sont :

A =n?m?, neN, n>1.

n

De plus, on a la fonction propre associe au valeur propre A, pour chaque n > 1 est :

¢,(t) =sin(nnt),
donc
N(L(A,)) = [sin(nmt)],
et d’apres Ualternative de Fredholm 3.1.1, on a :

1
R(L(A))={xeX: J x(t)sin(nnt)dt =0} :=Z,,.

0

Vérifions que zéro est une valeur propre simple de (L(A,),L’(A,)) avec L'(A,) =1, c.a.d :
dim N(L(A,)) = codim R(L(A,)) = 1.

Ona

! .y "1 — cos(2nmt)
sin“(nwt)dt = | ————dt
0 0 2

1 [sin(2nmt)]?
2 2nm 0
0,

+

1
2
1
2

donc pour tout entier n > 1,

sin(nmtt) ¢ R(L(A,)),

ce qui donne
dim N(L(A,)) = codim R(L(A,)) = 1.

Alors, zéro est une valeur propre simple de L(A,,) . Par conséquent, en appliquant le corollaire 3.2.1 .
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Alors, il existe a > 0 et deux applications de classe C*
¢n:(—a,a) — R,

ll)n : (_an a) - Zn;

tels que

0,(0)=2,,  ¥,(0)=0,

et pour chaque a € (—a,a)
F(pn(a), afsin(nmt) + 1 (a)]) =

De plus, si (A, x) est suffisamment proche de (A,,0) et F(A,x) = 0, alors soit x = 0 ou bien il existe
a € (—a,a) pour lequel

(A, x) = (@n(a), a[sin(nmt) + 3, (a)]).

Par conséquent, pour tout entier n > 1, le probléme (3.14) a une courbe de solutions

(n(a), x,(a)),

olt
x,(a) = a[sin(nrt) + ¢, (a)], a0,

au voisinage de (A,x) = (A,0) pour A =A,,.
Puisque @, et ¢, sont de classe C? et que Z, est un sous-espace fermé de X, ces fonctions admettent
un développement de Taylor au voisinage de oo = 0 de la forme

@u(a) = ¢,(0)+ ¢/ (0)a P ( )2 a’+o(a®) = ¢, () = A, + ¢ (0)a+ (p”T(O)az +o(a?), (3.18)

Y, (0)

Pal@) =1n(0) + 4 (0 + —— ——a*+o(a*) = y,(a) =, (0)a +

Y Z(O)a +o(a?), (3.19)

pour certains nombres réels ¢’ (0) et ¢ (0) et fonctions 1)’ (0),%”(0) € Z,.
D’apres (3.15), ona :
—x"(t) = Ax(t)[1 + hyx? + o(x?)]. (3.20)

En remplagant par les extensions (3.18) et (3.19) dans Uéquation (3.20), on obtient

—x(a) = @ (a)x ()1 + hyx? + o(x)], (3.21)
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avec

—x, ()

— (a [sin(nzt) +,(a)])”

— (a sin(nmt) + 1/ (0)a + Y 2(0)06 + °(a2)i|)

— (a —n*m?sin(nmt) + (¢ (0)) a + WOLZ + o(az):| )

a (An sin(nrt) — (47(0)) a — w& + o(az)) .

En utilisant U'équation (3.21), on trouve

—x"(a)

a (An sin(nmt) — (¢7(0)) a — w& + o(az))

(pn(a)xn(a)[]- + hzxi + O(Xi)]

1

(An + ¢! (0)a + (p“—O)aZ + o(az)) - (a [sin(nmt) + ¢, (a)])

. [1 + hy (a [sin(nmt) +,(a)] )2 + °(a2):|

//( )

(An + ¢/ (0)a+ ——a*+ O(az))

(a [sm(m‘ct)-i—z,b (0)a+ Y 2(0)06 +o(a2)})

. [1 + hya? (sin(nmt) + 1/),1(01))2 + O(az)] .
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En divisant par o on trouve

4

a’?+o(a?) = (An + ¢/ (0)a + SD"Z(O) a’+ o(az))

Asinn) ~ ()~ 2

. (sin(nnt) +/ (0)a + @az + O(az))

. [1 + hya? (sin(nmt) + wn(a))z + O(az)] )
En divisant une autre fois par a et par passage a la limite quand a — 0 on obtient
— (Y (0))" = 2,2 (0) + ¢/ (0)sin(nmt). (3.22)

L application de Ualternative de Fredholm sur U'équation (3.22) donnée que

¢’ (0)=0.
De plus, puisque v’ (0) € Z,,, il est nécessaire que

2’ (0) = 0.
Par conséquent, on a :

(v (0))"
2

A, sin(nmt) — a?+o(a?) = (An + ‘PnT(O)az + O(az))

. (sin(nnt) + @az + O(az)) (3.23)
. [1 + hya? (sin(nmt) + zpn(a))z + O(az)] )
La division de Uéquation (3.23) par a? et par passage a la limite quand a — 0 donne
— w = A, hysin®(nmt) + #n(0) sin(nmt) + Anwg(o). (3.24)

2 2
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Enfin, en utilisant Ualternative de Fredholm sur 'équation (3.24) et puisque 4"/(0) € Z, on a :

I

1 " /7 1
J ——(1/)”;0)) sin(nnt)dt =0 = J (thz sin®(nmt) + %2(0) sin(m'ct)) sin(nmt)dt
o 0

1 "

0

+f Anwnz( ) sin(nmt)dt =0
0

1 77 1
0
— AnhZJ sin*f(nmt)dt + (p"T()J sin*(nmt)dt =0
0 0

"0 1 1
= 90"2( )J sinz(nrct)dt:—knhzj sin*(nmt)dt
0 0
1
J sin*(nmt)dt
= ¢/(0)=—22,h,"%
sin(nmt)dt

0

Par conséquent, lorsque h, > 0, alors ¢”(0) < 0 donc la courbe est concave au voisinage de A, et on a

le diagrammes suivant :

_—

N N N
/,11 /}.2 /3.3

FiGure 3.1: Diagramme de bifurcation pour h, > 0
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Et lorsque h, < 0, alors ¢”(0) > 0 donc la courbe est convexe au voisinage de A, et on a le dia-

grammes suivant :

i~

Ay

N

FiGuURE 3.2: Diagramme de bifurcation pour h, <0
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Résumé

Ce travail a pour objectif de présenter la théorie de bifurcation a partir des valeurs

propres. En premier lieu, nous présentons le degré topologique en dimension finie et
infinie pour définir I'indice de Schauder. Nous donnons ensuite le théoreme du bifurca-
tion a partir d'une valeur propre de multiplicité algébrique impaire introduit par Kras-
nosel’ski, qui montre I'existence des branches de solutions. La derniére partie de notre
travail est consacrée aux théoreme de Crandall et Rabinovwitz du la bifurcation a partir

d’une valeur propre simple.

Mots-clés: le degré topologique, I'indice de Schauder, bifurcation, théoreme de Krasnosel’ski,

bifurcation a partir d'une valeur propre simple.

Abstract

This work aims to present the bifurcation theory from eigenvalues. First, we present the topo-

logical degree in finite and infinite dimension to define the Schauder index. We then give the
bifurcation theorem from an eigenvalue of odd algebraic multiplicity introduced by Krasnosel’ski,
which shows the existence of the solution branches. The last part of our work is devoted to Cran-

dall and Rabinovwitz’s theorem of the bifurcation from a simple eigenvalue.

Keywords: the topological degree, the Schauder index, bifurcation, Krasnosel’ski theorem,

bifurcation from a simple eigenvalue.
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