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Introduction générale

Le but de ce mémoire est d’étudier l'existence et la multiplicité de solutions
positives pour les équations différentielles non linéaire d’ordre deux posées sur des
intervalles bornés.

Les problémes aux limites pour les équations différentielles ordinaires jouent un
role tres important, a la fois en théorie et en application. Ils sont utilisés pour décrire
un grand nombre de phénomenes physiques, biologiques et chimiques.

Récemment, I’étude de 'existence de solutions positives du problemes aux limites
pour les équations différentielles ordinaires non linéaires du second ordre ou des
ordres supérieurs a pris I'importance puisque a été étudiée de maniere approfondie.
C’est un domaine en forte croissance.

Nous rencontrons dans la littérature différentes techniques d’analyse non linéaire
comme les théoremes de point fixe pour la résolution des équations différentielles
ordinaires.

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans I’étude de ’existence
de solution pour les équations d’opérateurs non linéaires. De nombreux théorémes
d’existence sont obtenus a partir des théoremes de Banach et Schauder, en transfor-
mant le probleme d’existence en un probléeme de point fixe.

Le théoréme de I’application contractante prouvé par Banach ! en 1922 dit qu’une
contraction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique.

En 1930, Schauder? a établi une généralisation du théoréme du point fixe de
Brouwer et affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Dans les dernieres années, le théoreme de Krasnoselskii [6] est apparu. Sa version

1. Stefan Banach (1892 — 1945) est un mathématicien polonais.
2. Juliusz Pawel Schauder (21 septembre 1899, Lviv, en allemand Lemberg situé alors en
Autriche-Hongrie— septembre 1943, Lemberg, Pologne occupée) est un mathématicien polonais



générale est un outil pour obtenir 'existence de multiples solutions positives pour
des problemes aux limites différents, notamment dans les équations différentielles
ordinaires. D’autre part on trouve des théorémes importants qui donnent 'existence
et la multiplicité des solutions, par exemple le théoréme de Krasnosel’skii® [0] et le

théoreme d’Avery et Peterson [3].
Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Nous présentons, dans le premier chapitre, quelques résultats préliminaires
indispensables a la compréhension de la suite du travail. Ces résultats concernent
essentiellement les notions suivantes : Espace de Banach, Fonction convexe, les cones.
Nous avons rassemblé a la fin de ce chapitre quelques théorémes de point fixe utilisés

dans ce travail.

Le deuxiéme chapitre est basé sur ’étude du probléeme en trois points pour

une équation non linéaire d’ordre deux :

u (t)+a(t) f(u(t)) =0, pour tout t € [0,1],

avec la condition aux limites

ou f:R—=R,a:[0,1] = R" sont des fonctions données, 0 < n < 1 et an # 1.

Suite a une introduction, nous présentons dans la section 2 quelques lemmes fon-
damentaux auxquels nous aurons a se réferer tout au long de ce chapitre. Dans la
section 3 et 4 des résultats d’existence et d’unicité de la solution sont établis en
utilisant le principe de contraction de Banach et le théoreme de point fixe de Schau-
der. Dans la derniere section, en se basant sur les théoremes de Krasnoselskii, des
résultats d’existence de solutions positives ont pu étre prouvé, cette section est basée

sur les travaux de R.MA [7].

3. Mark Alexandrovich Krasnosel’skii (Le 27 avril 1920, Starokostiantyniv, le 13 février
1997, Moscou) est un mathématicien russe. Parmi ses travaux sur l’analyse fonctionnelle non li-
néaire et ses applications.



Dans le dernier chapitre, on étudie le probleme suivant :

u’(t) + h(t)f(t,u(t)) =0, pour tout t € [a, ],

avec les conditions aux limites

u(a) = au(b) + du'(a), Bu(c) +~yu'(c) =0,

ou f: [a,c] xR = R, h: [a,c] = RT sont des fonctions données, b € Ja, c|, 5,7,0 >0
c—a
c—b

Tout d’abord, dans la section 2, nous établissons le cone approprié pour appliquer

et <a<

le théoreme d’Avery-Henderson.
Dans la section 3, en se basant sur le théoréeme d’Avery Peterson, des résultats
d’existence de multiples solutions positives ont pu étre prouvé. Enfin, nous terminons

par un exemple d’applications. Les résultats de ce chapitre sont basés sur les travaux

de D. R. ANDERSON [2].



Notations générales

R Ensemble des nombres réels.

R™ R xR x--- xR, n fois.

K Un corps R ou C.

Il Norme.

E Espace vectoriel.

I Intervalle, tel que I = [0, 1].

Q L’adhérence.

Fe Complémentaire de F.

C([0,1],R) Espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans R.
C([0,1],R™) Espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeur dans R*.
C%([0,1],R) Espace des fonctions de classe 2.

0 La frontiere.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particulierement a définir des notions
fondamentales et a rappeler quelques théorémes importants dans la théorie du point
fixe, notamment le principe de contraction de Banach, ’alternative non linéaire de
Leray-Schauder, le Théoreme de Krasnoselskii et le Théoreme d’Avery Henderson

ainsi leurs extensions.

1.1 Espace de Banach

Cette section est consacrée a quelques définitions sur les espaces vectoriels nor-

més. On considere un K-espace vectoriel E avec K =R ou K = C.

Définition 1.1.1 (Espace normé). Soit E un espace vectoriel sur K. On appelle

une norme sur E toute application N : E — R* telle que
(i) N(z) =0< 2z =0.

(1) Ve € ELXNA €K : N (A\x) = || N (z).

(i1) Ve,y e E: N (z+y) < N(z)+ N (y).

Une norme est généralement notée ||.|| et le couple (E, ||.||) est dit espace vectoriel

normé.

Exemple 1.1.1. On définit une norme sur l’espace vectoriel C ([a,b] ,R) de la ma-

niere suivante

Il = sup 11 @)

z€|a,



Dans toute la suite on suppose que (E,||.||) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2 (Suites convergentes). Soit (E,||.|) un espace vectoriel normé.
On dit qu'une suite (z,,), oy d’éléments de E converge dans E s’il existe v € E tel
que

lim |z, —z| =0.

n—-+4o0o

c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

n>ny = |z, —z| <e.

On écrit alors x,, — x ou lim x, = x.
n—-+00

Une suite (zn,), oy diverge si elle ne converge pas.

Définition 1.1.3 (Suite de Cauchy). Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. On
dit qu’une suite (Ty,), oy d’€léments de E est une suite de Cauchy si pour tout € > 0,

il existe ng € N tel que

m,m > ng = ||z, —xn| <e.

Définition 1.1.4. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. Pour tout a € E et tout

r >0, on appelle boule ouverte de centre a et de rayon r [’ensemble

B(a,r)={x € E: ||z —a| < r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon r ’ensemble

B(a,r)={x € E: ||z —a| <r}.

Proposition 1.1.1. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé, alors
i) Toute boule ouverte est un ouvert de E.

i1) Toute boule fermée est un fermé de E.

Définition 1.1.5. On dit qu’une partie A de (E,|.||z) est bornée s’il existe une

boule fermée B (a,r) telle que A C B (a,r) i.e.

dr >0, Ja € E, A C B(a,r).
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Ou
Ir > 0, A cC B(0,7).

Définition 1.1.6 (Espace de Banach). Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est appelé

espace de Banach sur E, si toute suite de Cauchy converge dans E.

Exemple 1.1.2. L’espace C([a, b],R) muni de la norme ||.||o est un espace de Ba-

nach.

Définition 1.1.7. Une sous-ensemble A d’un espace vectoriel E est dit convexe si

et seulement si
pour tout x,y € A, X € [0,1], Ax 4+ (1 =Ny € A.

Définition 1.1.8 (Cone). [2] Un sous-ensemble K d’un espace vectoriel E est dit
cone de sommet xo si et seulement s’il est stable par les homothéties de centre x,
i.e.

pour tout v € K, X\ >0, zo + Az — x0) € K.
Remarque 1.1.1.
i) Si on ne précise pas le sommet x, ce sera 0.

it) K est un cone si et seulement si, \K C K, pour tout X\ > 0.

Définition 1.1.9 (cone ordonné). Un sous-ensemble non vide K d’un espace vec-
toriel E est dit cone ordonné sur E s’il est conveze, fermé et vérifie les deux

conditions suitvantes :

1) Pour tout z € K et A > 0, implique \x € K.

2) KN(—-K)={0},iexeKet—rxe K= 2=0.

1.2 Fonction convexe, Fonction concave

Définition 1.2.1 (Fonction convexe). [2] On dit qu’une fonction f est convexe sur

un intervalle I si et seulement si :

pour tout x,y € I, X € [0,1], FOAz+ (1 =XNy) < Af(x)+ (1 =N f(y).



Définition 1.2.2 (Fonction concave). [2] On dit qu’une fonction f est concave sur

un intervalle I si et seulement si :
pour tout x,y € I, X € [0,1], fOx+(1=Ny) > Af(x)+ (1 —=N)f(y).

Lemme 1.2.1. Soit f une application sur un intervalle I de R dans R. Les deux

affirmations suivantes sont équivalentes

i) L’application f convexe sur I.

i1) Pour tout a,b,c € R, a < b < ¢, alors

fla) = f(b) < fla) — f(c)

a—>b a—c

< f(bl)):f(c). (1.1)

Lemme 1.2.2. Soit f une fonction deuz fois continiment dérivable sur un intervalle

1, alors

i) Si f" (x) >0, pour tout x € I, alors la fonction f est convexe sur I.

i) Si " (x) <0, pour tout x € I, alors la fonction f est concave sur I.

1.3 Introduction a I’analyse fonctionnelle

Dans la suite (E, ||.||z) et (F,]|.]|z) désignent des espaces de Banach.

Définition 1.3.1. Soit F : (E,||.|lz) — (F.|.||p) une application. On dit que F
est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées de F' i.e.

I’image d’un borné est un borné.

Remarque 1.3.1. Soit F : (E,||.||p) — (F,||.||) une application bornée, i.e. pour

tout € > 0, il existe 6 > 0, tel que
pour tout v € E: ||z||, < e = || F (v)|| < 0.

Définition 1.3.2. Soient a € E et F : (E,|.||g) = (F [.|lz). On dit que F est
continue au point a si et seulement si, pour tout € > 0, il existe d > 0, pour x € F,
on a

[l —allg <e=[F(x) = Fla)llp <.



Proposition 1.3.1. Une application F : (E,|.||z) = (F, ||.||z) est continue au point
x, si et seulement si pour toute suite (z,,), converge vers x dans E, alors (F (z,,)),,

converge vers F (x) dans F.
Définition 1.3.3. Un ensemble M est relativement compact si M est compact.

Définition 1.3.4. Soient (E, ||.|| ), (F, ||| ) deux espaces de Banach. L application
F(E | Ng) = (|l z) est dite compacte si :

i) F est continue sur E.

it) F(E) est relativement compact dans F.

Définition 1.3.5. Soient (E, ||.||5) et (F,|.||p) deuz espaces de Banach. L’ applica-

tion F : (E,|.llg) = (F,||.lp) est dite complétement continue si :

i) F est continue sur E.

it) Pour tout sous-ensemble borné A de E, implique que F(A) est relativement com-

pacte dans F.

1.3.1 Théorémes du point fixe

Définition 1.3.6. Soit F : (E,|.||z) — (E,|.||g) une application. Un élément
xg de E est dit point fixe de E si :

F(xg) = xo.

Théoréme d’Arzéla-Ascoli

Définition 1.3.7 (Equicontinuitée). Soit (E,|.||z), (F,|.||g) deuz espaces normés
et H une partie de C (E, F). On dit que H est équicontinue en xq si pour tout € > 0,

il existe n > 0, tel que
VeeE, |z—xllp<n=|f(x)=f(@)lp<e VfeH
On dit que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

Remarque 1.3.2. Le point important, n ne dépend pas de f.

10



Théoréme 1.3.1 (Arzéla-Ascoli). Soit K un sous-ensemble compact dans E et
(F,||.ll z) un espace de Banach. Soit H une partie de C (K, F). Alors, H est rela-
tivement compacte dans C (K, F) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées

i) H est équicontinue.

it) Ve € K, H, ={f (z) : f € H} est relativement compacte dans F.

Théoreme du point fixe de type Leray Schauder

Le théoreme du point fixe de Schauder affirme qu'une application continue sur

un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Théoréme 1.3.2 (Schauder). [1] Soit M un sous-ensemble de E fermé et convexe
et F : M — M une application continue telle que F (M) est relativement compact.
Alors F posséde un point fixe.

En particulier, si M est un compact convexe alors toute fonction continue de M sur

M possede un point fixe.

Théoreme du point fixe de Banach

Théoréme 1.3.3 (Principe de contraction de Banach). [7] Soit (E, || . ||g) un espace

de Banach et F : E — E une contraction, s’il existe 0 < k < 1, tel que :

Vyny€ B, [F() = F)llp < Ellyn —ve2llp
alors lopérateur F admet un point fize unique x € E.

Théoreme du point fixe de Guo-Krasnoselskii

Krasnoselskii a combiné le Théoreme de point fixe de Banach et celui de Schauder

et a établi un nouveau théoreme de point fixe qui a porté son nom.

Théoréme 1.3.4 (Krasnoselskii). [0] Soit K un cone défini dans un espace de

Banach (E, ||.||g). Supposons que Qy et Qo deux sous ensembles ouverts non vide de
E. Avec
0€e D, Q C Q.

11



Soit A K N (Q\Q) — K une application complétement continue telle que

1) [JAu|| < ||ul|, pour tout u € K NOQy et ||Aul|| > ||u||, pour tout u € K N0y,
ou bien

2) ||Au|| > ||u||, pour tout u € K NOQy et ||Aul| < |Jul|, pour tout u € K N Iy.

Alors lapplication A posséde un point fize dans K N (Q\Qy).

Théoréme d’Avery-Henderson

Le Théoreme d’Avery-Henderson est un théoréme qui généralise le Théoreme
de Krasnoselskii, donc il est autour de la notion du point fixe pour les opérateurs
complétements continus et en plus il donne l'ordre de multiplicité des solutions.
Pour cela soit la fonction ¢ définie dans un cone K d’un espace de Banach, r un

nombre positif, tels que 'ensemble suivant est défini de cette maniere :

K(p,r):={ue K:¢(u) <r}.

Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.5 (Avery-Henderson). [5] Soient K le cone dans un espace de Ba-
nach (E,|.||z) et n, ¢ et § des fonctions définies de K vers R*. Supposons que n, ¢
et 8 sont continues. Si de plus les fonctions ¢,0 et n sont satisfont :

e Pouru,we K, u—v € K,

¢(u) < ¢(v) et n(u) <n(v),

o [ existe des nombres positifs r et M, tels que

o(u) <0(u) <nu) et ||u|| <Mp(u), pourtoutu € K(p,7).

o [ existe des nombres positifs p < q < r, tels que

0(0)=0 et O u) < A(u), pour\€l0,1], wueIK(0,q).

Si A: K(¢,r) — K est un opérateur complétement continu satisfait :

12



1) ¢(Au) > r, pour tout u € 0K (¢p,r),
2) ¢(Au) < q, pour tout u € OK(0,q),
3) K(n,p) # 0 et n(Au) > p, pour tout u € K (n,p).

Alors A admet au moins deux points fizes uy et us telles que

p<n(u) avec O(ur)<gq,

q < 0(uz) avec ¢(uy) <r.

13



Chapitre 2

Probleme en trois points pour une

équation non linéaire d’ordre deux

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et 'unicité de solutions du pro-

bléeme aux limite suivant :
u" (t)+a(t)f(u(t)) =0, pour tout t € [0,1], (2.1)
avec les conditions aux limites
u(0) =0, u(l)=au(n) (2.2)

ou f:R — R, a:[0,1] — R sont des fonctions données, a € RT, 0 < n < 1 et
0<an<l
On établit 'existence et 'unicité de la solution par application de Théoreme du Leray

Schauder, le Théoreme du point fixe de Banach et le Théoreme de Guo-Krasnosekii.

2.2 Lemmes fondamentaux

Pour établir la positivité de la solution du probléeme (2.1),(2.2), nous avons

besoin du lemme auxiliaire suivant :

14



Lemme 2.2.1. [7] Pour tout y € C ([0, 1],R), on a le probléeme

u’' (t) +y(t) =0, tel0,1],
u(0) =0, au(n)=u(l).

(2.3)

Si an # 1, alors le probléme admet une solution unique de la forme

t + 1
u(t) = —/0 (t —s)y(s)ds — . fOﬂ) /On(n — s)y(s)ds + T /0 (1 —s)y(s)ds.
Démonstration.
Soit y € C([0,1],R), on a
u' = —y(t), pour tout ¢ € [0, 1].

Par intégration les deux membre entre 0 a ¢, on obtient
t
u'(t) = —/ y(s)ds + z, pour tout ¢ € [0, 1].
0
Avec z € R. Par intégration de la derniére équation entre 0 a ¢, on trouve
t s
u(t) = —/ / y(T)drds + zt + b, pour tout ¢ € [0, 1].
0 Jo
Avec b € R. On utilisant 'intégrale par partie, nous avons
t
u(t) = / (s —t)y(s)ds + zt + b.
0

Par la condition au limite u (0) = 0, on trouve b = 0, d’autre part, on a u(1) = au(n),

ce qui donne

«

[ (s =my()ds -

Zzl—om

Par conséquent,

at

alt) = = [ (0= )s)ds = =2 [" (= s)y(s)as +

1—an

15



1
Lemme 2.2.2. [7] Siy € C(]0,1],R") et 0 < a < —, alors la solution du probléme
n
(2.3) satisfaite
u(t) >0, pour tout t € [0,1].

Démonstration.
Par (2.3),onau”(t) = —y(t) < 0, pour tout ¢t € [0, 1], alors la fonction u est concave

sur [0, 1]. Comme u (0) = 0, nous avons
w(t) > tu(1) pour tout ¢ € [0, 1]. (2.4)

Si u(1) > 0, par (2.4) implique que u (t) > 0 pour ¢ € [0, 1].

1
Si u(1) < 0, alors u(n) < 0, comme a < —, alors
n

Par (2.4), on a

d’ou la contradiction. O

1

Lemme 2.2.3. [7] Siy € C(]0,1],R") et 0 < a < —, alors la solution du probléme
Ui

(2.3) satisfaite

inf wu(t) >
Jnf u(t) 2yl

ot 7y := min {om, al(l__az), n} .

Démonstration.

La preuve se fait en deux cas.

1°" cas : Si 0 < a < 1. Par la condition au limite au(n) = u(1), alors u(n) > u(1).
La fonction u est continue sur le compact [0, 1], alors le sup est atteint, c’est-a-dire,

il existe t* € [0, 1], tel que

u(t) = sup u (t) = [Jull (2.5)

te(0,1]

oo *
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Sit* < n <1, alors par la concavité de u, on a

te[n,1]

Par le lemme 1.2.1, on a t* <7 < 1, alors

u(®) —u@) J ul)—u@)
tr—1 - n—1

Donc

L=n
_1
=u(l) |1 - —=
o) |1- 172
1—an
= u(1
( )a(l — 1)
Par (2.5), (2.6) et (2.7), on obtient
. a(l—mn)
$y> > .
ain () = g5 el = Vil

Sin<t*<1,alors

i t) = u(l).
EER

Par le lemme 1.2.1, on a 0 < n < t*, alors

u(n)

>u(t*)‘
n -t

Par (2.9) et la condition aux limite u(1) = au(n), on conclut que

u(l)

u(l) _ u(t)
an t*

IV

> u(t”) = |lull -
Par (2.8) et la derniere inégalité, on trouve

i t) > > .
tre%%}u( ) = an HUHOO =7 ||uHoo

2¢me cas 1 1 < a <

I | =

17

min u(t) = min (u(1),u (n)) = (1) min <1, ;) =u(l).

(2.6)

(2.7)

(2.9)

. Par la condition aux limite u(1) = au(n), on conclut que



u(n) < u(l).
Montrons que n < t* < 1, on suppose l'inverse, c’est-a-dire t* € [0,7), alors

t* < n <1, on conclut que

n=A"+(1-X)), avec A=

Comme la fonction u est concave sur [0, 1], alors

w(n) = du(t)+ (1 -A)u(l)
= () +(1=XNu(n).

Donc, u (n) > u (t*), d’ou la contradiction.

Par la concavité de u, on a

min u(t) = min (u(1),u (7)) = u(n) min (1,0) = u ).

Par le lemme 1.2.1, on a 0 < n < t*, alors

), wlt)

U tr
Ce qui implique

min u(t) > nljufl, =7 ||lufl -
te[n,1]

2.3 Existence de la solution

Afin d’établir notre résultat principal concernant l’existence de la solution du

probléme (2.1),(2.2) dans l'espace de Banach C ([0, 1], R) muni de la norme

Jull o = sup |u(t)].
te[0,1]
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Théoreme 2.3.1. Supposons que :

(Hy) La fonction f: R — R continue et bornée, c’est-a-dire

M = sup |f ()| < oo.
z€[0,1]

(Hs) La fonction a : [0,1]— R continue.
Alors le probléme (2.1),(2.2) admet au moins une solution sur lintervalle [0, 1].

Démonstration.
Transformons I’équation (2.1) en un probléme de point fixe.

Pour cela, on considere l'opérateur suivant :

A (0,1, R) —s ([0,1],R),

défini par

ot

Au(t): = — /Ot (t — s)a(s)f(u(s))ds —
t
1—an

— /On (n — s)a(s) f(u(s))ds

[ (= syals) fals)ds.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : (A est continu)

Soit (uy),, une suite dans C([0, 1], R) qui converge vers u. Alors, il existe r > 0, tel
que

|unll, <, pour tout n € N.

Montrons que 1_131 | Au,, — Aul| = 0. En effet, pour tout ¢ € [0,1], on a

[Aun(t) = Au(t)] = |= [ (¢ = s)a(s) (Flunls)) = Fu(s)) ds

- _@ta - /0 " (= 5)a(s) (F(un(s)) — Flu(s)))
t 1
+1 - /0 (1 —s)a(s) (f(un(s)) — f(u(s)))ds

< flall 25 [ s — fluts)lds

< C ) (un(s)) = f(u(s))lds. (2.10)
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24+ a(l—n)
1 _
ment continue sur le compact [—r,r|, i.e. pour tout € > 0, il existe § > 0, tel que,

Avec C = ||a|| . Comme f est continue sur R, alors elle est uniformé-

pour tout uy,us € [—r,7], on a
o £
e <6 implique /) — ()| < 5 2.1)
D’autre part, on a 1_1&1 |lun —u| =0, alors, il existe ng € N, tel que

n > ng implique sup |up, (t) —u (t)| < 6. (2.12)
t€[0,1]

Par (2.11) et (2.12), on a

n>no: |f (un () — f (u(®)] <%, pour tout ¢ € [0, 1]

Par conséquent, par I’équation (2.10), on conclut que
|Au, (t) — Au(t)| < e, pour tout ¢ € [0, 1].

Donc

n>ng: ||Au, — Aul| <e.

D’ou la continuitée de A.
Etape 2 :
Montrons que A (C ([0, 1],R)) est un ensemble borné dans C ([0, 1], R).

En effet, il suffit de montrer qu’il existe 0 > 0, tel que

| Aul| <6, pour tout u € C ([0, 1],R) .
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Pour tout t € [0, 1], on a

ot

Au(t)] < | [ (¢ = s)a) flu)ds|+ T2 | [ (0= als)f(u(s))ds
t

1—an (1 — s)a(s) f(u(s))ds

< lall~ ( 223 [ tutelas

—O/ | (u(s))|ds.

Par les hypothese (Hy), on trouve
|Au(t)| < CM, pour tout ¢ € [0, 1].

Donc ||Aul|, < CM =0, d’ou A(C([0,1],R)) est borné.

Etape 3 :

Montrons que A (C ([0, 1],R)) est un ensemble équicontinu de C ([0, 1], R).
On pose

H={Au):ueC(0,1],R)}.

Montrons que H est équicontinue dans C ([0, 1], R). En effet
Soient t1,ts € [0,1] et soit u € C ([0, 1],R), alors

Au(ty) = Au(tn)] < [ [ (12 = 9)a(s) f(u()ds - /O“ (tl—s)a(S)f( (s))ds

’tl—t2|/ t2|/
_ 1
o s)|a(s) |ds+ s) la(s) f(u(s))| ds

<[t = 1) [ alo) f(u(s))ds + / (t2 = s)a(s) f(u(s))ds| +

S ] [ )l ds

1-—
2+
1(>||a|| ol [ ()] ds + .

<

s))|ds|.

Par les hypothese (Hy), on trouve

3+ (1—2n)a

|[Au(tz) — Au(ty)] < M lall ——

[t — to

=k |t; — to]
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Alors les fonctions de H sont k-lipschitzienne, et par suite, ’ensemble H est équicon-
tinu sur [0, 1] .Par le Théoreme d’Arzelé-Ascolie 1.3.1, on obtient que ’ensemble
H est relativement compact.

Par conséquent A est compact.

Par le Théoreme du point fixe de Leray Schauder 1.3.2, nous concluons que A a

un point fixe, ce qui est la solution du probléme (2.1) ,(2.2). ]

Remarque 2.3.1. [l est clair que les points fizes de l'opérateur A sont les solutions

de léquation (2.1).

2.4 Unicité de la solution

Dans cette section, nous nous intéressons a I’étude de I'unicité de solution dans

I'espace de Banach C ([0, 1], R).

Théoreme 2.4.1. Supposons que :

(Hy) La fonction a : [0,1]— R continue.

(Hs) La fonction f : R — R est k-lipschitzienne, telle que

24+ a(l—mn)

Fllale =7 o

< 1. (2.13)

Alors, le probléeme (2.1),(2.2) admet une solution unique sur [0, 1].

Démonstration.

Il est clair que les points fixes de I'opérateur A sont les solutions du probléme
(2.1),(2.2).

Pour montrer que A admet un point fixe unique, il suffit de prouver que A est une

contraction.
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En effet, soient uy,us € C ([0, 1],R), on a pour tout t € [0, 1],

Aun(t) = ()] < [ (0= 9)1a()] 10 (5)) — fluy(s))] ds

= ) a1 5) — Pt ds
1f@n/71—@mwnuwgﬁw—ﬂ%@»ms
< klall 2D ) (o)) ds
< kllall 2+1a_<1) lus—uz]|

Et par suite
24+ a(l—mn) |

| Ay — Auy | < Elloll o, =

|U1—U2Hoo

Donc de (2.13) on peut déduire que A est une contraction et d’apres le Théoréme
de Banach 1.3.3, le probléme (2.1),(2.2) & une seule solution qui est le point fixe
de A. m

2.5 Existence d’au moins une solution positive

Dans cette section, on établit la positivité de la solution du probleme (2.1) , (2.2)

qui est basé sur le Théoreme de point fixe de Krasnoselskii Guo .
Lemme 2.5.1. L'opérateur A : C ([0,1],R) — C ([0, 1], R) est complétement continu.

Démonstration.
Par la preuve du théoreme 2.3.1, on conclut que 'opérateur A est continu.
Montrons que A envoie tous ensembles bornés en ensembles bornés dans C ([0, 1], R).

En effet, il suffit de montrer pour tout € > 0, il existe § > 0, tels que
pour tout u € C ([0,1],R) : [Ju|l  <e implique |Aul| < ¢
Pour tout ¢ € [0, 1], on a

auo)] < lalle (25222 [t

Ainsi, [—¢, €] est un ensemble compact et f étant continue sur [—¢, €], nous pouvons
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déduire 'existence d’une constante M > 0, telle que
|f ()| < M, pour tout u € [—¢,€].

D’autre part, on a ||u| <€, c’est-a-dire |u (t)| < e, pour tout ¢ € [0, 1], on conclut

que
2+(1—-n)a
1—an

Donc ||Au||l,, < 9§, d’out A est borné.

|Au(t)] < [la/|o ( ) M =9, pour tout ¢ € [0,1].

Théoréme 2.5.1. [7] Supposons que :

(Hy) La fonction f: R — RY continue, telle que

fo:=lim——==0 et fo:= lim f(u)

u—0t U u—+too

:+OO

(Hy) La fonction a : [0,1]— R continue et il existe ty € [n,1], tel que a(ty) > 0.

Alors le probléeme (2.1),(2.2) admet au moins une solution positive sur l'inter-
valle [0, 1].

Démonstration.

Il est clair que les points fixes de 'opérateur A sont les solutions du probléme
(2.1),(2.2).

Montrons que A admet un point fixe u € C ([0, 1], R").

La démonstration est basée sur le Théoreme du point fixe de Guo-Krasnoselskii dans

un cone, pour cela on définit le cone K par :
K = {u € C([0,1],R) : rgtlgl u(t) > v|lul| et u(t) > 0, pour tout ¢ € [0, 1]} . (2.14)
n<it<

11 est facile de vérifier que K est un cone ordonné sur C([0, 1], R).
Par les hypotheses (Hy) et (Hz), ona a (t) f (u(t)) > 0, pour tout ¢ € [0, 1], par les lemmes

2.2.2 et 2.2.3, on conclut que

min Au(t) > || Aul| et Au (t) > 0, pour tout t € [0, 1].
n<t<1

Par conséquent, A (C([0,1],R)) C K.

Ainsi, on peut définir A : K — K, par le théoreme 2.3.1, on conclut que 'opérateur
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A : K — K est completement continu.

D’autre part, on a fy = 0, alors pour tout € > 0, tel que

1

: _Eom/o (1= s)a(s)ds < 1, (2.15)

il existe Hy > 0, tel que
0<u<H implique f(u) < eu. (2.16)
On pose
0, :=B (O,Hl) = {u S C([O, 1],R) : ||U|| < Hl} .
Soit u € K N0y, c’est-a-dire u € K et ||ul|, = Hi, alors
0<u(t) < Hy, pour tout ¢ € [0, 1]. (2.17)
D’apres la définition de 'opérateur A, on a
t 1
Au(t) < / (1= s)a(s)f(u(s))ds,  pour tout ¢ € [0, 1].
1—anJo
Par (2.16) et (2.17), on trouve
t 1
Au(t) < . 0477/0 (1 —s)a(s)eu(s)ds
1
51’}!;; ; (1 —s)a(s)ds

Par (2.15), on a

0 < Au(t) < |lul pour tout ¢ € [0, 1].
D’ou [|Aul|, < |lully,, pour u € K NOQy.
De plus, on a f. = oo, alors pour tout p > 0, tel que

m (!
P o /n (1 —s)a(s)ds > 1, (2.18)

il existe Hy > 0, tel que

u> Hy implique f(u) > pu.
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A

H
On pose Hy :=max { 2H1, — b et Qy := B (0, Hy) = {u € C([0,1],R) : |lull,, < Ha}.
v

Soit u € K N0y, c’est-a-dire u € K et ||ul|,, = Ha, alors

u(t) > min u(t) >v|lull, > Hs,  pourte 1],
n<t<1

ce qui implique

Fut) > pu(t) > pH,, pour t € [n,1]. (2.19)

D’autre part, on a

Au) = = [" (=9l fuls)ds = 1 [ = )al) f(uts))ds

1—an

- _770”7 /O " sa(s) f(u(s))ds.

Comme 7 > 0, alors

1
o | e s —
1

1—
= 1 —s)a(s)f(u(s))ds. .
= o [ Qe st (2.20)

Au(n) 1

Y

Par (2.19) et (2.18), on obtient

A

nHy (!
Au(n) > oy [ (1= (s
n
> > by =l
.

Ainsi, on a

[Aullo = Au(n) = [lull -

Dot [[Aul|, > |lu|/,, pour u € K N 0OQs.
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D’autre part, on a
OEQl, GZE(O,Hl)CB(O,HQ):QQ

Par le Théoreme du point fixe de Krasnoselskii Guo 1.3.4, nous concluons que A a un
point fixe dans K N (Q2\Q1).
Siu€ KN (Q2\), alors u () > 0, pour tout ¢ € [0,1] et Hy < ||ul, < Ha.

Par conséquent, le probléme (2.1),(2.2) admet au moins une solution positive. ]

Exemple 2.5.1. Considérons le problem de l’équation différentielle suivant :

1"

u (t)+t?*u®> =0, pour tout t € [0, 1]

(2.21)
w(0)=0, u(l)=1u(}).

Ici, a (t) = t* est continue sur [0,1], f (u) = u? est continue sur R , f(u) > 0, pour

1
tout u € RT et a =n = 3.

D’autre part, on a
1
an:ZE(O,l),fon et foo = +00.

Du théoréme 2.5.1, on déduit que le probléeme (2.21) admet une solution positive sur

[0,1].

Théoréme 2.5.2. [7] Supposons que :

(Hy) La fonction f: R — R" continue, tel que fo = +00 et fo = +00.

(Hy) La fonction a : [0,1]— R continue et il existe to € [n, 1], tel que a(ty) > 0.
Alors le probleme (2.1),(2.2) admet au moins une solution positive sur ['inter-

valle [0, 1].

Démonstration.
Par le théoréme, on a que 'opérateur A : K — K est completement continu, avec
K est un cone ordonné sur C([0, 1], R) définit dans (2.14).

D’autre part, on a fy = 0o, alors pour tout € > 0, tel que

‘- Tan /171 (1— s)a(s)ds > 1, (2.22)
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il existe H3 > 0, tel que

0<u< H; implique f(u) > eu.

On pose
Qg =: B (O,Hg) = {U c C ([0, 1],R> : HUH < Hg} .

Soit u € K N0Q3, c’est-a-dire u € K et ||u| = Hs, alors
u(t) > min u(t) > 7|lull = vHs,  pourt € [n,1],
n<t<1
ce qui implique

flu®) zeu() zeylull,,  pourteln,1]. (2.23)

Par (2.19) et (2.23), on a

77 1
Auln) > 7 [ )als)fuls)ds
nellull, [
> 1—0477/77<1 s)a(s)ds

Par (2.22), on obtient
[Aull o = Au(n) = [lull, -

D’ou ||Aul| > |lull,,, pour u € K N 0OSQ;.

De plus, on a f,, = 0, alors pour tout p > 0, tel que

1
. —pom/o (1 —s)a(s)ds <1,
il existe H, > 0, tel que

w>H,  implique  f(u) < pu.

On consideére deux cas :

1¢" cas : On suppose que f est bornée sur [0, 00), c’est-a-dire, il existe N > 0, tel
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que

0<f(u) <N, pour tout u € [0, 00).

Dans ce cas, on choisit

N 1
H, = max {2H3, . /0 (1-— s)a(s)ds} .

Soit u € K et ||u||oc = Hy, alors pour tout ¢ € [0,1], on a

Amo<1_lm471_gagﬂm@ms
< . jvom /01 (1 —s)a(s)ds
< H47

donc [|Au|| < ||ul|,,, pour tout v € K et ||u|| = Ha.

2¢me cas : Si f n’est pas bornée sur [0, 00), dans ce cas, on choisit Hy, tel que

i
H,; > max {2]‘]3, 4} ,
v

f(u) < f(Hy), pour tout 0 < u < Hy.

Pour tout u € K et ||ul|oc = Hy, on a

Ault) < 1f@ﬁ4%1-@¢@f@@»@
Sziqizﬁﬂ1_@a@@
< L - sads)as
< H,.

donc [|Au|| < ||ul|,,, pour tout v € K et ||u|| = Ha.
Soit
Qq:=B(0,Hy) = {ueC([0,1],R) : ||u| < Hy}.

Par suite, dans les deux cas, on a ||Au|| < ||ull, pour tout u € K N 0Qs.

29



D’autre part, on a
0 € Qs, Q3 = B(0,H3) C B(0,Hy) = Q.

Par le Théoreme du point fixe de Krasnoselskii Guo 1.3.4, nous concluons que A
a un point fixe dans K N (Q\ Q).
Siue KN (Q\Qs), alors u (t) > 0, pour tout ¢ € [0,1] et Hz < ||lu||, < Hy.

Par conséquent, le probleme (2.1), (2.2) admet au moins une solution positive. [

Exemple 2.5.2. Considérons le problem de l’équation différentielle suivant :

u' (t) + Vit /|u| =0, pour tout t € [0,1]

(2.24)
w(0)=0,  u(l)=2u(}).

Ici, a(t) = V/t est continue sur [0,1], f (u) = \/|u| est continue sur R , f (u) > 0,
1
pour tout u € R et o =2, = 3

D’autre part, on a
2
an:§€(0,1),f0:+oo et foo = 0.

Du théoréme 2.5.2, on déduit que le probleme (2.24) admet une solution positive sur
[0,1].
Corollaire 2.5.1. Supposons que :

(Hy) La fonction a : [0,1]— R continue et il existe to € [n, 1], tels que a(ty) > 0.

(Hy) La fonction f : R — RY est k-lipschitzienne, telle que fo = 0, fs = 00 et
(2.13) est vérifiée.

Alors, le probléeme (2.1),(2.2) admet une unique solution positive sur [0, 1].
Corollaire 2.5.2. Supposons que :

(Hy) La fonction a : [0,1]— R continue et il existe ty € [n, 1], tels que a(ty) > 0.

(Hy) La fonction f : R — R est k-lipschitzienne, telle que fo = 00, fo = 0 et
(2.13) est vérifiée.

Alors, le probléeme (2.1),(2.2) admet une unique solution positive sur [0, 1].
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Chapitre 3

Existence des solutions positives
pour une équation non linéaire

d’ordre deux

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier 'existence et la multiplicité des solutions
positives du probléeme aux limites non lineaires a trois points de second ordre donne
par :

u"(t) + h(t)f(t,u(t)) = 0, pour tout t €]a, | (3.1)

avec les conditions aux limites

u(a) = au(b) + du'(a), pu(c) +yu'(c) =0 (3.2)

c—a

ou f,v,0 >0avec f+v>0,0<a< betbe]a,c[.

C p—
On impose les conditions suivantes :

(C1) hecC(la,c],R") tel qu'il existe to € (a,b) : h(ty) > 0,
(Cy) La fonction f : [a,c] x [0,00) — [0, 00) est continue.

Nous introduisons quelques conditions suffisantes pour montrer I'existence de so-
lutions positives du probleme aux limites. Notre approche est basée sur le Théoremes

de point fixe de d’Avery-Peterson 1.3.5.
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3.2 Lemmes fondamentaux

Dans cette section, on établit la positivité de la solution du probleme (3.1)-(3.2),

pour cela nous avons besoin du lemme auxiliaire suivant :

Notation 3.2.1. Pour la simplification, on note
d:=7v(1—-a)+ Bl(c—a)—alc—>b)+4].

Lemme 3.2.1. [7] Sid # 0, poury € C(|a,c],R), l'unique solution u du probléme

linéaire suivant

u"(t) + y(t) =0, pour tout t €la, c|,
u(a) = au(b) + ou'(a), pu(c) +yu'(c) = 0.

est donnée par :

u(t) = clz(” +Be—1) [/ (5 —a+8)y(s)ds — a /b (s — b)y(s)ds| (3.4)
- /ltC (s —t)y(s)ds.
Démonstration.

Soit u la fonction définie comme dans (3.4). Alors u est deux fois dérivable sur (a, ¢)

et on a
u'(t) = —g {/ac (s—a+0)y(s)ds — a/bc (s — b)y(s)ds] +/tcy(s)d3, pour tout ¢ € (a,c).
La dérivée seconde de u est donné par

u”’(t) = —y(t), pour tout ¢ € (a,c).

D’autre part, on a les conditions aux limites du probléeme (3.3) sont vérifiées.

Donc la fonction u qui est donnee dans (3.4) est une solution de (3.3).

O]

Lemme 3.2.2. [7/ Sid >0 ety € C([a,c],RT), alors la solution du probléme (3.4)
satisfaite

u(t) >0, pour tout t € [a, c].
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Démonstration.

Par (3.4),onau”(t) = —y(t) < 0, pour tout t € [a, ], alors la fonction u est concave
sur [a, c].

Montrons que u (¢) > 0, on distingue deux cas :

Si0<a<1,ona

u(c) = % /: (s —a+d)y(s)ds — a/bc (s — b)y(s)ds}
zjl_/bc(s—bw)()ds—a/c(s—b)()ds]
ZZ:(I—Q)/(S—Z) $)ds +3 [ y(s }
> 0.

Sil<a< :Z,ona

>

Montrons que u (a) > 0, on a
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u(@) = J04sC-a) | [ -ardyds—a [ -y

2 [-ayas

= 2GBe—a-d) [(s-ayds+ 5 a+se-a) [Ty
~SarBe—a) [ (s-bys)ds

- z[v—l-ﬁ(c—b)]/:(s—a ds——/ s—a)
+2+se-a) [y ()ds—g(’ﬁ'ﬁ(c—a))/b (5~ D)y () ds

= Cha el [ G-yt T+ [ -ay(s)ds
6

b

— E[’Y-l-ﬁ(c—b)]/ (s—a)y(s)d8+d['y+,8 c—M(b—a / y (s

a

+fl/:(7—i-ﬁ(c—s))y(s)ds>0.

Finalement, comme u(a) > 0 et u(c) > 0, alors par la définition de la fonction concave, on
trouve

u(t) > Au(a) + (1 =N u(c) >0, pour t € [a, c].
O

Lemme 3.2.3. [9] Siy € C([a,c],RT) et d > 0, alors la solution du probléme (3.4)

satisfaite
nt a(t) 2 ...

ot

k:—min{a(c_b>,c_b, alb—a) }6(0,1). (3.5)

c—a 'c—a c—a—alc—0)

Démonstration.
Par (3.4),onau”(t) = —y(t) < 0, pour tout t € [a, c], alors la fonction u est concave
sur [a, b].
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Sit € [a,b], alors

v

u(t) Au(a) + (1 =N u(c)
> Amin{u(a),u(b)} + (1 — A) min{u(a), u(b)}

min{u(a), u(b)}.

Avec \ € [0, 1], on conclut que

min u(t) = min{u(a), u(b)} (3.6)

t€la,b]

Pour tout 7 € [a, c), on pose

) u(T), pour tout t € [a, c),
Alors

n(t) =0, nlc)=ulc)>0, et n'({t)=u"(t) <0 surrc).
Par le lemme 1.2.1, on a

t
u(?) > ur) : pour tout ¢ € [, c). (3.7)
c—t  c—T

La fonction u est continue sur le compact [a, |, alors le sup est atteint, c’est-a-dire,

il existe 7 € [a, ], tel que

u(r) = sup u (t) = [Jull -
t€la,c]

On distingue deux cas :

1°* cas : Sia <71 <betu(a) <u(b). Par (3.7), on a

alors,
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Par la condition aux limite en b, on conclut que

—a

au(b) = ula) — ou'(a) > (2 - b) o flull, -

Puisque u'(a) > 0, alors

c—b
inu(t) = > >k .
tgig}u( ) U(a) Z (C _ Cl) HUHOO - Hu”oo

2¢me cas : Sia <7 <betub) <ula). Par (3.7), on a

)= (20t = (S22 utr

donc

i) =) > (E22) > k-

te[a,b]
Sib< T <c, alors u(a) = n%irllj]u(t). On a a < b < 7, alors par le lemme 1.2.1, on
t€la,
obtient que

u(r) — u(a)

T—a b—a
alors
u(r) < ufa) + (“(bg - Z<“>> (r - a)
< u(a) + (“(b; - Z(“>> (c —a)
_ [c —a—a(c—Db)|u(a) —d(c —a)u'(a)
alb—a)
[c —a—a(c—Db)]
- alb—a) u(a),
donc
. _ a(b—a)
tgi%]u(t) =ul@) = c—a—a(c—Db) u(r)-

Par consequent,

a(b—a)
tefa,b) c—a—alc—D>)

[ull e = F flull -
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3.3 Existence d’au moins deux solutions positives

Soit C ([a, ], R) 'espace de Banach muni de la norme

ull o = sup_|u(t)].
t€la,d]

Définissons 'opérateur A : C ([a, c¢|,R) — ([a, c],R) par :

Lemme 3.3.1. Les points fizes de lopérateur A sont les solutions du probléme

(3.1),(3.2) .
Lemme 3.3.2. L'opérateur A : C ([0,1],R) — C ([0, 1], R) est complétement continu.

Démonstration.

La preuve est analogue a la preuve du lemme 2.5.1. O

Théoréme 3.3.1. [7] Soit d > 0. On suppose qu’il existe des nombres positifs, r, p, q,

tels que r > q > p > 0 et la fonction f est verifiée les conditions suivantes
1) f(s,u) > pM, pour s € [a,b] et u € [kp,p],

2) f(s,u) < gm, pour s € [a,c] et u € {O, Z} ,
3) f(s,u) >rM, pour s € [a,b] et u € {r, ;] .

Ou
M= ¢ | (3.8)
min{a, 1}(y + B(c — b)) /a (s —a+0d)h(s)ds
m e L | (3.9)

(7+5@—b»/(s—a+®h@ms

a

Alors le probléeme (3.1),(3.2) admet au moins deuzx solutions positives uy et uy telles

que
p < maxuy (t) avec maxu, () < g, (3.10)
t€la,c] te[b,c]
< t I t) <r. 3.11
q trg[zai(]ug( ) avec tr&i%]ug( ) <r (3.11)
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Démonstration.
La démonstration est basée sur le Théoreme du point fixe d’Avery-Henderson

dans un cone, pour cela on définit le cone K par :

u € C([a,],R) :u(t) >0, pour tout t € [a, (],
K= . (3.12)
u est concave et Ir%ilz]u(t) > k||ull, -
te|a,

ou k donne par (3.5).
Il est clair que K est un cone ordonné sur C([a, ¢/, R).
Par les hypotheses (C) et (Cy), on a h(t) f (t,u(t)) > 0, pour tout t € [a,c|, par

les lemmes 3.2.2 et 3.2.3, on conclut que

H%iIll)} Au(t) > k|| Aul| et  Au(t) >0, pour tout t € [a,c].
tela,

Par conséquent, A (C([a,c],R)) C K.
Ainsi, on peut définir A : K — K. Par le lemme 3.3.2, on conclut que 'opérateur
A: K — K est complétement continu.

Soient ¢,0,n : K — R définies par :

o(u) = minu(t),  O(u) = maxu(t),  n(u):= maxu(t).

Vérifions maintenant que les conditions de ¢, € et 1 sont satisfaites :

Pour u € K, on a u (t) > 0, pour tout t € [a, ¢], alors

Siue K, ona

0 < minu(t) <|ull,, 0<maxu(t)<|ull, et 0<maxu(t)<|ull,-
te(a,b] te(b,c] te€(a,c]

Donc, pour tout u,v € K,

|6(u) = o(v)] < llulle = lvlloo] < flu = vl

C’est-a-dire ¢ est 1—lipschitzienne sur K, de méme méthode on obtient que n et 6
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sont 1—lipschitzienne sur K.
Par conséquent, les fonctions ¢, n et € sont continues sur K.
Pour v € K, on a

1
< — mi t) = — .
Jull < 5 min u(t) = Lo(w)

Par la concavite de u, on a

Jull < 7 minu(t) = 7 o(u) < 10(w) < nlu).

= k’te[a,b}

D’autre part, pour tout u € K, A € [0,1], on a

d(Au) = max(Au)(t) = Amaxu(t) = Ao(u).

telb,c] telb,cl

Soit u,v € K, tel que u — v € K, alors
u(t) > v (t), pour tout ¢ € [a, ],

ce qui implique

¢(u)=¢w) et nu)=n(v).
D’ou les conditions du théoreme 1.3.5 pour les fonctions ¢, 1 et 8 sont vérifiées
Nous vérifions les conditions du théoreme 1.3.5 pour 'opérateur A.
e Montrons que : K(n,p) # 0 et n(Au) > p, pour u € K (n,p).
Par définition de K (n,p), on a

K(n,p):{uEK:n(u)<p}:{UEK: maxu(t)<p}.

te€(a,c]

Puisque 0 € K et p > 0, alors 0 € K(n,p), cela implique K(n,p) # 0.
Siu € 0K(n,p),alors

1 (u) = maxu(t) = [juf , = p.

t€la,c]

Donc, pour tout t € [a, b]

hp = kllullo < min uft) < u(t) < Jlul = p. (3.13)
cla,

39



Donc

n(Au) = max Au(t)

t€la,c]

> Au(b)

=+ Ble=0) [ [ (s = a () (s, uls))ds — a [ (s = )hs) S5, u(s)ds

_ /bc (s — b)h(s)f(s,u(s))ds

_ Wﬁéc—b) / " (5 — 0+ O)h(s) (s, u(s))ds

#7004 Bl s))h(s) (s, u(s))ds
> ”Bglc_b) /ab (s — a+ 8)h(s) (s, u(s))ds.

Par (3.13) et 'hypothese (1) du théoréme, on a

n(Au) > pr—BC(ZC_b) /ab (s —a+d)h(s)ds.

Par (3.8), on trouve que
n(Au) > pmin {1, a} > p.
e Montrons que : §(Au) < g, pour tout u € 0K (6, q).
Siue dK(0,q), alors 0 (u) = g, c’est-a-dire

0 <wu(t) <maxu(t) =q.
te(b,c]

Donc, pour tout t € [a, ],

1 q
< < < — = =
o_mw_mm_kg%ww ’

Pour tout ¢ € [a,c], on a

(v + Blc 1)) / (s — a + 6)h(s) f(s, u(s))ds.

QU

Au(t) <
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Donc

0(Au) = max Au(t)

te(b,c]
< OAPCZO) [ (st d)h(s) 1 (s, us))ds

g““*ﬁ”””/ﬂs—a+®mgﬂ&u@m&

a

Par (3.14),(3.9) et 'hypothese (2) du théoreme, on a

7+5@—bnlﬂs—a+ah@ms

e Montrons que : ¢(Au) > r, pour tout u € 0K (¢, 7).
Siu e dK(¢,r), alors ¢ (u) = minu(t) = r, donc

tela,b]

— min u(t) < |lull, <+ min w(t) = -
P Y = Ml = 1 Y T
D’autre part, on a
—b) sb
mma=7+%f)/(s—a+®m@ﬂ&m@ms
b—a+6

d A%7+5@_3»MQf@w®»®.

et

a

Au(a) = « PHLBC(ZC_[)) /b (s —a)h(s)f(s,u(s))ds

b—a

d
+ZL%7+B@—®W@ﬁ®m@»@.

jéc(v'+’ﬁ(c'_’3>>h(3>f(S,U(s))ds

Par la concavite de la fonction u, on a

min Au(t) = min{Au(a), Au(b)}.

t€la,b]

41

(3.15)



Si a > 1, alors Au(a) > Au(b).
Si0<a<1,alors Au(a) > aAu(b). Donc

tn%iré]Au(t) > min{a, 1}Au(b).
cla,

Alinsi,
Au) = min A
¢(Au) = min Au(t)

> min{c, 1} Au(b)

> Climin{oz, 1} (v+ B(c—1)) /a (s —a+0)h(s)f(s,u(s))ds.

Par (3.8),(3.15) et I'hypothese (3) du théoreme, on a

o(Au) > T?f min{a, 1} (v + B(c — b)) /b (s —a+0)h(s)ds.

a

> 7.

Par conséquent, les hypotheses du Théoréeme d’Avery-Henderson 1.3.5 sont
vérifiées.

Donc, il existe au moins deux points fixes positifs u; et ug de A sur K(¢,r), tel que
p < n(uy) avec O(u1) < q,

q < 0(uz) avec d(ug) <.

Ce qui implique que le probleme (3.1),(3.2) admet deux solutions wu; et uy sont

vérifiées (3.10), (3.11). O

Corollaire 3.3.1. [7] Soit d > 0. S’il existe ¢ > 0, tel que

. f(su)
1) 11ur1_1>(1)I+1f > -, pour s € [a,b],
2) f(s,u) < gm, pour s € [a,c] et u € {0, ;ﬂ :
3) liminff(s’u) > M, pour s € [a,b],

uU—~+00 u

Alors le probléeme (3.1),(3.2) admet au moins deux solutions positives uy et us
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telles que

< t t) <

P tgl[g)é] uy (%) avec {él[zbif} u(t) < q,
< t ' t) <r.

¢ < max ug(t) avec trerﬁ%]uQ( y<r

Démonstration.

Par 'hypothese (1) de corollaire 3.3.1, alors il existe p > 0, tel que

> —, pour tout u € (0, pl, s € [a,b].

Alors
M
fls,u)> o> pM, pour u€ [kp.pl, s € [a,b),

donc la condition (1) du théoreme 3.3.1 est vérifiée.

On pose

foo := liminf (min f(s,u)) ,

U—r0Q SE[a,b] Uu

Soit n € (M, f), alors il existe ' > ¢, tel que

Hl[irll)} f(s,u) > nu, pour u € [, 00).
s€la,

On pose
v := min { min f(s,u):u € [O,r’]}
s€la,b]
Soit
> p—
r > max<r :
) 17 _ M
Alors

H}ir%ﬂf(s,u) >nu—v>nr—v>rM, ué€]ro),
s€la,

donc la condition (3) du théoreme 3.3.1 est vérifié.
Du théoreme 3.3.1, on déduit que ’équation (3.1),(3.2) admet au moins deux solu-

tions positives. ]

Exemple 3.3.1. Considérons le probleme de l’équation différentielle suivant :

=0, pour toutt € [0,1]

0
) : u(l)=u(l)=0. (310)
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Avec A > 0. Ici, a = 0, b =

f(t,u) = Ae™.

Alorsﬁ,7,§20,6+7>0,%:2,O<a<
C_

,e=1La=1,d=0,8=1,v=0,h(t) =1 et

N | =

c—a

c—b

D’autre part, on a

u M 1
limM: lim)\e—:+oo>—, pour s € {0,],

u—0t U u—0t U k 2

u 1
lim f(s,u) — lim A& = +o00 > M, pour s € {O, ] ,
U—r—+00 u u—+00 2

Pour s € [0,1] et u € [0,2¢], on a
f(s,u) = Ae® < Ae??.

Si \e?? < 2q, c’ést-a-dire N < 2qe” .
Par le corollaire 5.3.1, on déduit que le probléeme (3.16) admet deux solutions posi-

tives sur [0, 1].
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Résumé : Dans ce mémoire, nous nous intéressons l'existence et de multiplicité
de solutions positives pour les équations différentielles d’ordre deux. L’existence,
I'unicité ainsi que la positivité de la solution sont établies via ’alternative non li-
néaire de Leray- Schauder, le principe de contraction de Banach, le théoreme de
Guo-Krasnosel.skii et d’Avery-Henderson d’expansion et de compression d’un cone.
Mots clé :

Equations différentielles ordinaires, Problémes aux limites, Solutions positives, Cone,

Points fixes.

Abstarct : In this memory, we focus on the existence and multiplicity of positive
solutions to second order differential equations. Uniqueness and the existence of po-
sitive solutions are established by using some fixed point theorems notably, Leray-
Schauder nonlinear alternative, the Banach contraction principle, Guo-Krasnosel’skii
and Avery-Peterson theorms on compression and expansion of cones.

Key words :

Ordinary differential equation, Boundary value problems, Positive solution, Cone,

Fixed point.
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